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12. P¥edndska: Opakovani
LVektorové funkce

Vektorové funkce

Definice:

Redlnou m-rozmérnou vektorovou funkci n redlnych proménnych
rozumime kaZdé zobrazeni f : R" — R™, kdy kaZdému

X = (x1,%2,...,xn) € Df C R" je pFifazena pravé jedna hodnota
f(x) = (A(x), L(x), ..., fm(x)) € Hr C R™.
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Vektorové funkce

Definice:

Redlnou m-rozmérnou vektorovou funkci n realnych proménnych
rozumime kaZdé zobrazeni f : R" — R™, kdy kaZdému

X = (x1,%2,...,xn) € Df CR" je pFifazena pravé jedna hodnota
f(x) = (A(x), 2(x), ..., fm(x)) € Hr C R™.

» Skalarni pole: f : R? — R nebo f : R3 — R.
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Vektorové funkce

Definice:
Redlnou m-rozmérnou vektorovou funkci n realnych proménnych

rozumime kaZdé zobrazeni f : R" — R™, kdy kaZdému
X = (x1,%2,...,xn) € Df CR" je pFifazena pravé jedna hodnota

f(x) = (A(x), 2(x), ..., fm(x)) € Hr C R™.

» Skalarni pole: f : R? — R nebo f : R3 — R.
» Vektorové pole: a : R?2 — R? nebo a : R? — R3.
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LVektomvé funkce

Vektorové funkce

Definice:

Redlnou m-rozmérnou vektorovou funkci n realnych proménnych
rozumime kaZdé zobrazeni f : R" — R™, kdy kaZdému

X = (x1,%2,...,xn) € Df CR" je pFifazena pravé jedna hodnota
f(x) = (A(x), 2(x), ..., fm(x)) € Hr C R™.

» Skalarni pole: f : R? — R nebo f : R3 — R.

» Vektorové pole: a : R?2 — R? nebo a : R? — R3.

» Kfivka 7: R — R? nebo 7: R — R3 a vektorova funkce je
spojita.
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LVektomvé funkce

Vektorové funkce

Definice:

Redlnou m-rozmérnou vektorovou funkci n realnych proménnych
rozumime kaZdé zobrazeni f : R" — R™, kdy kaZdému

X = (x1,%2,...,xn) € Df CR" je pFifazena pravé jedna hodnota
f(x) = (A(x), 2(x), ..., fm(x)) € Hr C R™.

v

Skalarni pole: f : R2 — R nebo f : R — R.
Vektorové pole: a : R?2 — R? nebo a : R? — R3.

v

Kfivka 7: R — R? nebo 7: R — R3 a vektorova funkce je
spojita.

v

Plocha 7: R? — R3 a vektorova funkce je spojita.

v



12. P¥ednaska: Opakovani
|—Vektorové funkce

|—Skal:-irnl' pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

» Defini¢ni obor: Df = {x e R";dy e R: f(x) = y}.



12. P¥ednaska: Opakovani
|—Vektorové funkce

LSkalérnl’ pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

> Defini¢ni obor: Df = {x e R";Jy e R: f(x) = y}.
» Obor hodnot: Hf = {y € R;Ix € R": f(x) = y}.



12. Ptednaska: Opakovani
|—Vektorové funkce

LSkalérm’ pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)
» Defini¢ni obor: Dr

{xeR" Iy eR:f(x) =y}
» Obor hodnot: Hr = {y € R'Elx eR": f(x) =y}
> Graf funkce: G = {[x, f(

G R x € Df}
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LVektorové funkce

LSkalérm’ pole

» Defini¢ni obor: Dr

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

{xeR" Iy eR:f(x)=y}.
» Obor hodnot: Hf = {y € R'Elx eR": f(x) =y}
> Graf funkce: G = {[x, f(x)] € R™ : x € Dr}.
» Hladina funkce (vrstevmce).
He = {x € Df : f(x) = ¢, c = konst.}



12. P¥edndska: Opakovani
LVektorové funkce
LSkaIérm’ pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

Defini¢ni obor: Df = {x e R"; 3y e R: f(x) = y}.
Obor hodnot: Hr = {y € R;3x € R" : f(x) = y}.
Graf funkce: G = {[x, f(x)] € R"" : x € Dr}.
Hladina funkce (vrstevnice):

H. = {x € Df : f(x) = ¢, c = konst.}.

Parcidlni derivace:

8;(XP) — f):(P) — lim f(X7y07ZO) - f(Xoa}/O,Zo),

vy v v v

v

X—X0 X — XO
8f(P) — f/(P) — lim f(X07.yaZO) - f(Xoa}/O,ZO),
Ay Y Y=y Y=Y

of(P) _ £(P) = lim f(x0. 0. 2) — f(x0, 0, 20)

0z “ 720 z— 2z
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|—Vektorové funkce
|—Skal:-irnl' pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)
> Gradient:

VF(P) = grad F(P) = (8f(P) OF(P) Of(P)

8x’8y’8z)
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LVektorové funkce

LSkalérm’ pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)
> Gradient:

VFP) = grad F(P) = (8f(P) of(P) OF(P)

ox > 9y B Oz )
» Derivace ve sméru (podle vektoru):

OF(P) _ o F(PH19)—F(P)
Os t—0 t ’
of(P)

o gradf(P) -s
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|—Skal:-irnl' pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

> Lokalni extrémy
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|—Vekt0rové funkce

|—Skal:-irnl' pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

> Lokalni extrémy

> Podezielé body
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|—Vektorové funkce

LSkalérnl’ pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

> Lokalni extrémy

» Podeztelé body

1. Staciondrni body (nutnd podminka lokdlniho extrému)
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|—Vektorové funkce

LSkalérm’ pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

> Lokalni extrémy

» Podeztelé body

1. Staciondrni body (nutnd podminka lokdlniho extrému)
2. Neexistuje aspoii jedna prvni derivace
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LVektorové funkce
LSkalérm’ pole

Nastroje k prozkoumani skalarnich funkci (poli)

> Lokalni extrémy
» Podeztelé body
1. Staciondrni body (nutnd podminka lokalniho extrému)
2. Neexistuje aspoii jedna prvni derivace
» Vybrat ze staciondrnich bodl lokalni extrémy (posta&ujici
podminka lokdIniho extrému)
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LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:

03(P) _ (8a1(P) dax(P) 0a3(P)
Ox ox '

8x’8x>
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|—Vektorové funkce

LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:

03(P) _ (8a1(P) dax(P) 0a3(P)
dy oy

8y’3y>
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|—Vektorové funkce

LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:

03(P) _ (8a1(P) dax(P) 0a3(P)
0z 0z '’

82’82)




12. P¥edndska: Opakovani
|—Vektorové funkce

LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)
» Parcidlni derivace:
03(P)

- 831(/3) 832(P) 833(/:’)
0z 9z > 0z = 0Oz
» Vektorové &ary: 7/(t) = 3(F(t))




12. P¥edndska: Opakovani
I—Vektorové funkce
LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:

93(P) (8a1(P) da(P) 8a3(P)>
0z ' 0z = Oz

0z

(t) = a(r (1))

» Vektorové &ary: F/(t) = 3
» Divergence: divda=V -3



12. P¥edndska: Opakovani
LVektorové funkce

LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:

03(P)  (0ai(P) 0ax(P) 0as3(P)
0z dz = 0z ' Oz
» Vektorové &ary: 7/(t) = 3(F(t))
» Divergence: divda=V -3
» Rotace: rot3 =V x 3
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LVektorové funkce
LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:
85(:‘3) N 831(P) 8a2(P) 833(/3)
oz 0z = 0z ' 0Oz
>

Vektorové &ary: 7'(t) = 3(F(t))

» Divergence: diva=V-
» Rotace: rot3 =V x 3
» Potencial:

u]
o)
I
i
it




12. P¥edndska: Opakovani
LVektorové funkce
LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:
03(P) B 0ai(P) 0ax(P) 0az(P)
oz 0z ' 0z = Oz
» Vektorové &ary: 7/(t) = 3(F(t))
» Divergence: divda=V -3
» Rotace: rot3 =V x 3
» Potencial:

» Potencidlové pole (nevirové na jednoduse souvislé oblasti)
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LVektorové funkce
LVektorové pole

Nastroje k prozkoumani vektorovych funkci (poli)

» Parcidlni derivace:
03(P) B 0ai(P) 0ax(P) 0az(P)
oz 0z ' 0z = Oz
» Vektorové &ary: 7/(t) = 3(F(t))
» Divergence: divda=V -3
» Rotace: rot3 =V x 3
» Potencial:

» Potencidlové pole (nevirové na jednoduse souvislé oblasti)
» d=grady
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|—Vekt0rové funkce
L Krivky

K¥ivky, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojitou funkci: F(t) = (x(t), y(t), z(t)), t € (a, b)
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|—Vektorové funkce
L Krivky

K¥ivky, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojitou funkci: F(t) = (x(t), y(t), z(t)), t € (a, b)

> Tetny vektor 7/(to) = (x'(to), ¥'(to), 2/(t0))



12. P¥edndska: Opakovani
I—Vektorové funkce
L Krivky

K¥ivky, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojitou funkci: F(t) = (x(t), y(t), z(t)), t € (a, b)
> Tezny vektor F'(to) = ((to), ¥'(to). 2(to))
» Hladka k¥ivka, po ¢astech hladka kfivka
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LVektorové funkce
L Krivky

K¥ivky, parametrizace, vlastnosti

v

Najit spojitou funkci: F(t) = (x(t), y(t), z(t)), t € (a, b)
Teény vektor 7/(tp) = (X'(t0), y'(to), 2/ (o))

Hladka k¥ivka, po &astech hladka k¥ivka

Jednoducha kfivka

v

v

v

u]
o)
I
i
it
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LVektorové funkce
L Krivky

K¥ivky, parametrizace, vlastnosti

v

Najit spojitou funkci: F(t) = (x(t), y(t), z(t)), t € (a, b)
Teény vektor 7/(tp) = (X'(t0), y'(to), 2/ (o))

Hladka k¥ivka, po &astech hladka k¥ivka

Jednoducha kfivka

Uzav¥end k¥ivka

v

v

v

v

u]
o)
I
i
it




12. P¥edndska: Opakovani
LVektorové funkce
L Krivky

K¥ivky, parametrizace, vlastnosti

v

Najit spojitou funkci: F(t) = (x(t), y(t), z(t)), t € (a, b)
Teény vektor 7/(tp) = (X'(t0), y'(to), 2/ (o))

Hladka k¥ivka, po &astech hladka k¥ivka

Jednoducha kfivka

Uzav¥end k¥ivka

v

v

v

v

v

Orientovand k¥ivka, souhlasnd x nesouhlasnd parametrizace
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|—Vektorové funkce

LPIochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojistou funkci: 7(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednodu$e souvisla oblast)



12. P¥edndska: Opakovani
|—Vektorové funkce

LPIochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojistou funkci: 7(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednodu$e souvisla oblast)
» Jednoduchid plocha
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I—Vektorové funkce

LPIochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojistou funkci: 7(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednodu$e souvisla oblast)
» Jednoduchid plocha

» Plocha t¥idy C!
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LVektorové funkce
LPIochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

v

Najit spojistou funkci: 7(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednodu$e souvisla oblast)

Jednoducha plocha

Plocha t¥idy C!

Hladka plocha, po &astech hladka plocha

v

v

v

u]
o)
I
i
it
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LVektorové funkce
LPlochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

v

Najit spojistou funkci: 7(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednodu$e souvisla oblast)

v

Jednoducha plocha
Plocha t¥idy C!
Hladka plocha, po &astech hladka plocha

v

v

v

Uzavfend plocha
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LPlochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojistou funkci: 7(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednodu$e souvisla oblast)

» Jednoduchid plocha

» Plocha t¥idy C!

» Hladka plocha, po &astech hladka plocha

» Uzavfend plocha

» u-k¥ivky 7(u, konst.) a v-k¥ivky F(konst,v), tetné vektory

t, = argx") at, = a'(a‘fl’v), normalovy vektor ii = t, X t,
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LVektorové funkce

LPlochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

Najit spojistou funkci: F(u, v) = (x(u, v), y(u, v),z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednoduge souvisld oblast)

Jednoducha plocha

Plocha t¥idy C!

Hladka plocha, po &astech hladka plocha

Uzavfend plocha

u-k¥ivky F(u, konst.) a v-k¥ivky 7(konst, v), te¢né vektory

t, = 8r(8LL’V) at, = 8r((9L"/’v), normalovy vektor ii = £, x f,

Orientovatelnost plochy
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LVektorové funkce
- Plochy

Plochy, parametrizace, vlastnosti

» Najit spojistou funkci: F(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
[u,v] € Q C R? (jednoduge souvisld oblast)

» Jednoduchid plocha

» Plocha t¥idy C!

» Hladka plocha, po &astech hladka plocha

» Uzavfend plocha

» u-k¥ivky 7(u, konst.) a v-k¥ivky r(konst, v), te¢né vektory

t, = 8r(8LL’V) at, = 8r((9L"/’v), normalovy vektor ii = £, x f,

» Orientovatelnost plochy

» Orientovana plocha, souhlasnd x nesouhlasnd parametrizace
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» Dvojny integral

// f(x,y)dxdy
M




e
12. P¥ednaska: Opakovani
|—Integra’ly

» Dvojny integral

//f(x,y) dx dy
M
/Q//f(x,y,z) dx dy dz

» Trojny integral
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|—Integra’nly

» KFivkové integrély

DA



12. P¥ednaska: Opakovani
|—Integra’ly

» KFivkové integrély

» 1. druh (skaldrni pole)

/ f(x,y,z)ds

K
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|—Integrély

» KFivkové integrély

» 1. druh (skalarni pole)

/ f(x,y,z)ds

&

» 2. druh (vektorové pole)

/F(X’y’z)‘ir:/ﬂdX+6dy+1%dz
Kk K



12. P¥ednaska: Opakovani
|—Integrély

» KFivkové integrély

» 1. druh (skalarni pole)

/ f(x,y,z)ds

&

» 2. druh (vektorové pole)

/F(X’y’z)‘ir:/ﬂdX+6dy+édz
K ic
> Plogné integraly
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I—Integrély

» KFivkové integrély

» 1. druh (skalarni pole)

/ f(x,y,z)ds

&

» 2. druh (vektorové pole)

/f(x Y,z

/fldx—i-fzdy—i-r%dz
K
> Plosné integraly

» 1. druh (skaldrni pole)

/ f(x,y,z)dS
S
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Llntegrély

» KFivkové integrély
» 1. druh (skalarni pole)

/f(x,y,z) ds

&

» 2. druh (vektorové pole)

/f(x v,z 7:/fldx+f2dy+f3dz
K

> Plosné integraly
» 1. druh (skaldrni pole)

/ f(x,y,z)dS
S

» 2. druh (vektorové pole)

//F(x,y,z) dTS://f(x,y,z)-ﬁdS://fldydz—i—fz dx dz-+13 dx dy
S S S
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|—Integra’ly

Vyznamy integralii

> Dvojny integrél: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky,
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|—Integrély

Vyznamy integralii

> Dvojny integrél: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky,
» Trojny integral: objem, hmotnost télesa,
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|—Integrély

Vyznamy integrali

» Trojny integral: objem, hmotnost télesa,

> Dvojny integrél: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky,
> KFivkové integraly
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Llntegrély

Vyznamy integrali

» Trojny integral: objem, hmotnost télesa,

> Dvojny integrél: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky,
> KFivkové integraly

» 1. druh (skalarni pole): délka k¥ivky, hmotnost kFivky,




12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vyznamy integrali

» Dvojny integrél: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky, ...

» Trojny integral: objem, hmotnost télesa, ...

> KFivkové integraly
» 1. druh (skaldrni pole): délka k¥ivky, hmotnost kF¥ivky, ...
» 2. druh (vektorové pole): price vektorového pole po kFivce
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Llntegrély

Vyznamy integrali

» Dvojny integrél: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky, ...

v

Trojny integral: objem, hmotnost télesa, ...

v

K¥ivkové integrély
» 1. druh (skaldrni pole): délka k¥ivky, hmotnost kF¥ivky, ...
» 2. druh (vektorové pole): price vektorového pole po kFivce

v

Plosné integrély



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vyznamy integrali

» Dvojny integrél: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky, ...

v

Trojny integral: objem, hmotnost télesa, ...

v

K¥ivkové integrély
» 1. druh (skaldrni pole): délka k¥ivky, hmotnost kF¥ivky, ...
» 2. druh (vektorové pole): price vektorového pole po kFivce

v

Plosné integrély
» 1. druh (skaldrni pole): obsah plochy, hmotost plochy, ...
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L Integraly

Vyznamy integralli

» Dvojny integral: obsah 2D plochy, objem, hmotnost desky, ...

v

Trojny integral: objem, hmotnost télesa, ...

v

K¥ivkové integraly
» 1. druh (skaldrni pole): délka kfivky, hmotnost kfivky, ...
» 2. druh (vektorové pole): price vektorového pole po kFivce

v

Plosné integrély
» 1. druh (skaldrni pole): obsah plochy, hmotost plochy, ...
» 2. druh (vektorové pole): tok vektorového pole plochou
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Llntegrély

Vlastnosti - linearita

Véta:

Jsou-li funkce fi(x,y) a fo(x, y) integrovatelné na M C R?, potom
Jje na M integrovatelnd i funkce c1fi + cofz, kde ¢, ¢ jsou
konstanty a plati:

//(clfl—l—czfg)dxdy:c1//f1dxdy+cz//fgdxdy.
M

M M



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vlastnosti - linearita

Véta:

Jsou-li funkce fi(x,y,z) a fa(x,y, z) integrovatelné na Q C R3,
potom je na S integrovatelnd i funkce c1fi + cofr, kde c1, ¢ jsou
konstanty a plati:

///(qﬂ + &ofp) dxdydz = ¢; /// f1 dxdydz + ¢, /// frdxdydz.
Q Q

Q



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - linearita

Véta:
Necht existuji integraly f f ds, f g ds, potom existuje i integral z
funkce kif + kog, kde kl, ky € R a plati

/(klf—i-kgg)ds:kl/fds—i-kg/gds.
K

K K



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - linearita

Véta:

Necht existuji integraly [ f dr, [ g dr, potom existuje i integral z
K K
funkce kif + kog, kde ki, ko € R a plati

/(klf+k2§)07;‘:k1/f?(i;’+k2/§(7r.
K K K



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - linearita

Véta:

Necht existuji integraly [[ fdS, [[ g dS, potom existuje i integral
S S

z funkce kif + kog, kde ki, ko € R a plati

//(k1f+k2g)d5=k1£/fd5+k2[/gd5.

S



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - linearita

Véta:
Necht existuji integraly [[ f-7dS, [[ &- i dS, potom existuje i
S S

integrél z funkce kif + kog, kde ki, ko € R a plati

//(klhkzg).ﬁdszkl//F.ﬁds+k2//g-ﬁd5.
S S S



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - déleni oblasti

Véta:

Je-li funkce f(x, y) integrovatelnd na My a M, a je-li
M = My U M,, potom je f integrovatelnd na M a plati:

//fdxdyz//fdxdy—i—//fdxdy.

M My M



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - déleni oblasti

Véta:

Je-li funkce f(x, y, z) integrovatelnd na Q1 a Qy a je-li
Q =Q; UQy, potom je f integrovatelnd na 2 a plati:

///dedydz:///dedde+///fdxdydz.

Q (931 Q)



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vlastnosti - déleni oblasti

Véta:

Necht kFivka K je sloZend ze dvou kFivek K1, Ko tak, Ze koncovy
bod kFivky K1 je po&itecni bod K. Necht existuji integraly
[ fds, [ fds, potom existuje i integral pFes kFivku K a plati

K1 Ko
/fds—/fds—i-/fds.

K K1 ICa



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vlastnosti - déleni oblasti

Véta:

Necht k¥ivka K je sloZzena ze dvou kfivek K1, K5 tak, Ze koncovy
bod krlvky ICl je potateeni bod Ko. Necht existuji integrély
[ fdr, i fdr, potom existuje i integral p¥es k¥ivku K a plati

K1 Ko
/?7—/?&+/?&

K K1 Ko



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vlastnosti - déleni oblasti

Véta:

Necht plocha S je sloZend ze dvou ploch S1, S» tak, Ze k sobé&
t&sné& pFiléhaji’ (nepFekryvaji se). Necht existuji integraly [[ f dS,

S1
[[ £ dS, potom existuje i integral pFes plochu S a plati
S

z/dezs/l/de—l—S/z/de.



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vlastnosti - déleni oblasti

Véta:

Necht plocha S je sloZend ze dvou ploch Sy, S, tak, Ze k sobé&

t&sné pFiléhaji (nepfekryvaji se) a jsou orientované na stejnou

stranu. Necht existuji integrdly [[ f -7 dS, [[ f-fi2dS, potom
81 82

existuje i integral pres plochu S a plati

//?-ﬁdS://f-ﬁldSJr//f-ﬁgdS.
S S1 So



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vypocet - dvojny a trojny integral
Fubiniova véta: (dvojny integral)

PFedpokladdme, Ze funkce f(x,y) je spojitd na M. Je-li mnoZina
M obrazec typu | uréeny nerovnostmi



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vypocet - dvojny a trojny integral

Fubiniova véta: (dvojny integral)

PFedpokladdme, Ze funkce f(x,y) je spojitd na M. Je-li mnoZina
M obrazec typu Il uréeny nerovnostmi

c<y<d, gy <x<gly)
potom plati

d [ g(y)

// f(x,y) dx dy = / / f(x,y)dx | dy.

M ¢ 1(y)



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vypocet - dvojny a trojny integral
Fubiniova véta: (trojny integral)
Necht f(x,y,z) je integrovatelnd na mnoZiné Q, kde
Q{lx,y,z) ER3: [x,y] € Qu A fa(x,y) <z < h(x,y)} a plati:
1. Q,, je uzavfend mnoZina v R?.
2. Funkce fi,f, : R? — R jsou na Q, spojité a plati
ﬂ(X,y) < f2(X7y) pro v[va] € QX}"
Potom plati

f(x,y

f(x,y,z)dxdy dz = )f(x, y.z)dz | dxdy.
Q

QXY fl(X7.y)



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vypocet - dvojny a trojny integral
Fubiniova véta: (trojny integral)

Necht f(x,y,z) je integrovatelnd na mnoZiné Q, kde
Q {[X,y,Z] € R3 : [y,Z] € Qyz N gl(y7z) S X S g2(yaz)} a p/atll-'
1. Qy, je uzavfend mnoZina v R2.

2. Funkce g1,8> : R? — R jsou na Qy, spojité a plati
g1(y,2) < gy, z) pro V[y,z] € Q.
Potom plati

82 (y,Z)

///f(x,y,z)dxdydz:// / f(x,y,z)dx | dydz.
Q2 Q

yz 1(_}/72)



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vypocet - dvojny a trojny integral
Fubiniova véta: (trojny integral)

Necht f(x,y,z) je integrovatelnd na mnoZiné Q, kde
Q{lx,y,z] ER3: [x,2] € Qo A h1(x,2) <y < hao(x,2)} a plati:

1. Q. je uzavfena mnoZina v R2.

2. Funkce hy, hy : R? = R jsou na Q. spojité a plati
hi(x,z) < ha(x,z) pro V[x,z] € Q.
Potom plati

ha(x,z)

///f(x,y,z)dxdydz:// / f(x,y,z)dy | dxdz.
Q Q

XZ h1 (X,Z)



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vypocet - dvojny a trojny integral
Véta o substituci ve dvojném integralu

Necht My, C R? a M,, C R? jsou uzavFené omezené mnoZiny.
Necht funkce x(u, v) a y(u,v) jsou na oteviené mnoZin& M,,
prosté funkce a maji v M, spojité 1. parcidlni derivace. Necht
funkce f(x,y) je na My, spojita. Potom plati

//f(x’” dXdy://f(X(Ua v), y(u,v)) [J(u, v)| dudv,
My My

kde

Q
X
Q

=] §

Je Jacobiho matice a |J(u,v)| je Jacobian.

NS
| I

Q|

<
Q)\Q.J

<



12. P¥edndska: Opakovani
L Integraly

Vypocet - dvojny a trojny integral
Véta o substituci ve trojném integralu

Necht Q,y, C R a Q. C R3 jsou uzaviené omezené mnoZiny.
Necht funkce x(u,v,w), y(u,v,w) a z(u,v,w) jsou na oteviené
mnoZiné Qv prosté funkce a maji v Q. spojité 1. parcialni
derivace. Necht funkce f(x,y,z) je na Q. spojitd. Potom plati

[ty axayez= [][Ftetunw)yto,vmhev.m) v} ducvei

Qxyz Quvw

kde
u v w
0
J(u,v,w) = g—i g—{ 2
9z 0z 0z
ou Ov Ow

Je Jacobiho matice a |J(u, v, w)| je Jacobian.



12. P¥ednaska: Opakovani
|—Integrély

Vypocet - dvojny a trojny integral

Polarni soufadnice

Transformaéni vztahy:

x(r, ) = rcosp,
y(r,¢) = rsing.

[J(r, @)l = r



12. P¥edndska: Opakovani
|—Integrély

Vypocet - dvojny a trojny integral

Vdlcové souradnice

Transformaéni vztahy:

x(r,p,z) =rcosp
y(r,p,2) = rsing
z(r,p,2) =z

[J(r, @, 2)| = r




12. P¥edndska: Opakovani
I—Integrély

Vypocet - dvojny a trojny integral

Sférické soufadnice

Transformacni vztahy:

x(r,p,0) = rcospcos

y(r,p,9) = rsinpcos?
z(r,p,9) = rsind

|J(r, ¢, 2)| = r?cos ¥




12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - kfivkovy a plo$ny integral

Véta: (zavislost na orientaci 1. druh )

Necht K, a K_ jsou stejné kFivky s opa&nou orientaci a existuje
[ fds, potom existuje i f f ds a plati

K+
/fds—/fds



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - kfivkovy a plo$ny integral

Véta: (zavislost na orientaci 1. druh )

Necht S a S_ jsou stejné plochy s opa&nou orientaci a existuje
[ £dS, potom existuje i f | fdS a plati

+ //de //de



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - kfivkovy a plo$ny integral

Véta: (zavislost na orientaci 2. druh)

Necht IC+ a KC_ jsou stejné kr/vky s opacnou orientaci a existuje
Ik f dr, potom existuje i f fdr a plati

K+
/mz_/m.

Ky K_



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vlastnosti - kfivkovy a plo$ny integral

Véta: (zavislost na orientaci 2. druh)

Necht Sy a S_ jsou stejné plochy s opacnou orientaci, tj.
i, = —n_, a existuje ff f - Ay dS, potom existuje i ff f-h_dSa

//f i dS = - //

plati’



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vypocet kfivkovy a plo3ny integral

Véta (1. druh )

Necht F(t) : (a, b) — R™ je parametrizace jednoduché hladké
kFivky IC a funkce f : R™ — R je spojitd, potom plati

b
/fds:/f(?(t))||?’(t)||dt.
IC a



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vypocet kfivkovy a plo3ny integral

Véta (1. druh )

Necht F(u,v) : Q — R3 (Q = QU 0Q) je parametrizace
Jjednoduché hladké plochy S a funkce f : R3 — R je spojitd, potom

plati
//de: //f(?(u, )7, v) x F!(u, v)|| du dv.
S Q



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vypocet kfivkovy a plo3ny integral

Véta ( 2. druh)

Necht F(t) : (a, b) — R™ je souhlasnd parametrizace hladké kFivky
K af:R™— R™ je spojité vektorové pole, potom plati



12. P¥edndska: Opakovani
Llntegrély

Vypocet kfivkovy a plo3ny integral

Véta ( 2. druh)

Necht F(u,v) : Q — R3 (Q = QU 0Q) je souhlasna parametrizace
Jjednoduché hladké plochy S a funkce f : R® — R3 je spojitd,
potom plati

// o5 = // F(7(u,v)) - (Fo(u,v) x 7w, v)) dudv.
S Q



12. P¥edndska: Opakovani
L Integralni véty

Integralni véty - plosny integral 2. druhu

Véta: (Gaussova, Gaussova-Ostrogradského)

Necht S je po &dstech hladkd, uzavrend plocha, orientovand vné
(vn&jsi normala je kladna orientace). Necht V' je mnoZina bodii
skladajici se ze vSech bodii plochy S a Jejich vnitrnich bodi. Necht
vektorovd funkce f : R3 — R3 a divf jsou na V spojité funkce.

Potom plati
# f-RdS = ///divfdxdydz.
S v



12. P¥edndska: Opakovani
L Integralni véty

Integrdlni véty - k¥ivkovy integrdl 2. druhu

Véta: (Stokesova)

Necht S je orientovand (jednotkovym normdlovym vektorem)
Jjednoducha po &dstech hladka plocha, jeji okraj je orientovana
jednoducha uzavfena po Eastech hladka krivka K souhlasné
orientovand s orientaci S (pravidlo pravé ruky). Necht vektorové
pole f:R3— R3 je ma spojité 1. parcialni derivace na mnoZiné
M, kterd obsahuje plochu S. Potom plati

ygfcﬁ://rotf-ﬁds,
K S

tj. cirkulace pfes okraj plochy S je tok rotace pole f plochou S.



12. P¥edndska: Opakovani
L Integralni véty

Integralni véty - kfivkovy integral 2. druhu

Véta: (Greenova)

Necht M C R? je mnoZina, jeji# hranici tvo¥ jednoduchd,

uzavfend, po dstech hladkd, kladné& orientovand (proti sméru
hodinovych ru¢icek) k¥ivka K. Necht f(x,y) = fi(x,y)i + fa(x, y)j
md spojité prvni parcidlni derivace. Potom

K ay




12. P¥edndska: Opakovani
L Integralni véty

K¥ivkovy integral 2. druhu - nezdvislost na integra¢ni cesté

Véta:
Necht vektorové pole f:R™ > RM Jje spojité na Q2 C R™. Potom
Jsou nasledujici podminky ekvivalentni

» Vektorové pole f Jje na Q) potencidlové.

» Pro kaZdou uzavienou po Eastech hladkou kfivku IC C Q plati

%F&:o

K



12. P¥edndska: Opakovani
L Integralni véty

K¥ivkovy integral 2. druhu - nezdvislost na integra¢ni cesté
Véta:
> KFivkovy integral 2. druhu vektorového pole f nezavisi v
oblasti Q2 na cesté, tj. pokud jsou K1 a Ky po &dstech hladké

kFivky popsané vektorovymi funkcemi ri(t) : (a,b) — Q a
R(1): (c,d)y — Q, Ze fi(a) = r2(c), r(b) = r»(d), potom

/F&_/F&

K1 K2

Je-li navic funkce ¢ : 2 — R potencidlem vektorového pole f
na Q, plati

/fézwvw»wﬂa»

K
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