
0. Cvičení: Opakování derivace a integrály

Derivace

Příklady: Určete derivace následujících funkcí

1. f(x) = e5x(−5 cosx+ 12 sinx)

f ′(x) = 5e5x(−5 cosx+ 12 sinx) + e5x(5 sinx+ 12 cosx) = −13e5x cosx+ 65e5x sinx

2. f(x) = 4
−10+x

= 4(−10 + x)−1

f ′(x) = −4(−10 + x)−2 = −4
(−10+x)2

3. f(x) = 1
2
ln
(
1+x
1−x
)

f ′(x) = 1
2
1−x
1+x

1(1−x)−(1+x)(−1)
(1−x)2 = 1

2
1−x
1+x

2
(1−x)2 = 1

1−x2

4. f(x) = |x|, x0 = 0,

x

y

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

|x|
x

=
x

x
= 1

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

|x|
x

=
−x
x

= −1

→ derivace v bodě x0 = 0 neexistuje (limita zprava se nerovná limitě zleva)

5. Najděte rovnici tečny a normály funkce f(x) = 1
x
ln 1

x
v bodě M = [1, ?].

Rovnice tečny t : y − y0 = f ′(x0)(x− x0),
rovnice normály n : y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0).

f(1) = 1
1
ln 1

1
= 0 → M = [1, f(1)] = [1, 0],

f ′(x) = − 1
x2 ln

1
x
− 1

x
x 1
x2 = − 1

x2 ln
1
x
− 1

x2 , f ′(1) = −1.

t : y − 0 = −1(x− 1)

t : y = −x+ 1

n : y − 0 = 1(x− 1)

n : y = x− 1
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Integrály

Příklady: Vypočtěte následující neurčité integrály (úpravy):

1.
∫ (

1− 8
x2

)√
x
√
x dx=

∫
(1− 8x−2) (x · x1/2)1/2 dx =

∫
(1− 8x−2) (x3/2)1/2︸ ︷︷ ︸

x3/4

dx

=
∫ (

x3/4 − 8x−5/4
)
dx = 4

7
x7/4 + 8 · 4x−1/4 + C = 4

7
x7/4 + 32x−1/4 + C

2.
∫ √

x4+x−4+2
x3 dx =

∫ √(x2+x−2)2

x3 dx =
∫ |x2+x−2|

x3 dx =
∫ (

1
x
+ 1

x5

)
dx = − ln |x| − 1

4x4 + C

Příklady: Vypočtěte následující neurčité integrály (per partes):

Na otevřeném intervalu platí
∫
u(x)v(x)′ dx = u(x)v(x)−

∫
u(x)′v(x) dx

1.
∫
lnx dx

D I

lnx 1

1
x

x

+

−
∫

= = x lnx−
∫
1 dx = x lnx− x+ C

2.
∫
x2 cosx dx

D I

x2 cosx

2x sinx

2 − cosx

+

−

+
∫

= = x2 sinx+ 2x cosx− 2
∫
cosx dx = x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C

Příklady: Vypočtěte následující neurčité integrály (substituce):

1.
∫

1
x ln3 x

dx =

∣∣∣∣
t = lnx
dt = 1

x
dx

∣∣∣∣ =
∫

1
t3
dt = − 1

2t2
+ C = − 1

2ln2x
+ C

2.
∫

sinx√
2+cosx

dx =

∣∣∣∣
t = 2 + cosx
dt = − sinxdx

∣∣∣∣ = −
∫

1√
t
dt = −2

√
t+ C = −2

√
2 + cos x+ C

Příklady: Vypočtěte následující neurčité integrály (rozklad na parciální zlomky):

1.
∫

x3

x2+3x+2
dx

x3 ÷ (x2 + 3x+ 2) = x− 3 +
7x+ 6

x2 + 3x+ 2

7x+ 6

x2 + 3x+ 2
=

7x+ 6

(x+ 2)(x+ 1)
=

A

x+ 2
+

B

x+ 1
=

A(x+ 1) +B(x+ 2)

(x+ 2)(x+ 1)
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→ 7x+ 6 = A(x+ 1) +B(x+ 2) = (A+B)x+ A+ 2B

→ x1 : 7 = A+B
x0 : 6 = A+ 2B

⇒ A = 8, B = −1

⇒ 7x+ 6

x2 + 3x+ 2
=

8

x+ 2
− 1

x+ 1

∫
x3

x2 + 3x+ 2
dx =

∫ (
x− 3 +

7x+ 6

x2 + 3x+ 2

)
dx =

∫ (
x− 3 +

8

x+ 2
− 1

x+ 1

)
dx =

=
x2

2
− 3x+ 8 ln |x+ 2| − ln |x+ 1|+ C
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1. Cvičení: Funkce více proměnných
Definiční obory

Příklady: Určete a načrtněte definiční obor následujících funkcí

1. f(x, y) = cotg(2x+ y)

2x+ y 6= kπ, k ∈ Z

Df = {[x, y] ∈ R2 : y 6= kπ − 2x, k ∈ Z}
−π π

−π

π

k = 0

k = 1

k = −1

k = −2

k = 2

k = 3

k = −3

x

y

Df pro f(x, y) = cotg(2x+ y)

2. f(x, y) = 5− ln (2x+ y)

2x+ y > 0

Df = {[x, y] ∈ R2 : y > −2x}
−1 1

−1

1y = −2x

x

y

Df pro f(x, y) = 5− ln (2x+ y)

3. f(x, y) =
√
1− x2 +

√
1− y2

1− x2 ≥ 0 ∧ 1− y2 ≥ 0

1 ≥ x2 ∧ 1 ≥ y2

Df = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≥ |x| ∧ 1 ≥ |y|}
−1 1

−1

1

y = −1

y = 1

x = −1 x = 1

x

y

Df pro f(x, y) =
√
1− x2 +

√
1− y2
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4. f(x, y) =
√
x+ y

x+ y ≥ 0

Df = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ −x}
−1 1

−1

1

y = −x

x

y

Df pro f(x, y) =
√
x+ y

Hladiny funkcí

Příklady: Určete a načrtněte hladiny následujících funkcí

1. f(x, y) = −x2 − y, Df = R2

f(x, y) = −x2 − y = c

y = −x2 − c, c ∈ R
−1 1

−1

1

c = 0

c = 1

c = −1

c = −2

x

y

1. y = −x2 − c

2. f(x, y) = ln

(
1√

(x−1)2+(y−2)2

)
, Df = R2 − {[1, 2]}

ln

(
1√

(x− 1)2 + (y − 2)2

)
= c

1√
(x− 1)2 + (y − 2)2

= ec

√
(x− 1)2 + (y − 2)2 =

1

ec

(x− 1)2 + (y − 2)2 =
1

e2c
, c ∈ R

1

2 c = 0
c = −0.5

x

y

2. (x− 1)2 + (y − 2)2 = 1
e2c

2



Diferenciální počet funkcí více proměnných

Parciální derivace

Příklady: Určete všechny 1. parciální derivace následujících funkcí

1. f(x, y) = yx

f ′x(x, y) = yx ln y, f ′y(x, y) = xyx−1

2. f(x, y) = yexy

f ′x(x, y) = y2exy, f ′y(x, y) = xyexy + exy

3. Určete všechny parciální derivace 2. řádu pro funkci f(x, y) = exe
y
.

f ′x(x, y) = exe
y · ey, f ′y(x, y) = exe

y · xey

f ′′xx(x, y) = e2yexe
y

f ′′xy(x, y) = eyexe
y
+ eyexe

y · xey = eyexe
y
+ xe2yexe

y

f ′′yx(x, y) = exe
y
ey · xey + exe

y
ey = eyexe

y
+ xe2yexe

y

f ′′yy(x, y) = exe
y · xey · xey + exe

y · xey = x2exe
y
e2y + xexe

y
ey

4. Ukažte, že funkce f(x, y) = y
y2−x2 vyhovuje rovnici ∂2f

∂x2
= ∂2f

∂y2
.

∂f
∂x

= 2xy
(y2−x2)2

L = ∂2f
∂x2

= 2y(y2−x2)2−2xy·2(y2−x2)(−2x)
(y2−x2)4 = 2y3+6x2y

(y2−x2)3

∂f
∂y

= − x2+y2

(y2−x2)2

P = ∂2f
∂y2

= −2y(y2−x2)2−(y2+x2)·2(y2−x2)2y
(y2−x2)4 = 2y3+6x2y

(y2−x2)3

L = P

Gradient a směrová derivace

1. Určete směr a velikost největšího růstu funkce f(x, y) = x
2y+x

v bodě M = [1,−1]. Dále
derivaci funkce f v bodě P = [1, 1] ve směru vektoru s = (1,−2).

grad f(x, y) =
(

2y
(2y+x)2

,− 2x
(2y+x)2

)

grad f(M) = (−2,−2)
|grad f(M)| = 2

√
2

∂f(P )
∂s

=
(
2
9
,−2

9

)
· ( 1√

5
,− 2√

5
) = 2

√
5

15
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2. Určete derivaci funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 v bodě M = [1,−2, 0] ve směru vektoru
s = (1, 1, 1).

gradϕ(x, y, z) = (2x, 2y, 2z)
gradϕ(M) = (2,−4, 0)
|s| =

√
3

∂f(M)
∂s

= gradϕ(M) · s
|s| = (2,−4, 0) · ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) = −2

√
3

3

3. Určit maximální hodnotu derivace ve směru pro funkci f(x, y, z) = x2+ y2+2xyz v bodě
M = [1, 3, 2].

gradϕ(x, y, z) = (2x+ 2yz, 2y + 2xz, 2xy)
gradϕ(M) = (14, 10, 6)
|gradϕ(M)| =

√
332

4. Určete derivaci funkce f(x, y) = 4− 2x− 4
3
y v bodě P = [2, 0] podle vektoru s = (−2, 0).

grad f(x, y) = (−2,−4
3
)

grad f(P ) = (−2,−4
3
)

∂f(P )
∂s

= gradϕ(M) · s = (−2,−4
3
) · (−2, 0) = 4

x(t) = 2− 2t, y(t) = 0 + 0t, t ∈ R
F (t) = f(x(t), y(t)) = 4− 2(2− 2t) = 4t

F ′(t) = 4 → F ′(0) = 4 → ∂f(M)
∂s

= 4

5. Určete gradient a jeho velikost pro funkci f(x, y) = 2x2+y2 v bodě A = [1, 1], B = [−1, 2],
nakreslete obrázek. Dále určete, ve kterých bodech roviny je gradient kolmý k ose x.

grad f(x, y) = (4x, 2y)
grad f(A) = (4, 2), |grad f(A)| =

√
20

grad f(B) = (−4, 4), |grad f(B)| =
√
32

(4x, 2y) · (1, 0) = 0
4x = 0 → x = 0
Gradient je kolmý k ose x v bodech [a, 0],
a ∈ R

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

grad f(A)A

B

grad f(B)
[0, a]

x

y

Ilustrační obrázek pro f(x, y) = 2x2 + y2
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6. Určete gradient a jeho velikost pro funkci f(x, y) = x2+2y2 v bodě A = [1, 1], B = [−1, 2],
C = [2,−1] a nakreslete obrázek. Dále určete, ve kterých bodech roviny svírá gradient s
osou x úhel ϕ = π

4
.

grad f(x, y) = (2x, 4y)
grad f(A) = (2, 4), |grad f(A)| =

√
20

grad f(B) = (−2, 8), |grad f(B)| =
√
68

grad f(C) = (4,−4), |grad f(B)| =
√
32

(2x, 4y) · (1, 0) = |(2x, 4y)| · |(1, 0)| · cos π
4

2x =
√
4x2 + 16y2 ·

√
2
2

4x2 = 2
4
(4x2 + 16y2)

2x2 = 8y2
1
2
|x| = |y|

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2
grad f(A)

A

B

grad f(B)

C

grad f(C)

x

y

Ilustrační obrázek pro f(x, y) = x2 + 2y2

Totální diferenciál, tečná nadrovina

1. Určete totální diferenciál funkce f(x, y) = z
x2+y2

.

df = − 2xz
(x2+y2)2

dx− 2yz
(x2+y2)2

dy + 1
x2+y2

dz

2. Určete tečnou nadrovinu funkce f(x, y) = 9x2 + y2 − 25 v bodě T = [1, 3, ?].

T = [1, 3,−7]

Rovnice tečné nadroviny τ : z − z0 = f ′x(T )(x− x0) + f ′y(T )(y − y0)

f ′x(x, y) = 18x, f ′x(T ) = 18
f ′y(x, y) = 2y, f ′y(T ) = 6

τ : z + 7 = 18(x− 1) + 6(y − 3)
0 = 18x+ 6y − z − 43

Derivace implicitní funkce

Příklady: Určete derivace implicitně zadané funkce F (x, y(x)) = 0.

1. y = x+ ln y

F ′x(x, y) = 1
F ′y(x, y) =

1
y
− 1

y′(x) = y
y−1

5



2. y − xey + x = 0, A = [2, 0]

F ′x(x, y) = −ey + 1
F ′y(x, y) = 1− xey

y′(x) = ey−1
1−xey

y′(2) = 1−1
1−2 = 0

6



2. Cvičení: Diferenciální počet funkcí více proměnných

Lokální extrémy funkce více proměnných

Příklady: Najděte lokální extrémy následujících funkcí

1. f(x, y) = 3xy

Df = R2

Nutné podmínky:

f ′
x(x, y) = 3y = 0 → y = 0

f ′
y(x, y) = 3x = 0 → x = 0

→ Stacionární bod: P1 = [0, 0]

Postačující podmínky:

H(x, y) = H(P1) =

[
0 3
3 0

]

D1(P1) = 0, D2(P1) = −9 < 0 → nelze rozhodnout.

−2
0

2−2 −1 0 1 2

−10

0

10

f(P1)

x
y

f(x, y) = 3xy

2. f(x, y) = x2 + 2xy + 2y2 − 3x− 5y

Df = R2

f ′
x(x, y) = 2x+ 2y − 3 = 0 /− 1

f ′
y(x, y) = 2x+ 4y − 5 = 0

⇒ 2y − 2 = 0 → y = 1, x =
1

2

Stacionární bod: P1 = [1
2
, 1]

H(x, y) = H(P1) =

[
2 2
2 4

]

D1(P1) = 2 > 0,D2(P1) = 4 > 0→ v bodě P1 nastává
lokální minimum f(P1) = −13

4
.

0

1

2 0 0.5
1 1.5

2

−2
0

2

4

f(P1)

x
y

f(x, y) = x2 + 2xy + 2y2 − 3x− 5y

3. f(x, y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2

Df = R2

f ′
x(x, y) = 6x2 + y2 + 10x = 0

f ′
y(x, y) = 2xy + 2y = 0 → y(x+ 1) = 0

→ x = −1 ∨ y = 0

x = −1 : y2 = 4 → y = ±2

y = 0 : 3x2 + 5x = 0 → x = 0, x = −5

3

Stacionární body: P1 = [−1, 2], P2 = [−1,−2],
P3 = [0, 0], P4 = [−5

3
, 0]

−2
0

2 −2
0

20

50
f(P1)

f(P2)
f(P3)

f(P4)

x
y

f(x, y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2

1



H(x, y) =

[
12x+ 10 2y

2y 2x+ 2

]

H(P1) =

[
−2 4
4 0

]
, H(P2) =

[
−2 −4
−4 0

]

D1(P1) = −2 < 0, D2(P1) = −16 < 0 → v bodě P1 nenastává lokální extrém.
D1(P2) = −2 < 0, D2(P2) = −16 < 0 → v bodě P2 nenastává lokální extrém.

H(P3) =

[
10 0
0 2

]
, H(P4) =

[
−10 0
0 −4

3

]

D1(P3) = 10 > 0, D2(P3) = 20 > 0 → v bodě P3 nastává lokální minimum, f(P3) = 0.
D1(P4) = −10, D2(P4) =

40
3
→ v bodě P4 nastává lokální maximum, f(P4) =

125
27
.

4. f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

Df = R2

f ′
x(x, y) = 3x2 + 3y2 − 15 = 0 → x2 + y2 − 5 = 0

f ′
y(x, y) = 6xy − 12 = 0 → y =

2

x
, x 6= 0

Vyloučené x = 0 rovnici nesplňuje. −2
0

2 −2
0

2

−50

0

50

f(P1)

f(P2)

f(P3)

f(P4)

x
y

f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

x2+
4

x2
−5 = 0 → x4−5x2+4 = 0 → (x2−1)(x2−4) = 0 → x = ±1∨x = ±2

x = 1 : y = 2 x = −1 : y = −2 x = 2 : y = 1 x = −2 : y = −1

Stacionární body: P1 = [1, 2], P2 = [−1,−2], P3 = [2, 1], P4 = [−2,−1]

H(x, y) =

[
6x 6y
6y 6x

]

H(P1) =

[
6 12
12 6

]
, H(P2) =

[
−6 −12
−12 −6

]

D1(P1) = 6 > 0, D2(P1) = −108 < 0 → v bodě P1 nenastává lokální extrém.
D1(P2) = −6 < 0, D2(P2) = −108 < 0 → v bodě P2 nenastává lokální extrém.

H(P3) =

[
12 6
6 12

]
, H(P4) =

[
−12 −6
−6 −12

]

D1(P3) = 12 > 0,D2(P3) = 108 > 0→ v bodě P3 nastává lokální minimum, f(P3) = −28.
D1(P4) = −12 < 0,D2(P4) = 108 > 0→ v bodě P4 nastává lokální maximum, f(P4) = 28.

2



3. Cvičení: Integrální počet funkcí více proměnných

Dvojný integrál

Příklady: Pro integrál
∫∫
M

f(x, y) dxdy určete oba typy mezí a načrtněte množinu M :

1. Množina M je trojúhelník s vrcholy A = [0, 0], B = [2, 1], C = [−2, 1].

M1 : −2 ≤ x ≤ 0, M2 : 0 ≤ x ≤ 2,

−x

2
≤ y ≤ 1

x

2
≤ y ≤ 1

A

C B

y

x

y = x/2

y = −x/2
2−2

1

Typ I

M2M1

∫∫

M

f(x, y) dxdy =

0∫

−2

1∫

−x/2

f(x, y) dy dx+

2∫

0

1∫

x/2

f(x, y) dy dx

M: 0 ≤ y ≤ 1,

−2y ≤ x ≤ 2y

A

BC

y

x

y = x/2

y = −x/2
2−2

1

Typ II

M

∫∫

M

f(x, y) dxdy =

1∫

0

2y∫

−2y

f(x, y) dx dy

2. Množina M je definována rovnostmi y = x− 4, y2 = 2x.

M1 : 0 ≤ x ≤ 2,

−
√
2x ≤ y ≤

√
2x

M2 : 2 ≤ x ≤ 8,

x− 4 ≤ y ≤
√
2x

y = −
√
2x

y =
√
2x

y = x− 4

y

x8

4

2

−2

M1 M2

Typ I

∫∫

M

f(x, y) dxdy =

2∫

0

√
2x∫

−
√
2x

f(x, y) dy dx+

8∫

2

√
2x∫

x−4

f(x, y) dy dx

1



M: −2 ≤ y ≤ 4,

y2

2
≤ x ≤ y + 4

y = −
√
2x

y =
√
2x

y = x− 4

y

x8

4

2

−2

M

Typ II

∫∫

M

f(x, y) dxdy =

4∫

−2

y+4∫

y2/2

f(x, y) dx dy

Příklady: Jsou dány následující integrály, načrtněte integrační oblast a zaměňte pořadí inte-
grování:

1. I =
1∫
0

1−x∫
0

f(x, y) dy dx

1

1

y

x

y = 1− x

I =

1∫

0




1−x∫

0

f(x, y) dy


 dx =

1∫

0




1−y∫

0

f(x, y) dx


 dy

2. I =
4∫
0

y
2∫
0

f(x, y) dx dy +
6∫
4

6−y∫
0

f(x, y) dx dy

y = 2x

y = 6− x

y

x2

4

6

I =

4∫

0




y
2∫

0

f(x, y) dx


 dy+

6∫

4




6−y∫

0

f(x, y) dx


 dy =

2∫

0




6−x∫

2x

f(x, y) dy


 dx

2



Příklady: Spočtěte následující dvojné integrály a načrtněte integrační oblasti:

1. I =
∫∫
M

xy2 dxdy, kde M je určena vztahy: x2 + y2 − 1 ≤ 0, x+ y − 1 ≥ 0.

I =

1∫

0




√
1−y2∫

1−y

xy2 dx


 dy =

1∫

0

[
1

2
x2y2

]√1−y2

1−y
dx =

=

1∫

0

(y3 − y4) dx =

[
1

4
y4 − 1

5
y5
]1

0

=
1

20
.

y = 1− x

x2 + y2 = 1

y

x

1

1

2. I =
∫∫
M

y dxdy, kde M je určena vztahy: x2 − y + 2 = 0, x+ y − 4 = 0.

I =

1∫

−2




4−x∫

x2+2

y dy


 dx =

1∫

−2

[
1

2
y2
]4−x

x2+2

dx =

=
1

2

1∫

−2

(−x4 − 3x2 − 8x+ 12) dx =

=
1

2

[
−1

5
x5 − x3 − 4x2 + 12x

]1

−2
=

81

5
.

y = x2 + 2

y = 4− x

y

x1

2

3

−2

6

3. I =
∫∫
M

e
x
y dxdy, kde M je určena vztahy: x = 0, y = 1, y = 2, y2 = x.

I =

2∫

1




y2∫

0

e
x
y dx


 dy =

2∫

1

[
ye

x
y

]y2
0

dy =

2∫

1

(yey − y) dy =

=

∣∣∣∣∣∣

D I
y ey

1 ey

∣∣∣∣∣∣
=

[
yey − ey − 1

2
y2
]2

1

= e2 − 3

2
.

y =
√
x

y

x1

1

4

2

4. I =
∫∫
M

dxdy, kde M je určena vztahy: x+ y = 4, x+ y = 12, y2 = 2x.

=

8∫

2




√
2x∫

4−x

dy


 dx+

18∫

8




12−x∫

−
√
2x

dy


 dx =

=

8∫

2

(√
2x+ x− 4

)
dx+

18∫

8

(√
2x− x+ 12

)
dx =

=

[
2
√
2

3
x3/2 +

1

2
x2 − 4x

]8

2

+

+

[
2
√
2

3
x3/2 − 1

2
x2 + 12x

]18

8

=
74

3
+

122

3
=

196

3
.

y =
√
2x

y = −
√
2x

y = 4− x y = 12− x

y

x
2 8 18

−4

−6

2

3



5. I =
∫∫
M

(x2 + y) dxdy, kde M je určena vztahy: y = x
2
, y = 2x, xy = 2, x ≥ 0.

I =

1∫

0




2x∫

x
2

(x2 + y) dy


 dx+

2∫

1




2
x∫

x
2

(x2 + y) dy


 dx =

=

1∫

0

[
x2y +

y2

2

]2x
x
2

dx+

2∫

1

[
x2y +

y2

2

] 2
x

x
2

dx =

=

1∫

0

(
3

2
x3 +

15

8
x2

)
dx+

2∫

1

(
2x+

2

x2
− x3

2
− x2

8

)
dx =

=

[
3

8
x4 +

5

8
x3

]1

0

+

[
x2 − 2

x
− x4

8
− x3

24

]2

1

=
17

6
.

y = 2x

y = x
2

y = 2
x

y

x1

1

2

2

6. I =
∫∫
M

(x2 + y2) dxdy, kde M je určena vztahy: x = 0, x = 1, y = 0, y = x2.

I =

1∫

0




x2∫

0

(x2 + y2) dy


 dx =

1∫

0

[
x2y +

y3

3

]x2

0

dx =

=

1∫

0

(
x4 +

x6

3

)
dx =

[
x5

5
+

x7

21

]1

0

=
1

5
+

1

21
.

y = x2

y

x1

1

7. I =
∫∫
M

e
x
y dxdy, kde M je určena vztahy: x = 0, y = 0, y = 1, y2 = x.

=

1∫

0




y2∫

0

e
x
y dx


 dy =

1∫

0

[
ye

x
y

]y2
0

dy =

1∫

0

[yey − y] dy =

=

∣∣∣∣∣∣

D I
y ey

1 ey

∣∣∣∣∣∣
=

[
yey − ey − y2

2

]1

0

=
1

2
.

y2 = x

y

x1

1

8. I =
∫∫
M

xy2 dxdy, kde M je určena vztahy: x = 0, y = −x, x = 2, y = x2.

I =

2∫

0




x2∫

−x

xy2 dy


 dx =

2∫

0

[
x
y3

3

]x2

−x
dy =

=

2∫

0

(
x7

3
+

x4

3

)
dy =

1

3

[
x8

8
+

x5

5

]2

0

=
26

5
.

y = x2

y = −x

y

x2

4

−2

4



9. I =
∫∫
M

x2

y2
dxdy, kde M je určena vztahy: xy = 1, y = 4x, x = 3.

I =

3∫

1/2




4x∫

1
x

x2

y2
dy


 dx =

3∫

1/2

x2

[
−1

y

]4x
1
x

dx =

=

3∫

1/2

(
−x

4
+ x3

)
dx =

[
x4

4
− x2

8

]3

1/2

=
1225

64
.

y = 1
x

y = 4x

y

x3

2

1
2

1
3

12

10. I =
∫∫
M

y
x+y2

dxdy, kde M je určena vztahy: y = 1, y = 1
2
, x = y2, x = 4− y2.

I =

1∫

1
2




4−y2∫

y2

y

x+ y2
dx


 dy =

1∫

1
2

[
y ln |x+ y2|

]4−y2
y2

dy =

=

1∫

1
2

(
y ln |4− y2 + y2| − y ln |2y2|

)
dy =

=

1∫

1
2

(
y ln 4− y ln |2y2|

)
dy =

1∫

1
2

(y ln 2− 2y ln y) dy =

=

∣∣∣∣∣∣

D I
ln y y

1
y

y2

2

∣∣∣∣∣∣
=

[
y2

2
ln 2− 2

y2

2
ln y +

y2

2

]1
1
2

=
1

8
ln 2 +

3

8

x = y2 x = 4− y2

y

x311
4

1
2

1

15
4

11. I =
∫∫
M

x3y dxdy, kde M je určena vztahy: x = 4− y2, x ≥ 0.

I =

2∫

−2




4−y2∫

0

x3y dx


 dy =

2∫

−2

[
x4

4
y

]4−y2

0

dy =

=

2∫

−2

(
64y − 64y3 + 24y5 − 4y7 +

y9

4

)
dy =

=

[
32y2 − 16y4 + 4y6 − 1

2
y8 +

y10

40

]2

−2
= 0

x = 4− y2

y

x4

−2

2

5



12. I =
∫∫
M

(x2 + y2) dxdy, kde M je určena vztahy: y = 1, y = 2, x = −y2, x = y2.

I =

2∫

1




y2∫

−y2

(x2 + y2) dx


 dy =

=

2∫

1

[
x3

3
+ xy2

]y2

−y2
dy =

=

2∫

1

(
2

3
y6 + 2y4

)
dy =

=

[
2

21
x7 +

2y5

5

]2

1

=
2572

105

x = y2x = −y2

y

x41−1−4

1

2

6



4. Cvičení: Integrální počet funkcí více proměnných

Dvojný integrál - substituce

Příklady: Vypočtěte integrál
∫∫
M

f(x, y) dxdy a načrtněte množinu M :

1. I =
∫∫
M

arctg y
x
dxdy, kde M je určena nerovnostmi x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1.

x = r cosϕ, 0 ≤r ≤ 1,

y = r sinϕ, 0 ≤ϕ ≤ π

2
,

|J | = r

y

x1

1

I =

π
2∫

0




1∫

0

arctg

(
r sinϕ

r cosϕ

)
rdr


 dϕ =

π
2∫

0

[
r2

2
ϕ

]1

0

dϕ =
1

2

[
ϕ2

2

]π
2

0

=
π2

16

2. I =
∫∫
M

2(x2 + y2) dxdy, kde M je určena nerovnostmi |x| ≤ y, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4.

x = r cosϕ, 1 ≤r ≤ 2,

y = r sinϕ,
π

4
≤ϕ ≤ 3π

4
,

|J | = r

x2 + y2 = 4

x2 + y2 = 1

y = |x|

y

x1 2

I = 2

3π
4∫

π
4




2∫

1

(
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

)
rdr


 dϕ =

3π
4∫

π
4

[
r4

2

]2

1

dϕ =
15

2
[ϕ]

3π
4
π
4

=
15π

4

3. I =
∫∫
M

1√
x2+y2

dxdy, kde M je určena nerovnostmi y ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4.

x = r cosϕ, 1 ≤r ≤ 2,

y = r sinϕ, 0 ≤ϕ ≤ π,

|J | = r

x2 + y2 = 4

x2 + y2 = 1

y

x1 2

I =

π∫

0




2∫

1

1√
(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2

rdr


 dϕ =

π∫

0

[r]21 dϕ =

π∫

0

dϕ = [ϕ]π0 = π

1



4. I =
∫∫
M

x arctg y
x
dxdy, kde M je určena nerovnostmi x ≥ 0, y ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4.

x = r cosϕ, 1 ≤r ≤ 2,

y = r sinϕ, 0 ≤ϕ ≤ π

2
,

|J | = r

x2 + y2 = 4

x2 + y2 = 1

y

x1 2

I =

π
2∫

0




2∫

1

(
r2ϕ cosϕ

)
rdr


 dϕ =

π
2∫

0

ϕ cosϕ

[
r3

3

]2

1

dϕ =
7

3

π
2∫

0

ϕ cosϕdϕ =

=

∣∣∣∣∣∣

D I
ϕ cosϕ
1 sinϕ

∣∣∣∣∣∣
=

7

3
[ϕ sinϕ+ cosϕ]

π
2
0 =

7

3

(π
2
− 1
)

5. I =
∫∫
M

x√
x2+y2

dxdy, kde M je určena nerovnostmi y ≥ x, y ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4.

x = r cosϕ, 1 ≤r ≤ 2,

y = r sinϕ,
π

4
≤ϕ ≤ π,

|J | = r

x2 + y2 = 4

x2 + y2 = 1

y = x

y

x1 2

I =

π∫

π
4




2∫

1

r cosϕ√
(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2

rdr


 dϕ =

π∫

π
4

3

2
cosϕdϕ =

3

2
[sinϕ]ππ

4
= −3

4

√
2

6. I =
∫∫
M

dxdy, kde M je určena nerovnostmi y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 4.

x = r cosϕ, 0 ≤r ≤ 2,

y = r sinϕ, 0 ≤ϕ ≤ π,

|J | = r

x2 + y2 = 4

y

x2

I =

π∫

0




2∫

0

rdr


 dϕ =

π∫

0

[
r2

2

]2

0

dϕ =

π∫

0

2 dϕ = 2π

2



7. I =
∫∫
M

√
x2 + y2 dx dy, kde M je určena nerovnostmi x2 + y2 − 2x ≤ 0.

x = r cosϕ, y = r sinϕ, |J | = r

x2 + y2 ≤ 2x → r2 ≤ 2r cosϕ → 0 ≤ r ≤ 2 cosϕ,

⇒ cosϕ ≥ 0 → 3

2
π ≤ ϕ ≤ π

2

y

x21

1

−1

(x− 1)2 + y2 = 1

=

π
2∫

3
2
π




2 cosϕ∫

0

r2 dr


 dϕ =

π
2∫

3
2
π

[
r3

3

]2 cosϕ

0

dϕ =
8

3

π
2∫

3
2
π

cos3 ϕ︸ ︷︷ ︸
(1−sin2 ϕ) cosϕ

dϕ =

=

∣∣∣∣∣∣

t = sinϕ
dt = cosϕdϕ∫

(1− t2) dt = t− t3

3
+ C

∣∣∣∣∣∣
=

8

3

[
sinϕ− sin3 ϕ

3

]π
2

3
2
π

=
8

3

(
2− 2

3

)
=

32

9

8. I =
∫∫
M

xy dxdy, kde M je určena nerovnostmi x2 + y2 − 2x ≥ 0, x2 + y2 − 4x ≤ 0, y ≥ 0.

x = r cosϕ, y = r sinϕ, |J | = r

x2 + y2 ≥ 2x → r2 ≥ 2r cosϕ → r ≥ 2 cosϕ ≥ 0,

x2 + y2 ≤ 4x → r2 ≤ 4r cosϕ → 0 ≤ r ≤ 4 cosϕ,

⇒ 2 cosϕ ≤ r ≤ 4 cosϕ

⇒ cosϕ ≥ 0

y ≥ 0 → r sinϕ ≥ 0 → sinϕ ≥ 0

⇒ cosϕ ≥ 0 ∧ sinϕ ≥ 0 ⇒ ϕ ∈ 〈0, π
2
〉

(x− 1)2 + y2 = 1

(x− 2)2 + y2 = 4

y

x21 4

1

2

I =

π
2∫

0




4 cosϕ∫

2 cosϕ

r3 sinϕ cosϕdr


 dϕ =

π
2∫

0

sinϕ cosϕ

[
r4

4

]4 cosϕ

2 cosϕ

dϕ =

π
2∫

0

60 sinϕ cos5 ϕdϕ =

=

∣∣∣∣∣∣

t = cosϕ
dt = − sinϕdr

−
∫
t5 dt = − t6

6
+ C

∣∣∣∣∣∣
= −60

[
1

6
cos6 ϕ

]π
2

0

dϕ = 10

3



9. I =
∫∫
M

√
x2 + y2 dxdy, kde M je určena nerovnostmi x2 + y2 ≤ 1, x2 + y2 − 2y ≤ 0.

x2 + y2 = 1

x2 + (y − 1)2 = 1

y

x1

1

2

x = r cosϕ, y = r sinϕ, |J | = r

x2 + y2 ≤ 1 → 0 ≤ r ≤ 1,

x2 + y2 ≤ 2y → r2 ≤ 2r sinϕ → 0 ≤ r ≤ 2 sinϕ,

⇒ 0 ≤ 2 sinϕ ≤ 1 → 0 ≤ sinϕ ≤ 1
2

→ ϕ ∈ 〈0, π
6
〉 ∪ 〈π

6
, 5π

6
〉

1 ≤ 2 sinϕ → 1
2
≤ sinϕ → ϕ ∈ 〈π

6
, 5π

6
〉

⇒ r ∈ 〈0, 1〉 ϕ ∈ 〈π
6
,
5π

6
〉

⇒ r ∈ 〈2 sinϕ, 1〉 ϕ ∈ 〈0, π
6
〉

⇒ r ∈ 〈2 sinϕ, 1〉 ϕ ∈ 〈5π
6
, π〉

I =

5π
6∫

π
6




1∫

0

r2 dr


 dϕ+

π
6∫

0




1∫

2 sinϕ

r2 dr


 dϕ+

π∫

5π
6




1∫

2 sinϕ

r2 dr


 dϕ =

=

5π
6∫

π
6

[
r3

3

]1

0

dϕ+

π
6∫

0

[
r3

3

]1

2 sinϕ

dϕ+

π∫

5π
6

[
r3

3

]1

2 sinϕ

dϕ =

=

5π
6∫

π
6

1

3
dϕ+

π
6∫

0

(
1

3
− 8

3
sin3 ϕ

)
dϕ+

π∫

5π
6

(
1

3
− 8

3
sin3 ϕ

)
dϕ =

=
1

3

(
5π

6
− π

6
+
π

6
− 0 + π − 5π

6

)
− 8

3

π
6∫

0

sinϕ(1− cos2 ϕ) dϕ− 8

3

π∫

5π
6

sinϕ(1− cos2 ϕ) dϕ =

=

∣∣∣∣∣∣

t = cosϕ
dt = − sinϕdr

−
∫
(1− t2) dt = −t+ t3

3
+ C

∣∣∣∣∣∣
=

8

3

π
6∫

0

(cosϕ− 1

3
cos3 ϕ) dϕ+

8

3

π∫

5π
6

(cosϕ− 1

3
cos3 ϕ) dϕ =

=
6
√
3

3
− 32

9

4



10. I =
∫∫
M

x3 dxdy, kde M je určena rovnostmi xy = 1, xy = 3, y = x2

2
, y = 2x2. Použijte

transformaci: xy = u a y
x2

= v.

1 ≤ u ≤ 3,

1

2
≤ v ≤ 2

y

x

3
√
2

3
√

3
2

3
√

1
2

3
√
6

3
3√6

3 3
√

2
3

3
√
2

3
√

1
2

xy = 1

xy = 3

y = 2x2

2y = x2

y =
u

x
, y = vx2

→ u

x
= vx2 → x3 =

u

v

→ x = 3

√
u

v
→ y =

3
√
u2v

Jacobián:

x = x(u, v) = 3

√
u

v
, y = y(u, v) =

3
√
u2v.

|J | =
∣∣∣∣
∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

1
3
u−2/3v−1/3 −1

3
u1/3v−4/3

2
3
u−1/3v1/3 1

3
u2/3v−2/3

∣∣∣∣ =
1

9
v−1 +

2

9
v−1 =

1

3v

2∫

1
2




3∫

1

u

v

1

3v
du


 dv =

1

3

2∫

1
2

[
u2

2

1

v2

]3

1

dv =
4

3

2∫

1
2

1

v2
dv =

4

3

[
−1

v

]2
1
2

= 2

5



5. Cvičení: Trojný integrál
Příklady: Vypočtěte integrál

∫∫∫
Ω

f(x, y, z) dxdydz a načrtněte množinu Ω:

1. I =
∫∫∫
Ω

xy2z dxdydz, kde Ω = {[x, y, z] ∈ R3, 0 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 3, 1 ≤ z ≤ 2}.

I =

∫∫

Ωxy

2∫

1

xy2z dz dxdy =

∫∫

Ωxy

[
xy2 z

2

2

]2

1

dxdy =

=
3

2

3∫

1

2∫

0

xy2 dx dy =
3

2

3∫

1

[
y2x

2

2

]2

0

dx = 3

3∫

1

y2 dx =

= 3

[
y3

3

]3

1

= 26

z

yx

1

2

1

3
2

2. I =
∫∫∫
Ω

x+y
z+4

dxdydz, kde Ω je určena vztahy x = 0, y = 0, x+ y = 3, 0 ≤ z ≤ 4.

I =

∫∫

Ωxy




4∫

0

x+ y

z + 4
dz


 dxdy =

=

∫∫

Ωxy

[(x+ y) ln |z + 4|]40 dxdy =

=

3∫

0

3−x∫

0

(x+ y) ln 2 dy dx = ln 2

3∫

0

[
xy +

y2

2

]3−x

0

dx =

= ln 2

3∫

0

(
x(3− x) +

(3− x)2

2

)
dx =

= ln 2

[
3

2
x2 − x3

3
− (3− x)3

6

]3

0

=

= ln 2

(
27

2
− 27

3
+

27

6

)
= 9 ln 2

z

y
x

4

3
3

Ωxy

y = 3− x

3. I =
∫∫∫
Ω

z dxdydz, kde Ω je určena vztahy y = 4, z = 0, z = 3, x2 − y = 0.

I =

∫∫

Ωxy

3∫

0

z2

2
dz dxdy =

9

2

2∫

−2

4∫

x2

dy dx =
9

2

2∫

−2

(4− x2) dx =

=
9

2

[
4x− x3

3

]2

−2

= 48

z

y

x

3

4Ωxy

y = x2

2

−2

1



4. I =
∫∫∫
Ω

dxdydz, kde Ω je určena vztahy x = 0, y = 0, z = 0, z = 1, x+ y + z = 2.

I =

∫∫

Ωyz

2−y−z∫

0

dx dydz =

1∫

0

2−z∫

0

(2− y − z) dy dz =

=

1∫

0

[
2y − y2

2
− zy

]2−z

0

dz =

=

1∫

0

(
2(2− z)− (2− z)2

2
− z(2− z)

)
dz =

=

1∫

0

(
(2− z)2 − (2− z)2

2

)
dz =

=
1

2

1∫

0

(2− z)2 dz =

[
−(2− z)3

6

]1

0

= −1

6
+

8

6
=

7

6

z

y
x

1

22

Ωyz

z = 2− y

11

5. I =
∫∫∫
Ω

dxdydz, kde Ω je určena vztahy x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

I =

∫∫

Ωxy

1−x−y∫

0

dz dxdy =

1∫

0

1−x∫

0

(1− x− y) dy dx =

=

1∫

0

[
y − xy − y2

2

]1−x

0

dx =

=

1∫

0

(
(1− x)− x(1− x)− (1− x)2

2

)
dx =

=

1∫

0

(
(1− x)2 − (1− x)2

2

)
dx =

1

2

1∫

0

(1− x)2 dx =

= −1

2

[
(1− x)3

3

]1

0

=
1

6

z

yx

1

11

Ωxy

y = 1− x

2



6. I =
∫∫∫
Ω

1
(x+y−z+1)3

dxdydz, kde Ω je určena vztahy x = 0, y = 0, z = 0, x+ y − z = 1.

I =

∫∫

Ωxy

0∫

x+y−1

1

(x+ y − z + 1)3
dz dxdy =

=
1

2

1∫

0

1−x∫

0

[
1

(x+ y − z + 1)2

]0

x+y−1

dy dx =

=
1

2

1∫

0

1−x∫

0

(
1

(x+ y + 1)2
− 1

4

)
dy dx =

= −1

2

1∫

0

[
1

x+ y + 1
+

1

4
y

]1−x

0

dx =

z

yx

−1

11

Ωxy

y = 1− x

= −1

2

1∫

0

(
1

2
+

1

4
(1− x)− 1

x+ 1

)
dx = −1

2

[
3

4
x− x2

8
− ln |x+ 1|

]1

0

= −1

4

(
3

2
− 1

4

)
=

1

2
ln 2− 5

16

7. I =
∫∫∫
Ω

y dxdydz, kde Ω je určena vztahy x ≥ 0, y ≥ 0,
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 2.

=

∫∫

Ωxy

2∫

√
x2+y2

y dz dxdy =

∫∫

Ωxy

[yz]2√
x2+y2

dxdy =

=

2∫

0

√
4−x2∫

0

(2y − y
√
x2 + y2) dy dx =

=

∣∣∣∣∣∣

t = x2 + y2

dt = 2ydy∫
(−y

√
x2 + y2) dy = −1

2

∫ √
tdt = −1

3

√
t3

∣∣∣∣∣∣
=

=

2∫

0

[
y2 − 1

3

√
(x2 + y2)3

]√4−x2

0

dx =

=

2∫

0


4− x2 − 1

3

√
43︸︷︷︸
8

+
1

3

√
(x2)3

︸ ︷︷ ︸
x3


 dx =

=

[
4x− x3

3
− 8

3
x+

x4

12

]2

0

=
4

3

z

yx

2

22

Ωxy

x2 + y2 = 4

3



8. I =
∫∫∫
Ω

1 dxdydz, kde Ω je určena vztahy x = 0, y = 0, z = 0, −x+ y + z = 2.

I =

∫∫

Ωxy

2+x−y∫

0

dz dxdy =

0∫

−2

2+x∫

0

(2 + x− y) dy dx =

=

0∫

−2

[
2y + xy − y2

2

]2+x

0

dx =
1

2

0∫

−2

(2 + x)2dx =

=
1

2

[
(2 + x)3

3

]0

−2

=
4

3

z

y

x

2

2

−2

Ωxy

y = 2 + x

4



9. Vypočtěte objem tělesa Ω = {[x, y, z] ∈ R3, 0 ≤ x ≤ 3y, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x2 + y2}.

∫∫∫

Ω

1 dxdydz =

∫∫

Ωxy




x2+y2∫

0

dz


 dxdy =

=

1∫

0

3y∫

0

(x2 + y2) dy dx =

1∫

0

[
x3

3
+ xy2

]3y

0

dy =

=

1∫

0

12y3 dy =
[
3y4
]1

0
= 3

z

y

x3
1

1

10

Ωxy y = x

5



Trojný integrál - substituce do válcových souřadnic

1. Vypočtěte integrál I =
∫∫∫
Ω

(x2 + y2) dxdydz Ω je určena nerovnostmi x2 + y2 ≤ z ≤ 1.

x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = z
|J | = r

r ∈ 〈0, 1〉
ϕ ∈ 〈0, 2π〉
z ∈ 〈r2, 1〉

x2 + y2 ≤ z ≤ 1 → r2 ≤ z ≤ 1

z

yx

1

I =

2π∫

0

1∫

0

1∫

r2

r2 · r dz dr dϕ =

2π∫

0

1∫

0

r3 [z]1r2 dr dϕ =

2π∫

0

1∫

0

(r3 − r5) dr dϕ =

=

2π∫

0

[
r4

4
− r6

6

]1

0

dϕ =
1

12

2π∫

0

dϕ =
π

6

2. Vypočtěte integrál I =
∫∫∫
Ω

√
x2 + y2 dxdydz Ω je určena nerovnostmi

√
x2 + y2 ≤ z ≤ 6− x2 − y2.

x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = z
|J | = r

r ∈ 〈0, 2〉
ϕ ∈ 〈0, 2π〉
z ∈ 〈r, 6− r2〉

√
x2 + y2 ≤ z ≤ 6− x2 − y2 → r ≤ z ≤ 6− r2

Poloměr společné kružnice:

z2 = x2 + y2

z = 6− x2 − y2 → x2 + y2 = 6− z

→ 6−z = z2 → z2+z−6 = 0 → z1 = 2, z2 = −3

z

yx 22

2

6

I =

2π∫

0

2∫

0

6−r2∫

r

r · r dz dr dϕ =

2π∫

0

2∫

0

r2 [z]6−r
2

r dr dϕ =

2π∫

0

2∫

0

(6r2 − r4 − r3) dr dϕ =

=

2π∫

0

[
2r3 − r5

5
− r4

4

]2

0

dϕ =
28

5

2π∫

0

dϕ =
56

5
π

6



Trojný integrál - substituce do sférických souřadnic

1. Vypočtěte integrál I =
∫∫∫
Ω

z dx dy dz Ω je určena nerovnostmi 0 ≤ z ≤
√

9− x2 − y2,

x ≥ 0, y ≥ 0.

x = r cosϕ cosϑ
y = r sinϕ cosϑ
z = r sinϑ
|J | = r2 cosϑ

r ∈ 〈0, 3〉
ϕ ∈ 〈0, π

2
〉

ϑ ∈ 〈0, π
2
〉

z

y
x

3

33

I =

π
2∫

0

π
2∫

0

3∫

0

r sinϑ · r2 cosϑ dr dϕ dϑ =

π
2∫

0

π
2∫

0

sinϑ cosϑ

[
r4

4

]3

0

dϕ dϑ =

=
81

4

π
2∫

0

π
2∫

0

sinϑ cosϑ dϕ dϑ =
81

8
π

π
2∫

0

sinϑ cosϑ dϑ =

∣∣∣∣∣∣

t = sinϑ
dt = cosϑ dϑ∫
t dt = t2

2
+ C

∣∣∣∣∣∣
=

=
81

16
π
[
sin2 ϑ

]π
2

0
=

81

16
π

2. Vypočtěte integrál I =
∫∫∫
Ω

1√
x2+y2+z2−4

dxdydz Ω je určena nerovnostmi

x2 + y2 + z2 ≤ 1, y ≥ 0, z ≤ 0.

x = r cosϕ cosϑ
y = r sinϕ cosϑ
z = r sinϑ
|J | = r2 cosϑ

r ∈ 〈0, 1〉
ϕ ∈ 〈0, π〉
ϑ ∈ 〈−π

2
, 0〉

z

yx

−1

1

1
−1

I =

0∫

−π
2

π∫

0

1∫

0

1

r − 4
r2 cosϑ dr dϕ dϑ =

0∫

−π
2

π∫

0

1∫

0

(
r + 4 +

16

r − 4

)
cosϑ dr dϕ dϑ =

=

0∫

−π
2

π∫

0

[
r2

2
+ 4r + 16 ln |r − 4|

]1

0

cosϑ dϕ dϑ =

(
9

2
+ 16 ln

3

4

) 0∫

−π
2

π∫

0

cosϑ dϕ dϑ =

= π

(
9

2
+ 16 ln

3

4

) 0∫

−π
2

cosϑ dϑ = π

(
9

2
+ 16 ln

3

4

)
[sinϑ]0−π

2
= π

(
9

2
+ 16 ln

3

4

)

7



6. Cvièení: Vektorová analýza

Pøíklady:

1. Je dána køivka C: ~r(t) =
(
1
t
, 1
t2

)
, t ∈ (0,∞). Naèrtnìte køivku C. Urèete teèný vektor v

bodì t = 2
3
a naèrtnìte. Dále urèete bod, ve kterém je teèna rovnobì¾ná s pøímkou y = x.

Eliminace parametru t: t = 1
x
→ y = x2, x > 0 →

parabola.

~r ′(t) =
(
− 1

t2
,− 2

t3

)
, t ∈ (0,∞)

~r ′
(
2
3

)
=
(
−9

4
,−27

4

)

y

x

~r ′ ( 2
3

)

~r
(
2
3

)

Pøímka y = x má smìrový vektor: ~s = (1, 1), tj.
v¹echny rovnobì¾né vektory jsou libovolné násobky:
~sk = (k, k), k ∈ R.

− 1

t2
= k ∧ − 2

t3
= k ⇒ − 1

t2
= − 2

t3

⇒ t = 2→ ~r(2) =

(
1

2
,
1

4

)
, ~r ′(2) =

(
−1

4
,−1

4

)

y

x~r ′ (2)

~r (2)

y = x

Pøíklady: Urèete a naèrtnìte vektorové èáry vektorového pole ~a(x, y).

1. ~a(x, y) = (x, y).

dx(t)

dt
= x

dy(t)

dt
= y

∫
dx

x
=

∫
dt, x 6= 0

∫
dy

y
=

∫
dt, y 6= 0

ln |x| = t+ C1, C1 ∈ R ln |y| = t+ C2, C2 ∈ R
|x| = et+C1 = eC1et |y| = et+C2 = eC2et

x(t) = K1e
t, K1 ∈ R y(t) = K2e

t, K2 ∈ R

~r(t) = (K1e
t, K2e

t), t ∈ R, K1, K2 ∈ R

x

y

Obecná rovnice (eliminujeme parametr t):

t = ln
x

K1

→ y = K2e
ln x

K1 → y =
K2

K1

x

y = k x, k ∈ R

1



2. ~a(x, y) = (−x,−y).

dy(t)

−y =
dx(t)

−x , x, y 6= 0

∫
dy(t)

y
=

∫
dx(t)

x

ln |y| = ln |x|+ C1 = ln |x|+ lnC2, C1 ∈ R, C2 > 0

ln |y| = ln(C2|x|)
y = Kx, K ∈ R

x

y

Parametrizace:
~r(t) = (t, kt), t ∈ R, k ∈ R

3. ~a(x, y) = (y,−x).

dx(t)

dt
= y

dy(t)

dt
= −x

d2x

dt2
=
dy

dt
→ d2x

dt2
= −x

x′′ + x = 0

x

y

Charakteristická rovnice: λ2 + 1 = 0 → λ1,2 = ±i
Fundamentální systém: FS = {cos t, sin t}

x(t) = C1 cos t+ C2 sin t

y(t) =
dx(t)

dt
= −C1 sin t+ C2 cos t

~r(t) = (C1 cos t+ C2 sin t,−C1 sin t+ C2 cos t), t ∈ R, C1, C2 ∈ R

Obecná rovnice:
x2 + y2 = C2

1 cos2 t+ 2C1C2 cos t sin t+C2
2 sin2 t+C2

1 sin2 t− 2C1C2 cos t sin t+C2
2 cos2 t =

C2
1(cos2 t+ sin2 t) + C2

2(cos2 t+ sin2 t) = C2
1 + C2

2

x2 + y2 = c2, c ∈ R

2



4. ~a(x, y) = (−y, x).

dy

x
=
dx

−y , x, y 6= 0
∫
y dy = −

∫
x, dx

y2

2
= −x

2

2
+ C1, C1 ∈ R

y2 + x2 = 2C1 = C2, C ∈ R

Parametrizace:

~r(t) = (c sin t, c cos t), t ∈ 〈0, 2π〉, c ∈ R

x

y

5. ~a(x, y) = (y, 1).

dx(t)

dt
= y

dy(t)

dt
= 1

∫
dy =

∫
dt

y(t) = t+ C1, C1 ∈ R∫
dx =

∫
(t+ C1) dt

x(t) =
(t+ C1)

2

2
+ C2, C2 ∈ R

x

y

~r(t) =

(
(t+ C1)

2

2
+ C2, t+ C1

)
, t ∈ R, C1, C2 ∈ R

Obecná rovnice: y − C1 = t → x = y2

2
+ C2, C2 ∈ R

3



6. ~a(x, y) = (x,−y).

dx(t)

dt
= x

dy(t)

dt
= −y

∫
dx

x
=

∫
dt, x 6= 0

∫
dy

y
= −

∫
dt, y 6= 0

ln |x| = −t+ C1, C1 ∈ R ln |y| = t+ C2, C2 ∈ R
x(t) = K1e

−t, K1 ∈ R y(t) = K2e
t, K2 ∈ R

~r(t) =
(
K1e

−t, K2e
t
)
, t ∈ R, K1, K2 ∈ R

x

y

Obecná rovnice: et = x
K1
→ y = K1K2

x

y =
K

x
, K ∈ R, x 6= 0

7. ~a(x, y, z) = (x,−y,−z).

dx(t)

dt
= x

dy(t)

dt
= −y dz(t)

dt
= −z

∫
dx(t)

x
=

∫
dt, x 6= 0

∫
dy(t)

y
= −

∫
dt, y 6= 0

∫
dz(t)

z
= −

∫
dt, z 6= 0

ln |x| = t+ C1, C1 ∈ R ln |y| = −t+ C2, C2 ∈ R ln |z| = −t+ C3, C3 ∈ R
x(t) = K1e

t, K1 ∈ R y(t) = K2e
−t, K2 ∈ R y(t) = K3e

−t, K3 ∈ R

~r(t) = (K1e
t, K2e

−t, K3e
−t), t ∈ R, K1, K2, K3 ∈ R

y
x

z

y
x

z

4



Pøíklady: Urèete, zda je vektorové pole ~a vírové × nevírové, zøídlové × nezøídlové.

1. ~a = (2x, 3y)

div~a = ∇~a = 2 + 3 = 5

rot~a = ∇× ~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2x 3y 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 0)

⇒ zøídlové, nevírové pole

x

y

2. ~a = (2x, 2y)

div~a = ∇~a = 2 + 2 = 4

rot~a = ∇× ~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2x 2y 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 0)

⇒ zøídlové, nevírové pole

x

y

3. ~a = (2x+ y, 3x2)

div~a = ∇~a = 2

rot~a = ∇× ~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2x+ y 3x2 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 6x− 1)

⇒ zøídlové, vírové pole

x

y

4. ~a = (x3, xy, exyz).

div~a = 3x2 + x+ xyexyz

rot~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x3 xy exyz

∣∣∣∣∣∣
= (xzexyz,−yzexyz, y)

⇒ zøídlové, vírové pole

5



Pøíklady: Pro vektorové pole ~a urèete, zda je pole potenciálové a najdìte potenciál ϕ.

1. ~a = (2xex
2+2y, 2ex

2+2y)

Pole je de�nováno na R2 - jednodu¹e souvislá oblast.

rot~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

a1(x, y) a2(x, y) 0

∣∣∣∣∣∣
=

(
0, 0,

∂a2
∂x
− ∂a1

∂y

)

∂a1
∂y

= 4xex
2+2y ∧ ∂a2

∂x
= 4xex

2+2y

∂a1
∂y

=
∂a2
∂x

⇒ rot~a = ~0

⇒ Pole je potenciálové.

~a = gradϕ → ∂ϕ

∂x
= 2xex

2+2y ∧ ∂ϕ
∂y

= 2ex
2+2y

∂ϕ

∂x
= 2xex

2+2y → ϕ =

∫
2xex

2+2y dx =

∣∣∣∣∣∣

t = x2 + 2y
dt = 2x dx∫
et dt = et +K

∣∣∣∣∣∣
= ex

2+2y + C

∂ϕ

∂y
= 2ex

2+2y → ϕ =

∫
2ex

2+2y dy = ex
2+2y + C

⇒ ϕ(x, y) = ex
2+2y + C, C ∈ R

2. ~a = (e−x sin y,−e−x cos y)

Pole je de�nováno na R2 - jednodu¹e souvislá oblast.

∂a1
∂y

= e−x cos y ∧ ∂a2
∂x

= e−x cos y

∂a1
∂y

=
∂a2
∂x

⇒ rot~a = ~0

⇒ Pole je potenciálové.

~a = gradϕ → ∂ϕ

∂x
= e−x sin y ∧ ∂ϕ

∂y
= −e−x cos y

∂ϕ

∂x
= e−x sin y → ϕ =

∫
e−x sin y dx = −e−x sin y + C

∂ϕ

∂y
= −e−x cos y → ϕ =

∫
−e−x cos y dy = −e−x sin y + C

⇒ ϕ(x, y) = −e−x sin y + C, C ∈ R

6



3. ~a = (x, y, z)

Pole je de�nováno na R3 - jednodu¹e souvislá oblast.

rot~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x y z

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 0) = ~0

⇒ Pole je potenciálové.

~a = gradϕ → ∂ϕ

∂x
= x ∧ ∂ϕ

∂y
= y ∧ ∂ϕ

∂z
= z

∂ϕ

∂x
= x

∂ϕ

∂y
= y

∂ϕ

∂z
= z

ϕ =
x2

2
+ C ϕ =

y2

2
+ C ϕ =

z2

2
+ C

⇒ ϕ(x, y, z) =
x2

2
+
y2

2
+
z2

2
+ C, C ∈ R

4. ~a = (x+ yz, y + xz, z + xy)

Pole je de�nováno na R3 - jednodu¹e souvislá oblast.

rot~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x+ yz y + xz z + xy

∣∣∣∣∣∣
= (x− x, y − y, z − z) = ~0

⇒ Pole je potenciálové.

~a = gradϕ → ∂ϕ

∂x
= x+ yz ∧ ∂ϕ

∂y
= y + xz ∧ ∂ϕ

∂z
= z + xy

∂ϕ

∂x
= x+ yz

∂ϕ

∂y
= y + xz

∂ϕ

∂z
= z + xy

ϕ =
x2

2
+ xyz + C ϕ =

y2

2
+ xyz + C ϕ =

z2

2
+ xyz + C

⇒ ϕ(x, y, z) =
x2

2
+
y2

2
+
z2

2
+ xyz + C, C ∈ R

5. ~a = (x, y2,−z)

Pole je de�nováno na R3 - jednodu¹e souvislá oblast.

rot~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x y2 −z

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 0) = ~0

⇒ Pole je potenciálové.

~a = gradϕ → ∂ϕ

∂x
= x ∧ ∂ϕ

∂y
= y2 ∧ ∂ϕ

∂z
= −z

7



∂ϕ

∂x
= x

∂ϕ

∂y
= y2

∂ϕ

∂z
= −z

ϕ =
x2

2
+ C ϕ =

y3

3
+ C ϕ = −z

2

2
+ C

⇒ ϕ(x, y, z) =
x2

2
+
y3

3
− z2

2
+ C, C ∈ R

Pøíklady: Uka¾te, ¾e funkce f(x, y) je harmonická, tj. splòuje rovnici ∆f = 0.

1. f(x, y) = x4 − 6x2y2 + y4

f ′x = 4x3 − 12xy2, f ′′xx = 12x2 − 12y2

f ′y = −12x2y + 4y3, f ′′yy = −12x2 + 12y2

∆f = f ′′xx + f ′′yy = 12x2 − 12y2 − 12x2 + 12y2 = 0

8



7. Cvièení: Køivkové integrály 1. druhu

Pøíklady: Vypoètìte dané køivkové integrály 1. druhu.

1. X
∫
K

ds
x−y , kde køivka K je úseèka AB, A = [0,−2], B = [4, 0].

~s = B − A = (4, 2)

~r(t) = (4t,−2 + 2t); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (4, 2); ||~r ′(t)|| =

√
20

y

x

B

A

4

−2

∫

K

ds

x− y =

1∫

0

1

4t+ 2− 2t

√
20 dt =

√
5

1∫

0

1

t+ 1
dt =

√
5 [ln |t+ 1|]10 =

√
5 ln 2

2. X
∫
K

ds
x−2y , kde køivka K je úseèka AB, A = [1,−2], B = [3, 0].

~s = B − A = (2, 2)

~r(t) = (1 + 2t,−2 + 2t); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (2, 2); ||~r ′(t)|| = 2

√
2

y

xB

3

A

1

−2

∫

K

ds

x− 2y
=

1∫

0

1

1 + 2t+ 4− 4t
2
√
2 dt = 2

√
2

1∫

0

1

5− 2t
dt = −

√
2 [ln |5− 2t|]10 =

√
2 ln

5

3

3. X
∫
K
(x2 + y2) ds, kde køivka K je úseèka AB, A = [1, 0], B = [0, 1].

~s = B − A = (−1, 1)
~r(t) = (1− t, t); t ∈ 〈0, 1〉

→~r ′(t) = (−1, 1); ||~r ′(t)|| =
√
2

y

x1

1

A

B

∫

K

(x2 + y2) ds =

1∫

0

((1− t)2 + t2)
√
2 dt =

√
2

1∫

0

(1− 2t+ 2t2) dt =
√
2

[
t− t2 + 2

3
t3
]1

0

=

=
2
√
2

3

1



4. X
∫
K
(x2 + y2) ds, kde køivka K je lomená èára spojující body A = [0, 0],

B = [1, 0], C[1, 1].

k1 :~s = B − A = (1, 0)

~r(t) = (t, 0); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (1, 0); ||~r ′(t)|| = 1

k2 :~s = C −B = (0, 1)

~r(t) = (1, t); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (0, 1); ||~r ′(t)|| = 1

y

xk1

k2

1

A B

1

C

∫

K

(x2 + y2) ds =

∫

k1

(x2 + y2) ds+

∫

k2

(x2 + y2) ds =

1∫

0

t2 dt+

1∫

0

(1 + t2) dt =

=

[
t+

2

3
t3
]1

0

=
5

3

5. X
∫
K
(x+y) ds, kde køivka K je obvod trojúhelníku ABC, A = [0, 1], B = [2, 1], C = [0, 3].

k1 :~s = B − A = (2, 0)

~r(t) = (2t, 1); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (2, 0); ||~r ′(t)|| = 2

k2 :~s = C −B = (−2, 2)
~r(t) = (2− 2t, 1 + 2t); t ∈ 〈0, 1〉

→~r ′(t) = (−2, 2); ||~r ′(t)|| =
√
8

k3 :~s = C − A = (0, 2)

~r(t) = (0, 1 + 2t); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (0, 2); ||~r ′(t)|| = 2

y

x

k1

k2
k3

2

B1

3

A

C

∫

K

(x+ y) ds =

∫

k1

(x+ y) ds+

∫

k2

(x+ y) ds+

∫

k3

(x+ y) ds =

=

1∫

0

(2t+ 1)2 dt+

1∫

0

(2− 2t+ 1 + 2t)
√
8 dt+

1∫

0

(1 + 2t)2 dt =

= 2
[
t2 + t

]1
0
+
√
8 [3t]10 + 2

[
t+ t2

]1
0
= 8 + 3

√
8

2



6.
∫
K
xy ds, kde køivka K je obvod obdelníku urèeného pøímkami x = 0, x = 4, y = 0, y = 2.

k1 :~s = [4, 0]− [0, 0] = (4, 0)

~r(t) = (4t, 0); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (4, 0); ||~r ′(t)|| = 4

k2 :~s = [4, 2]− [4, 0] = (0, 2)

~r(t) = (4, 2t); t ∈ 〈0, 1〉
→~r ′(t) = (0, 2); ||~r ′(t)|| = 2

k3 :~s = [0, 2]− [4, 2] = (−4, 0)
~r(t) = (4− 4t, 2); t ∈ 〈0, 1〉

→~r ′(t) = (−4, 0); ||~r ′(t)|| = 4

k4 :~s = [0, 0]− [0, 2] = (0,−2)
~r(t) = (0, 2− 2t); t ∈ 〈0, 1〉

→~r ′(t) = (0,−2); ||~r ′(t)|| = 2

y

xk1

k2

k3

k4

4

2

∫

K

xy ds =

∫

k1

xy ds+

∫

k2

xy ds+

∫

k3

xy ds+

∫

k4

xy ds =

=

1∫

0

4t · 0 · 4 dt+
1∫

0

4 · 2t · 2 dt+
1∫

0

(4− 4t)2 · 4 dt+
1∫

0

0 · (2− 2t) · 2 dt =

=
[
8t2
]1
0
+
[
32t− 16t2

]1
0
= 24

7. X
∫
K
x2 ds, kde køivka K = {[x, y] ∈ R2 : x ∈ 〈1, 2〉 ∧ y = lnx}.

~r(t) = (t, ln t); t ∈ 〈1, 2〉

→~r ′(t) =

(
1,

1

t

)

||~r ′(t)|| =
√
1 +

1

t2
=

√
t2 + 1

t2
=

√
t2 + 1

t

y

x

ln 2

1 2

∫

K

x2 ds =

2∫

1

t2
√
t2 + 1

t
dt =

2∫

1

t
√
t2 + 1 dt =

∣∣∣∣∣∣

z = t2 + 1
dz = 2t dt

1
2

∫ √
z dz = 1

3
z

3
2 + C

∣∣∣∣∣∣

=
1

3

[
(t2 + 1)

3
2

]2
1
=

1

3
(5
√
5− 2

√
2).

3



8. X
∫
K

x2

y
ds, kde køivka K je èást paraboly y2 = 2x, y ∈ 〈

√
2, 2〉.

~r(t) =

(
t2

2
, t

)
; t ∈ 〈

√
2, 2〉

→~r ′(t) = (t, 1)

||~r ′(t)|| =
√
t2 + 1

y

x

√
2

2

1 2

∫

K

x2

y
ds =

2∫

√
2

1

4

t4

t

√
1 + t2 dt =

1

4

2∫

√
2

t3
√
t2 + 1 dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣

z = t2 + 1
dz = 2t dt

1
8

∫
(z − 1)

√
z dz = 1

8

∫
(z

3
2 − z 1

2 ) dz

= 1
8
2
5
z

5
2 − 1

8
2
3
z

3
2 + C

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

[
1

20
(t2 + 1)

5
2 − 1

12
(t2 + 1)

3
2

]2
√
2

=
5

6

√
5− 1

5

√
3.

9. X
∫
K
y ds, kde køivka K je ètvrtina kru¾nice x2 + y2 = 4 v I. kvadrantu.

~r(t) = (2 cos t, 2 sin t); t ∈ 〈0, π
2
〉

→~r ′(t) = (−2 sin t, 2 cos t)
||~r ′(t)|| =

√
4 sin2 t+ 4 cos2 t = 2

y

x2

∫

K

y ds =

π
2∫

0

2 sin t · 2 dt = 4 [− cos t]
π
2
0 = 4.

10. X
∫
K
x ds, kde køivka K je ètvrtina kru¾nice x2 + y2 = 9 v I. kvadrantu.

~r(t) = (3 cos t, 3 sin t); t ∈ 〈0, π
2
〉

→~r ′(t) = (−3 sin t, 3 cos t)
||~r ′(t)|| =

√
9 sin2 t+ 9 cos2 t = 3

y

x3

∫

K

x ds =

π
2∫

0

3 cos t · 3 dt = 9 [sin t]
π
2
0 = 9.

4



11. X
∫
K
x2y ds, kde køivka K je oblouk kru¾nice x2 + y2 = a2 s poèáteèním bodem [a, 0] a

koncovým bodem [0, a], kde a > 0.

~r(t) = (a cos t, a sin t); t ∈ 〈0, π
2
〉

→~r ′(t) = (−a sin t, a cos t)
||~r ′(t)|| =

√
a2 sin2 t+ a2 cos2 t = a

y

xa

a

∫

K

x2y ds =

π
2∫

0

a2 cos2 t · a sin t · a dt =

π
2∫

0

a4 cos2 t · sin t dt =

∣∣∣∣∣∣

z = cos t
dz = sin t dt

−a4
∫
z2 dz = −a4 z3

3
+ C

∣∣∣∣∣∣
=

= −a4
[
cos3 t

3

]π
2

0

=
a4

3
.

12. X
∫
K
(x2 + y2) ds, kde køivka K je popsána rovnicí x2 + y2 = 2x.

(x− 1)2 + y2 = 1

~r(t) = (1 + cos t, sin t); t ∈ 〈0, 2π〉
→~r ′(t) = (− sin t, cos t)

||~r ′(t)|| =
√
sin2 t+ cos2 t = 1

y

x1 2

∫

K

(x2 + y2) ds =

2π∫

0

(
(1 + cos t)2 + sin2 t

)
dt =

2π∫

0

(2 + 2 cos t) dt = [(2t+ 2 sin t)]2π0 = 4π.

13. X
∫
K
(x2+y2) ds, kde køivka K je popsána parametrickými rovnicemi x(t) = a(cos t+t sin t),

y(t) = a(sin t− t cos t), t ∈ 〈0, 2π〉, a > 0.

~r(t) = (a(cos t+ t sin t), a(sin t− t cos t)) ; t ∈ 〈0, 2π〉

→~r ′(t) = (a(− sin t+ sin t+ t cos t), a(cos t− cos t+ t sin t)) =

= (at cos t, at sin t)

||~r ′(t)|| =
√
a2t2 cos2 t+ a2t2 sin2 t = at

y

x

5



∫

K

(x2 + y2) ds =

2π∫

0

(
a2(cos t+ t sin t)2 + a2(sin t− t cos t)2

)
at dt =

= a3
2π∫

0

(t+ t3) dt = a3
[
t2

2
+
t4

4

]2π

0

= a3(2π2 + 4π4).

14. X Vypoètìte délku asteroidy K :
3
√
x2 + 3

√
y2 =

3
√
a2, a > 0.

~r(t) = (a cos3 t, a sin3 t); t ∈ 〈0, 2π〉
→~r ′(t) =

(
−3a cos2 t sin t, 3a sin2 t cos t

)

||~r ′(t)|| =
√
9a2(cos4 t sin2 t+ sin4 t cos2 t)

= 3a| cos t sin t|

y

x

a

a

∫

K

1 ds = 4

π
2∫

0

3a cos t sin t dt =

∣∣∣∣∣∣

z = sin t
dz = cos t dt∫
z dz = z2

2
+ C

∣∣∣∣∣∣
=

= 6a[sin2 t]
π
2
0 = 6a.

15. X
∫
K

z2

x2+y2
ds, kde køivka K je první závit ¹roubovice x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = t.

~r(t) = (cos t, sin t, t); t ∈ 〈0, 2π〉
→~r ′(t) = (− sin t, cos t, 1)

||~r ′(t)|| =
√
sin2 t+ cos2 t+ 1 =

√
2

x

y

z

1

2π

∫

K

z2

x2 + y2
ds =

2π∫

0

t2

cos2 t+ sin2 t
·
√
2 dt =

√
2

[
t3

3

]2π

0

=
8
√
2π3

3
.

6



16. X
∫
K
(2
√
x2 + y2 − z) ds, kde køivka K je 1. závit ku¾elové ¹roubovice x(t) = t cos t,

y(t) = t sin t, z(t) = t.

~r(t) = (t cos t, t sin t, t) ; t ∈ 〈0, 2π〉
~r ′(t) = (cos t− t sin t, sin t+ t cos t, 1)

||~r ′(t)|| =
√
(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 1 =

=
√
2 + t2

x

y

z

2π

2π

∫

K

(2
√
x2 + y2 − z) ds =

2π∫

0

(2
√
t2 cos2 t+ t2 sin2 t− t) ·

√
2 + t2 dt =

=

2π∫

0

t
√
2 + t2 dt =

∣∣∣∣∣∣

2 + t2 = z
2t dt = dz

1
2

∫ √
z dz = 1

3
z

3
2 + C

∣∣∣∣∣∣
=

1

2

[
(2 + t2)

3
2

]2π
0

=
1

2
((2 + 4π2)

3
2 − 2

√
2).

17. X
∫
K
(x+ y) ds, kde K je prùniková køivka ploch x2 + y2 + z2 = a2, a > 0, x = y v prvním

oktantu.

Parametrizace kru¾nice K(σ, S, r) o polomìru r = a, se støedem S = [0, 0, 0], le¾ící v

rovinì σ o rovnici ~n(X − S): ~r(t) = (s1 + r cos t · u1 + r sin t · v1, s2 + r cos t · u2 + r sin t ·
v2, s3 + r cos t · u3 + r sin t · v3), kde ~u, ~v jsou bázové vektory lokální kartézské souøadné

soustavy roviny σ. Lze brát ~u = A−S
|A−S| , kde A je bod na kru¾nici K(σ, S, r) a ~v = ~u× ~n

|~n| .

~u =

(
a√
2
,
a√
2
, 0

)
, ~v = (0, 0, a)

~r(t) =

(
a2√
2
cos t,

a2√
2
cos t, a2 sin t

)
,

t ∈ 〈0, π
2
〉

~r ′(t) =

(
− a2√

2
sin t,− a2√

2
sin t, a2 cos t

)

||~r ′(t)|| =
√
a4

2
sin2 t+

a4

2
sin2 t+ a4 cos2 t

= a2

x

y

z

σ : x− y = 0

x2 + y2 + z2 = a2

∫

K

(x+ y) ds =

π
2∫

0

(
a2√
2
cos t+

a2√
2
cos t

)
· a2 dt = 2a4√

2
[sin t]

π
2
0 =
√
4a2

7



8. Cvièení: Køivkové integrály 2. druhu

Pøíklady: Vypoètìte dané køivkové integrály 2. druhu (práce, po uzavøené køivce - cirkulace).

1.
∫
K

(x+y) dx−(x−y) dy
x2+y2

, kde køivka K je kladnì orientovaná kru¾nice x2 + y2 = a2, a > 0.

~r(t) = (a cos t, a sin t); t ∈ 〈0, 2π〉
~r ′(t) = (−a sin t, a cos t)

souhlasná orientace

a

a

x

y

∫

K

(x+ y) dx− (x− y) dy
x2 + y2

=

2π∫

0

(a cos t+ a sin t) (−a sin t)− (a cos t− a sin t) (a cos t)
a2

dt =

2π∫

0

(− cos t sin t− sin2 t− cos2 t+ sin t cos t)dt = −
2π∫

0

dt = −2π

2.
∫
K
~f ~dr, kde ~f = (y + 1, x2) a køivka K je èást paraboly y = 1 − x2 s poèáteèním bodem

[1, 0] a koncovým bodem [0, 1].

~r(t) = (t, 1− t2); t ∈ 〈0, 1〉
~r ′(t) = (1,−2t)

nesouhlasná orientace

1

1

PB

KB

x

y

∫

K

(y + 1) dx+ x2 dy = −
1∫

0

(
(1− t2 + 1) · 1 + t2 · (−2t)

)
dt =

[
t4

2
+
t3

3
− 2t

]1

0

= −7

6

1



3.
∫
K
~f ~dr, kde ~f = (y, x2) a køivka K je èást paraboly y = 4− x2 s poèáteèním bodem [2, 0]

a koncovým bodem [1, 3].

~r(t) = (t, 4− t2); t ∈ 〈1, 2〉
~r ′(t) = (1,−2t)

nesouhlasná orientace

1 2

3

PB

KB

x

y

∫

K

y dx+ x2 dy = −
2∫

1

(
(4− t2) · 1 + t2 · (−2t)

)
dt =

[
t4

2
+
t3

3
− 4t

]2

1

=

= 8 +
8

3
− 8− 1

2
− 1

3
+ 4 =

35

6

4.
∫
K
~f ~dr, kde ~f = (x− y, x) a køivka K je kladnì orientovaná hranice ètverce ABCD, kde

A = [1, 1], B = [−1, 1], C = [−1,−1], D = [1, 1].

−→
AB :~r(t) = (t, 1); t ∈ 〈−1, 1〉

~r ′(t) = (1, 0)

nesouhlasná orientace

−−→
BC :~r(t) = (−1, t); t ∈ 〈−1, 1〉

~r ′(t) = (0, 1)

nesouhlasná orientace

−−→
CD :~r(t) = (t,−1); t ∈ 〈−1, 1〉

~r ′(t) = (1, 0)

souhlasná orientace

−−→
DA :~r(t) = (1, t); t ∈ 〈−1, 1〉

~r ′(t) = (0, 1)

souhlasná orientace

−1 1

−1

1

K

AB

C D

M

x

y

a)

∫

K

(x− y) dx+ x dy = −
1∫

−1

((t− 1) · 1 + t · 0) dt−
1∫

−1

((−1− t) · 0 + (−1) · 1) dt+

+

1∫

−1

((t+ 1) · 1 + t · 0) dt+
1∫

−1

((1− t) · 0 + (1) · 1) dt =
[
−t

2

2
+ t+ t+

t2

2
+ t+ t

]1

−1
=

= 4 + 4 = 8

2



b) Greenova vìta

∮

K

(x− y) dx+ x dy =

∫∫

M

(1 + 1) dxdy = 2

1∫

−1

1∫

−1

dx dy = 2SABCD = 8

5.
∫
K
~f ~dr, kde ~f = (0, x2) a køivka K je kladnì orientovaná hranice trojúhelníku ohranièeného

osami x, y a køivkou x
3
+ y

5
= 1.

−→
AB :~r(t) = (3− 3t, 5t); t ∈ 〈0, 1〉

~r ′(t) = (−3, 5)
souhlasná orientace

−−→
BC :~r(t) = (0, 5t); t ∈ 〈0, 1〉

~r ′(t) = (0, 5)

nesouhlasná orientace

−→
CA :~r(t) = (3t, 0); t ∈ 〈0, 1〉

~r ′(t) = (3, 0)

souhlasná orientace

3

5

K

A

B

C

M

y = 5− 5
3
x

x

y

a)

∫

K

x2 dy =

1∫

0

5(3− 3t)2dt = 5

[
−1

3

(3− 3t)3

3

]1

0

= 15

b) Greenova vìta

∮

K

x2 dy =

∫∫

M

2x dxdy = 2

3∫

0

5− 5
3
x∫

0

x dy dx = 2

3∫

0

(
5x− 5

3
x2
)
dx =

= 2

[
5

2
x2 − 5

9
x3
]3

0

= 45− 30 = 15

6.
∫
K
~f ~dr, kde ~f = (xy, x2) a køivka K je kladnì orientovaná hranice obrazce ohranièeného

køivkami y2 = x a x2 = y.

K1 :~r(t) = (t, t2); t ∈ 〈0, 1〉
~r ′(t) = (1, 2t)

souhlasná orientace

K2 :~r(t) = (t2, t); t ∈ 〈0, 1〉
~r ′(t) = (2t, 1)

nesouhlasná orientace
1

1

M

K2:y =
√
x

K1:y = x2

x

y

3



a)

∫

K

xy dx+ x2 dy =

1∫

0

(t3 + 2t3) dt−
1∫

0

(2t4 + t4) dt =

[
3t4

4
− 3t5

5

]1

0

=
3

20

b) Greenova vìta

∮

K

xy dx+ x2 dy =

∫∫

M

x dx dy =

1∫

0

√
x∫

x2

x dy dx =

1∫

0

(
x

3
2 − x3

)
dx =

=

[
2

5
x

5
2 − x4

4

]1

0

=
3

20

7.
∫
K
~f ~dr, kde ~f = (y, x) a køivka K je kladnì orientovaná køivka x2 + y2 = 1.

K1 :~r(t) = (cos t, sin t); t ∈ 〈0, 2π〉
~r ′(t) = (− sin t, cos t)

souhlasná orientace
1

1

M

x

y

a)

∫

K

y dx+ x dy =

2π∫

0

(− sin2 t+ cos2 t) dt =

2π∫

0

cos 2t dt =

[
1

2
sin 2t

]2π

0

= 0

b) Greenova vìta

∮

K

y dx+ x dy =

∫∫

M

(1− 1) dxdy = 0

c) Potenciálové pole

rot ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y x 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 1− 1)

Pole je potenciálové → práce po uzavøené køivce je 0.

4



Pøíklady: Vypoètìte dané køivkové intergrály 2. druhu

1. Uka¾te, ¾e køivkový integrál druhého druhu vektorového pole ~f = (y2z3 + z, 2xyz3 −
z, 3xy2z2 + x− y) nezávisí na integraèní cestì v oblasti R3 a vypoètìte práci, kterou pole
vykoná z bodu A = [1, 1, 1] do bodu B = [−2, 1,−1].

R3 jednodu¹e souvislá oblast

rot ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2z3 + z 2xyz3 − z 3xy2z2 + x− y

∣∣∣∣∣∣
=

= (6xyz2 − 1− (6xyz2 − 1), 3y2z2 + 1− (3y2z2 + 1), 2yz3 − 2yz3) = ~0

⇒ pole je potenciálové → KI 2. druhu nezávisí na integraèní cestì.

Potenciál:

∂ϕ
∂x

= y2z3 + z → ϕ = xy2z3 + xz + C
∂ϕ
∂y

= 2xyz3 − z → ϕ = xy2z3 − zy + C
∂ϕ
∂z

= 3xy2z2 + x− y → ϕ = xy2z3 + xz − yz + C



ϕ(x, y, z) = xy2z3 + xz − yz + C

∫

K

(y2z3 + z) dx+ (2xyz3 − z) dy + (3xy2z2 + x− y) dz = ϕ(B)− ϕ(A) = 4

2. Uka¾te, ¾e køivkový integrál druhého druhu vektorového pole ~f = (x2−2yz, y2−2xz, z2−
2xy) nezávisí na integraèní cestì v oblasti R3 a vypoètìte práci, kterou pole vykoná z bodu
A = [1, 1, 1] do bodu B = [−1, 2,−2].

R3 jednodu¹e souvislá oblast

rot ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2 − 2yz y2 − 2xz z2 − 2xy

∣∣∣∣∣∣
=

= (−2x+ 2x,−2y + 2y,−2z + 2z) = ~0

⇒ pole je potenciálové → KI 2. druhu nezávisí na integraèní cestì.

Potenciál:

∂ϕ
∂x

= x2 − 2yz → ϕ = x3

3
− 2xyz + C

∂ϕ
∂y

= y2 − 2xz → ϕ = y3

3
− 2xyz + C

∂ϕ
∂z

= z2 − 2xy → ϕ = z3

3
− 2xyz + C




ϕ(x, y, z) =

x3

3
+
y3

3
+
z3

3
− 2xyz + C

∫

K

(x2 − 2yz) dx+ (y2 − 2xz) dy + (z2 − 2xy) dz = ϕ(B)− ϕ(A) = −22

3

5



9. Cvičení: Plošné integrály 1. druhu

Příklady: Vypočtěte dané plošné integrály 1. druhu.

1. Vypočtěte
∫∫
S
xyz dS, kde S je část roviny x+ y+ z = 1 v prvním oktantu (x > 0, y > 0,

z > 0).

g(x, y) = z = 1− x− y
g′x(x, y) = −1, g′y(x, y) = −1
||~n|| =

√
(g′x)

2 + (g′y)
2 + 1 =

√
3

z

y

x

1

1

1

Sxy

S

y = 1− x
−~n

~n

∫∫

S

xyz dS =
√
3

∫∫

Sxy

xy(1− x− y) dxdy =
√
3

1∫

0

1−x∫

0

(xy − x2y − xy2) dy dx =

=
√
3

1∫

0

[
x
y2

2
− x2y

2

2
− xy

3

3

]1−x

0

dx =
√
3

1∫

0

(
x(1− x)(1− x)

2

2
− x(1− x)

3

3

)
dx =

=
√
3

1∫

0

(
x
(1− x)3

6

)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D I

x ↘ (1−x)3

6

1 ↘ − (1−x)4

24

0 →
∫ (1−x)5

120

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
√
3

[
−x(1− x)

4

24
+

(1− x)5

120

]1

0

=

=

√
3

120
.

1



2. Vypočtěte
∫∫
S

(
x
2
+ y + z

)
dS, kde S je část roviny x+y+z = 1 v prvním oktantu (x > 0,

y > 0, z > 0).

g(x, y) = z = 1− x− y
g′x(x, y) = −1, g′y(x, y) = −1
||~n|| =

√
(g′x)

2 + (g′y)
2 + 1 =

√
3

z

y

x

1

1

1

Sxy

S

y = 1− x

∫∫

S

(x
2
+ y + z

)
dS =

√
3

∫∫

Sxy

(x
2
+ y + 1− x− y

)
dxdy =

√
3

1∫

0

1−x∫

0

(
1− x

2

)
dy dx =

=
√
3

1∫

0

[
y − x

2
y
]1−x

0
dx =

√
3

1∫

0

(
1− 3

2
x+

x2

2

)
dx =

√
3

[
x− 3

4
x2 +

x3

6

]1

0

=
5
√
3

12
.

2



3. Vypočtěte
∫∫
S

1 dS, kde S je x2 + y2 + z2 = R2.

~r(u, v) = (R cosu cos v,R sinu cos v,R sin v),

u ∈ 〈0, 2π〉, v ∈ 〈−π
2
,
π

2
〉,

~tu = (−R sinu cos v,R cosu cos v, 0)

~tv = (−R cosu sin v,−R sinu sin v,R cos v)

x

y

z

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
−R sinu cos v R cosu cos v 0
−R cosu sin v −R sinu sin v R cos v

∣∣∣∣∣∣
=

= (R2 cosu cos2 v,R2 sinu cos2 v,R2 sin2 u sin v cos v +R2 cos2 u sin v cos v) =

= (R2 cosu cos2 v,R2 sinu cos2 v,R2 sin v cos v)

|~n| =
√
R4 cos2 u cos4 v +R4 sin2 u cos4 v +R4 sin2 v cos2 v =

=
√
R4 cos4 v +R4 sin2 v cos2 v =

√
R4 cos2 v = R2| cos v| = R2 cos v

∫∫

S

1 dS =

∫∫

Ω

R2| cos v| dudv = 2R2

π
2∫

−π
2

π∫

0

cos v du dv = 2πR2

π
2∫

−π
2

cos v dv =

= 2πR2 [sin v]
π
2

−π
2
= 4πR2

3



4. Vypočtěte
∫
S

1
x2+y2+z2

dS, kde S je válcová plocha x2 + y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 3.

~r(u, v) = (2 cosu, 2 sinu, v)

u ∈ 〈0, 2π〉, v ∈ 〈0, 3〉,
~r ′u = (−2 sinu, 2 cosu, 0)
~r ′v = (0, 0, 1)

y
x

z

2

2

3

~n = ~r ′u × ~r ′v =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
−2 sinu 2 cosu 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (2 cosu, 2 sinu, 0) =

|~n| =
√
4 cos2 u cos4 v + 4 sin2 u = 2

∫∫

S

1

x2 + y2 + z2
dS =

∫∫

Ω

1

4 cos2 u+ 4 sin2 u+ v2
2 dudv =

3∫

0

2π∫

0

2

4 + v2
du dv =

=
2

4
2π

3∫

0

1

1 +
(
v
2

)2 dv = π
[
2 arctg

v

2

]3

0
= 2π arctg

3

2

4



5. Vypočtěte
∫∫
S

(x2 + y2) dS, kde S = {[x, y, z] ∈ R3 : z = 1− x2 − y2 ∧ z ≥ 0}.

~r(u, v) = (u cos v, u sin v, 1− u2)

u ∈ 〈0, 1〉, v ∈ 〈0, 2π〉,
~tu = (cos v, sin v,−2u)
~tv = (−u sin v, u cos v, 0)

z

yx

1

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
cos v sin v −2u
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣
= (2u2 cos v, 2u2 sin v, u) =

|~n| =
√
4u4 + u2 = u

√
4u2 + 1

∫∫

S

(x2 + y2) dS =

∫∫

Ω

u2 u
√
4u2 + 1 dudv =

2π∫

0

1∫

0

u2 u
√
4u2 + 1 du dv =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

t = 4u2 + 1
t−1

4
= u2

dt = 8u du
1
8

∫
t−1

4

√
t dt = 1

32
2
5
t
5
2 − 2

32
t
1
2 + C

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

2π∫

0

[
1

80
(4u2 + 1)

5
2 − 1

16
(4u2 + 1)

1
2

]1

0

dv =

=

(
1

80
5

5
2 − 1

16
5

1
2 − 1

80
+

1

16

) 2π∫

0

dv = π

(
5

8

√
5− 1

8

√
5− 1/10

)
= π

(
1

2

√
5− 1/10

)

5



6. Vypočtěte
∫∫
S

dS, kde S =
{
[x, y, z] ∈ R3 : z =

√
x2 + y2 ∧ 2 ≥ z ≥ 0

}
.

~r(u, v) = (u cos v, u sin v, u)

u ∈ 〈0, 2〉, v ∈ 〈0, 2π〉,
~tu = (cos v, sin v, 1)

~tv = (−u sin v, u cos v, 0)

z

yx 22

2

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
cos v sin v 1
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣
= (−u cos v,−u sin v, u)

|~n| =
√
u2 + u2 =

√
2u

∫∫

S

dS =

∫∫

Ω

√
2u dudv =

√
2

2π∫

0

2∫

0

u du dv =
√
2

2π∫

0

[
u2

2

]2

0

dv = 2
√
2

2π∫

0

dv = 4π
√
2.

6



7. Vypočtěte
∫∫
S

√
1 + x2 + y2 dS, kde S = {[x, y, z] ∈ R3 : 2z = x2 + y2 ∧ z ≤ 1}.

~r(u, v) = (u cos v, u sin v,
u2

2
)

u ∈ 〈0,
√
2〉, v ∈ 〈0, 2π〉,

~tu = (cos v, sin v, u)

~tv = (−u sin v, u cos v, 0)

z

yx

1

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
cos v sin v u
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣
= (−u2 cos v,−u2 sin v, u) =

|~n| =
√
u4 + u2 = u

√
u2 + 1

∫∫

S

√
1 + x2 + y2 dS =

∫∫

Ω

√
1 + u2 cos2 v + u2 sin2 v u

√
u2 + 1 dudv =

=

2π∫

0

√
2∫

0

u(1 + u2) du dv =

2π∫

0

[
u2

2
+
u3

3

]√2

0

dv =

(
1 +

2
3
2

3

) 2π∫

0

dv = 2π +
4
√
2

3
π

7



8. Vypočtěte
∫∫
S
arctg y

x
dS, kde S = {[x, y, z] ∈ R3 : z = x2 + y2 ∧ 1 ≤ z ≤ 2}.

~r(u, v) = (u cos v, u sin v, u2)

u ∈ 〈1,
√
2〉, v ∈ 〈0, 2π〉,

~tu = (cos v, sin v, 2u)

~tv = (−u sin v, u cos v, 0)

z

yx

1

2

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
cos v sin v 2u
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣
= (−2u2 cos v,−2u2 sin v, u) =

|~n| =
√
4u4 + u2 = u

√
4u2 + 1

∫∫

S

arctg
y

x
dS =

∫∫

Ω

arctg

(
u sin v

u cos v

)
u
√
4u2 + 1 dudv =

2π∫

0

√
2∫

1

vu
√
4u2 + 1 du dv =

=

∣∣∣∣∣∣

t = 1 + 4u2

dt = 8u du
1
8

∫ √
t dt = 1

12
t3/2 + C

∣∣∣∣∣∣
=

1

12

2π∫

0

v
[
(1 + 4u2)3/2

]√2

0
dv =

1

12

(
93/2 − 1

) 2π∫

0

v dv =
π

6

(
93/2 − 1

)

8



9. Vypočtěte
∫∫
S

1
z2+9

dS, kde S je x2 + y2 + z2 = 9, x ≤ 0.

~r(u, v) = (3 cosu cos v, 3 sinu cos v, 3 sin v),

u ∈
〈
π

2
,
3π

2

〉
, v ∈

〈
−π
2
,
π

2

〉
,

~tu = (−3 sinu cos v, 3 cosu cos v, 0)
~tv = (−3 cosu sin v,−3 sinu sin v, 3 cos v) y

z

x

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
−3 sinu cos v 3 cosu cos v 0
−3 cosu sin v −3 sinu sin v 3 cos v

∣∣∣∣∣∣
=

= (9 cosu cos2 v, 9 sinu cos2 v, 9 sin2 u sin v cos v + 9 cos2 u sin v cos v) =

= (9 cosu cos2 v, 9 sinu cos2 v, 9 sin v cos v)

|~n| =
√
34 cos2 u cos4 v + 34 sin2 u cos4 v + 34 sin2 v cos2 v =

=
√
34 cos4 v + 34 sin2 v cos2 v =

√
34 cos2 v = 9 cos v

∫∫

S

1

z2 + 9
dS =

∫∫

Ω

dudv =

π
2∫

−π
2

3π
2∫

π
2

9 cos v

9 sin2 v + 9
du dv = π

π
2∫

−π
2

cos v

sin2 v + 1
dv =

∣∣∣∣∣∣

t = sin t
dt = cos t dt∫

1
t2+1

dv = arctg t+ C

∣∣∣∣∣∣
= π [arctg (sin v)]

π
2

−π
2
= π

(π
4
+
π

4

)
=
π2

2
.

9



10. Cvičení: Plošné integrály 2. druhu
Příklady: Vypočtěte dané plošné integrály 2. druhu.

1. Vypočtěte
∫∫
S

~f ~dS, kde ~f = (x, y, z) a S je část roviny x + y + z = 2 v prvním oktantu

(x > 0, y > 0, z > 0) orientované směrem k počátku.

~r(u, v) = (u, v, 2− u− v)

Ω = {[u, v] ∈ Ω;u ∈ 〈0, 2〉 ∧ v ∈ 〈0, 2− u〉} ,
~tu = (1, 0,−1)

~tv = (0, 1,−1)

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

= (1, 1, 1)→ nesouhlasná orientace

z

y

x

2

2

2

Ω

S

~n

∫∫

S

~f ~dS = −
∫∫

Ω

(u, v, 2− u− v) · (1, 1, 1) dudv = −
∫∫

Ω

(u+ v + 2− u− v) dudv =

= −2

2∫

0

2−u∫

0

dv du = −2

2∫

0

(2− u) du =
[
u2 − 4u

]2
0

= −4

2. Vypočtěte
∫∫
S

~f ~dS, kde ~f = (x, y, 2z) a S je plášť rotačního paraboloidu z = x2 + y2 ≤ 1

orientovaného dovnitř.

~r(u, v) = (u cos v, u sin v, u2)

u ∈ 〈0, 1〉, v ∈ 〈0, 2π〉,
~tu = (cos v, sin v, 2u)

~tv = (−u sin v, u cos v, 0)

z

yx

~n

~n

1

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
cos v sin v 2u
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣
= (−2u2 cos v,−2u2 sin v, u)→ souhlasná orientace

∫∫

S

~f ~dS =

∫∫

Ω

(u cos v, u sin v, 2u2) · (−2u2 cos v,−2u2 sin v, u) dudv =

=

∫∫

Ω

(
−2u3 cos2 v − 2u3 sin2 v + 2u3

)
dudv = 0

1



3. Vypočtěte
∫∫
S

~f ~dS, kde ~f = (x, y, z) a S je plášť rotačního paraboloidu z = x2 + y2 ≤ 1

orientovaného dovnitř.

~r(u, v) = (u, v, u2 + v2)

Ω =
{

[u, v] ∈ R2;u2 + v2 ≤ 1
}
,

~tu = (1, 0, 2u)

~tv = (0, 1, 2v)

Ω

z

yx

~n

~n

1

1

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 2u
0 1 2v

∣∣∣∣∣∣
= (−2u,−2v, 1)→ souhlasná orientace

∫∫

S

~f ~dS =

∫∫

Ω

(u, v, u2 + v2) · (−2u,−2v, 1) dudv =

∫∫

Ω

(−2u2 − 2v2 + u2 + v2) dudv =

= −
∫∫

Ω

(u2 + v2) dudv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

polární s.:
u = r cosϕ
v = r sinϕ
r ∈ 〈0, 1〉
ϕ ∈ 〈0, 2π〉
|J | = r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −
1∫

0

2π∫

0

r3 dϕ dr = −2π

1∫

0

r3 dr = −2π

[
r4

4

]1

0

=

= −π
2

4. Vypočtěte
∫∫
S

~f ~dS, kde ~f = (y,−x, 1) a S je x2 + y2 + z2 = 1, z > 0 orientovaná ven.

~r(u, v) = (cosu cos v, sinu cos v, sin v),

u ∈ 〈0, 2π〉, v ∈ 〈0, π
2
〉,

~tu = (− sinu cos v, cosu cos v, 0)

~tv = (− cosu sin v,− sinu sin v, cos v)

x

y

z

~n

~n

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
− sinu cos v cosu cos v 0
− cosu sin v − sinu sin v cos v

∣∣∣∣∣∣
=

= (cosu cos2 v, sinu cos2 v, sin2 u sin v cos v + cos2 u sin v cos v) =

= (cosu cos2 v, sinu cos2 v, sin v cos v) → souhlasná orientace

2



∫∫

S

~f ~dS =

∫∫

Ω

(sinu cos v,− cosu cos v, 1) · (cosu cos2 v, sinu cos2 v, sin v cos v) dudv =

∫∫

Ω

(cosu sinu cos3 v − cosu sinu cos3 v + sin v cos v) dudv =

π
2∫

0

2π∫

0

sin v cos v du dv =

= 2π

π
2∫

0

sin v cos v dv =

∣∣∣∣∣∣

t = sin v
dt = cos v dv∫
t dt = t2

2
+ C

∣∣∣∣∣∣
= 2π

[
sin2 t

2

]π
2

0

= π

5. Vypočtěte
∫∫
S

~f ~dS, kde ~f = (x, y, z2) a S je část jednotkové sféry pro z > 0 orientované

ven.

~r(u, v) = (u, v,
√

1− u2 − v2),

Ω =
{

[u, v] ∈ R2, u2 + v2 ≤ 1
}
,

~tu =

(
1, 0,− 2u

2
√

1− u2 − v2

)

~tv =

(
0, 1,− 2v

2
√

1− u2 − v2

)
Ω

x

y

z

~n

~n

~n = ~tu × ~tv =

∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 − 2u

2
√

1−u2−v2
0 1 − 2v

2
√

1−u2−v2

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
u√

1− u2 − v2
,

v√
1− u2 − v2

, 1

)

→ souhlasná orientace

∫∫

S

~f ~dS =

∫∫

Ω

(u, v, 1− u2 − v2) ·
(

u√
1− u2 − v2

,
v√

1− u2 − v2
, 1

)
dudv =

∫∫

Ω

(
u2

√
1− u2 − v2

+
v2

√
1− u2 − v2

+ 1− u2 − v2

)
dudv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

polární s.:
u = r cosϕ
v = r sinϕ
r ∈ 〈0, 1〉
ϕ ∈ 〈0, 2π〉
|J | = r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

1∫

0

2π∫

0

(
r2

√
1− r2

+ 1− r2

)
· r dϕ dr = 2π

1∫

0

(
r2

√
1− r2

+ 1− r2

)
· r dr =

3



=

∣∣∣∣∣∣∣

t = 1− r2

dt = −2r dr

−π
∫ (

1−t√
t

+ t
)
dt = −π

(
2t1/2 − 2

3
t3/2 + t2

2

)
+ C

∣∣∣∣∣∣∣
=

= −π
[
2
√

1− r2 − 2

3
(1− r2)3/2 +

(1− r2)2

2

]1

0

= π

(
2− 2

3
+

1

2

)
=

11

6
π

6. Vypočtěte tok vektorového pole ~f = (0, 1, 0) plochou S = {[x, y, z] ∈ R3, x ∈ 〈0, 1〉, y =
0, z ∈ 〈0, 1〉} orientované v kladném směru osy y.

~n = (0, 1, 0)

∫∫

S

~f · ~n dS =

∫∫

S

(0, 1, 0) · (0, 1, 0) dS =

=

1∫

0

1∫

0

1 dx dz = 1.

z

yx
1

1

~n

4



11. Cvičení: Integrální věty

Příklady: Vypočtěte pomocí Gaussovy věty.

1. Vypočtěte tok vektorového pole ~f = (y2, x2, z2) vně orientovaným povrchem válce x2 +
y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 5.

div ~f = 2z

cylindrické souřadnice:

x = r cosϕ r ∈ 〈0, 2〉
y = r sinϕ ϕ ∈ 〈0, 2π〉
z = z z ∈ 〈0, 5〉
|J | = r

y

z

x

~n

~n

5

2

∫∫

S

~f ~dS =

∫∫∫

V

div ~f dxdydz =

∫∫∫

V

2z dxdydz =

5∫

0

2π∫

0

2∫

0

2z · r dr dϕ dz

=

5∫

0

2π∫

0

z
[
r2
]2

0
dϕ dz = 4

5∫

0

2π∫

0

z dϕ dz = 8π

5∫

0

z dz = 8π

[
z2

2

]5

0

= 100π

2. Vypočtěte tok vektorového pole ~f = (x2, (1− 2x)y, 4z) vně orientovaným povrchem ku-
žele z =

√
x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2.

div ~f = 2x+ 1− 2x+ 4 = 5

Polární souřadnice:

x = r cosϕ r ∈ 〈0, 2〉
y = r sinϕ ϕ ∈ 〈0, 2π〉
|J | = r

y

z

x
2

2

∫∫

S

~f ~dS =

∫∫∫

V

div ~f dxdydz =

∫∫∫

V

5 dxdydz = 5

∫∫

Vxy

2∫

√
x2+y2

dz dxdy =

= 5

∫∫

Vxy

(
2−

√
x2 + y2

)
dxdy = 5

2π∫

0

2∫

0

(2− r)r dr dϕ = 5

2π∫

0

[
r2 − r3

3

]2

0

dϕ =

=
40

3
π

1



3. Vypočtěte tok vektorového pole ~f = (x, z, y) vně orientovaným povrchem čtyřstěnu:
x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ a, a > 0.

div ~f = 1

z

y

x

a

a

a

~n

~n

∫∫

S

~f ~dS =

∫∫∫

V

div ~f dxdydz =

a∫

0

a−x∫

0

a−x−y∫

0

dz dy dx =

a∫

0

a−x∫

0

(a− x− y) dy dx

=

a∫

0

(
(a− x)[y]a−x0 −

[
y2

2

]a−x

0

)
dx =

a∫

0

(
(a− x)2 − (a− x)2

2

)
dx =

1

2

a∫

0

(a− x)2 dx

= −1

2

[
(a− x)3

3

]a

0

=
a3

6

4. Vypočtěte tok vektorového pole ~f = (y, z, x) vně orientovaným povrchem čtyřstěnu:
x ≥ 0, y ≥ 0, y ≥ 0, x+ y + z ≤ a, a > 0.

div ~f = 0

∫∫

S

~f ~dS = 0

z

y

x

a

a

a

~n

~n

2



Příklady: Vypočtěte pomocí Stokesovy věty.

1. Vypočtěte práci, kterou vykoná vektorového pole ~f = (y−x, 2x−y, z) po obvodu čtverce
ABCD, kde A = [0, 0, 0], B = [3, 0, 0], C = [3, 3, 0], D = [0, 3, 0], jehož orientace je dána
pořadím bodů ABCD.

rot ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y − x 2x− y z

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 1)

~n = (0, 0, 1) → souhlasná orientace

z

y
x

A
3

B

C

3

D

K

S

~n

1

∮

K

~f ~dr =

∫∫

S

rot ~f ~dS =

∫∫

S

(0, 0, 1) · (0, 0, 1) dS =

3∫

0

3∫

0

1 dx dy = 9.

2. Vypočtěte práci, kterou vykoná vektorového pole ~f = (y − z, z − x, x − y) po kružnici
x2 + z2 = 4, y = 1 orientovanou směrem z bodu [0, 1, 2] do bodu [2, 1, 0].

rot ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y − z z − x x− y

∣∣∣∣∣∣
= (−2,−2,−2)

~n = (0, 1, 0) → souhlasná orientace

z

y

x K S
2

2

~n

1

∮

K

~f ~dr =

∫∫

S

rot ~f ~dS =

∫∫

S

(−2,−2,−2) · (0, 1, 0) dS =

∫∫

S

−2 dS = . . .

~r(u, v) = (u cos v, 1, u sin v)
u ∈ 〈0, 2〉, v ∈ 〈0, 2π〉

~n =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
cos v 0 sin v
−u sin v 0 u cos v

∣∣∣∣∣∣
= (0,−u sin2 v − u cos2 v, 0) = (0,−u, 0)

|~n| = u

· · · = −2

∫∫

Ω

u dudv = −2

2∫

0

2π∫

0

u dv du = −4π

2∫

0

u du = −4π

[
u2

2

]2

0

= −8π

3



3. Vypočtěte práci, kterou vykoná vektorového pole ~f = (y2, z2, x2) po obvodu trojúhelníka
ABC, kde A = [3, 0, 0], B = [0, 0, 3], C = [0, 3, 0], orientace je dána pořadím bodů ABC.

rot ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2 z2 x2

∣∣∣∣∣∣
= (−2z,−2x,−2y)

~r(u, v) = (u, v, 3− u− v)

Ω =
{

[u, v] ∈ R2 : u ∈ 〈0, 3〉, v ∈ 〈0, 3− u〉
}

~n =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= (1, 1, 1)

→ nesouhlasná orientace

z

y

x

3

3

3

Ω

~n

∮

K

~f ~dr =

∫∫

S

rot ~f ~dS = −
∫∫

S

(−2(3− u− v),−2u,−2v) · (1, 1, 1) dS =

=

∫∫

S

(6− 2u− 2v + 2u+ 2v) dS = 6

∫∫

Ω

dudv = 6

3∫

0

3−u∫

0

dv du = 6

3∫

0

(3− u) du =

= 6

[
3u− u2

2

]3

0

= 6

(
9− 9

2

)
= 27

4


