1. Prednaska: Funkce vice proménnych
Zakladni pojmy:

e R": Znac¢i mnozinu vSech uspofadanych n-tic redlnych cisel, tj.
R"={x:2z=[r1,29,...,2,), ; ERi=1,...,n},
R"={x:x=(21,22,...,2,), x; ERi=1,...,n}.

e Geometricky: R" chapeme bud jako mnoZinu bod:

R? jsou body v roving, tj. z = [z, o],
R3 jsou body v prostoru, tj. z = [x1, T2, 73],

nebo jako vektorovy prostor, pokud na této mnoziné zavedeme algebraické operace spliu-
jici axiémy vektorového prostoru (strukturu):

R? jsou vektory v roving, tj. x = ¥ =
R3 jsou vektory v prostoru, tj. x = 7 = (1, 9, 73).
Poznamka: Axiémy vektorového prostoru:

ProV x,y,z € R" aproV a, 5 € R plati:
1. x+y =y + x (komutativita pro soucet vektori),

2. (x+y)+z=x+(y+2) (asociativita pro soucet vektor),

3. 30 € R" : 0 + x = x + 0 = x (existence nulového vektoru),
4. 3(—x) € R" : x + (—x) = (—x) + x = 0 (existence opa¢ného vektoru),
5. (- B) -x =a- (B -x) (asociativita pro nasobeni vektoru),

. 1-x = x (invariance pfi nasobeni jednickou),

6
7. a- (x+y) =0« -x+ «a-y (distributivita ndsobeni vektoru vzhledem ke sé¢itéani vektorit),

%

(a+p) - x=a-x+ (- x (distributivita ndsobeni vektoru vzhledem ke s¢itani ¢éisel).

Definice: Necht x, y € R", potom definujeme:

e (Euklidovsky) Skaldrni soucin vektori x,y: x-y = (X,y)= ; T

o (Euklidovskou) Normu vektoru x:  |[x|| = \/(x,%x) = 4/ ;xf

o Vzddlenost vektori x a'y (délka vektorux —y): d(x,y) =|x—yl|| = /> (x; — ;)2

=1



Definice: Redlnd funkce n redlngych proménnych f : R®™ — R je zobrazeni, které kaZdému
x € R" pritadi nejvyse jedno f(x) € R.

Definicni obor: Dy = {x € R"; 3y € R: f(x) = y}.

Obor hodnot: Hy = {y € R;3x € R" : f(x) = y}.
Graf funkce: G = {[x, f(x)] € R"™' : x € D;}.

Hiadina funkce: H. = {x € Dy : f(x) = ¢,c = konst.}.

Poznamka: Hladiny funkce: vrstevnice, ekvipotencialni plochy, izotermy, izobary.

Priklad: Funkce f : R?> — R je déna vztahem f(z,y) = /1 — 22 — y2. Urcete a nacrtnéte

defini¢ni obor a hladiny (vrstevnice) funkce, dale uréete obor hodnot a nacrtnéte graf.

Reseni:

Definiéni obor:
1—22—9y2>0
1 Z 1‘2 + y2 1

—  Dy={[r,y) e R*;2*+¢* <1}
Hladiny funkce:
V1—22—y?2 = K, K = konst.
1—a22—y? = K?
?+y? = 1-K? K?e(0,1)
K=0, 103, K = 0.8
Obor hodnot: Hy = (0, 1)

Graf funkce: z = /1 — 22 — 2




P¥iklad: Funkce f : R?* — R je dana vztahem f(z,y) = /22 + y2. Urcete a nacrtnéte defini¢ni

obor a hladiny (vrstevnice) funkce, déle urcete obor hodnot a nacrtnéte graf.

Reseni:
Definiéni obor:

?+y*>0 — D;=R?

Hladiny funkce:

Viz+y? = K, K = konst.

?+y? = K?, KeR

Obor hodnot: Hy = (0, 00)

Graf funkce: z = /22 + y?

Parcialni derivace funkce vice proménnych:

Opakovani: Realnd funkce jedné realné pro-
ménné f: R — R. Derivace funkce f v bodé xy )
je vlastni limita (pokud existuje):

oy — 1 L) = @) \
gz T — T B = arctg L@ 1)
f(wo) - / \ i
Geometricky: Smérnice tecny ke grafu funkce f
v bodé T' = [xg, f(z0)], tj. ['(z0) = tga.
) T



Definice: Parcidlni derivaci funkce f: Q — R (Q C R?) podle x, resp. podle y, resp. podle z,
v bodé P = [xg, Yo, 20] 0znacuje konecnou limitu (pokud existuge):

df (o, Yo, 20) f(x, 90, 20) — f (0, Yo, 20)

p— / P 1.
O fz(‘rOJ Yo, ZO) zlgglo T — 7y )
TeSp.
) _
f(iﬁtgyo,zo) _ f;(xo,y(),ZO) — lim f(iUmy;Zo) f(xo,yo,zo)’
Y Y=o Y — Yo
TESP.
) _
f(x(gyoazo) _ f;(ﬂco,yo,zo) — lim f(%;yoaz) f(ﬂUO,Z/O,Zo).
z z—20 Z— 2

Definice: Mé&jme funkei f @ Q — R, (Q C R? resp. Q@ C R?) bod P = [xg,0], resp.
P = [x0, Y0, 20] a vektor (pevné zvoleny) s, (s = (s1, $2), resp. s = (s1, Se, $3)). Derivact funkce f
v bodé P podle vektoru s nazjvame konecnou limitu (pokud ezistuje):

OI(P) _ . f(P+19)— [(P)

0s t—0 t

Je-li s jednotkovy vektor, tj. ||s|| = 1, pak se tato limita nazgvd derivace funkce f v bodé P
ve smeéru vektoru s.




Poznamka: Pokud zvolime smér s = e; = (1,0), tj. jednotkovy vektor osy = plati

of _of

Js  Ox

Priklad: Funkce f : R? — R je ddna vztahem f(x,y) =z + y. Je ddn bod P = [1,0] a vektor
s = (1,1). Urcete obé parcidlni derivace v bodé P, tj. f,(P) a f,(P), derivaci funkce f v bodé
P podle vektoru s a derivaci funkce f v bodé P ve sméru vektoru s.

Reseni:
folzy) =1, fi(P)=1
fyxy) =1, f(P)=1
f(P+ts)=f(1+¢,0+1)=1+2t = f(1,0) =
derivace podle vektoru:
8f(P):hmf(P+ts)— :hml—l—Zt— _o
Os t—0 t t—0 t
i & g— 8 — (1L 1
derivace ve sméru vektoru: s := o = ( 7 \/5>
f(P+ts)—f(1+it0+Lt>—1+it = f(1,0) =
- \/§ ) 2 - \/§ ) - ) -
af(P) F(P+1s) — 1+t - 2
— =1 = lim = —
Os t—0 t t—0 t V2

Definice: Je ddn bod P € Q2 C R3. Vektor dx = (dx, dy,dz) nazveme diferenci (argumentu,).
Meéjme diferencovatelnou funkei f(x), potom vektor

= (42242, 240)

nazyvame gradient funkce f v bodée P a linedrni formu
df(P,dx) = grad f(P) - dx

totalnim diferencidlem funkce f v bodé P.

Poznamky:
af(P
% = gradf(P) -s = |grad f(P)||s| cos ¢.
S
Kdy bude derivace maximalni? Pokud cosp =1 — ¢ = 0.
— derivace ve sméru je nejvyssi, pokud zderivujeme funkci f(P) ve sméru gradientu, tj.
of(P)

max — — = lgrad f(P)],

— gradient udava smér nejvétsi zmény (nejvétsiho rustu) funkce f v bodé P.



Priklad: Urcete gradient funkce f(z,y) = 2* + y* v bodé P = [1,1].

Reseni:

gradf(z,y) = (f1, f,) = (2z,2y)
gradf(P) = (2,2)

e gradf(P) # 0 je ortogonalni k
hladiné funkce f, ktera prochéazi
bodem P.

° % = 0, jestlize s ma smeér

tecny k hladiné v bodé P.

grad f(P)

Véta: (algebra gradientu a diferencialu)
Necht jsou f(x), g(x) diferencovatelné na Q a oznacme df = grad f(x) - dx,
dg = grad g(x) - dx, pro x € Q. Potom na Q plati:

dic- fy=c-df grad(c-f)=c-grad(f) ceR
d(f+g)=df +dg grad(f+g)=gradf+gradg
d(f-g)=g-df +f-dg grad(f-g)=g-gradf+ f-gradg
d (i) _ gdi—fdg g (g) _ ggradf—fgradg ) g

g g g

Véta: (diferencial a derivace slozené funkce)
Necht funkce u = u(x,y), v = v(x,y) jsou diferencovatelné v bodé P =[x, yo] a f(u,v) je dife-
rencovatelnd v bodé [ug,vo|, kde uy = wu(P), vo = wv(P). Potom sloZend funkce

F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) je diferencovatelnd v bodé P a v tomto bodé pro parcidlni deri-
vace plati (Tetézové pravidlo):

OF(P)  0f(ug,vo) Ou(P) N 0 f (ug, vo) Ov(P)

ox ou Ox ov or
OF (P) _ Of (ug, vo) Ou(P) n Of (ug,vy) Ov(P)
dy ou dy v dy
a pro totalni diferencidl
_ OF(P) OF(P)
dF(P,dx) = 5 dx + By dy.



Poznamka:

_ Of 1y 0F g — 9F of
dF = grad f(u,v)-(du,dv) = aud +8vd = aug?"aalu(yc,y) (dx,dy)—l—avgradv(x,y) (dz, dy)
af 5)f ov of ou  Of ov df ou  Of Ov B
8u(8xd zad:> au(a de+ ‘9‘i) (auax*'avax>dx+(auay*'avay)dy_
OF oF
%dx + a—dy

Priklad: Urcete totalni diferencidl funkce f(u,v) = u+v? kde u(z,y) = —2zy, v(z,y) = r+vy.

Reseni: Funkce u(x,y) = —2zy, v(z,y) = 2 +y a f(u,v) = u+v? jsou diferencovatelné na R,

dF =1-du+2v-dv=1-(=2ydr —2xdy) +2(x+y)- - (1dx + 1dy) =
—2ydr —2xdy + 2xdr 4+ 2y dx + 2y dv + 2y dy = 2x dv + 2y dy

F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y) = =22y + (v +y)* = 2> +y°

dF =2xdx + 2y dy

Parcialni derivace vyssich rada

Oznac¢me derivace druhého fadu:

g 8_f —ﬁ—f” af ((‘)Q_fif//
oxr \ox ) 0x2 ' 8 Ay oy2 W

of\  *f _ g of\ _ *f
a(@)_w@—ﬂw a(m)‘%%‘ﬁf

a smiSené derivace

Véta: (Zaménnost smiSenych derivaci)
Je-li funkce f(x,y) dvakrdt spojité diferencovatelnd v bodé P = [xg,yo], potom f,.(P) = f.,(P).

zy
Priklad: Je dana funkce f(z,y) = 2%y, ukaZte, Ze smiSené derivace jsou zdménné pro viechna
PeD fe
Reseni:
/ 1!
Jo =2y, [, =2
r_ 2 "o
fy =T, fxy =22
"

xy*

— pro vSechny body plati f}, =



Funkce zadané implicitné: F(z,y(z)) =0
Yy
o 22 4+ 9% — 1 = 0 tato rovnice popisuje kiivku, kte- / |
rou si nelze predstavit jako graf funkce. Nicméné Ve
lze najit tseky, které grafem jsou a jsou gra-
fem diferencovatelné funkce: y(z) = 1 —a?
y(x) = —v1 — 22

e (z+1)*+(y—2)% = 0 tato rovnice nepopisuje ani funkci, ani k¥ivku, jen jeden bod [—1, 2].

A=z )1 =

e 7° +y?+ 1 =0 je prazdnd mnozina.

e sinzy—x+y = 0 v okoli nékterych bodt (napiiklad

P=]0,0]) popisuje funkci y(z). 4 -3 -3 -1 i L L)

1+ sin(zy) —x+y=0

Véta: (o implicitni funkei)

Necht Q C R? je oteviend mnozina a F : Q — R je diferencovatelnd na Q. Je-li bod
P = [zo,y0] € Q takovy, Ze F(P) = 0 a %—g(P) # 0, pak existuje okoli I C R bodu xy a
diferencovatelnd funkce y: I — R, Ze

y(xo) =yo a F(z,y(x))=0 pro Vzel

Pro derivact navic plati:

Priklad: Najdéte derivaci implicitné zadané funkce sinzy —xz +y =0, P = [0,0].

Reseni: OF oF
a_y:xcosxy—l—l, 8—y(P):17é0
— v okoli bodu zy = 0 rovnice sinzy — x +y = 0 zadava funkci y = y(z).
oF oF
%:ycosxy—l, %(P):—l
—y(x) =—3 =1



2. Prednaska: Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Definice: (minimum, maximum)
Funkce f(x,y,z) md v bodé Py = [xg, Yo, 20]

1. lokdlni mazimum, jestlize existuje okoli bodu Py tak, Ze pro vSechny body [z, y, z] z tohoto
okoli plati f(z,y,z) < f(o, Yo, 20)-

2. lokdlni minimum, jestliZe existuje okoli bodu P, tak, Ze pro vSechny body [z, vy, z] z tohoto
okoli plat?’/ f(l', Y, Z) > f(x07 Yo, ZU)‘

V pripadé ostrych nerovnosti mluvime o ostrych lokdlnich extrémech.

Véta: (Nutnd podminka existence lokdlniho extrému)
Jestlize ma funkce f(x,y,z) v bodé Py = [xo, Yo, 20| lokdlni extrém a je v tomto bodé diferenco-

vatelnd, potom
af af of

%(PO):O N a—y(Po)ZO N a(Po):O

S grad f(P) =0 & df(Py) =0.

Poznamka: Body, ve kterych je splnéna nutnd podminka se nazyvaji stacionarni body.

Priklad: Najdéte stacionarni body funkce f(z,y) = 2% — 3°.

Reseni:
D; =R?
Aplikace nutné podminky:
of of
— =2r=0, —=-2
Ox =0 oy Y

— stacionarni bod Py = [0, 0]

V okoli stacionarniho bodu plati:

pro body typu [a,0], kde a € R, a # 0:
pro body typu [0,0], kde b € R, b # 0:
pro bod [0,0]: f(0,0) =

— neni lokalni extrém.



Piiklad: Najdéte stacionarni body funkce f(z,y) = /22 + y2.

Reseni:

D; =R>
of = of _y
Or  \/z2+y2 Oy /a2 +y?

Derivace nejsou definovany v bodé [0, 0], tedy neni staci-
onarnim bodem, presto je v tomto bodé lokalni minimum.

Véta: Funkce f mizZe mit lokdlni extrém pouze ve staciondrnich bodech nebo v bodech, v nichz
neexistuje alespon 1 parcialni derivace 1. radu.

Poznamka: Zavedeme nasledujici znaceni:

(0,9, 2) foy(0,y,2) [y, 2)
Hessova matice: H(z,y,2) = | fy(7,9,2) fo(v,9,2) fo(2,y,2)

LTy, 2) fhley,2) fl(vy,2)
Hessian: det H(z, vy, 2)
Di(Ry) = fi(Fo).

" (PO) 1" (PO)

D2(P0) = " e
subdeterminanty a Hessian v bodé: ye(F0) - fyy (F0)
(o) [, (Po)  fr(Fo)
D3(Fy) = 0o (Fo) [, (Po) [y (Fo)

Véta: (Postacujici podminka lokalniho extrému)
Necht Py je staciondrni bod funkce f(z,y, z), kterd ma v okoli bodu Py spojité parcidlni derivace
2. radu.

a) Je-li D1(Py) > 0, Dy(Py) > 0, D3(Py) > 0, pak v bodé Py nastane lokdlni minimum.
Je-li D1(FPy) <0, Do(FPy) > 0, D3(Py) < 0, pak v bodé Py nastane lokdlni maximum.

b) Pokud nent splnéna ani jedna z vyse uvedenych podminek a D;(Fy) # 0, i = 1,2, 3, potom
v bodé Py lokdlni extrém nenastane.

c¢) Pokud je jeden z determinanti nulovy, nelze pomoci této véty rozhodnout.



Ptiklad: Urdete lokalni extrémy funkce f(z,y,2) = 2® + 3> + %ZQ —3xz — 2y + 2z.

Reseni:
1. Df=R?
2.
% = 322 -32=0
o= 2y-2=0
Y = 2-3x+2=0
y=1

=22 = 2-374+2=0=22-324+2=0—2,=1, 29 =2
2121,22:4

Stacionarni body: Pi[1,1,1], P[2,1,4].

3.

6x 0 —3

H = 0 2 0

-3 0 1
6 0 -3 Dy(P) = 6
H(P) = 0 2 0 |, DypP) = 12

— v bodé P, nenastava lokdlni extrém.

12 0 -3 Di(P) = 12
H(P) = 0 2 0 |, Dy(P) = 24
-3 0 1 D3(P) = 6

— v bodé P, nastava lokalni minimum, f(FP) = —1.

Priklad: Urdete lokalni extrémy funkce f(z,y) = 223 + xy? + 522 + 2.

Reseni:
1. Dy = R?
2.
% = 622+ y2+ 103 =0
3—5 = 2xy+2y=20
yx+1)=0—=y=0 =1

r=—-1:9 —4=0—y=22

Stacionérni body: P[0,0], Ps[—2,0], Ps[—1,2], Py[—1,—-2].



C[1224+10 2y
H‘{ 2y 2x+2]

|10 0O Di(P) = 10
H(Pl)_{ 0 2]’ Dy(P) = 20
— v bodé P, nastava lokalni minimum, f(FP;) = 0.
-10 0 Di(P) = -10
H(P) =
() { 0 —g}’ Dy(Py) = W
— v bodé P, nastavé lokdlni maximum, f(P;) = 2.
H(P?’)_{ 4 0]’ Dy(P3) = —16
— v bodé P; nenastava lokalni extrém.
-2 —4 Dy(Py) = -2
H(F) = { -4 0 ] Dy(Py) = —16

— v bodé P, nenastava lokalni extrém.




3. Prednaska: Integralni pocet funkci vice proménnych
Dvojny integral

Oznac¢me obdélnik I = (a,b) x (c,d) C R?.
Definujeme déleni obdelniku I:

a=2)g<r1 <+ <xp_1<xy=0>0,

c=Y <Y1 < <Y1 <Yn=4d

a oznacime Az, = z; — x;—1, Ay; = y; — Yj—1,
Dy, ... posloupnost déleni intervalu I takova, ze Az; a Ay, jsou stéle mensi.

Déleni obdelniku 7

ym =d |
Ym—1 |
Yj
] Ayj Uyj
Yj-1
2
v
yo=c
Ax;
0 =a 1 T Ti T mp =0
f(z,y) ... funkce definovana a omezena na I.
n m
Integralni soucet pro jedno déleni: > f(Ui)Ax; Ay, pro
i=1j=1

Uij € (Tiz1, %) X (Yj-1,Y;)-

Definice: (Dvojny integral)
Jestlize posloupnost integralnich soucti pro libovolnou volbu bodi U;; a pro libovolnou posloup-
nost déleni Dy, ma vlastni limitu, nazyvd se tato limita dvojny integrdl funkce f pres obdelnik I

a znaci se:
//f(x,y) dxdy.
I

O funkci f rikdme, Ze je integrovatelnd na obdelniku I.




Poznamka: Integralni soucet ptiblizné vyja-
diuje hodnotu integralu. Cim je déleni jemné&jsi,
tim pfesnéji integralni soucet vyjadiuje skutec-
nou hodnotu integralu.

Geometricky: po limitnim pfechodu jde o objem
télesa s podstavou I zhora ohranieném grafem v
funkce f(z,v).

Piiklad: Vypoctéte dvojny integrél z konstanty 5 pres interval I = (0,2) x (0, 2).

Reseni:
/ K ddy = 5(z1— 76) (31— o) +5(2 — 1) (91 — y0) + 51 —70) (y2 — 1) (w2 — 1) (v — 1) =
I

=5(y1 —yo)(r1 —zo+x2—11) + (Y2 — 1) (11 — @+ 22— 1) = 5(x2 —x0) (1 — Yo+ Y2 — V1) =
= 5(112 — 1’0)<y2 — yo) = 5(2 — O)(2 — 0) = 20

y2 =2

Y1

x1 xo = 2



Definice: (Dvojny integral na omezené mnoziné M)
Zvolme obdelnik I tak, aby M C I, funkce f(x,y) je definovand a
omezend na M a na I definujeme f*(x,y) ndsledujicim zpisobem:

o ={ G0 e

Rekneme, Ze funkce f je integrovatelnd na M, jestlize fce f* je
integrovatelnd na I a plati:

//f(:v,y) drdy = // [ (@, y) dzdy.

Véta: (Vlastnosti dvojného integralu)

1. Jsou-li funkce fi(x,y) a fo(x,y) integrovatelné na M C R?, potom je na M integrovatelnd
1 funkce ¢y f1 + cofa, kde c1, co jsou konstanty a plati:

4/(01]”1 + cafe) dady = ¢ 4/ fidzdy + co 4/ fodxdy.

2 Je-li funkce f(x,y) integrovatelnd na My a My a je-li
M = My U M,, potom je f integrovatelnd na M a plati:

//fdxdy=4l/fd$dy+4z/fdxdy.

M

Fubiniova véta: (Vypocet dvojného integralu)
Predpokldddame, Ze funkce f(x,y) je integrovatelnd na M.

1. Je-li mnoZina M obrazec typu I urceny nerovnostmi v

Typ I

a<z<b fiz) <y< folo)

kde fi(x) a fo(z) jsou spojité funkce, potom plati

f(z,y) dedy = | fz(z)f (z,y)dy | dx
/
M a 1(z) a b T



2. Je-li mnozina M obrazec typu II urceny nerov-
nostmsi

c<y<d, gy <z<gpy)
kde g1(y), g92(y) jsou spojité funkce, potom plati

92(v) ¢

//f(x,y>dxdy—/ /fxy dy.

1. P¥iklad Vypoctéte dvojny integral [[(2z+ 3) dzdy, kde mnozina M je trojihelnik s vrcholy
M
A=10,0], B=1[0,2], C =[2,2].

Reseni:
y
y==
) .
0 2 x
1.0<x<2, x<y<2
2 /2 2 2
//(2x—l—3) dxdy = / / (2x 4 3) dy = / 2y + 3y /(4x+6—2x2—3x) dr =
M 0 \z 0 0

2
2 1 > 26
9,2 _ |23 1 2 -
/( r*+2+6)dr {3$ +3% +6x} 3
0

2.0<y<2 0<z<uy.

2 Yy 2
//(2:U+3)dxdy:/ /(2m—|—3)dx dy:/[x +3m /y +3y)d
M o \o 0 0
1, 03,7 26
"[3y'+2y}0"3'



2. Pfiklad Vypoctéte dvojny integral [[ zydxdy, kde mnoZina M je mnoZina uréena vztahy
M
P+ —-1<0,z+y—1>0.

Reseni:




3. Priklad Vypoctéte dvojny integral [f g—; dzdy, kde mnoZina M je mnoZina uréena vztahy
M

r=2,y=x, 2y =1.

Reseni:

22 2 p 2277 p
/ —2d:vdy—/ /—Qdy dx:/{——} dx:/(—x+:v3) dx
Y 1/z
M 1 \1/z 1 1
1, 1,% 9
et -
2.
5 <y<1, s <w <2,
1<y <2, y<x<2
1 2 )
2 72 2
/ — dxdy = /2dx dy+/ —dz | dy
Y J U
1/2 \l/y 1 Y



4. Prednaska: Integralni pocet funkci vice proménnych
Substituce ve dvojném integralu

Véta: (o substituci ve dvojném integrélu)

Necht M,, C R? je otevrend omezend mnoZina a necht funkce z(u,v) a
y(u,v) jsou prosté zobrazeni mnoZiny M,, na omeznou mnoZinu M,, C R?
a magi v M,, spojité€ 1. parcidlni derivace. Necht funkce f(x,y) je na My,
spojitd. Potom plati

[ s dedy = [[ st pw0) 170 0)] dude, ‘ s ‘

Mxy My
kde
Ozx(u,w)  Oz(u,v)
J(“? U) = By?zq;,v) dy zqt],v)
ou v u

je Jacobiho matice a |J(u,v)| je determinant z Jacobiho matice (Jacobidn).

Piiklad: Vypoctéte dvojny integral [[(z+y)dxdy, kde M je urdena nasledujicimi rovnostmi:
My,
y=3r,y=3c—-14,y=—5,y=—-5+1.

Reseni:
Provedeme transformaci:
u=u(z,y): u=y—3x
v=uv(z,y): v:y—i—g
- u—v=-3r—=-=—-x, — c=z(uv): T=-—zu+=-v
2 2 7 7
B B 6 6 B ) 1 6
y=u+3r — y—u—?u%—?v -  y=y(u,v): y—?u+?v
My —14 <u <0, OSUS;.

[SIE




2 2 1 6 1 8

_2 2 14
ol=| 7 1|5
7/2 0
1 14 2
//(:c—l—y) drdy = // <—§u+ gfu) (—4—9) dudv = —4—9/ / (—u+8v) dudv =
Mo, Mg, 0 14
7/2 7/2
U2 0 2 2 9 7/2 42
= []-Z dv = —— 1120] dv = — — = 42
5 [ 5+ 8uv] » v m [98 + 112v] dv 5 [98v + 5607,
0 0

Substituce do polarnich souradnic:

Polarni soutadnice: r € (0,00), ¢ € (0, 27).
Transformacni vztahy:

x(r, p) = rcosp,

y(r, @) = rsinp. T el
Jacobian:
gz Gz cos@ —rsing
el =18 % |=| . =
5% o sing rcosp g |
[0,0] T

:7“0032g0+7"sin2g0:7‘.

Piiklad: Vypoctéte integral [[ dady, kde mnozina M,, je mezikruzi ohrani¢ené kruznicemi o
May

polomérech 0 < Ry < Rs.

Reseni:




Mnozina M,,: r € (R, Rs), ¢ € (0,2m)

27 Ro
// d:vdy—//rdrdgo //rdrdgp / (R%—Rf) dcp:ﬂ(Rg—Rf)
sz M'mp
Piiklad: Vypoctéte integral [ /1= 2% —y?dady, kde mnozina
My

My, ={[z,y] e R? : 2?2 +y? < 1}

Reseni:
T =T Cos, r € (0,1),
y=rsing, ¢ € (0,2m).
flry9) = /1= (rcosg)? — (rsing)? = V112
2 1
//\/1—x2—y2dacdy:/ 7’\/1—r2drdg0=//r\/1—r2drd<p:...
May My, 00
—1- 1
I ar=| ! r =~ [ Viat= t3/2+C Sy c
dt = —2rdr 3
1 L7
T
--:—5/[(1—7“)3/2dr}0d<p:§/dg0:?
0 0

Pouziti dvojnych integrala:

://1da:dy.
M

Objem télesa s podstavou M C R? a shora ohranifenou nezapornou funkei f(x,y):

Obsah oblasti M C R?:

- 4 [(z,y) dady.



Hmotnost rovinné oblasti, p(z,y) je hustota:

m = //p(x,y) dxdy.

1
xo = —// zp(z,y) dzdy,
m
M

1
Yo = —//yp(x,y) dxdy.
m
M

Momenty setrvacnosti vzledem k osam x a y:

M
I, = // pr(x,y) dxdy.
M

Moment setrvacnosti vzledem k pocatku:

Vv

Ip = //(x2 +y?)ple, y) dudy.



5. Prfednaska: Integralni pocet funkci vice proménnych

Trojny integral

Oznac¢me kvadr J = (a,b) X {c,d) x (e,g) C R>.
Definujeme libovolné déleni kvadru J:

a=29g<x1 <+ <xp_1<xy=0>0,

c=Y <Y1 <+ < Ymo1 < Y =d,
e=2pp<znn<--<z1<z=9

a oznacime Ax; = x; — x;_1, Ay; =y — yj_1, D2k = 2 — 2—1.

D, ... posloupnost déleni J takova, ze Ax;, Ay; a Az jsou stdle mensi.
f(z,y,2) ... funkce definovand a omezena na .J.
l n
Integralni soucet pro jedno déleni: Do fUije) Az Ay, Azy,

k

1j=1i=1
Uiji € (w1, ) ¥ <?Jj71,yj> X (Zk—1, 2k)-

Definice: (Trojny integral)

pro

JestliZe posloupnost integralnich soucti pro libovolnou volbu bodi Uyjy, a pro libovolnou posloup-

nost  déleni D

,  md vlastni  limitu, nazyvd se tato  limita  trojny integrdl

funkce f pres kvddr J a znaci se:

///f(a:,y,z) dxdydz.

O funkci [ rikame, Ze je integrovatelnd na kvadr J.




Definice: (Trojny integral na mnoziné §2)

Zvolme kvddr J tak, aby Q C J. Funkce f(x,y,z) je definovand a omezend na Q0 a na J
definujeme f*(x,y, z) ndsledujicim zpusobem:

[y, 2) = { f(x’oy’z) nanaj ?’Q.

Rekneme, Ze funkce f je integrovatelnd na Q, jestlize fce f* je integrovatelnd na J a plati:

/Q// f(x,y, z) dedydz = /J// (2. y) dudyd>.

Véta: (Vlastnosti trojného integralu)

1. Jsou-li funkce f1(x,y,2) a fo(x,y, 2) integrovatelné na Q C R3, potom je na Q) integrova-
telnd i funkce ci fi + cofs, kde ¢y, co jsou konstanty a plati:

/Q / / (c1fi + cofe) drdydz = ¢ /Q / f1 dwvdydz + ¢, /Q / fo dxdydsz.

2. Je-li funkce f(x,y,z) integrovatelnd na 0y a Qo a je-li Q@ = Qy UQy, potom je f integro-
vatelnd na ) a plati:

/Q / fdzdydz = /Q / f dxdydz + /Q / f dzdydz.

Fubiniova véta: (Vypocet trojného integralu)
Necht f(x,y, z) je integrovatelnd na mnoziné ), kde

1. Q{[l‘,y,Z] € R3 : [xay] < Qa:y A fl(xay) S z S fZ(xvy)}
a plati:

(a) Qy je uzaviend mmoZina v R?  (primét
mnoziny 2 do roviny (z,y)).

(b) Funkce fi, fo : R* = R jsou na Q, spojité a
plati

fl('TJy) S f2<’r’y) pro v[x7y] e me- sz : :L/‘



Potom plati
f2 (z,y)

/Q/ f(x,y,Z)da:dydz:QIy/ /f(:z:,y,z)dz dzdy.

1 (:B’y)

2. [,y 2] €R®: [y, 2] € Qe A q1(y,2) < 2 < gy, 2)}
a plati:
(a) Q. je wuzaviend mnoZina v R? (primét
mnoziny 2 do roviny (y,z)).
(b) Funkce g1,g2 : R* = R jsou na Q. spojité a
platt

ub

91(2% Z) S g?(ya 2) pro V [y7 Z] € Qyz-

Potom plati

g2(y,2)

// flz,y, 2 dxdydz-// /f:vy, dx | dydz.

3. Q{[z,y, 2] ER3 1 [1,2] € Qo A hy(,2) <y < ho(z, 2)}
a plati:

(a) Q.. je wuzaviend mnoZina v R* (primét
mnoziny Q0 do roviny (z,z)).

(b) Funkce hi,hy : R* — R jsou na Q. spojité a
plati

hi(z,z) < ho(z,2) pro Y[z, z] € Q.. Y

Potom platt
ha(x,z)

// f(z,y, z) devdydz = // / (z,y,2)dy | dxdz.

Qa2 f1 (Z‘ z)

Piiklad: Vypoctéte integral [[[ zyzdzdydz, kde @ = (0,1) x (1,2) x (2,4).
Q

ResSeni:

4
2 4
// /xyzdz dmdy—//xy{ } dxdy—6/ /xydy dr =
Qay Qay 0

1

T 9
dr =9 |—| =-.
xdx 9{2} 5

I

o
—

S
| —— |
I
| I
— o

oW

)

I

©

O\H



Piiklad: Vypoctéte integral [[[ dadydz, kde € je téleso ohrani¢ené rovinami z = 0, y = 0,
Q
z=0,2+2y+3z=1

ResSeni:

1 3 1 A —
13, 1y =

I
N
—

=
QL
3
I

1-32—2y Qyz 1
= dr | dydz = 2, =1 v
(")
Q 0

Sfyz

://(1—32—2y)dydz: ’

Q-

x

1
i 3 %*%y
:/ /(1—3Z—2y)dz dy:/[z—§z2—2yz} dy =
0
0 0

0

VR
Wl =
|
wl o
Ny
|
NNV
7N
W
|
Wl o
<
~_
no

|

[\

Neg
N
Wl =

|

GV N)
Neg
~~_
~_—

QL
<

I

w
N
|
W=
|
Wl
<

VIS

Substituce v trojném integralu:

Véta: (O substituci v trojném integralu)

Necht Qupw C R? je oteviend omezend mnoZina. Necht funkce x(u, v, w), y(u, v, w) a z(u, v, w)
Jsou prosté zobrazeni mnoziny Qyy, na omezenou mnoZinu Sy, a maji v ., spojité 1. par-
cidlni derivace. Necht funkce f(x,y, z) je na Q. spojitd. Potom plati

///f(x’y’ 2 dwdydz:///f<x<u,v7w),y(u,v,w),z<u,v,w))\J(u,v,w>y dudvdw

Qacyz Quow
kde
oz(u,v,w)  Oz(uv,w)  Ox(u,v,w)
8 ou 5 ov 5 ow
> ou v ow
0z(u,v,w 0z(u,w,w)  Oz(u,v,w)
ou ov ow

je Jacobiho matice a |J(u,v,w)| je determinant z Jacobiho matice (Jacobidn).

4



Substituce do valcovych (cylindrickych) soufadnic:

Vélcové soutadnice: r € (0,00), ¢ € (0,27), z € R.
Transformacni vztahy:

x(r, @, z) = rcosp,
y(r,p, z) = rsing,

2(r, ¢, 2) = 2.
Ty
Jacobian:
Oxr  Odr Oz .
ar  dp 0z cosep —rsing 0
— | % 9y Oy | _| & _

|J(rp,2) = | 5 55 72 | =|sing rcosp 0=

o: 0= bz 0 0 1

ar Oy 0Oz

:rcos2<,o+7"sin2g0:r.

Piiklad: Vypoctéte integral [[[(z* + y* + 2*) dedydz, kde mnozina . je uréena vztahy:

szz
1<a?+92<4,0<2<1.
Reseni:
r e (1,2),
¢ € (0,2m),
z€(0,1)

///(:1:2 Ty’ +2°) dedydz = ///((7” cos ) + (rsing)® + 2°) rdrdpdz =

szz Qrcpz

]

1

g 2

2 2 1
3 1
(r3+r22)d<pdzdr:27r//r + 7r2? dzdr=27r/{zr —|—r§} dr =
0

0 1 0



Substituce do sférickych souradnic:

Sférické souradnice:

re{0,00), ¢€(0,2r), € (—g,g)
Transformacni vztahy:
x(r, @, ) = rcos g cos,
y(r, p,9) = rsinpcos v,
2(r, ¢, 9) = rsind.
Jacobian:
Oz 9z Oz . .
or o9 00 cospcost) —rsinpcosty —rcospsind
|J(r, ¢,0) = % g—z % = | sinpcost rcospcosty —rsingsind | =
% g_; % sin v 0 rcos

= 12 cos? @ cos® ¥ + 1?2 sin? ¢ cos ¥ sin ¥ + 12 cos? p cos ¥ sin® ¥ + r?sin? ¢ cos® ¥ =
2 (cos3 9 (0032 ¢ + sin® go) + cos ¥ sin? ¥ (cos2 © + sin? go)) =r2cos?¥ (0082 ¥ + sin? 19) =

= r2 cos .

Piiklad: Vypoctéte integral [[[(z* + y* + 2*) dedydz, kde mnozina €. je uréena vztahy:
Quyz

224yt +22<1,2>0.

Reseni:

r € (0,1),
v € (0,27),
v e (0,5). l

///(902 +y? +2%) dedydz = ///(r2 cos? ¢ cos® ¥ +1? sin? ¢ cos® ¥ 4r? sin® ¥)r? cos ¥ drdpdy =

TYz Qmpﬂ
2

Bl

1 5 27 3
/r4c0819drd90d19:%//Cosﬁdgodﬁ: Zg/cosﬁdﬂ:
0 0 0 0

T ~ 2T
:g[SIH"l?]Oz = ?

s

///r4cosz9drdgpd19://
00

Qr(p'ﬁ



Pouziti trojnych integralu:

V:///lda:dydz.
Q

Celkova hmotnost télesa, p(z,y, z) je hustota:

m = ///p(a:,y,z)dxdydz.

Celkovy naboj télesa, q(x,y, z) je hustota rozloZeni naboje:

Q= ///q(x,y,z)dmdydz.
Q

1
Lo = —///ZEP(ZL’,y,Z)d?L’dde,
m
Q
1
Yo = —///yp(x,y, z)dv dydz,
m
Q
1
20 = —///zp(a:,y,z) drdydz.
m
Q

Momenty setrvac¢nosti vzledem k osam z, y a z:

I = / / / (2 + (e, y, 2) da dy d-,
Q

I, = /Q//(gc2 + 2 p(2,y, 2) dr dy dz,
I, = /Q//(:c2 + ) p(x,y, 2) de dy dz.

Objem télesa Q C R3:

Souradnice t&zisté télesa:



6. Prednaska: Vektorova analyza
Krivky - opakovani

Definice: (Vektorova funkce)

Redlnou m-rozmeérnou vektorovou funkci n redlngych proménnych rozumime kaZdé zobrazeni
[+ R* - R™, kdy kaZdému x = (21,22,...,2,) € Dy C R" je pFirazena pravé jedna hod-
nota f(x) = (f1(x), fo(X), ..., fm(x)) € Hf C R™.

Poznamka:

e Jeli f : R? - R nebo f : R® — R, potom f(x) nazyvdme skalarni pole (napiiklad
hustota materialu, teplota).

o Jeli f:R? — R? nebo f : R® — R3 potom f(x) nazyvame vektorové pole (napiiklad
okamzité rychlosti).

e Jelli 7: R — R? nebo 7 : R — R3 a vektorova funkce je spojitd, potom funkci 7(t)
nazyvame kiivkou v R? nebo v R3.

o Jeli 7: R? — R? a vektorovéa funkce je spojitd, potom funkci 7(u,v) nazyvdme plochou
v R3.
Priklad:

Obecné rovnice ptimky: y = 2 + z (kfivka zadand funkci
y = f(z), pouze v R?).

Parametricka rovnice primky:

w(t)=1+t, teR >
y(t) =3+t
Vektorova funkce: 7(t) = (14+t,3+1),t € R B (1
0
Ag = [_17 1] A F(_Z) = (_17 1) 7(=2) :
A =1[2,4 « 71)=(2,4) 2

Vyhodou je snadné orientace kiivky.
Usecka AyA;  t € (—4,1).



Priklad:

Obecné rovnice kruznice se stiedem v S = [0,0] a
polomérem r = 1: 2? + y* = 1 (kiivka zadana implicitni
funkci F(z,y(x)) = 0, pouze v R?). y

Parametricka rovnice kruznice:

x(t) = cost, te€(0,2m)
y(t) = sint.

Vektorova funkce: 7(t) = (cost,sint), t € (0, 2m)

Oblouk AOA2 < te <0, 3—7T>

Priklad:

Parametricka rovnice spiraly v prostoru:

x(t) = cost,
y(t) =sint, t € (0,6m)
z(t) =t.

Vektorova funkce: 7(t) = (cost,sint,t), t € (0, 6m)

Vektorova funkce: 7(t) = (cost,sint, t), ¢ € (0,2m)

’

Definice: (derivace vektorové funkce, te¢na)
Necht krivka C je parametrizovana vektorovou funkei 7(t), t € R. Vektor derivace v bodé tq je
konecénd limita (pokud existuje)

G0 _ (1) = 1 T = "0)

dt i=5to t—to = (x’(to), y’(to), Z’(to))

a nazyvame jej tecny vektor kfivky C v bodé tg. Tecnou krivky C v bodé ty rozumime primku
y(1) =7(to) + 7' (to), T € R.



Priklad: Urcete tecnu ke kruznici 22 + y* = 1 v bodé A = [1,0].

KruZnice: 7(t) = (cost,sint), t € (0, 27)
Bod A: 7(0) = (1,0).

Tecny vektor: 7/(t) = (—sint,cost), t € (0,2m)
Te¢ny vektor v bodé A: i7/(0) = (0, 1)

Rovnice tecny v bodé ¢y = 0:

§(1) = (y1(7), y2(7)) = 7(to) + 7" (to)T
yi(r) =1+07

yo(7) =0+ 17

= , TER

y

Piiklad: Pokud 7(t) pfedstavuje drédhu ¢astice v zavislosti na ¢ase, potom 7(t) je okamzita
rychlost (je ve sméru teéném na drahu). A déle 7”(¢) je zrychleni.

Definice:
Krivka C popsand vektorovou funkci (parametrizaci) 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € {(a,b) se nazyvd
hladka, jestlize:

a) existuji spojité derivace 2'(t), y'(t), 2'(t) pro t € (a,b),
b) alespon jedna z funkei o' (t), y'(t), 2'(t) je nenulovd pro t € (a,b).

Krivka C se nazyva po castech hladka, jestlize neni hladka v konecné mnoha bodech.

Definice:
Krivka C popsand vektorovou funkci (parametrizaci) ¥(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € (a,b) se nazyvd
jednoduchda, jestlize

th, ty € <CL, b>, 31 7é 2 = F(tl) 7é ’F(tg)

Krivka C se nazgvd uzaviend, jestlize i'(a) = 7(b).



Priklad:

Urcete vlastnosti nasledujich ktivek.

PB=KB Cs

Poznamka: Orientace kiivky vyplyva z parametrizace: bod 7(t;) lezi pfed bodem 7(t3), jestlize
11 < to.

Vektorové pole

Vektorové pole je vektorova funkce, kterd kazdému bodu roviny (prostoru) ptifazuje vektor a:

—-

C_L»(l‘ﬁy) - (al(w,y),@(x,y)) - al(x7y>;+ ag(x,y)],
6(x,y,z) - (a1($7y7Z)aa'2(xay7z)aa'3(xay7z)) = al(xaya Z)Z_l_ ag(:v,y, Z)j"’ a3(37,?/, Z)Ea

kde ay2(x,y) jsou skalarni funkce 2 proménnych (skalarni pole) a ay23(x,y, 2) jsou skalarni
funkce 3 proménnych (skaldrni pole).

Priklad: d(z,y) = (—y,z) = —yi + xj,

d(1,0) = (0,1) d(1,1) = (~1,1) \

@(0,1) = (—1,0) i(—1,1) = (—1,-1) Zanma

@(—1,0) = (0,—1) i(—1,-1) = (1,-1) .
(0, —1) = (1,0) (1, —1) = (1,1) 2 - e




Priklad: d(z,y, 2) = (0,y,0) = yj,

@(0,0,1) = (0,0,0)

@(1,0,1) = (0,0,0)

@(0,1,1) = (0,1,0)

a(x,1,2) =(0,1,0), x,z€R, ) e

[+

Priklad: d(x,y,z) = kde 7(z,y, z) = (x,y, z) polohovy vektor.

(1711

il

17| = Va2 + y? + 22,

(z,y,2) € R? = {(0,0,0)}

5 x Y z
ax?@/vZ = Y ?
( ) <\/332+y2~|—22 Va4 y?+ 22 \/x2+y2+z2)

Definice: (Parcilni derivace)
Parcidlni derivace vektorového pole d(x,y, z) = (a1(x,y, 2), az(x,y, 2), as(x,y, 2)) podle x, resp.
y, resp. z, je konecnd limita (pokud existuge)

86(%’,:% Z) — Lim 6($+Ax7ya Z) _6(x7y7z) _
ox  Az—0 Az o
_ dai(x,y,z) Oas(x,y,z) Oaz(z,y,z) _

ox ’ Ox ’ ox

_ 8al(a;,y,z)7 8&2(37,3;72)—_» 8a3(x,y, Z)—*

N ox v ox It ox k,
dd(z,y, 2) . dr,y+ Ay, z) —d(z,y,z)
B = A, Ay =



. aal(xvyaz) 6&2(I,y,2) 3a3(x,y,z) _
N oy oy ’ oy N

_ 8al(x,y,z)z+ 8a2(a:,y,z)j_+ das(z,y, z)E

oy dy oy ’
86(m,y,z) T 6([E,y,Z+A2) —J(IE,y,Z) _
P T = A Az B

_ (Oay(w,y,z) Oas(x,y,z) Oaz(w,y,z)\
B 0z ’ 0z ’ 0z N

0z ! 0z 0z .

Oay(x,y,z)-» Oas(z,y,2)- Oaz(x,y,z) =
:1(y)+2(y)]+3(y)

Definice: (Vektorova ¢ara)
Vektorovd édra vektorového pole d(x,y, z) je kiivka 7(t), pro niZ plati:

(1) = a(r(t)).

Poznamky:
bodé ma te¢na smér dany vektorem a.

e Vektorova Cara je kiivka, v jejimz kazdém /

e Silocara, proudnice. /% ;
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Priklad: Najdéte rovnici vektorovych ¢ar vektorového pole d(z,y) = (z,y).

Reseni:
1.
da(t) dy(t)
= z(t 22—yt
d d
/—x:/dt,m#o /—y=/dt,y7§0
T Y
1n|[)§|:t—|—01,01€R 1n|y|:t+02,02€R
2| = e“rel ly| = e“2¢
ill'(t) = Klet, Kl eR y(t) = Kzet,Kg eR
F(t) = (Klet,ngt), tER, Kl,KQ eR
s X
t=In—, — >0, K;#0.
nK17 Kl Y 1 #
nz K
y:KQel K :—Qx:Kx, K c R.
K
2.
dx:dy K=-1 ”K:2K:1
K=0.5

s
d d

[5= [ L rtoyro
z Y

Injz| =Inly|+ C,C e R

y=Kz, K € R

Definice: (Nabla operator)
Nabla operdtor je symbolicky operdator, ktery se zavddi nasledovné:

o 0 0
v— (%’a_y’£).

Poznamka: (Charakteristika skalarniho pole)

Pokud ¢(x,y, z) reprezentuje skalarni pole, potom grad ¢ = Vo = (%f, %‘5, %‘f).

Charakteristiky vektorového pole:

Definice: (Divergence)
Divergenct vektorového pole @ = (ay, as, az) nazgvdme skaldr

day , Oaz  Jag
oxr Oy 0z

divi=V . -d=

7



Poznamka: (Vlastnosti divergence)
Necht @ a b jsou vektorova pole a ¢ = ¢(x,y, z) je skalarni pole, potom plati:

div (@ + b) = div (@) + div (b),
div (pd) = @ div (a@) + d grad ¢,
div (k@) = kdiv (@), kde keR.

Pokud div (@) = 0, vektorové pole se nazyva neziidlové.
Pokud div (@) # 0, vektorové pole se nazyva ziidlové.

Priklad: Urcete, které z nasledujicich poli je ziidlové.

N \ N / / / e ~ o o
N \\ // 7 y N
™~ NN N 7 AT T i SP I
N RN S _ - RS Sttas ¢
— <-x e R LA T G O S g
S~ \\\\ ///’,” el ////V //: ~ ~
SN - P S A S
PSP INN * et 20 S z
T T NN T P R I I o
— - ok NESN LS T T AT
. /// // \\ \\\ ) {/:/:/;'/// -~
e VoINS T //v://;/// g
P , \ S - //’
A VN NN /'/i/'
7/ \

Piiklad: Najdéte divergenci vektorového pole @(z,y,2) = 3yzi + xy®zj + xyz3k v bodé
P=[1,1,1].

Reseni:

Definice: (Rotace)
Rotact vektorového pole @ = (a1, as, as) nazyvdme vektor

rotd =V X d=

o <8a3 (3a2 8@1 8&3 aag 8&1)

£ Flo =y
S Slosu
& Plo

Poznamka: (Vlastnosti rotace)
Necht @ a b jsou vektorova pole a ¢ = ¢(x,y, z) je skalarni pole, potom plati:

H_
N—
I
<
3
<
P S
H_
=
3
IS
S



Pokud rot (@)
Pokud rot (@

)

, vektorové pole se nazyva nevirové.
, vektorové pole se nazyva virové.

el Ren)]

p

Priklad: Urcete, které z nasledujicich poli je virové.

/(l‘\\\\\ - - U—» - —>
/// 1 N\
J o & D AN ‘ I B
VAV EE N A \ R I
OV W T T S GRS S
l »L \ 2 | ]
{ \ ! 1 z T
\ \ \\ \\\g \-;/ 7 ,’17' 7 / s T T e
N g T
Poznamka:

Je-1i @ rychlost proudéni kapaliny, potom divergence charakterizuje zdroje (ptitok, odtok). rot @
je smér osy, kolem které se kapalina otaci (v okoli uvazovaného bodu) jako celek.

Definice: (Potencial)

Vektorové pole d(x,y, z) = (a1(x,y, 2), as(x,y, 2), as(x, y, 2)) se nazgva potencidlové na mnoziné
M C R3, jestlize existuje funkce @(x,vy,2) magici spojité viechny pruni parcidlni derivace na
M, takovd, Ze

a = grad p.

Funkce p(z,y,z) se nazgvd potencidl.

Véta: (Postacujici podminka potencidlového pole)
Necht funkce a1, ag, a3 maji spojité proni parcidlni derivace na oblasti M. Potom je vektorové
pole potencidlové na M prdave tehdy, kdyZ rota = 0 a oblast M je jednoduSe souvisld.

Poznamka:

Oblast M se nazyva jednoduse souvisla, jestlize kazdou uzavienou ktivku lezici v M lze ’stah-
nout’ do jednoho bodu, aniz by opustila oblast M.

Priklad: Je dano vektorové pole d(z,y) = (z(1 + y?), 2%y).
1. Rozhodnéte, zda je pole potencialové.

2. Najdéte potencial ¢(z,y).



ResSeni:

1. Vektorové pole je definovano na R? (je jednoduse souvisld oblast).

i ik
rotd=V x d= a% a% % = (0,0,2zy — 2xy) =0,
r(1+y%) 2% 0
— pole je potencialové.
2.
a= gradp
_ Op Oy
1 2 '.2 — A bt
1)) = (52.07)

5 2
8_;0 =2(1+9%) —=  oz,y) = /(x +aytdr —  p(x,y) = %(1 + %) + fi(y)

dy dy

0o . .
Py o vy =2ty + Only) — 9hy) =0 = fily) = /Ody
oy dy dy
= fily)=C, CeR

.172

= w(x,y)=2(1+y2)+0, C eR.

Yy / oy N
\\\ -« k< > —= / ’/ ] \ \
S Phe /I i} \ \
S. -7 1 \ A
Nl « k> T S o
S~eo =" . ’ ‘ \ N
7’ 1 \ \
NG -— < S > - —~ , ’ \ \
1 \ A
Il 1 \ A
X \‘ \ f I. xr
— <« < S > N N Y / s
/ B _ \ \ \ ] ’
=" R \ \ I ,
/ e <« < > 3. \ \\ \ 1 ,
e RS . \ ! ’
" N \ [ ’
P «— < —_— N N \ 1 ’
V/ N t \ ] 1

Piiklad: Je déno vektorové pole d(z,y) = (m{—fyg, ﬁ)
1. Rozhodnéte, zda je pole potencialové.

2. Najdéte potencial p(z,y).

10



ResSeni:

1. Vektorové pole je definovano na R? — {[0,0]}.
—(2* +y?) + 2¢? _ 0
(22 + y2)2 o

22 + 4% — 202
= 10,0, 2 N2
(z% +y?)

J
9
Oy

O Yo

7
rotd=V X d= 2
= = Gy
— X

K]
x2+y2 x2+y2
— ackoliv je rot @ = 0 pole neni potencialové, protoze oblast neni jednoduse souvisla.

Pokud definujeme vektorové pole @(z,y) na D = {[z,y] € R? y > 0}, které je jednoduse

souvisla, pak je pole na D i potencidlové.

2
a= gradp
— )= (22
22 +y?’ Ox’
Dy —y / -y Y / 1
= = = d
o 2 n yQ — SO(CC,y) 72 ¥+ yg yg (£)2 1 X
Yy

Op 1 = Ohly) = 0f1(y)
oy x2 +1? dy

0hly) 9Kl _, fl(y):/Ody

x
- a2 42 oy dy

= ¢(z,y) = —arctg (g) +C, CEeR.

Priklad: Je dano vektorové pole d(z,y,z2) = (y+ z,z + z,x + y).
1. Rozhodnéte, zda je pole potencidlové.
2. Najdéte potencial ¢(z,y, 2).
Reseni:

1. Vektorové pole je definovano na R3.

i g k
rotd=Vxi=| £ 5 5 |=(1-1,1-11-1)=0,

y+z r+z r+y

— pole je potencialové.
11



a= gradp
L (9 Dy
<y+27 7‘L+y)_ %7 782)
Dy
Gy =ytE or,y,2) = [ (y+z2)de —  p(x,y,2) =zy+z2+ fi(y, 2)
dp of1(y, 2)
= ay—x+ oy
N :x_'_@fl(yvz) N afl(yaz) — 5 N f1(y,Z)=/zdy
dy y
= fily,2) = yz + fa(2),
o« af
= @y, 2) =ay+rztyz+ folz) — O—f::r;+y+ ’22’2)
aﬁ:ﬂ?+y — r1:+y=:17+y+0f27(2) — M:O — fg(Z):/OdZ
0z 0z 0z

= falz)=C, CeR
= Sp(xay7z):xy+$2+y2+c, C eR.

Definice:
Laplaceuv operdtor je symbolicky operdtor, ktery se zavddi nasledovne:

Laplaceovu rovnici nazyvdme parcidlni diferencidlni rovnici:

. Of  0*f O
Af=0, t. 927 + Iy + 522 =0.

Poissonovu rovnici nazyvame parcidlni diferencialni rovnici:

*f  f 0
f=u Ox? + oy? + 822
kde u = u(z,y, z) je pravd strana rovnice.
Necht Q C R, d = 1,2,3, skaldrni funkci (pole) f : Q — R nazjvdme harmonickou funkci v

Q, pokud splriuje Laplaceovu rovnici, tj. Af =0, v (2.

Poznamka:
Laplaceova a Poissonova rovnice obvykle popisuji systémy v rovnovazném stavu, do kterych
nezasahujeme (Laplaceova rovnice) nebo existuje vnéjsi zasah nebo sila do systému (Poissonova

12



rovnice s nenulovou pravou stranou).

Abychom ziskali jednoznac¢né feseni, je potfeba stanovit okrajové podminky.

Priklady:

Oblast 2 € R? je ¢tverec o strané 1 m (popisuje desku), u niz se okraj udrzuje na hodnoté 10 °C.
Pokud bude deska tepelné izolovana od okoli (zadny vnéjsi vliv neuvazujeme), tak po urcité
dobé dojde k rovnovaznému stavu urc¢enému pravé teplotami na okraji, tj. rozlozeni teploty
f(z,y) spliuje Laplaceovu rovnici s okrajovou podminkou g = 10.

Oblast Q € R? je kruh o poloméru lem (krouzek z dratu). KdyZ tento krouzek projedeme
mydlovou vodou, vytvori se bublina. Pokud zanedbame gravitacni sily je tvar bubliny feseni
Laplaceovy rovnice nad €2 s okrajovou podminkou g = 0 (bublina je v krouzku napevno zafi-
xovand). Kdyz pfipustime vnéjsi sily (gravitaci), dostaneme Poissonovu rovnici.

Priklad: Ukazte, Ze funkce f(z,y) = z*> — 3 je harmonicka.

Reseni:

of 0 f

— =2 — =2

Ox “ Ox?

0 0?

dy dy?
Laplaceova rovnice % + giyéc = 0 je splnéna, tj. funkce f je harmonicka.

Piiklad: Naleznéte feSeni f(z) nésledujici okrajové tlohy:

d2

d—x{:(), x € (0,1),
f(0) =5,

f(l) = 10.

Reseni:

Jde o Laplaceovu rovnici v jedné dimenzi s okrajovymi podminkami. Dana tloha mize popiso-
vat rozlozeni teploty v tenkém dratu o délce 1 m. Drat je tepelné izolovany od okoli. Na levém
konci dratu (pozice x = 0) je udrzovana teplota 5°C a na pravém konci dratu (pozice x = 1)
je udrzovana teplota 10 °C.

d
%ZOD CleRa f<0)202:5
f(x)=Ciz+ Cy, Cy €R, F)=Ci+5=10—>C,=5

Resent: f(x) = 5z + 5.

13



7. Prednaska: Krivkové integraly
Kiivkové integraly 1. druhu

e Oznac¢me K hladkou kiivku.
e Definujeme déleni kiivky body P, ..., P,.

e D znaci posloupnost déleni krivky K takové, ze m%X|PZ-_1 — B;| — 0 (tzv. norméalni
S

posloupnost).

P P Ps

e Funkce f : R" — R (n = 2,3) je definované a spojitd na mnoziné M, ktera obsahuje
krivku K.

e Integralni soucet pro jedno déleni: > f(K;)|P,—1 — Bi|, kde K; bod, lezi na kifivce K mezi
i=1
body P,_; a P;.

Definice: (Kfivkovy integral 1. druhu)
JestliZe posloupnost integralnich souctu pro libovolnou volbu bodi K; a pro kaZdou normadalni po-
sloupnost Dy, ~ md  wvlastni  limitu, nazyva se  krivkovy integral 1. druhu funkce

f po krivce IC a znaci se
/f(:v,y,Z) ds.
K

Véta: (Vlastnosti kiivkového integralu 1. druhu)

1. Necht existuji integrdly [ fds, [gds, potom ezistuje i integrdl z funkce
K K
ki f + kog, kde ki, ke € R a plati

/(k1f+kgg)ds:krllc/fds%—krg/gds.

K K



2. Necht kiivka K je sloZend ze dvou krivek K1, Ky tak, Ze koncovy bod kiivky KCy je pocdtecni
bod Ky. Necht existugi integrdly [ fds, [ fds, potom existuje i integrdl pies kiwku K a

K1 Ko
platt
/fds=/fds+/fds.
K K1 Ko

8. Necht Ky a K_ jsou stejné kiivky s opacnou orientact a ezistuje [ fds, potom existuje

K
K[fds :K/fds.

Véta: (Vypocet kiivkového integralu 1. druhu)
Necht 7(t) : {a,b) — R™ je parametrizace hladké krivky K a funkce f : R™ — R je spoyjitd,

potom plati
/fds—/f Do) de.

Necht krivka IC je po cdstech hladkd, potom ezistuje déleni D : a = ty, ..., t, = b takové, Ze pro
vSechna i = {1,...,n} je kfivka 7;(t) : (t;—1,t;) — R™ hladkd a plati

/fds-sz 1)) .

i [ fds a plati
K_

Véta: (Vlastnosti kiivkového integralu 1. druhu)

4. Necht jednoduchd a hladkd kiivka K je popsand dvéma parametrizacemi 7 (t), t € {(a,b)
a (1), T € (c,d) potom

/fds=/bf(ﬂ(t))ll ()] dt = /f (m)ll dr,

). krivkovy integrdl 1. druhu je nezdvisly na zvolené parametrizaci.



Piiklad: Vypoctéte integral [(2?+y?) ds, kde kiivka K je tsecka AB, kde A = [1,0], B = [0, 1].
K

Reseni:
r(t)=A+35t, teR
Yy
§s=B—-A=(-1,1)
= 7t)=01-tt), te(01) B
F/(t) = (_17 ]-)7
A X
17 (#)]] = V2
/ 210 22
/;1: + %) / 1—t +t2 V2dt = \/_/1—2t+2t2)dt \/_{ t2+§t31 =
0
K 0

Piiklad: Vypoctéte integral [y ds, kde kiivka K je ¢tvrtina kruznice 2? + y* = R* v I. kvad-
K

rantu.

Reseni:

<

(t) = (Rcost, Rsint), te (0, g>

F’(t) = (—RSth,RCOSt>7 *

|7 (t)]| = \/stiHQt—i—RQCOSQt =R

sintdt = R* [ cost]og = R%

o
INE]

/yds:/Rsintht:R2
0

K



Pouziti kfivkovych integralu 1. druhu:

l:/lds.

K

Délka krivky KC:

Hmotnost kfivky, p(x,y, z) je rozlozeni hustoty

m= /p('rayvz) ds.

K

Vv

Soufadnice tézisté kiivky T' = [z, Yo, 20]:

/ :I; y? 7
/ x y7 7
K

L [en

Momenty setrvacnosti vzledem k osam z, y a z:

L / (0 + 2)pla, . 2) ds,

K

]y /(lz +22)p(x7ya Z) dS,

I, = (I2+y2)p(l‘7y, Z) ds.

?ﬁ\?ﬁ



8. Prednaska: Krivkové integraly
Kiivkové integraly 2. druhu

e Oznacme K hladkou orientovanou kiivku.
e Definujeme déleni kiivky body P, ..., P,.

e D znaci posloupnost déleni krivky K takové, ze m%X|PZ-_1 — B;| — 0 (tzv. norméalni
S

posloupnost).

P P Ps

Y

e Funkce f : R™ — R™ je vektorové pole spojité na mnoziné M, ktera obsahuje kiivku /C.

e Integralni soucet pro jedno déleni: ) f (K;) - P4 Bi, kde K; bod, lezi na kiivce K mezi
i=1
body P,_; a P;.
Definice: (Kfivkovy integral 2. druhu)

Jestlize posloupnost integralnich souctu pro libovolnou volbu bodi K; a pro kaZdou normdalni po-
sloupnost Dy, md  wvlastni  limitu, naezyvda se  krivkovy integral 2. druhu funkce

f po krivce K a znaci se

/f(az,y,z) dr.
K

Poznamka: (Jiny zapis kiivkového integrélu 2. druhu)
V R?%:

—

f(x,y) = fl(x7y) ;_’— fQ(xvy);: (fl(xay)7f2($7y>>7
dr = dxi+ dyj = (dx, dy) ,

= K/f(x,y)d;‘—lc/fldx—i-ﬁdy.



V R3:

.]F( >_f1<x Y,z );—i_ fQ(x Y,z );—i_ fg(ZL’,y,Z)EZ (fl(x,y,z),fg(x,y,z),fg(x,y,z)),
dr :d:vz+dyj+dzk:—(dx dy, dz),

= /f?(xayaz)d_}:/fldm+f2dy+f3d2

Pokud IC je uzaviena kiivka, 1ze integral znacit nasledujicim zptisobem:

]{ _’(x,y,z) dr.

K
Véta: (Vlastnosti kfivkového integralu 2. druhu)

1. Necht existuji integraly [ f d_;“, [g d_;“, potom existuje 1 integrdl z funkce
K K
kif + kog, kde kq, ko € R a plati

/ (hif + kog) d K/ Fr+ / jdr.

K

2. Necht krivka KC je sloZend ze dvou krivek ICy, Ky tak, Ze koncovy bod krivky ICy je pocdatecni

bod KCy. Necht existuji integrdly [ f d_;’, i f d_;’, potom existuje i integrdl pres krivku KC a
K1 Ko
platt

3. Necht K a K_ jsou stejné kifvky s opacnou orientaci a existuje [ fd;, potom existuje
Ky

i [ fdr a plati
K_

Véta: (Vypocet kiivkového integralu 2. druhu)
Necht 7(t) : {a,b) — R™ je souhlasnd parametrizace hladké kiivky IC a f: R™ — R™ je spojité
vektorove pole, potom plati

K a
Necht krivka IC je po cdstech hladkd, potom ezistuje déleni D : a = ty, ..., t, = b takové, Ze pro
vSechna i = {1,...,n} je krivka (se souhlasnou parametrizaci) 7i(t) : (t;—1,t;) — R™ hladkd a
platy



Véta: (Vlastnosti kiivkového integralu 2. druhu)
4. Necht jednoducha hladkd krivka K je popsdind dvéma souhlasngmi parametrizacemi 7 (t),

€ (a,b) a (1), T € {c,d),

tj. existuji redlnd cisla t € (a,b), 7 € (¢,d) a k > 0 takovd, Ze 71(t) = 75(7) a 7|(t) =

k5 (T),
potom

b
/f_’d_) /J? M) -m@)dt = | f(r(7)) - To(T) dr.
K

a c

Necht jednoduchd hladkd kiivka K je popsdand dvéma nesouhlasnymi parametrizacems
r1(t), t € (a,b) a (1), T € {c,d),

tj. existuji redlna ¢isla t € (a,b), 7 € (c,d) a k < 0 takovd, Ze 71(t) = To(7) a 7|(t) =

k3 (T),

potom

/ fir = / FiFi e - ) dt = / (7a(r) - Fy(r) dr.

Priklad: Vypoctéte kiivkovy integral 2. druhu z vektorového pole ﬁ pres kruznici 22 + 9% =1
orientovanou v kladném sméru.

Reseni:

Yy

hy

7(t) = (cost,sint), t € (0,2m)

7' (t) = (—sint,cost), t € (0,2m)

— souhlasna parametrizace.

Far
A

2
%f_;”:/ (—sint,cost) - (—sint,cost) dt = /dt:27r.
K 0

0



7(t) = (sint,cost), te€ (0,2m)

— nesouhlasna parametrizace.

!
7'(t) = (cost, —sint), t € (0,2m) ‘67\&' B

21 21

:—/(sint,cost)-(cost,—sint) dt:—/Odtzo.

SN
>y
pep

0

7' (t) = (cost, —sint), t e (0,2n)

— nesouhlasné parametrizace.

C) f: (ya —iL‘)
7(t) = (sint,cost), t € (0,2m) r
% ¥%f

ffqdq :—/ (cost,—sint) - (cost, —sint) dt:/—ldt:—Qﬂ'.
K 0

Véta: (Greenova véta) Necht M C R? je mnoZina, jejiz hranici tvoi jednoduchd, uzaviend, po
castech hladkd, kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek) kiivka IC. Necht
flz,y) = fi(z, y)z_"+ fg(x,y); ma spojité prond parcidlni derivace. Potom

’Z{f( dr—// (af” ) aflg;”) dzdy.




Pfiklad: Vypoctéte ¢ fd_;", kde f = (r + yQ)Z + Q:pj, pres kladné orientovany trojuhelnik s

K
vrcholy A =[0,0], B = [2,0], C = [0, 1].
Reseni:
df2 9 I Z
—— =2, — =2.
o Oy Y
2 —5+l1
ffd;’:f(x+y2)dx+2xdy://(2—2y)dxdy:/ / 2(1 —y)dyde =
K K M 0 0
/ g2 2t / T x? (=2 41)377
= [2ly—% = [ (-2 +2— (== +1)? = |-=— 42 +2—2_"" | =
/{y 2}0 dz /(:z:—l— (2—|—))daz {2+x—l- 3 )
0 0
_4
-3

Véta: (Nezavislost KI 2. druhu na integracni cesté)

Necht vektorové pole f: R™ — R™ je spojité na Q@ C R™ (m = 2,3). Potom jsou ndsledugjici
podminky ekvivalentni

e Vektorove pole fje na ) potencidlové.
e Pro kazdou uzavienou po cdstech hladkou krivku IC C Q plati

ff*d;:o.

K

o Krivkovy integrdl 2. druhu vektorového pole f nezavisi v oblasti € na cesté, tj. pokud
gsou Ky a Ky po édstech hladké kiivky popsané vektorovymi funkcemi 71 (t) : (a,b) — Q a
(1) (e, d) — Q, Ze Ti(a) = 73(c), 71 (D) = T2(d), potom



Je-li navic funkce ¢ : Q0 — R potencidlem vektorového pole fna Q, platt

/ Fdr = p(7(b)) — ¢ (7(a)).

K

Poznamka:

Hodnota integralu [ grad ¢ dr nezévisi na tvaru krivky, jen na krajnich bodech kiivky.
K

Piiklad: Vypoctéte [ fd}, kde f — yi + xj, pies lomenou ¢aru spojujici body A = [0, 1],
K
B =[1,1],C =[2,4], D = [4,—1].

Reseni:

o, 0h
Ox oy ‘
— pole je potencialové.
0
a_sozy — o =zy+ fi(y)
i
dyp . . 3f1(y)
ay =T S>r=x+ ay

= fily) =C = p(r,y) =2y +C



Pfiklad: Vypoctéte [ y* dx + 2xy dy, pres lomenou ¢aru spojujici body A = [1,1], B = [2,1],
K
C' =[4,5], D=11,1].

Reseni:
oh _,  Oh _, -
- y? - y \\\ NN
Ox dy NN
\\ \\ \.‘r—
. L 7 A \ —
— pole je potencidlové. PHOL S h 4 _
17 AV *
/7 AN
- = /s TSl NN
A A3 b > NN
%fdr - 0. /////////7 ‘\\\\\\\\\\

Pouziti kfivkovych integralu 2. druhu:
Prace vektorového pole f po orientované kiivce K:

W= [ fdr.
K

Cirkulace vektorového pole f po orientované uzaviené kiivce K:

C:ffw



9. Prednaska: Plosné integraly 1. druhu

Plochy

Definice: (Vektorova rovnice plochy, parametrizace plochy)
Je-li 7 : R? — R3 a vektorovd funkce je spojitd, potom funkci 7¥(u, v) nazgvdme vektorovou rovnici
plochy (parametrizaci plochy, plochou) v R3.

Necht Q2 C R? je jednoduse souvisld oblast, jejiz hranice 0N je tvotena krivkou konecné délky.
Mnozina S se nazyvd vektorovou rovnici (parametrizact) plochy, je-li obrazem spojité vektorové
funkce 7(u, v) zobrazugici mnozinu Q na mnozinu S = {r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) : [u,v] € Q}.

Jednodilny rota¢ni hyperboloid:

(@—m?  (y-n? (z-p? _

a? * a? b2 L
cosu sinu
lu,v) = (m—i—a , 7p-l—btgv), |
cosv |
I
u € (0, 27), v€<—i,E . P : i
22 | Yy

Definice:
Je-li navic zobrazeni 7(u,v) prosté na vnitiku ), mnozina S se nazyvd jednoducha plocha.

Je-li navic zobrazeni 7(u,v) € C', tj. md spojité pruni parcidlni derivace, tj. slozky x(u,v),
y(u,v), z(u,v) magi spojité proni parcidlni derivace, potom se mnozina S se nazyjvd jednoduchd
plocha tridy C*.

. Or(u,v) o (u,v

Jestlize V[u,v] € Q0 plati =5 x T) =+ 0, pak se S nazjvd jednoduchd hladkd plocha.

Jestlize plochu S lze rozdélit na konecny pocet jednoduchijch hladkijch ploch t¥idy Ct, pak S
nazyvame po castech hladkou plochou.

Definice:
Necht” S = {r(u,v) : [u,v] € Q} je jednoduchd po cdstech hladkd plocha. Potom kFivku
K. = {fu,v0) : [u,ve] € Q9 = konst.} nazgvdime u-krivka na plose S a kFivku

Ko = {m(uo,v) : [ug, v] € Q,ug = konst.} nazgvame v-kiwka na plose S.

Poznamka:

. o T o L .. »
Teény vektor k u-kiivee KC, oznaéime ¢, = %, te¢ny vektor k v-kiivce K, oznac¢ime
- o7 . , ’ , — ng ng
£, = 91wV 5 Sednotkovy normalovy vektor 77 = X

v [[tuxto]|



Definice:
Plochu § nazveme orientovatelnou, jestlize u ni rozlisujeme dvé strany, obvykle vnitini a vnéjsi

(horni, dolni). V kazdém bodé plochy zvolime jednotkovy normdlovy vektor 7 tak, Ze sméruje

stale na stejnou stranu plochy. Jestlize . =

H?i?ll’ pak je plocha orientovand souhlasné s pa-
u v

rametrizaci, pokud 1 = — I\?igjll’ pak je plocha orientovand nesouhlasné s parametrizaci.
Priklad:
z ‘ 7(u, vo)

(u,v) = (u,v, Ju]), we(-1,1), ve(0,1)

F(”?”O) = (U, Vo, ‘UD’ (AS <_17 1>

F(“Oa U) = (Uo, v, |U0|), CIS <Oa ]->

t.=(1,0,1), we(0,1)

t,=(1,0,—1), u€ (—1,0)

75_;:(0,1,0), CIS <O71>

n=(-1,0,1), we(0,1), ve(01)

i=(1,01), wue(—1,0), (0,1

Piiklad: Urcdete parametrizaci (u,v), tetné vektory t,, t, a normélovy vektor 7 rotacni val-
cové plochy s osou otaceni o = [m, n, 0], polomérem R o vysce V, — V.

Reseni:
™(u,v) = (m+ Rcosu,n + Rsinu,v), u € (0,2m), v € (V1,Vs)
8_’ g —
réu’v) =7y (u,v) =ty = (—Rsinu, Reosu,0), 1y, = (—Rsinug, Rcosug,0),
U
a_‘ g —
rgz}, v) =7 (u,v) =t,=(0,0,1), 1, = (0.0.1),
i ik
n=t,xt,=| —Rsinu Rcosu 0 |=(Rcosu,Rsinu,0), iy, ., = (Rcosug, Rsinug,0)
0 0o 1



z 0,
I
1
Vo |- |
I
1
| R
R
1
y (u, v)
Vo
vo
[wo, vo]
v —
Vil
ﬁuOst
) u
0] wo 2w 7(ug, v)
7(uo,vo) ‘m Y

Piiklad: Urcete parametrizaci 7(u, v), tecné vektory tw, t, a normalovy vektor 7 kulové plochy
(sféry) se stfedem S = [m,n, p| a polomérem R.

Reseni:

(u,v) = (m + Rcosucosv,n + Rsinucosv,p+ Rsinv), u € (0,27), v € (—z z)

8_’ 9 —, - .
% =7, (u,v) =t, = (—Rsinucosv, Rcosucosv,0),
u

—

tu, = (—Rsinug cos vy, R cos ug cos vy, 0),

a—‘ —
(u, v) =7 (u,v) =t, = (—Rcosusinv, —Rsinusinv, Rcosv),

ov v

—

tv, = (—R cos ugsin vy, — R sin ug sin vy, R cos vy),

1 7 k
u Xty =] —Rsinucosv Rcosucosv 0 =
—Rcosusinv —Rsinusinv Rcoswv

!

~+~

n =

(R2 cos u cos? v, R? sin u cos? v, R? sin® usin v cos v + R? cos? u sin v cos v),

(R? cos u cos® v, R? sin u cos® v, R* sin v cos v),

Mg v = (R cos ug cos? vy, R? sin uq cos® vy, R? sin vy cos vg)



m

Vo

[NIE]

7(u, vo)

[’Lm Un]
uo 2w

|
VB

(w0, v0)

Plosné integraly 1. druhu
e Oznacme S hladkou neorientovanou plochu.
e Definujeme déleni plochy na ¢asti Sy, ..., S,.

e D, znaci posloupnost déleni plochy S takové, ze max|S;| — 0.

e Funkce f: R3 — R je definované a spojitd na mnoziné M, ktera obsahuje plochu S.

e Integralni soucet pro jedno déleni: Y f(K;)|S;|, kde K; je bod lezici na plose S;.
i=1



Definice: (Plosny integral 1. druhu)
Jestlize posloupnost integralnich souctu pro libovolnou volbu bodi K; a pro kaZdou normdlni po-
sloupnost Dy md  vlastni  limitu, nazyvd  se  plosny integral 1. druhu funkce

_f po plose S a znaci se
J[ t@v.2yas
S

Véta: (Vlastnosti plosného integralu 1. druhu)

1. Necht existuji integrdly f [ fds, f [ gdS, potom existuje i integrdl z funkce
kv f + kog, kde ki, ks € R a platz

l/(k1f+k29)dszklé deJrk;gl/gdS.

2. Necht plocha S je sloZend ze dvou ploch Sy, Sy tak, Ze k sobé tésné priléhaji (neprekrijvaji
se). Necht existuji integrdaly ffde ffde potom existuje 1 integral pres plochu S a

//de //de+/ fds.

8. Necht Sy a S_ jsou stejné plochy s opacnou orientaci a existuje [[ fdS, potom existuje

i ] 145 o plati >
S//de:! fds.

Véta: (Vypocet plosného integralu 1. druhu)

platt

Necht 7(u,v) : Q — R3 (Q = QU IN) je parametrizace jednoduché hladké plochy S a funkce
f:R3 = R je spojitd, potom plati

//de //f w, )7 (u, v) X 7w, v)|| du do.

Necht je plocha S po ¢astech hladkd a lze ji rozdélit na konecny pocet hladkych ploch S; (priléhaji
k sobé, neprekryvaji se) s parametrizact 7;(u,v), [u,v] € Q;, potom

[ 75 =3 [ st niG 0 x @t

Véta: (Vlastnosti plosného integralu 1. druhu)



4. Necht jednoduchd, po édstech hladkd plocha S je popsand dvéma parametrizacemi 71 (u,v),
[u,v] € Qy a 7(a,0), [@,0] € Qs potom

[ £as= [[ ol o) < @i dud -

S Q1

~ [[ 1@ ) < ()i ) dads,

t5. plosny integrdl 1. druhu je nezavisly na zvolené parametrizaci.

Poznamka:

V ptipadé, Ze plochu S lze popsat funkci z = g(x,y), potom plati

[ sas= [[ gt fa + g+ Tasdy,

Szy

kde S,, je primét plochy S do roviny zy.

Priklad: Vypoctéte [[ zydS, kde S je ¢ast roviny = + y + z = 2 v prvnim oktantu.
S

glx,y) =z2=2—-x—y
go(z,y) = -1, g, (z,y) = -1
17l = /()2 + ()2 + 1 = V3




Priklad: Vypoctéte [[ /2?4 y?+ 1dS, kde S je helicoid.
S

™(u,v) = (ucosv,usinv,v), wue€ (0,1), v € (0,2m)
(u,v) = (cosw,sinw,0)

7 (u,v) = (—usinv,ucosv, 1)

; ik
n="r, X7, = COS v sinv 0 | = (sinv, —cosv,u),
—usinv wcosv 1
7] = Va2 + 1

2 1
//\/xQ—i—yQ—i—ldS://\/UQCOSQU—l—u?sinzv—f—1\/u2+1dudv://(u2+1)dudv:
S Q 0 0

27

ud ! 4 8
/{3—1—40 v 3/ v 3
0

0

Pouziti plosnych integrala 1. druhu:

S—Z/lds.

Hmotnost plochy, p(z,y, z) je rozloZeni hustoty

m://p(a:,y,z)dS.

1
xgz—//xpds,
m
S
1
yo=—//ypd5,
m
S
zozi//zpds.
m
S

Momenty setrvac¢nosti vzledem k osam z, y a z:

I, = Z/(zﬁ + 2%)pdS,
I, = [/(:1:2 + 2%)pdS,
I, = [/(aﬂ +y*)pdS.

Obsah plochy &:

Vv



10. Prednaska: Plosné integraly 2. druhu

e Ozna¢me S hladkou orientovanou plochu (je zndma orientace jednotkového normélového
vektoru).

e Definujeme déleni plochy na ¢asti Sq,...,S,.

e D znadi posloupnost déleni plochy S takové, ze max |S;| — 0.

e Funkce f :R3 — R? je vektorové pole definované a spojité na mnoziné M, kterd obsahuje
plochu S.

n —
e Integralni soucet pro jedno déleni: > f(K;) - 7i; S;, kde K; je bod lezici na ploge S; a 7i;
i=1
je jednotkovy normalovy vektor v bodé K;.

Definice: (Plosny integrél 2. druhu)

Jestlize posloupnost integralnich soucti pro libovolnou volbu bodi K; a pro kaZdou normdlni po-
sloupnost Dy, md vlastni limitu, nazyvd se plosny integral 2. druhu funkce f po orientované plose S
(orientace ddna jednotkovym normdlovym vektorem 1) a znaci se

//f(x»%z)ﬁ://f(x,y,z)-ﬁdS.

Poznamka: (Jiny zapis plosného integralu 2. druhu)

gf(x,y,z)dgzl/f(x,y,z)-ﬁdS:gfldydz+f2dxdz+f3dxdy.

Je-li plocha uzaviend (napiiklad sféra), lze plosny integral 2. druhu znacit nasledovné:

#f(m,y,z) -1 dS.
S

1



Véta: (Vlastnosti plosného integralu 2. druhu)
1. Necht existuji integrdly fff ndS, [[§ - ndS, potom existuje i integral z funkce
S S
ki f + koG, kde ki, ks € R a plati

//(k1f+k2£7)~ﬁd8:k1/ f-ﬁd5+k2//§-ﬁd5.
S S

S

2. Necht plocha S je sloZend ze dvou ploch Sy, Sy tak, Ze k sobé tésné priléhaji (neprekryjvaji
se) a jsou orientované na stejnou stranu. Necht existuji integrdly [[ -1 dS, [[ f-1i2dS,
Sl 32

potom existuje v integrdl pres plochu S a plati
//f-ﬁdS://f-ﬁldSJr/ f ity dS.
S S Sa

3. Necht S, a S_ jsou stejné plochy s opacnou orientaci , tj. . = —n_, a ezistuje
fff iy dS, potom existuje i fff fi_dS a plati

!f-ﬁ+d52—jf-ﬁd5.

Véta: (Vypoée’E plosného integralu 2. druhu)
Necht 7(u,v) : Q — R3 (Q = QU IN) je souhlasnd parametrizace jednoduché hladké plochy S
a funkce f : R® — R? je spojitd, potom plati

//f-ﬁdsz//f(f(u,v))-(ﬁ;(u,v) x 7 (u,v)) dudv.
S Q

Necht je plocha S po castech hladkd a lze ji rozdélit na konecény pocet hladkych ploch S; (priléhaji
k sobé, neprekrjvaji se) se souhlasnou parametrizaci 7i(u,v), [u,v] € Q;, potom

] 7708 =3 [ i) - @) ¢ i) ot

Véta: (Vlastnosti plosného integralu 2. druhu)

4. Necht jednoduchd hladkd plocha S je popsdnd dvéma souhlasnymi parametrizacemi 7y (u,v),
[u,0] € Y a H(a,0), (@0 € Qo t. (71)(u,v) x (F)i(u,v) a
7a):(w,v) X (T3)L(u, V) miTi na stejnou stranu, potom
(72) g (1w, 0) x (72)5(@, 0)

[ s = [[ @ (i) x ()i, 0) dudo =



Necht jednoduchd hladkd plocha S je popsind dvéma nesouhlasnymi parametrizacemsi
™ (u,v), [u,v] € O a /(a,0), [4,0] € Qo, t5. (7)) (u,v) x (7)) (u,v) a (72)L(a,0) x

(75) (@, ©) miFi na opacénou stranu, potom

//de //fr1 u,0)) - (7)) (s 0) % (7)) (u,

//f (72)5 (@, 0) x (7%);(@, D)) dudo.

v)) dudv =

Piiklad:  Vypottéte [[f - 7dS, kde f(z,y,2) = (0,1,0) a plocha
S
S ={[r,y,2] e R% 2 € (0,1),y =0,z € (0,1)} orientované ve kladném sméru osy ¥

St

i

i = (0,1,0)
f-i=(0,1,0)-(0,1,0) =1

// -ndS = //1dS //1d:1:dz-1 |

N
4

Parametrizace roviny: 7(u,v) = A + Sju + Syv
€ (0,1)

A [0,0,0] (u,v) = (u,0,v), u € (0,1), v
= (1,0,0) 7 (u,v) = (1,0,0)
=(0,0,1) 7 (u,v) = (0,0,1)

7 (u,v) X 7 (u,v) = =(0,—1,0) — nesouhlasnd orientace

//f //(0,1,0)(0 O)dudv:/l/lldudvzl

O = S
O O Sy
— O &



—

Priklad: Vypoctéte [[ f d_S, kde f(x,y,z2) = y;— xf+ 22kas je helicoid orientovany nahoru.
S

™(u,v) = (ucosv,usinv,v), wu € (0,1), v € (0,2m)
7, (u,v) = (cos v, sinwv, 0)
7 (u,v) = (—usinv, ucosv, 1)
i j ok
FLX Tl =| cosv sinv 0 | = (sinv, —cosv,u), .
—usinv wucosv 1
— souhlasna parametrizace.
2 1
//de = //(usinv, —wucos v, v?)(sinv, — cos v, u) du dv = //(u + uv?) du dv =
S Q 00
2 2
2 2 1 3727
1 1 4
:/ |:%+%1)2:|0 dv = 5/(1+02)dv: 5 {U—I—%L =714 -7

0

Pouziti plosnych integrali 2. druhu:

—

Tok vektorového pole f(z,y, z) plochou S:



11. Prednaska: Integralni véty

Véta: (Gaussova, Gaussova-Ostrogradského)

Necht S je po cdstech hladkd, uzaviend plocha, orientovand vné (vnéjsi normdla je kladnd
orientace). Necht V' je mnoZina bodu skladajici se ze vsech bodi plochy S a jejich vnitinich
bodii. Necht vektorovd funkce f: R3 — R? a div f jsou na V spojité funkce. Potom plati

#f-ﬁds - /V//dwfd:cdydz.

S

Priklad: Pomoci Gaussovy véty vypoctéte tok vektorového pole f = (2%, 42, 2*) vné oriento-
vanym povrchem krychle (0,1) x (0,1) x (0, 1).

Reseni:

1 1 1
//f-ﬁdS:///(2$+2y+2z)dxdydz:/ / /(2x+2y+2z)dxdydz:
0 0 0
S 14

1 1 1 1 1
:/ / [x2+2xy+2:cz](l) dydz:/ /(1+2y+2z)dydz:/ [y + 12 + 2yz]odz =
o Jo o Jo 0

1
:/0 (24 22)dz = [22 + 2*]} = 3.



Véta: (Stokesova)

Necht S je orientovand (jednotkovgm normdlovgm vektorem) jednoduchd po cdastech hladkd
plocha, jeji okraj je orientovand jednoduchd uzavrend po castech hladka krivka K souhlasné
orientovand s orientaci S (viz. pravidlo pravé ruky). Necht vektorové pole f :R? = R md
spojité 1. parcidlni derivace na mnoziné M, kterd obsahuje plochu S. Potom plati

yﬁfd?«:!/mtf-ﬁds,

K

t5. cirkulace pres okraj plochy S je tok rotace pole fplochou S.

Poznamka: (Pravidlo pravé ruky)
K A

St

Priklad: Vypoctéte cirkulaci vektorového pole f = 2yz;+ acz]'+ xylg po kiivkce IC, ktera je
priise¢ikem valcové plochy 2% + y? = 1 a parabolické plochy z = 2% s orientaci nahoru.

Reseni:
T gk
F_| 9 8 9
rot f o Ox Oy 0z
20z 1z TV

= (.'17—1’,23]—3/,2—22)
= (O,y,—Z)

Parametrizace: 7= (u, v, u?)
Q= {[u,v] € R? : u* +0* < 1}

= (1,0, 2u),
7 = (0,1,0),
i j
X7 =11 0 = (—2u,0,1) = souhlasna parametrizace
01

rot f - i dS = //(O,v, —u?) - (—2u,0,1) dudv = // —u? dudv = . ..

Q Q

0)§ OEDPT‘l

ff?:



Polarni soutadnice: u = rcosp, v =rsing, |J| =7, r=(0,1), ¢ = (0,27)

2 1 27
4 1
1
...://—TZCOSQ(,O-TdeQDZ—/[%COS2QO:| dgpz—z/ cos’p dp =
0 0 0 0 14lcos2p
22
L TP o
= —= —sin = ——.
3 A R R



