1. Defini¢ni obor a hladiny funkce vice proménnych

Naleznéte a graficky znézornéte definiéni obor D funkce f = f(z,y), kde

a) flz,y) = Va%p?,

b) f(z,y) = log(zy + 1),

c) flz,y) =+Vay—1,

d) flz,y) =log(2z —y +1),

e) f(z,y) =Ml —lz—yl),

f) flz,y) =2z +8—a? —y?,

g) f(x,y) =9 —a2— 2+ /a2 + ¢ — 4,
h) f(z,y) =In(a? + y* — 1) + log(16 — 2? — 16y?),
ch) f(z,y) = arcsin(zy),

i) f(z,y) =arccos ¥,

i) flz,y) = y_;,,é+x2 )

k) fla,y) = Y

D) f(z,y) = arcsin = ,

Naleznéte hladiny nésledujicich funkci. Pro které hodnoty C' € R jsou hladiny neprazdné
mnoziny?

2) f(o,y) = o +y—4,

b) flz,y) =25,

¢) flz,y) =2 +y?+ 42 —2y+6,

d) f(z,y) =2 +4y* -3,

e) f(z,y) =2> —y* +5,

) flz,y) = |zl + 2[yl,

g) f(z,y) =log(l — 2> —y?),

h) f(z,y) = Vay+1.



2. Limity, derivace a diferencial funkci vice redlnych proménnych, implicitni funkce, te¢na rovina

Vypoctéte dvojnasobné limity lim lim f(z,y), hn% lir% f(x,y), limitu po pfimkach y = kuz,
z—

z—0 y—0
tj. lim f(z,y) a lim f(z,y) pro funkce:
y=kx y—0
a) f(z,y) =14
b) f(a,y) = 2
c) flo,y) = Vo
d) f(z,y) = 3%
e) f(x,y) = x2:?y2
£) flz,y) = =H0
8) f(z,y) = oz
_ L |
) f(r,y) = osin’
Rozhodnéte o spojitosti fce f v bodé [0, 0]:
a) f(z,y) = ”";;y , f(0,0) =0 [neni spojitd]
b) f(z,y) = (1 +sin(z —y)"F¥, £(0,0) =1 [je spojitd]
Vypoctéte gradient gradf(xg) v bodé xg, vypoctéte derivaci funkce f podle vektoru ¢
v bodé z:
a) f(x7y) = [EQ —|—l’y - y27 To = [070]717_ (17 ]-)a
b) f(x7y) = ZE4y - 2y7 To = [17 _1]’17: (17 _2)7
C) f('r7y) PR ‘7“0:[17_1]76:(271)7
d) f<x7y) — 3 2y To = [17 1]717: (_17 1)7
e) f(x,y) \/Q?Q—i—y Lo = [1 0]717:(_172)7
f) f(z,y) = cos(x)sin(y), zo = [0,0],7 = (0, 7),
g) f(x,y,z) = 2%y’ — 4z, xg = [17 _170]71?: (17073)a
i) f(z,y,2) = ze* + 2y, xy = 0,0, 1] =(2,1,-1).
Rozhodnéte, zda fce f v bodé [0,0] a ve sméru (1, 1) roste nebo klesa
c) f(z,y) = (z* +y*)sinx, [fce roste]
d) f(z,y) = —tgye*, [fce klesd]
Najdéte diferencidl funkce f v bodech [0,0] a [1, 1]
T 2
) fr,y) = e £(0,0)=0 |f = 0dar + 0dy, df = Frda + 52dy]



f) Urcete parcidlni derivace prvniho fddu funkce z = z2(z,y) dané rovnici 2 —3zy —8 =0 v
bodée A =0, 3].

3. Tecny k hladindm, tecné roviny, derivace vyssich radu a Hessova matice.

Pro néasledujici funkce f a body [z, yo| naleznéte tecnu 7 k hladiné funkce f v bodé [zq, o],
tetnou rovinu ¢ a normélu 7 ke grafu funkce f v bodé [xg, yo, f(z0, yo)]-

a) f(z,y) =2* +v*, [vo,50] = [1,—1].

b) flz,y) = 2* +4y?, [x0, 5] = [-2,1].

) flz,y) =2+ 2z +y* —y, [o,40] = [0,0].
d) f(z,y) =2 —y? [z, 40] = [1,-2].

e) f(z,y) =y, [zo,yo] = [1,1].

) f(z,y) =2y* + =, [x0,90] = [-1,1].

g) flz,y) =sin(2x — dy), [x0,10] = [r, 5.

h) f(z,y) = ze™, [0, y0] = [2,0].

i) f(z,y) =v2x =y, [x0,50] = [1,1].

D) flzy) = Ve -y, [z, 0] = [4,—1].

k) Ke grafu funkce f najdéte tecnou rovinu, kterd je rovnobéznd s rovinou ¢. f(x,y) = z° +

-z, 0:30+2y—2=0.
Bz —2)+2(y—-1)-(2-3) =0
1) K nulové hladiné funkce f najdéte te¢nou rovinu, kterd je rovnobéznd s rovinou g.
flr,y,2) =22 +2y> +322 =21, p:x+4y+62=0.
[(z—1)+4y—2)+6(z2—2)=0, (z+1)+4(y+2)+6(z+2)=0]

Najdéte Hessovu matici nédsledujicich funkei f v bodé [xg, yo].
) [(z,y) = 2° + 2y, [x0,90] = [~2,2],
) f(2,y) =y, [vo, yo] = [1, —1],
) f(z,y) = sin(4z) cos(3y), [zo, o] = [5, 7],
) f
) f

a
b

o o

(.T y) = 25z — Y, [‘TOJ yO] [174]7
( ) = .Ty Z ) [1‘0790] = [_27 ]-7_]']
Derivace vyssich radu. Vypocitejte:
65 $3 2
a) 6953822)7
810(62173y)
dx7oy3
4(zy
C) 9 ( z )

0x0y0z2"

e

9% (sin(x) sin(y) cos(z
1) et
P (z/y=x)
e) 0xdydz




4. Optimalizacni tlohy

Najdéte lokalni extrémy funkce f

a) f(r,y) =2 +y? —4x

b) flz,y) =a*+4y* +xy —x + 2y

c) flz,y) =2 +y°

d) f(z,y) =23+ >+ 3zy

e) flz,y)=a'+y' = (z+y)?

f) f(z,y) = zye™

g) flz,y) =2 +y* —2* — 22y — 12 [[1,1],[-1,—1] min, [0, 0] sedlo]
h) flz,y) =2 +ay+y*—4lnz — 10Iny [[ 2] min]
i) f(z,y,2) = 2® +y* + 2* + 22 + 4y — 62 [[—1, —2, 3] min]
B flwy,z) =ay+z(a—x -2y —32) [[%,%,1%] sedlo]
k) fla,y,2)=a>+2%y—y

D) f(x,y,2) =2+ 93+ 2% — 62y

k) f(z,y) = zyn(z® +y?) [[0, 1], [£1,0] sedla, [A, L],

1 .
Voo T v min, (=5

ﬁ
|
—
|

5. Optimaliza¢ni tlohy s vazbami.

Najdéte lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoziné V'

a) flz,y)=a>+y*, Vizt+y=-1,
b) flz,y)=2*—y*, V:x=3 nebo V:y=2,
o) flwy)=a*+y?, Vi 42=1,
d) flx,y,2) =22+ 120y +2¢*, V :da?+y> =25,

[[%,4], [—%, —4] max, [2,-3],[-2,3] min}
e) flz,y)=—2*+ay—2y, V={[r,y €R|z*+5y<0}.
f) fleyy) =a* =y’ —ay, V=Alry]eR[z+120, -1<y<1-a}
g) fley) =2 —wy+2y, V={r,y] € R|2®+5y <0}
h) f(z,y,2)=2—-2y+2z, V:2?2+y*+22=1,

(5, =3, 3] max,  [—3, 3, 3] min]

D) flr,y,2)=ay+yz, Vie?4+y*=2,y+2=2,2>0,y>0,2>0 [[1,1,1] max]
i) flr,y,2)=x+y+2z, Vizt+y?<z<1, [—2min, 1+ 2 max]
k) flo,y) =22 +2y2+ 322, V:2?+y*+ 22 <100, [0 min, 300 max]



6. Dvojné a trojné integraly.

Naértnéte mnozinu Q C R? a najdéte meze integrala [[ f(z,y) dedy, kde Q je ddna:
0

a) Q={(z,y): 0< <3 -1<y<2}
b) vnitfek trojihelnika tvofeného body [0, 0], [1,0], [0, 2].
c¢) vnitfek ctyfihelnika tvoreného body [0; 0], [2;4], [4; 0], [3; —3].
d

)
)
)
)
e) Q={(r,y):1-z<y<e; z<1}
)
)
)
1)

plocha mezi kiivkami 2% a 2 — z.

) Q={(z,y) : 2> +y* — 22 — 4y — 4 < 0}

g) Q={(z,y): 2 +4y> <4; x> 0; y >0}

h) @={(z,y): 1 <2°+y* < 4 y >0}

i) Q={(z,y) 1 2* +y> < 2x; 2 > 1}
Vypocitejte

a)  [[ yerdrdy [3e* + 3¢
y2<z<y+2

b) I g de dy 0]
22<y<v16—x2

o) [ lvyldedy H
1<a?<y?<4

d) gf a1 drdy,  kde S je trojihelnik s vrcholy [1, 2], [5,2], [4,4]

[1(1441n3 — 2241n2)]

e) [[|z| dedy, kde S je ddna nerovnostmi z? <y, 42+ y* <12
s

[4V3 = 7]
f) [[|z| dedy, kde S je ddna nerovnosti z? +y* <9,
S
Vypoctéte trojné integraly.
fff (lafzf drdydz, kdeV je déna nerovnostmi, /22 + 14?2 <2<2,0<z, 0<y
[— &+ 5]

b) fffx2y23 drdydz, kdeV je dana nerovnostmi 0 <z <1, 0<y<zx,0<z<uxy

L}
312

fff S drdydz, kdeV je ddna nerovnostmi z +y<3, 0<y, 0<z,0<2<4 [9In2]

fff gz drdydz, kde V je déna nerovnostmi 2?2 +1? <42 <16

[0]

fffxyzd:vdydz, kde V je ddna nerovnostmi 42+ 92 +22<1,2>0,y>0, 2<0
v

[_
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