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Prehled zkratek a znaceni
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Zmacky jsou v prehledu uvedeny v poradi v jakém se vyskytuji v textu s odkazem
na stranu prvniho pouziti nebo definice.

Znacka Vyznam Strana
=V ,nonV 6 V' negace vyroku 8
v pro kazdé 8
= existuje 8
! existuje praveé jeden 8
konjunkce (a zaroven) 8
v disjunkce (nebo) 8
— implikace (jestlize, pak) 8
= ekvivalence (prave tehdy, kdyz) 8
k/n n je délitelné k 10
kfn n neni délitelné k 10
€ je prvkem 13
¢ neni prvkem 13
C je podmnozinou 13
U sjednoceni 13
N prunik 13
A’ doplnék mnoziny 13
0 prazdna mnozina 13
XxY kartézsky soucin 14
f: X =Y, y=f(z) | funkce z mnoziny X do mnoziny Y 14
D(f) defini¢ni obor zobrazeni f 14
H(f) obor hodnot zobrazeni f 14
f1 inverzni zobrazeni 15
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N prirozena cisla 16

7 cela cisla 16

Q racionalni ¢isla 16

R realna cisla 16

C komplexni ¢isla 16

, < je mensi nez, je mensSi nez nebo se rovna 17

, > je vétsi nez, je vétsi nez nebo se rovna 17

= rovna se 17
<< je mnohem mensi ve srovnani 31
X~Y X ma stejnou mohutnost jako Y 18
00 nekonecno 19
sup , inf suprémum , infimum 19
max , min maximum, minimum 19
Ry nezépornd realna cisla 20
U(zo) okoli bodu x 21
P(xg) prstencové okoli bodu z 21
(a,b) uzavieny interval {z:a <z <b} 19
(a,b) otevieny interval {x:a < x < b} 21
int A vnitfek mnoziny A 21
0A hranice mnoziny A 21

A uzaveér mnoziny A 21

Ej A, nekone¢né sjednoceni mnozin (= A;UAyU---) 22

nozol
N A, nekonecny prunik mnozin (= A;N AN ---) 22
n=1

{a,}5, posloupnost realnych ¢isel 23
lim limita 24

n—oo
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e Eulerovo ¢islo  (e=2,718...) 27
T Ludolfovo ¢islo (m=3,141...) 17
n! n-faktorial (n!=1-2----- n) 31
a” n-t4 mocnina ¢islaa (" =g-a-----q) 31
nx
log, n logaritmus ¢isla n pri zédkladé a 31
Inn prirozeny logaritmus ¢isla n 31
Va n-t4 odmocnina ¢isla a 31
liminf , lim limes inferior 32
limsup , lim limes superior 32
il an (nekonecnd) rada (= a; +as + - ) 34
xh—gclo f(z) limita funkce f v bodé x 48
JZ}1_)10;10 f(z) = f(xo+) limita funkce f v bodé z zprava 48
Jclggo f(z) = f(xo—) limita funkce f v bodé z( zleva 48
O(9) funkce f je omezend ve srovnani s funkci g 53
= 0(g) funkce f je malé o funkce g 53
1 ( 0) = f'l, derivace funkce f v bodé x 59
fi (o) derivace funkce f v bodé x( zprava 59
1 () derivace funkce f v bodé z( zleva 59
1 derivace funkce f 59
C'({a,b)) mnozina spojitych funkef na (a, b) 59
C((a, b)) mnozina spojité diferencovatelnych funkei na 59
{a,b)
C"((a,b)) mnozina spojité diferencovatelnych funkeif az =~ 77
do radu n
df (xo, h) diferencidl funkce f v bodé z 60
1 druhd derivace funkce f 68
f n-ta derivace funkce f 68
d"f(xo, h) n-ty diferencidl funkce f v bodé xg 68
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To(z, x0) Tayloruv polynom v bodé x 70
Ry1(z, xo) zbytek Taylorova polynomu 70
[ f(z)dx neur¢ity integral funkce f 79
b
[ f(z)dz uréity integral funkce f 79
N ({a,b)) mnozina Newtonovsky integrovatelnych funkei 87
na intervalu (a, b)
S(D) horni soucet funkce f 94
s(D) dolni soucet funkce f 94
b
[f(z)dx horni integral funkce f 95
0
[f(z)dx dolni integral funkce f 95
R({a,b)) mnozina Riemannovsky integrovatelnych 95

funkci na intervalu (a, b)
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Prvni pravidla pro
hledani  pravdivych
usudku nasel fecky
védéc Aristoteles.
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Ziklady matematické logiky

"Stromy v lese jsou ze dreva a z gumy.”
To je divna véta, feknete si, napul pravda, napul lez. Ukazeme

si, ze z hlediska matematické logiky je uvedena véta lziva. Po-

(384-382 pr.n.l). moci symbolt budeme v této kapitole zapisovat nase myslenkové

postupy a rozhodovat o jejich spravnosti. Vychazime pfitom
z predpokladu, ze jsme schopni se dohodnout, co je a co neni
pravda. Potom muzeme definovat zakladni pojem matematické
logiky - vyrok.

Aristoteles  vyuzival
vyroky s objekty

Definice 1.1:

Vyrok je tvrzeni (znacime V'), o némz ma
~ ~ . ) . ’ . 7

smysl uvazovat, ze je bud pravdivé nebo nepravdivé.

Negace vyroku (znacime =V, non V nebo V') je pravdiva,

jestlize vyrok V' je nepravdivy a naopak.

a  predikaty  (tzv.
predikdtovy  pocet).
Jeho konstrukce
spravného dukazu
se  nazyvaji  sylo-
gismy. Zmamy priklad

Priklad 1.1:

neni zlutd. (Negace predchoziho vyroku)

Petrovice u Karviné lezi na hranici s Polskem.
(Vyrok) Kam jdes? (Neni vyrok)
Vsechny hrusky jsou zluté. (Vyrok) Existuje hruska, ktera

sylogismu je:
Vsichni lidé jsou
smrtelni.

Definice 1.2:

Kvantifikované

pouzitim kvantifikator:
tuje”; ! - 7existuje pravé jeden”.

vyroky vytvarime
V - 7pro kazdé”; d - "exis-

Sokrates je clovek.

Sokrates je smrtelny.

Aristoteles pomoci

Priklad 1.2: ¥V hrusku plati, ze je zluta.

podobnych  prikladu
odvodil obecna

Definice 1.3 :

Slozené vyroky dostaneme spojenim
vyrokiu pomoci nasledujicich logickych spojek.

pravidla dedukce.

Néazev | konjunkce | disjunkce | implikace ekvivalence
zkratka A \Y% - —
vyznam | a zaroven nebo jestlize, pak | prave tehdy, kdyz

Priklad 1.3: Praha je mésto a zaroven Praha lezi na Sloven-
sku. (konjunkce)
Cislo 3 je prvocislo nebo &islo 3 je sudé.  (disjunkce)

Jestlize je trojuhelnik rovnostranny (ptredpoklad implikace),

pak je rovnoramenny.

(zavér implikace)

Trojuhelnik je rovnostranny pravé tehdy, kdyz jeho uhly
jsou shodné. (ekvivalence)



http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Aristotle.html
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Nyni si zavedeme pravidla, ktera urci, kdy jsou slozené vyroky
pravdivé. Pro zkraceni zapisu zavadime nasledujici definici.

Definice1.4: Vyrokovou formuli rozumime slozeny
vyrok, ve kterém nahradime vyroky pismeny (napi. V3 AV3).

Oznacime-li ¢islem 1 pravdu (vyrok je pravdivy) a ¢islem 0
nepravdu, pak dostaneme nasledujici tabulku pravdivostnich hod-
not vyrokovych formuli.

Vi| Vo | " Vi|ViAVy Vivih | Vi=V, | Viel,
1 1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
010 1 0 0 1 1

Cviceni 1.1: Urcete, ktery z vyroku v predchéazejicim prikladu
(1.3) je pravdivy.

[ Konjunkce je nepravdivd, ostatni vyroky jsou pravdivé. |

Cviceni 1.2: Doplnte tabulku pravdivostnich hodnot pro
nasledujici vyrokové formule: —V5 = =V;; Vi A Vs,
~(Vi=Va); V1= Vo) A(Va= 1),

K zakladatelum
matematické  logiky
patii anglicky matem-
atik a logik George
Boole (1815-1864).

Boole ukazal sou-
vislosti mezi alge-
braickymi ~ symboly
a  symboly, které
reprezentuji  logické
formy. Algebru logiky
zpracoval v dnesSnim
pojeti na konci 19.
stoleti K. Schroder
a nazval ji Booleova
algebra. Booleova
algebra nalezla siroké
uplatnéni v logickych
obvodech a vypocetni
technice.

Vil Vol ViV, | 2=V | ViASV, | 2(Vi= 1) | (V= Vo)A (Ve = V)
1|1 1 1 0 0 1
1|0 0 0 1 1 0
0|1 1 1 0 0 0
00 1 1 0 0 1

1.1 Typy duakazi

Z predchoziho cviceni je vidét, ze ekvivalenci Vi < V5 1ze nahra-
dit konjukei dvou implikaci (Vi = V5) A (Vo = V;). Podobné
implikaci V; = V5 muzeme nahradit jeji obménou =V, = =V,
popripadé negaci implikace nahradime vyrokem V; A =V5. Tyto
vyroky pouzijeme v néasledujicich dukazech.

Na internetové adrese
http://logik.phl.univie.
ac.at /~chris/formular-
uk-zentral.html lze
interaktivné  vyhod-
nocovat pravdivost
slozenych vyroku.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Boole.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Boole.html
http://logik.phl.univie.ac.at/~chris/formular-uk-zentral.html
http://logik.phl.univie.ac.at/~chris/formular-uk-zentral.html

Pii hledédni odpoveédi
na otazku "Co to
je vlastne dukaz?”
zjistime, ze je to
zpusob, jak se pre-
svedéit o spravnosti
matematickych vét.
Spolehlivost matema-
tickych  tvrzeni je
dusledkem  metody,
kterou se dokazuji.
Vychdzime z jedno-
duchych, snadno pii-
jatelnych tvrzeni -
axiomud - a pomoci
dohodnutych pravidel
matematické  logiky
ovérujeme pravdivost
ZAVeru.

Systémem, ktery je
vybudovan ~ pomoci
logiky na axiomech,
se zabyval Kurt Godel
(1906-1978).

—y

Proslavil se dukazem
vét o mneulplnosti ax-
iomatického systému.
Ukazal, ze v kazdém
systému lze zformulo-
vat vétu, kterou v
ramci tohoto axiomat-
ického systému nelze
dokazat.
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Priklad 1.4: Dokazte, ze: Vn € N plati: 3|n < 3|n?.

Tedy dokazujeme ekvivalenci Vi < Vs, kde Vi@ 3|n, Vs 3\712.
Dtukaz ekvivalence V| < V5 rozdélime do dukazu dvou implikaci.

1. Vi = Vy, (3|n = 3|n?) (Implikace zleva doprava)

Pouzijeme primy diukaz , ktery spociva v sestaveni fetézce koneéného

poctu pravdivych implikaci V3 = Vi1 = - = V5.

Konkrétné vyjdeme z predpokladu 3|n a dokdzeme zavér 3|n?:
3|n = 3k € N takové, ze n = 3k = n? = 3 - 3k* = 3|n?.

2. Vo=V, (3|n*= 3|n) (Implikace zprava doleva)

Pouzijeme neprimy dikaz, ktery spociva v primém dukazu
obmeény —V; = =V, puvodni implikace V5 = V.

Konkrétné dokazujeme p¥imo implikaci 3 n = 3/ n?.
3fn=n=3k+1V n=3k+2; keN=
n?=3-Bk>+2k)+1V n?=3-Bk2+4k+1)+1=3)n>

V nékterych piipadech je vyhodnéjsi pouzit dikaz sporem ,
ve kterém dokazeme, ze neplati negace implikace. Tedy plati
puvodni implikace.

Podle cviceni (1.2) je negace implikace —(V; = V3) ekviva-
lentni vyroku Vj A =V4 (predpoklad ponechdme v platnosti a
znegujeme zaver implikace).

Priklad 1.5: Dokazte implikaci 5[n*> —2=5/n+1.

Pouzijeme dukaz sporem a dokazeme, Ze neplati negace imp-
likace ve tvaru 5|n* —2 A 5|n + 1. (Ponechame piedpoklad
a znegujeme zaver implikace.)

Pro spor tedy predpokldadédme, ze 5n + 1.

Potom plati 5|n+1= Ik € N: n+1=>5k = n?= (5k—1)? =
n? =505k>-2k)+1=n>—-2=50(k>—-2k)—1=5)n*>-2,
coz je spor s predpokladem 5[n* — 2.

Odtud vyplyva, ze vyrok 5|n?> —2 A 5|n + 1 neni pravdivy
a naopak pivodni implikace 5|n?> —2 = 5)n+1 je pravdiva.


http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan_Waner/RealWorld/logic/logicintro.html
http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan_Waner/RealWorld/logic/logicintro.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Godel.html
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Cvicent 1.3:
a) Dokazte: Vn € N,n > 1: 5|n + 3 = 5|n% — 4.
[ Pouzijte
piimy dikaz. 5n+3 = Ik € N: n+3 =5k = n?= (5k—3)* =
n? = 25k — 30k + 9 = n® — 4 = 5(5k2 — 6k + 1) = 5n® — 4]
b) Dokazte: Vn € Nyn > 1: T|n®> —2=T7/n + 2.
[ Pouzijte
dikaz sporem. Piimy dikaz: 7|n* — 2= n?> -2 =Tk =>n? —4 =
Tk—2=n—-2)n+2)=Tk—2=T/n+2AT7fn—2.]

1.2 Matematicka indukce

Definice 1.5: Pomoci matematické indukce dokazujeme
tvrzeni V (n) pro prirozend cisla n. Jestlize

1. V(ng), ng € N je pravdivé a
2. z platnosti V (k) vyplyva platnost V(k+1), keN,

pak tvrzeni V(n) je pravdivé pro vSechna n > ny .

Priklad 1.6
n(n+1)

Dokézeme tvrzeni V(n): 14+2+43+4---+n = =5 pro
vSechna n € N.

1. Tvrzeni V(1): 1 = 1(12“) je pravdivé.
2. Predpoklddame, ze plati
V(k): 142434+ k=200
(INDUKCNI PREDPOKLAD)

Ovérime, ze plati
V(k+1): 14+2+3+ -+ k4 (k+1) = EUE2)
(CIL INDUKCE)

Dikaz: (1+2+3+---+k)+(k+1)=
(pouzijeme indukéni predpoklad)

_ (k)(l;ﬂ) +(kt1) = k(k+D)+2(k+1)  (k+1)(k+2)

2 2 :
Oveérili jsme oba predpoklady, tudiz tvrzeni V(n) je
pravdivé pro vSechna n € N.

Matematicka in-
dukce je zalozena
na predpokladu,

ze  existuje  jedno
ptirozené ¢islo  (ob-
vykle znacime 1) a za
kazdym  prirozenym
¢islem nasleduje dalsi
(nasledovnik). U in-
dukce prechazime od
jednotlivych znalosti
k obecnym zavérum.
Matematickd indukce

dokazuje platnost
daného tvrzeni pro
vSechna prirozena

¢isla. Poznamenejme,
ze pocita¢ je schopen
ovérit platnost tvrzeni
pouze pro Kkonecny
pocet prirozenych
Cisel.



Dukaz nerovnosti

(1 +x)" > 1+ nx
pro x > —1 po-
dal svycarsky matem-
atik Jacob I. Bernoulli
(1654-1705).

Zabyval se rovnéz
teorii tfad a dokazal
divergenci harmonické
rady. Vyftesil difer-

encialni rovnici
/

y = p@)y + q(x)y",
kterd nyni nese jeho
jméno.
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Priklad 1.7: Bernoulliova nerovnost
Mame dokéazat, ze Vn e N, Vzx e R, x > —2 plati:
(1+2z)">14nz.

1. Pron =1 nastane rovnost 1 +x =1+ x.

2. Ukdzeme, Ze plati: (14 )" > 1+ (n+1)z. Upravime
uvedenou nerovnost a dostaneme

1+2)"1+2) > 1+nr+x,
I+z)"+(1+2)"r > 14+nr+zx.

Podle indukéniho predpokladu je (1 + z)" > 1+ nx
a staci tedy dokazat, ze

1+z)"z>x.

Pro x > 0 nerovnost ziejmé plati.

Pokud x < 0, pak uvedenou nerovnost vydélime =z
a dostaneme (1 4 x)" < 1. Tato nerovnost plati pro
—2 <z <0. Coz jsme méli dokazat.

Cuvicent 1.4: Dokazte nasledujici vztahy:.
a) VneN: 1+qg+¢@+ - +q¢t :—11__‘1(;_
[()1=1; 2) l4+q+¢@+--+¢" ' +q"=

1—q 1—q

b) YneN, n>4: 2" >n?.
()2 >5%; 22 =2"2>n2> (n+1)* ]
) YneN: 12422 432 4... 4 p2 = Cntllntln,
H1=1; 2) 12+22+32+“~+n2+(n+1)2:

(2n+1)6(n+1)n + (n + 1)2 _

((2n+1)n+6(n+1))(n+1) _ (2n43)(n+2)(n+1) ]
6 6 :



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Bernoulli_Jacob.html
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2 Mnoziny

Definice 2.1: Mnozina je soubor objektu, které nazyvame Rostouci mira
zobecnovani a ab-

pI‘ka mmnoziny. Piseme z € A a ¢teme Je prvkem strakce v matematice

mnoziny A, popi. y ¢ B a Cteme y neni prvkem (nepatii vedla k  zavedeni
do) mnoziny B. pojmu mnozina.
Prvni ucelenou teorii

Rekneme, ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B,

N _ ) mnozin vytvoril
piseme A C B, kdyz plati: némecky matem-
Jestlize x je prvkem mnoziny A, pak x je také prvkem atik  Georg Cantor
mnoziny B. Zkracené A C B Vre A= x € B. (1845-1918).

Priklad 2.1: Zadani mnozin
A =1{1,3,9} - mnozina je zadana vyctem prvku.

B = {z ; x jeliché ¢islo} - mnozina prvki stejné vlast-
nosti.

Plati: 4¢ B a AC B.

Definice 2.2: Rovnost dvou mnozin je definovana vzta-
hem: A=B< AC BABC A.

Rekneme, ze A je vlastni podmnozina B, jestlize
ACBNA#B.

Sjednoceni mnozin A, B znacime A U B a plati
AuB={x:z€ AVx € B}.

Prinik mnozin A,B: ANB={z:2€ ANz € B}.
Doplnék mnoziny A: A" = {x: 2z ¢ A}.

Rozdil mnozin A, B: AAB={z:x€ ANz ¢ B}.

Prizdna mnozina se znadi () a neobsahuje zadny prvek.

Cviceni 2.1

a) NapiSte negaci vyroku A C B
[3]70 € A/\$0 QB]

b) Dokazte tvrzeni: a) ) C A, b) AAB=ANH'.

[a) Sporem: Negace implikace x € D Az & A je nepravdiva,
tedy implikace x € ) = x € A je pravdiva.
b)re ABerc ANz ¢gBesre ANzeB <xeANB .|


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cantor.html
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2.1 Zobrazeni mnozin

Definice2.3: Kartézskym souc¢inem mnozin X,Y
nazveme mnozinu

XxY={(z,y); ze X, yeY},

dvojice (z,y) se nazyva uspoiradana dvojice prvki mnozin
X, Y. Libovolna podmnozina kartézského soucinu se nazyva
relace.

XxY ={(a,1),(a,?2),
(0,1),(b,2), (¢, 1), (c,2)}

X o fCXXY Y Podmnozina f C X X Y se nazyvéa zobrazeni z mnoziny X
do mnoziny Y, jestlize plati

(z,01) € fA(y2) €Ef=y1 =1o.

(Ke kazdému z € X existuje nejvyse jedno y € Y takové, ze

[ = {(a71)7<b71)} (l’,y) S f)
Piseme: f: X — Y nebo y = f(x).

Priklad 2.2: Oznacéime-li ¢as t a ujetou dréhu auta s(t),
pak dvojice (¢, s(t)) tvoii zobrazeni.

Dvojice (student, zndmka z matematiky) tvoii zobrazeni.
Dvojice (auto, statni pozndvaci znacka) tvoii zobrazeni.
Cuvicent 2.2: Urcete, kdy dvojice (znamka, student) tvori
zobrazeni a kdy pouze relaci.

[ Dvojice tvori zobrazeni, kdyz neexistuji dva studenti se stejnou zndmkou.

Jinak se jednd o relaci. |

Definice 2.4 :
Defini¢éni obor zobrazeni f se nazyva mnozina

D(f)={zeX:3yeY Ay=fz)}

D(f)={a,b} H(f)={1} (mnozina vzoru, argumentt, nezavislé proménnych).

Obor hodnot zobrazeni f se nazyva mnozina

H(f)={yeY:Jze X ANy =f(z)}

(mnozina obrazu, zavislé proménnych).
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Definice 2.5: Zobrazeni f: X — Y se nazyva
prosté (injektivni), jestlize

Vxl,xg c X: T 7é$2 :>f<$1) %f(IQ),
na mnozinu (surjektivni), jestlize

VyeYdr e X takové, ze y= f(x),

vzidjemné jednoznacné (bijektivni), jestlize je prosté, na
mnozinu a X = D(f).

Priklad 2.3: Zobrazeni f: ¢islo losu — los je vzdjemné

jednoznacné zobrazeni.

Definice2.6: Necht f C X x Y je zobrazeni. Jestlize
mnozina f~! = {(y,z) € Y x X : (z,y) € f} je zobrazeni,
pak fikdme, Ze f~! je inverzni zobrazeni k zobrazeni f (a
naopak).

Priklad 2.4: Zobrazeni f~!: los — &islo losu je inverzni

zobrazeni k zobrazeni f z pfedchoziho piikladu (2.3).

Véta2.1: Zobrazeni f: X — Y je prosté pravé tehdy,
kdyz existuje inverzni zobrazeni f~!.

Dukaz: ”"=" Dukaz povedeme sporem.

ze f je prosté zobrazeni.

7«<" Nyni pro spor predpokladame, ze f neni prosté zo-
brazeni, tedy dy € Y, dxy,290 € X, 21 # x9 takové, ze
(xluy) S f /\(x%y) S f = (yaxl) S f_l /\(y7x2) S f_17 COZ

je spor s piedpokladem, ze f~! je zobrazeni.

Budeme
piedpoklddat, Ze mnozina f~' = {(y,7) €Y x X : (2,y) €
f} meni zobrazeni, tedy dy € Y, Jxy, 20 € X, 11 # 2o
takové, Ze (y,m1) € f1 A (y,z2) € f~1. Potom
(x1,y) € f A (x2,y) € f, coz je spor s predpokladem,

= {(a71)7<b72)} je

prosté a na.

X Y

[ = {(aal)v(b’ 2)} je

vzajemné jednoznacné.

Y X

fil = {(17 a)v (2’ b)}
je inverzni zobrazeni
k zobrazeni f .



Potieba pocitat dny,
urodu, mérit a délit
pozemky ap. vedla k
vytvoreni pojmu ¢islo.

Teprve v 16.stoleti
se v Evropé rodi
predstava o ira-
cionalnich ¢islech jako
o desetinnych c¢islech
s neukoncenym nepe-
riodickym zapisem.

Némecky matematik
Richard Dedekind
(1831-1916)

prisel na myslenku,
ze je-li mnozina ra-

ciondlnich ¢isel roz-

délena na dve
neprazdné
podmnoziny

Q1,Qo takové, ze

‘v’q1 EQl, VQQ GQQZ
q1 < qo, pak existuje
takové realné cislo r,
ze Ypei:q<r,
Vg € Qa:qa > 1.

Dnes se tato myslenka

oznacuje jako
Dedekindovy rezy.
Q1 Q2

16
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Realna cisla

Definice 3.1: Zakladni mnoziny ¢isel tvori ¢isla:
P#irozena N={1,2,3 ...}

Cela Z=1{..,-2-1,012,...}
Racionalni Qz{g;pEZ,QEZ,q#O}
Redlna R (budeme definovat)
Komplexni C={a+ib; a,b e R, i*=—1}

Pouzijeme-li desitkovou soustavu pro zapis zlomku %, dostaneme

vyraz 3 = 0,333... = 0,3. Zobecnéni tohoto zdpisu vede k
nasledujici definici.
Definice 3.2: Vyraz a = +ag,aj;azaz ..., kde ag € Z,
a; €{0,1,2,...,9}, i € N nazyvdme desetinnym rozvo-
jem.

Jestlize existuje £ € N takové, ze Vi > k je a;, = 0,
pak hovorime o koneéném desetinném rozvoji, jinak o
nekonec¢ném desetinném rozvoji.

V pripadé, kdy se v nekonecném desetinném rozvoji ¢islice
nebo skupiny cislic neustédle opakuji, pak hovorime o peri-
odickém desetinném rozvoji, v opacném pripadé o nepe-
riodickém desetinném rozvoji.

Piiklad 3.1: Cislo % = 0,75 mé kone¢ny desetinny rozvoj.

Cislo 1,11--- = 1,1 mé (nekonecény) periodicky desetinny
rozvoj a predstavuje napriklad dobu ¢, po kterou skace mic,
jehoz prvni skok trva 1 sekundu a kazdy dalsi skok je de-
setkrat kratsi.

Zaroven 9t =10t —t=111—-11=10, tedy t = %.

Definice 3.3: Rikdme, Ze kazdy desetinny rozvoj reprezen-
tuje realné cislo. Konecény nebo periodicky desetinny rozvoj
reprezentuje racionani ¢islo. Neperiodicky rozvoj reprezen-
tuje iraciondalni ¢islo.

Cvicend 3.1: Dokazte, ze zlomek g, kde p e Z, q € Z,
g # 0 lze zapsat jako konecny nebo periodicky desetinny
rozvoj.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Dedekind.html
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[Naznaéime déleni p:q= +ag,a1asas3 ..., pak existuje
nejvyse ¢ ruznych zbytku déleni zi,zs,...,2x, k < ¢ takovych, ze
(10-z) : ¢ = a; + ziy1, @ = 1,2,... k. Pokud existuje i takové,
ze zbytek déleni z; = 0, pak dostaneme konecny desetinny rozvoj,
v opacném piipadé se po nejvyse g krocich zacnou zbytky z; i ¢isla a;

pravidelné opakovat. |

Priklad 3.2: Cislo v/2 je iraciondlni. M4 neperiodicky

desetinny rozvoj.

Pro dikaz sporem pfedpokladdme, ze v/2 € Q, neboli
V2 = g, p,qg € N a p,q jsou nesoudélnd ¢isla, potom
2¢> = p* = 2p* = 2p = Jk € N:p = 2k = 2¢° =
4k* = 2|q. Odtud vyplyva, ze p,q jsou sudd &isla, coz je

spor s predpokladem jejich nesoudélnosti.

Cuiceni 3.2: Dokazte \/a € Q, kde a je prvocislo.
[ Ditkaz je podobny jako pro v/2.]

Definice 3.4: (Uspotradani na R.)
Na mnoziné celych ¢isel Z definujeme usporadani < (¢teme: je

mensi nez) nasledovné: - < -2<-1<0<1<2<---.

Podobné definujeme usporadani < pro ¢isla s konecnym de-
setinnym rozvojem (napt. —3,1 < —0,5; 3,157 < 3,16 ap.).

Pro n € N a nekonecné desetinné ¢islo a = +ag, ajasas. ..

definujeme n—mistnou dolni a, = Zag,aias...a,

a n—mistnou horni @, = +ag,a1as...a, + (0,1)" de-
setinnou aproximaci ¢isla a .

Pro a,b € R definujeme

a<b&sdneN: @, <b,.

Jestlize a £ b, pak pisSeme a > b.

Rovnost cisel a,b € R je ddana vztahem

a=bsa>bAb>a.

Priklad 3.3

K éfslu 7= 3,1415926... je m =3,1 a 73 = 3,142.

Skutecnost, ze
prepona cCtverce o
strané jedna se neda
vyjadrit jako podil
dvou prirozenych
c¢isel, byla objevena v
Pythagorejské skole.
Pythagoras ze Samu
(5697-4757 pt.n.l.).

31 05
| |

3210123


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Pythagoras.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Pythagoras.html

Moznéd vés rovnost

0,9 =1 pickvapila.
Zkusime proto
nasledujici vypocet
13=1¢%
0,33...-3=1<
09=1.
V' roce 1878 pub-
likoval Georg Cantor
clanek, ve  kterém
vyslovil hypotézu
kontinua, neboli

tvrzeni, ze vSechny
nekonecné  mnoziny
maji bud mohutnost
mnoziny prirozenych
¢isel nebo mohutnost
intervalu.

V roce 1963 americky
matematik Paul Co-
hen (1934- )

* e ‘
dokazal, ze hypotéza
kontinua je nerozhod-
nutelna. To znamena,
ze se neda dokazat,
ani vyvratit.
0,10111011...
0,01101001...

0,00011011...
0,11100101...

0,00111011...
0,10101001...
0,00111011...
0,11110101...

b=0,0011...

18
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Cviceni 3.3:

a) Dokazte 7 <2 a 09=1.
[f4:3,1416<3,1428:§4; 09,=1=1,,

b) Dokazte a <b<b—a>0.
la<bsedneN:q, <b,=b—a>b,—a, >0.]

n € N.]

3.1 Mohutnost mnozin

Definice 3.5: Rekneme, ze mnoziny X,Y maji stejnou
mohutnost, jestlize existuje vzajemné jednoznacné zo-
brazeni F': X — Y . Piseme m(X) =m(Y) nebo X ~Y.

Definice 3.6 :
dn € Ntak, ze X ~ {1,2,...,n}. Rikdme, ze X mé n prvki.
Mnozina X se nazyva spocetna, jestlize X ~ N.

Mnozina X se nazyva nespocetna, jestlize neni konec¢na ani
spocetna.

Mnozina X se nazyva konecna, jestlize

Priklad 3.4 :

Oznaéime Ny = {n € N : n je sudé}, pak f(n) = 2n je
bijekce N — Ny a N ~ Nj.
Zobrazeni f(n)= (—1)”% je bijekce N—7Z a

N~Z.
i+j—2
Necht (i,7) € N x N, pak f(i,7) =i+ > k je bijekce

k=1
NxN—-=NaNxN~N.

Cvicent 3.4: Dokazte, ze Q je spo¢etnd mnozina.
[ Ukazte, ze Q ~ 7Z x N.]|

Priklad 3.5: Mnozina realnych cisel je nespocetna.

Pro jednoduchost uvazujeme pouze podmnozinu M C R
tvaru M = {0,a1a0a3... : a, € {0,1}}. Predpoklddame,
ze existuje bijekce f: N — M. Nyni vytvoiime ¢islo b =
0,b1b9bs ... , kde b; =1 —a;, pak b€ M, aleb ¢ H(f),
tedy f neni bijekce a mnozina M je nespocetna.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cohen.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cohen.html
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Cuviceni 3.5: Cantorovo diskontinuum.
oo 2v i oLl 21 2 7 8
.. .. . 3k_9 gk_1 9 9 3 3 9 9
Uvazujeme mnozinu C = (0, 1)\ J U ( TRl ).

n=1 k=1
(Z intervalu (0, 1) vyjmeme prostfedni tfetinu, ze zbylych
dvou ttetin vyjmeme opét prostiedni tfetiny atd.).
Sectéte délku intervalu vyjmutych z intervalu (0, 1) a dokazte,
ze Cantorovo diskontinuum C je nespocetnd mnozina.
[a) S22 =1, D) Pokud dslo

3n

n=1
a € C zapiseme ve tvaru a = 3 + % + 53 +- - -, pak a; € {0,2} a podle

predchoziho piikladu (3.5) je C mnozina nespocetna. |

3.2 Suprémum a infimum

Definice 3.7: Rekneme, ze mnozina A je
shora omezena, jestlize dK eRVre A: x < K, |
zdola omezena, jestlize dLeRVre A: L <z, L A K
omezena, jestlize je zaroven shora a zdola omezen4,

neomezena, jestlize neni omezena.

Priklad 3.6: Mnozina prirozenych ¢isel N je zdola omezena
a neomezena.

Definice3.8: Necht{ () # A C R. Cislo supA € R
nazyvame suprémem mnoziny A, jestlize plati:

1.Vre A:x <supA, (horni zavora), A ,
[
2. Ve >0 d2’ € A: supA —e < 2/, (nejmensi horni \ sup A-e sup A
zavora).

Cislo inf A € R nazyvédme infimem mnoziny A, jestlize
plati:

1.V e A:inf A <z, (dolni zavora),

2.Ve >0 da’ € A: infA+¢e > 2/, (nejvétsi dolni
zavora).

Je-lisup A € A, pak se nazyvd maximem mnoziny A a znaci
semax A . Je-liinf A € A, pak se nazyva minimem mnoziny
A a znaci se min A.
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Priklad 3.7:
Pro A=(2,5)je inf A=minA =2 a supA=>5.

ProA:{1,%,%1,%,...}jeian:O asupA=maxA=1.

Pro neomezené mnoziny napi. A = (—oo,1) dodefinujeme
infA=—-oco, pro A={1,2,3,...} je supA=oc.

Véta3.1: (o existenci supréma)
Necht ) # A C R, A je shora omezend. Pak existuje sup A.

Diikaz: Protoze mnozina A je shora omezena a neprazdnd,
tak existuje ag € Z, které splnuje néasledujici dve vlastnosti:
WVreA:x<ay+1, u)Iad'eA: 2 >aq.
Déle, existuje a; € {0,1,2,...,9} tak, ze
i) Ve € A: x < ap,a; + 0,1, i) 2" € A: 2" > ap,a;.
Podobné existuje as € {0,1,2,...,9} tak, ze
i) Ve € A: x < ag,araz + (0,1)%,  4) 2" € A: 2 >
ap,a1ay a tak dale.
O cisle a = ag,a1asa3 ... lze dokazat, ze splnuje podminky
supréma mnoziny A.
Cuiceni 3.6: Dokoncete dukaz predchozi véty.
[ Dukaz povedeme sporem.
1) Nejdiive dokazeme, ze ¢islo a = ag,ajasas... je horni zavora
mnoziny A. Pro spor predpokldadame, ze 3xzg € AN xg >a=3dneN
N g > To, > Uy = Gg,a10z + -+ + a, + (0,1)", coz je spor s prvni

vlastnosti ¢isla a. Tedy ¢islo a spliuje prvni vlastnost supréma.

2) Nyni dokédzeme, ze a je nejmensi horni zavora. Opét pro spor predpokladame,

ze de >0tak, zeVre Aplatizr <a—e=r<a=dneN: T, <
a, = ap,a1as + - -+ + a,, coz je spor s druhou vlastnosti ¢isla a. Tedy

a spliuje i druhou vlastnost supréma. |

Definice 3.9: Zobrazen{ f: R - Rj = {z € R : 2 > 0}
dané predpisem f(x) = max{x,—z} nazveme absolutni
hodnotou.

Absolutni hodnotu ¢isla z znaéime |z|.

>
Cuviceni 3.7: Dokazte: |z| = { _i i 28

[z > 0= max{z,—z} =2z, ¢ <0=max{zr,—z}=—x.]
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Véta3.2: (vlastnosti absolutni hodnoty)
Necht a,b € R, pak

) lal 20, Jo-bol=lal- 1. |2]= b0,
bl ||
Va? = lal ,
ii) |a+ 0| < la| + |b] trojihelnikova nerovnost,

iii) ||la] — [b|| < |a — b ¢islo |a — b| nazyvame

vzdalenost bodt a,b.

Cuicent 3.8

a) Dokazte trojuhelnikovou nerovnost.
[ Ziejms £z < |z], pak pro o +y > 0 je [z +y| =z +y < [z] + |y]
aproz+y<0jelr+y|l=—-2—y<|z[+]yl.]

b) Dokazte, ze mnozina A je omezena pravé tehdy, kdyz
de>0Vaee A: |z] <c.

[Ztejme |z| < ¢ & —c < x < ¢ = mnozina A

je omezend zdola i shora. Obracené mnozina A je omezena zdola
= L <z, shora = x < K. Tedy |z| < ¢ = max{|L|, |K|}.]

Definice 3.10:

Mnozinu U(zg) = {z € R: |z — x¢| < e} nazveme okolim
bodu z. Mnozinu P(xy) = U(zy)\{zo} nazveme prsten-
covym okolim bodu z.

Cuicend 3.9: Dokazte: (b—e,b+¢) = {x e R: |[x—b| < e},
[[t—bl<ee —cec<z—-b<esb—ec<z<bte.]

Definice 3.11:

Bod a € A C R se nazyva vnitfnim bodem mnoziny A,
jestlize U (a) takové, ze U(a) C A.

Mnozina vSech vnitinich bodi mnoziny A se nazyva vnitiek
mnoziny A a znaci se intA.

Mnozina A se nazyvéa oteviena, jestlize A = intA.

Bod b € R se nazyva hrani¢nim bodem mnoziny A,
jestlize YU(b): UMD) N A # 0 AUb) N(R\A) # 0.
Mnozina v8ech hrani¢nich bodu mnoziny A se nazyva hran-
ice mnoziny A a znaci se 0A .

Mnozina A = AU 0A se nazyva uzavér mnoziny A .

Mnozina A se nazyva uzaviena, jestlize A = A.

T~

~—
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Definice 3.12:

Bod ¢ € R se nazyvda hromadnym bodem mnoziny A,
jestlize v kazdém jeho okoli lezi nekoneéné mnoho bodu
mnoziny A, v opacném piipadé se nazyva izolovanym bo-
dem mnoziny A.

Mnozina, jejiz vsechny body jsou izolované, se nazyva
diskrétni.

Priklad 5.8:

1.

2.

Necht A = (0,1), pak A je oteviend mnozina, dA =
{0,1}, A = (0,1), kazdy bod uzavéru A je hromadnym
bodem mnoziny A.

Necht A = {1,3,%,1...}, pak 94 = AU {0}, A nenf
uzaviena ani oteviena, jedinym hromadnym bodem
mnoziny A je bod 0 a A je diskrétni mnozina.

Cviceni 3.10:

a)

Dokazte: Mnozina A C R je oteviena < mnozina R\ A
je uzavtena.

[ A je oteviend < Va € A3U(a): Ula) C A =
o ¢ 0A=O(R\A) = O(R\A) C R\A= R\A=R\4 ]
Overte, zda plati: Mnoziny A,,n € N jsou oteviené,

(0.9] o
pak |J A, je oteviend mnozina, () A, je oteviend

7@:1 n=1
mnozina.
[ae U A, =
n=1
dneNAa€ A, = FU(a): Ula) CA, C U A, = U A, je

n=1 n=1

o0
oteviend mnozina. Naopak [ A, nemusi byt oteviend mnozina,
n=1

napt. pro 4, = (=%,1) je N A, = {0}. Jednobodova mnozina
n=1

n’n

{0} je uzaviena. |
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4 Posloupnosti

Definice4.1: Zobrazeni f: N — R se nazyva posloup-
nost realnych ¢isel. Misto f piseme {a,}°°, zkracené {a,}
a Cislo a, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti {a,}.

Priklad 4.1: (specidlni typy posloupnosti)

1) Aritmeticka posloupnost je definovana predpisem
a, = a1+ (n—1)-d, a;,d € R, ¢islo d se nazyva diference.

2) Geometricka posloupnost je definovéna predpisem

an =aj - q" Y, ay,q € R, ¢islo ¢ se nazyva kvocient.

Vlozime do banky
pocatecni vklad
ai. Pii rocnim
uroku w mame na
uctu na konci roku
zustatek a9 =a,+ua;
=a;(1+u). Po dvou
letech je zustatek az =
as(14+u) = a1 (1+u)?
Po n—letech spofeni
je nas zustatek roven
ny1 = ar(1 + w)™.

3) Fibonacciova posloupnost je definovana predpisem Spofeni  je  tedy

Gpio = Gpi1 + a, s pocatecnimi hodnotami ay = 1, ay =
1. V tomto pripadé, kdy nasledujici prvek posloupnosti je
definovan pomoci nékolika predchozich prvku, fikame, ze
posloupnost je definovdana rekurentné .

Definice 4.2: (vlastnosti posloupnosti)
Posloupnost {a,} se nazyva

shora omezena, jestlize IK € RvVn e N: a, < K,
zdola omezena, jestlize 3K € RVn e N: a, > K,
omezena, jestlize je omezend shora i zdola,
neklesajici, jestlize Vn € N: a,, < a1,
nerostouci, jestlize Vn € N: a, > a,1,
monoténni, jestlize je neklesajici nebo nerostouci,
rostouci, jestlize Vn € N: a,, < a,11,

klesajici, jestlize Vn € N: a,, > a1,

oste monotonni, jestlize je rostouci nebo klesajici.

Pozndmka 4.1: (ekvivalentni definice omezenosti)
Z cviceni (3.8b)) vyplyvé, ze posloupnost {a,} je omezena
praveé tehdy, kdyz 3K e RVn € N: |a,| < K.

Priklad 4.2

1. Harmonicka posloupnost definovana predpisem

a, = - je omezend a klesajici.
n

2. Geometrickd posloupnost {¢"} je omezend pro
—1 < ¢ < 1, rostouci a neomezend pro ¢ > 1, neomezena
pro g < —1.

popsano geomet-
rickou  posloupnosti
an, S kvocientem
g=1+u.

Leonardo Pisano Fi-

bonacei (1170-1250)

popsal nasledovné
problém
rozmnozovani kraliku.
Do dostateéné velké
klece umistime jeden
par mésic starych
kraliku. Ptame se,
kolik  paru  kraliku
bude v kleci na konci
jednoho roku, kdyz
kazdy par ma kazdy
meésic opét jeden par
potomku a  kralici
maji prvni potomky
ve dvou meésicich?


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Fibonacci.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Fibonacci.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/ Mathematicians/Fibonacci.html
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4.1 Limita posloupnosti

Pojmy konvergentni a Definice4.3: Rekneme, Ze posloupnost {a,} je konver-
divergentni jako prvni , . .

. S gentni, jestlize
pouzil v souvislosti

se sCitdnim Tad cisel daeRVe>03dnpe NVRneN:n>ny=|a, —a| <ce.
James Gregory (1638-
(- = ~
1675). Rikdme, Ze a je limita posloupnosti {a,} a piSeme
lim a, = a.
n—0o0

Jestlize posloupnost {a,} neni konvergentni, pak fikdme, ze
je divergentni. Specialné, jestlize

VKeRIAnyeNVneN:n>ny=a,>K (a,<K),

pak fekneme, Ze posloupnost {a,} diverguje k +00 (—o0).

Priklad 4.3

y1 1. Pro harmonickou posloupnost plati lim % =0.
11 o {l} n—00
" K danému ¢ > 0 hleddme ny takové, aby pro n > nyg
. . platilo \% — 0| < e. Volime tedy ny > %, potom pro
! ! ! ! - . . > > l { l
IR n>mng > < plati - <e.

2. Geometricka posloupnost {¢"} je konvergentni k 0 pro
—1 < q <1, je konvergentni k 1 pro ¢ = 1, diverguje
k 4+00 pro g > 1 a diverguje pro ¢ < —1.

Piiklady
Vétad.1: (jednoznacnost limity)
Kazda konvergentni posloupnost m& pravé jednu limitu.
(Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.)
Diikaz: Budeme pro spor predpokladat, ze posloupnost {a,}
yt m4 alespon dvé limity a # b. Necht a < b, pak volime ¢ > 0
b | {an} tak, ze a +¢e < b—¢e. Z definice limity dostaneme
. dng e NVn e N:n>ny=|a,—a| <e < a—e <a, <ate
b—e : a zaroven
ate . dny e NVneN:n>ny = |a,—b| <e < b—c < a, < bte.
. ) Tedy pro n > max{ng,n1} je a, < a+e<b—e<ay,, coz
- je spor.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Gregory.html
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Gvahy oprené o

Cvicent 4.1: Zaménte kvantifikatory v definici limity a pokuste veliciny "velké

se najit posloupnosti, které splnuji tyto nové vlastnosti.
[Napt. vlastnost Va € RVe >03ngVn e N:n>ng=la, —a| <e¢
nespnuje zadnad posloupnost, protoze podle véty (4.1) kazdd posloup-
nost ma nejvyse jednu limitu, zde by se vSak méla blizit ke vSem
redlnym c¢islum (Va € R).

Vlastnost Va € R Ve > 0 dng dn € N:n > ng = |a, —a| < ¢
spliiuje posloupnost, kterd obsahuje vsechna raciondlni ¢isla, protoze
ke kazdému realnému ¢islu a najdeme racionalni ¢islo a,,, které je libo-
volné blizko (|a, — a| < ¢). Rikdme, Ze mnozina raciondlnich cisel je
hustd podmnozina realnych cisel.

Vlastnost 3a € RVe > 03dnyg In € N: n > ng = |a, — a|] < € spliuje
kazda posloupnost. Staci volit a = as,ng = 1.

Vlastnost 3a € R3e >0VngVn e N: n>ng=|a, — a| < ¢ spliuje
kazda omezena posloupnost, protoze Vn € Nn > ng je a —e < a, <

a — ¢ a koneénd mnozina {ai, as, ..., a,,} je také omezend. |

Uzkou souvislost mezi pojmy limita posloupnosti a uzaviena
mnozina popisuji nasledujici dvé véty.

Véta4.2: Necht I C R je uzaviend mnozina a konver-
gentni posloupnost {a,} C I, pak lim a, =a € I.
n—o0

Dukaz: Vétu dokazeme sporem. Predpokladame, ze
I{a,} C I, lima,=ayNag & 1.
n—0o0
Tedy ap € {R\ I}. Protoze mnozina I je uzaviend, je
jeji doplnék {R\ I} podle cviceni (3.10) mnozina oteviena.
Odtud vyplyvé, ze existuje okoli U(ag) C {R\I}. Zaroven
z konvergence lim a, = ag plyne, ze dnyg € N Vn > ny:
n—0o0

a, € U(ag) C {R\ 1}, coz je spor s predpokladem {a,} C I.
Odtud plyne ay € I.

Priklad 4.4: Pro otevieny interval tvrzeni véty (4.2) ne-
plati.

Posloupnost {+} C (0,2), ale lim + =0 ¢ (0,2).

n—oo

Véta4.3: Necht I,, n € N jsou uzaviené intervaly a
I DI, D I3 D -+ (tzv. systém do sebe vlozenych uzavienych

o0
intervalu), potom () I, # 0.
n=1

nebo malé jak je
libo” muzeme najit
jiz v tfindcti knihach
Zdkladu reckého
matematika Eukleida
(3257-2657 pi.n.L.).

Pomoci  tzv. ex-
haustivni metody
(ta je zalozena na
nekoneéném  déleni)
dokazal napiiklad
odvodit tvrzeni,
ze objem kuzele je
tfetina objemu valce,
ktery ma  stejnou
podstavu a vysku.

Ul(ap) I

e
o {an}


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Euclid.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Euclid.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/ Mathematicians/Euclid.html

ayGz ag b3 by by

Priklad:

Pro I, = <—%,%> je
N I,=0.

n=1

RN W Ot
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Dukaz: Oznac¢ime [I; = (a;,b;),i € N, potom a; <
as < ... < by < by. Tedy posloupnost {a,} je nekle-
sajici, posloupnost {b,} je nerostouci a obé posloupnosti
jsou omezené. Oznacime a = sup{a,} a dokdzeme, ze
7}1_}11&10 a, = a. Z definice supréma vyplyva, ze

i) VneN:a, <a, i) Ve>03a, € {a,}:a—c<a,,.
Odtud vyplyvd Vn > npra—e¢ < ap, < a, <a<a+ce,
neboli lim a, = a. Podobné plati lim b, = inf{b,} = b.
n—oo n—oo

(Dokézali jsme, Ze omezend a monoténni posloupnost méa
limitu.)

oo
Nyni dokdzeme a < b, tedy () I, = {(a,b).

n=1
Pro spor predpokladame a > b a volime ¢ takové, ze a—e >

b+ ¢. 7Z vlastnosti supréma a infima dostaneme

Ja,, € {an}:a—¢e < ap,, by, € {by}: b, <b+e apro
n > max{ng,n1} je b, < b, <b+e<a—e<ay < a,,
coz je spor s predpokladem a,, < b, .

Definice4.4: Necht {a,} je posloupnost a {k,} C N
je rostouci posloupnost prirozenych cisel, potom posloup-
nost {aj, } nazveme vybranou posloupnosti z posloup-
nosti {a,}.

Priklad 4.5

Uvazujeme posloupnost {1, 2, 3,4, ...}, pak vybranou posloup-

nosti je napriklad posloupnost {2,4,6,...}.

Z posloupnosti {(—1)"}, je vybranou posloupnosti napiiklad
posloupnost {(—1)%"}.

Nasledujici véta popisuje vztah omezené a konvergentni posloup-
nosti.

Véta4.4:

i) Kazda konvergetni posloupnost je omezen.
ii) Monoténni a omezena posloupnost je konvergentni.

iii) (Bolzano-Weierstrass) Z kazdé omezené posloupnosti lze
vybrat alespon jednu konvergentni posloupnost.
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Dukaz:

i)

ii)

iii)

Pr

Jestlize posloupnost {a,} je konvergentni, potom
da € RVe > 03dngVn > ng: la, —al <e =>a—¢e<
ap < a+e=|a,| <lal+e¢.

Polozime-li K = max{|a1], |azl,...,|an,]|,|a| + ¢}, pak
plati Vn e N: —K <a, < K. Tedy {a,} je omezend
posloupnost.

Tento bod jsme dokazali v prvni ¢asti dukazu véty (4.3).

Jestlize {a,} je omezend posloupnost, potom
Jai1, 0 € R, Vn € N: a3 < a, < p;. Rozdélime
interval I; = («a1,01) na dvé poloviny a oznac¢ime
I, = (ay,P2) tu polovinu, kterd obsahuje nekonecéné
mnoho prvku posloupnosti {a,} a opét ji rozdélime
na poloviny atd. Dostaneme systém do sebe vlozenych
uzavienych intervala Iy D I, D ---, pro ktery plati

I (g, Br) N klim 1B — oul 0. Z véty (4.3)
—00

o0

vyplyvd, ze Ja € R: () Iy = a. Z kazdého intervalu
k=1

I, vybereme jeden ¢len posloupnosti {a,} a oznacime

jej {an,}, potom plati lim a,, =a.
n—oo

iklad 4.6: Definice cisla e.

Budeme vysettovat posloupnost a,,

=(1+)"

Dokazeme, ze uvedena posloupnost je neklesajici:

n+1 n+1
Ang1 (1+%+1) _ (%ﬁll _ ( (n+2)n )n—&-ln_ﬂ
an (1+%) (nTH) o (n+1)(n+1) n
= (1 — (njl)Q )n+1n+1 > (Podle Bernoulliovy nerovnosti, piiklad (1.7))

(1

Po

—(F Dmm)i = e = 1

dobné dokazte, ze posloupnost b, = (1 + %)HH je neros-

touci.

Yy
a—+¢€ s
a .
a—¢€ *

ii)

Yy
K e
012345672
i)
Yy
B = by -
(6] R e *
(05} . *
+—t—t—t—t—t—t—t—t+ TZ'
Na 1dc¢tu uroceném
urokem U S
pocatecnim vkla-
dem a; mame po
k  letech zustatek
a1 = ar(1 + )"
Pokud budeme mit
ucet S meésiénim
drocenim, pak
nas zustatek bude

appr = ar(1 4 %)%
Podobné pri dennim
aroceni dostaneme
Ap+1 = a1(1 + %)3651?.
V roce 1683 Jacob
Bernoulli zkoumal
tento problém
slozeného troceni a

hledal limitu vyrazu

(1+ L Cislo e se
proto také nazyva
bankovni nebo


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Bernoulli_Jacob.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Bernoulli_Jacob.html
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1 n+1 n+2
[ (1+1) L S (n+1 n+1> _
n n
brn+1 (1+n+1) n+1 (n+2)n n+1

n+2
(1 + (n+2) ) 1 2 (1 +(n+ 2>n(n+2)) =1

Zaroven Vn € Nplati: 2=a1 <a, <b, <b =4.

Posloupnost {a,} je tedy i omezend a podle véty (4.4) ma
limitu. Piseme

lim (1+%)n:e.

n—oo

Cislo e se nazyva Eulerova konstanta.
Cuvicent 4.2:

a) Dokazte, ze lim (1 —2)" =¢™!.

n—oo
(=2 =(=4)" = (=)™ = (1+5) 7" V0 + )7 —
e l.]
b) Dokazte, ze lim (14 %)" =¢", u>0.

n—oo
[(1+%)"—(n:u-m:>m—>oo):(1+i)(“m)—>e“.]

Priklad /.7: Vypocet druhé odmocniny ¢isla a > 0.
Definujeme rekurentni posloupnost predpisem
anp1 = (35 +an)/2, a1 >0.

Ziejmé Vn € N je a, > 0. Porovhdme a,. s a a,;1 a
Z&roven porovname d, 1 a \/a.

Unp1 > Any2 (7) a1 > Va
apy1 = (G:H + an+1> /2 (a% + an> /2 > Va
2(an1)? > a+ (ani1)? a+ (a,)* > 2a,va
(ans1)® > a a—2a,va+ (a,)* > 0

ans1 > Va (Va—a,)* > 0

Vidime, ze posloupnost {a,} je nerostouci a zdola omezena,

tedy existuje b = lim a, . Prejdeme k limité v rovnosti
n—oo

an+1 = (5 +a,)/2  a dostaneme b = (7 +0)/2, odtud
20 =a+1V* a b=/a.
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Cvicent 4.3:

a)

Upy1 > Gppe (7) any1 > 3 (7)
anr1 > 6+ angt 1) a;=5 > 3
(@py1)? —apir —6 > 0 2) Necht a, > 3, pak
(ans1 —3)(@np1 +2) > 0 a1 =vV6+a, > V6+3=3

Najdéte lim a,, jestlize
n—o0

ap =95 a ayr1 =64+ a,.
[Ztejmé Vn € N je a, > 0.
Porovname a,2 a a,11 a matematickou indukci dokazeme, ze

VneN je a, > 3.

Ani1 > 3
Vidime, ze posloupnost {a,} je zdola omezena a klesajici, tedy ex-
istuje b = nlg& a, . Piejdeme k limité v rovnosti a,,1 = /6 + a,
a dostaneme b = /6 + b, odtud b = 3.]

Pravdépodobnost preziti bunék.

Predpokladame, ze k rozdéleni bunky na dvé dochézi s
pravdépodobnosti p > 0. Oznac¢ime p,, pravdépodobnost,
ze existuje n generaci potomku prvni bunky, tedy p; =
p. Potom pro pravdépodobnost existence n+1 generaci
potomku plati p,1 = p(1 — (1 — p,)(1 — p,)). Najdéte

limitu lim p,.
n—oo

[pn+2 > Pntl < p(l - (1 _pn-i-l)(l _pn-l-l)) > p(l - (1 _pn)(l -
pn)) & (1= pos1)(1 = pog1) > (1= pa)(1 = pu) € Pui1 > pp =
Posloupnost p, je monoténni a ziejmé 0 < p, < 1. Tedy exis-
tuje b = nli_}r{)lopn, kterd spliuje b = p(1 — (1 — b)(1 — b)), odtud
b=2-1.]

Definice 4.5 :
Rekneme, ze posloupnost {a,} je fundamentalni (cauchy-
ovska), jestlize

Ve>0dnoVm,neN:m>ng,n>nyg=|a, —a,| <ce¢.

(Fundamentalni posloupnost)

Vétad.5:
podminka konvergence)
Posloupnost redlnych ¢isel {a,} je konvergentni préavé tehdy,
kdyz je fundamentalni.

(Bolzanova-Cauchyova; nutnd a postacujici

Posloupnost (1 + )"
je fundamentalni v
prostoru racionalnich
Cisel, neni zde vsSak
konvergentni, je kon-
vergentni v prostoru
redlnych cisel.



Louis Augustin
Cauchy (1789-1857)

vypracoval  zaklady
aritmetizace analyzy,
zpresnil pojmy limita,
spojitost ap.
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Dukaz:
”=- Pro konvergentni posloupnost {a,} plati

JdJaeRVer >03dnyVneN:n>n; = a, —a| <e.
Tedy Vm € N,m > ny je |ay — an| = |am —a+ a —
an| < lam —al + |la —a,| < 269 = €. Tedy {a,} je
fundamentalni.

7« Jestlize {a,} je fundamentalni, pak polozime
K = max{|a1],|azs|, ..., |an,|, |ang+1| + €}. Ziejmé
Vn € N: |a,| < K. Tedy posloupnost {a,} je omezena
a podle véty (4.4) lze z ni vybrat konvergentni posloup-
nost {a,,}. Necht nh_{glo an, = a, potom Vey > 0

dng € NVnp € N: np > ng = l|a,, —al <ey a pro
g, > ng = |a,, — ay| < e ({a,} je fundamentdlni).
Odtud pro ng,n > max{ng,ne} dostaneme |a, — a| =
|\, — an,, + an, — al < la, — ap,| + |an, —al < e+ ey.
Tedy a, — a.

Véta4.6: (algebra limit)
Necht lim a, =a a lim b, = b, pak plati:

n—oo n—oo
i) lim (a, +0b,) =a+0,
n—oo

ii) lim (a, —b,) =a—>b,
n—o0

iii) lim (a,-b,) =a-b,
n—oo

iv) lim & =% b, £0,b#0.

Dukaz: Dokazeme bod iv), ostatni dikazy jsou podobné.
Budeme predpokladat, ze b > 0 (pro b < 0 je dukaz
obdobny). Potom z predpokladu lim b, = b vyplyvé, ze

n—oo
dng € NVn > ng: b, > b/2 > 0.
Chceme dokazat, ze lim 3 —3 =0.
e b—ab b—ab+-ab—ab
/ a la, a| _ |azb—ab,| _ |a,b—ab+ab—ab, | __
Upravime proto rozdil [3* —§| = [*55 | ™ | =

bbbl < 2 (|q,, — ] ] + Ja] b — ba]).
Odtud a z konvergence a, — a, b, — b vyplyva konver-

gence |3 — ¢ — 0.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cauchy.html
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Priklad 4.8:
o =nea=2) _ g nf(1-1)(2-2)  a-0)e-0) _ 2
TS R ST (v R

Véta4.7:
{b.}, {cn} plati dng e NVn e N:n>ng=a, <b, <c,
a lim a, = lim ¢, = a,

n—oo

(Véta o sevieni) Necht pro posloupnosti {a,},

lim b, = a.
n—oo

potom 1

n—oo

Dukaz: 7 ptredpokladu lim a, = lim ¢, = a vyplyva, ze
Ve>0

dng e NVneNin>ny=la,—al<e=a—-¢e¢<a, a
dnp e NVneN:in>n = ¢, —al<e=c¢, <a+e.
Odtud dostaneme pro n > max{ng,n1}: a—¢e < a, <b, <
¢, < a+e neboli lim b, =a.

n—oo n—oo

n—oo

Priklad 4.9: Pomoci véty o sevieni ukazeme, ze plati:

1.

2.

lim & =0
n—oo ’
nebot 0 < 2 =Ll2=—m ~1_,q
n n.n. e ./”I/ n
lim % =0 pro a>1.
n—oo '
Volime ng € N tak, ze ng > a, potom pro
a __ a-a eaa a0 q
n>ny 0<G =570 S e 0
. k
lim 22 =0 pro a>1, ke€N.
n—o0
Polozime a =1+ h, h > 0 a pouzijeme
binomickou vétu, pak pro n > k
nt ok n*
0 <@ = R e (V) [ Las e
n* 1 (k+1)!
; : == — — 0.
n('b—l()k'+“1')‘!(fb—’f) B+l n (1_%) e (1_§)hk+1
lim login:O pro a>1, ke N.
n—o0
Substituci log,n = m dostaneme loi—;n =
% = rw - Lvrzeni tedy vyplyvd z
predchoziho prikladu.
lim /n=1.
n—0o0

V prikladu 3 jsme ukazali, ze pro kazdé
h >0 je lim W = 0. Odtud vyplyva

n—oo

dng e NVn € N: n>ng=n< (1+h)"
=>1<n<l+h=Yn—1.

Jestlize plati

a, — oo, b, — o0
a nh_}ralo 3x = 0, pak
fikame ze posloupnost
b, roste v nekoneénu
mnohem rychleji nez
posloupnost a, a
piseme a, << b, u
00.

Tedy

Inn << n << e <<
n!l << n™.
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Cuvicent 4.4 : Dokazte, ze posloupnost /n je omezend
a pro n > 2 plati a, > a,.1.

[ Ziejmeé 1 < {/n. Omezenost
shora, napt. {/n < 2, muzeme dokdzat pomoci matematické indukce
(n<2"=>n+1<2"+1<2" 427 =2,

Druhd vlastnost plyne z nerovnosti (}) = "("71)”',(;7(]“71)) < nF a bi-

nomické véty. (Pron > 2 plati: (n+1)" = Y (H)n"* =3 (I)n"*+
k=0 k=0

(n?+1) < (n—1)-nkF.-pk 4 pn =pntt = n+1< :’Vﬁ)]

Cuvicent 4.5: Dokazte, ze pro a >0 je lim {/a=1.
- n—o0
[Pro a > 1 vyuzijeme nerovnosti 1 < /a < /n, proa < 1

nerovnosti 1 < {L/g < {/n.]

Nyni predpoklddame, ze posloupnost {a,,} je omezend a budeme
zkoumat jeji chovani v .oo. Pro n € N polozime

Oy = inf{a’Th An+15 An42;5 - - } a 571 - Sup{a’Th An+1, An4-2;5 - - } :

Napriklad pro posloupnost a, = % dostaneme

1 1 1 1 1
ap=—-lap=—35,a3=—3,... Bi=35,0=350=71....

7, definic posloupnosti «,, 8, vyplyva «, < a, < 3, , posloup-
nost {a,} je neklesaji a posloupnost {3,} je nerostouci. Z
omezenosti posloupnosti {a,} zaroven plyne i omezenost posloup-
nosti {a,,} a {B,}. Tedy podle véty (4.4) maji obé posloupnosti
limity a ma smysl nasledujici definice.

Definice 4.6 : Necht posloupnost {a,} je omezend, pak ex-

istuje limita lim o, = liminfa,, kterou nazyvame dolni
n—oo n—o0
limita (limes inferior) poslounosti {a,}. Zaroven existuje

limita lim g, = limsup a, , kterou nazyvame horni limita
ey n—»00

(limes superior) poslounosti {a,} .

Pro zkraceni zapisu se pouziva znaceni liminfa, = lima, a
n—oo

limsupa, = lima,, .
n—0o0

Priklad 4.10: Uvazujeme posloupnost {(—1)"}, potom
lim (-1)" = -1 a lim(-1)" = 1.
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Vétad.8: Omezena posloupnost {a,} je konvergentni
pravé tehdy, kdyz liminfa, = limsup a, = (lim a,).

n—o0 n—o00 n—oo
Diikaz:

?= Necht {a,} je konvergentni, potom
da € RVe>0dny e NVn e Nin > ng = |a,—a| < ¢.
Zaroven «, = inf{a,,a,.1,...}.

Chceme dokazat, ze liminf a,, = a, neboli
n—oo

Ver >0dn e NVneN:n>n; = |a, —al] <ey.

Z definice infima vyplyvd, ze k 5 existuje k > n
takové, ze a, < ap < o, +F = oy, —ap| < F.
Polozime ¢ = 5, pak pro k > n > ng plati:

o, —a| = oy, —ap + ap — a| < |ay, — ag| + |a — ax| <
S+ =a=>a, —a.

Podobné dokazeme (£, — a, kde B, =

sup{an, apat, - -}

"< Nyni liminfa, = lim o, = lim £, = limsup a, = a.
n—oo n—oo n—oo n—o00

Déle vime, ze «, < a, < (3, .7 véty o sevieni (4.7) pak

vyplyva, ze lim a, =a.
n—oo

Priklady na posloup-

nosti lze nalézt na

internetové adrese

http://trial. kma.zcu.cz/
Tdb/main.php?T0=2&
T1=0&T2=0&T3=0&

TOb=2&C=./4/


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/

Problém scitani
nekonecné mnoha
kladnych  ¢isel se
objevil napiiklad v
Zénonové paradoxu o
Achilovi a zelve.
Achiles  zavodi se
zelvou a d& ji naskok.
Po 1 hodiné, kdy
je zelva v bodé Py
vybéhne z bodu F.
Dobéhne do bodu
Py, ale mezitim zelva
dojde do bodu P,
Achiles bézi do P,, ale
zelva do P35 a tak déle.
Tedy Achiles zelvu
nikdy nedobéhne.
Uvédomime-li si
vsak, 7ze mna pohyb
mezi body F, a P
potiebuje Achiles
napiiklad  desetkrat
méné casu nez zelva,
pak lze ukéazat, ze
k dobéhnuti zelvy
Achiles potiebuje
dobu
t=014+001+---=
0,1= % hodiny.
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5 Rady
Definice 5.1: Symbol
Zan:a1+a2+a3—|—...
n=1

se nazyva (nekonecnd) fada odpovidajici posloupnosti
{a,}. Cisla a, , n € N se nazyvaji ¢éleny fady. Soucet

S, =a1+as+ ...+ a,

0
se nazyva castecny soucet fady > a, .
1

n=
Jestlize posloupnost {s,} konverguje k ¢islu s € R, pak

¢
iikame, ze fada ) a, je konvergentni a méa soucet s.

n=1
o (0]
Piseme > a, = s. Rozdil s—s,, = > aj nazyvame zbytek
n=1 k=n-+1

rady prislusny c¢lenu a,, .

Jestlize posloupnost {s,} diverguje, pak tikdme, ze tada
o0
a, je divergentni.

n=1

0
Priklad 5.1: Geometricka fada > a;-q™'.
n=1
1—q"
1—q

Céstecny soucet geometrické fady je s, = a; (viz cviceni
(1.4a)).
Pro |q| <1 je soucet rady 1“qu (fada konverguje) .
Pro |q| > 1 je geometricka rada divergentni.
Pozndmka 5.1: Protoze soucty konvergentnich rad jsou defi-
novany pomoci limit ¢astecnych souctu, plati pro né stejna

pravidla jako pro limity posloupnosti ve vété (4.6).
Priklad 5.2

> (Bt 4+ (=8) ") = X Byhs + 4 (-8) " =
3l 4. 5 _G_1=5.

1-1 144
Aby soucet nekonec¢né mnoha ¢isel byl konecny, tak na ”konci
scitani” musi byt velmi mala ¢isla. Spravnost této ivahy dokazuje

nasledujici véta.
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Vétab.1: (nutnd podminka konvergence tady)

Jestlize fada > a, je konvergentni, pak lim a, =0.
n=1 n—oo

Dukaz: Pripomenme si, ze konvergentni posloupnost {s,}
je podle véty (4.5) zéroven fundamentédlni. Neboli Ve > 0
dng e NVm,neN:m >mng,n>nyg=|s,— s, <e¢.
Konkrétné pro m = n 4+ 1 dostaneme |a,1| < € a odtud
a, — 0.

Priklad 5.3: (harmonicka fada)

Podminka lim a, = 0 vSak neni postacujici pro konvergenci

} n—00 Harmonicka rada
rady. diverguje k oo velice
=, o * o , pomalu.  Secteme-li
Naptiklad harmonicka fada > - splnuje nutnou podminku prvnf milion &lend
lim L =0 ale ieif ot di n=1 K dostaneme soucet
n:rgo ~ =0, ale jeJi soucet diverguje k +00. asi 1435,  soucet
o . T prvniho bilionu ¢lenu

Plati totiz ZH—1+ +G+)+GE+gtratg) > je piiblizné 28.

n:

1+54+G+)+GE+Hs+s+)+ - >21+5+5+5+--

5.1 Kritéria konvergence

Déle budeme uvazovat fady s kladnymi ¢leny (a,, > 0).

Vétab5.2: Rada Z a, s kladnymi cleny je konvergentni
=1
pravé tehdy, kdyz j Jejl posloupnost ¢astecnych souctu {s,} je

omezena.

Dukaz: Plati s,11 — s, = apy1 > 0 = {s,} je rostouci.

Zaroven podle ptedpoladu je posloupnost {s,} omezena,
o0

tedy podle véty (4.4) ds € R: lim s, = s a fada > a,
n—o0 n=1

je konvergentni.
o0
Priklad 5.4: Rozhodnéte o konvergenci tady > ﬁ
- n=1

Pro éésteény soucet této fady platl’ Sp = %L + % + e 4+

_11

(©.¢)
Posloupnost {s,} je tedy omezend a rada 21 7 Jje podle
n=

predchozi véty konvergentni.



Rikame, ze konverguje-
li majoranta, pak kon-
verguje 1 minoranta
a obracené, diverguje-
li  minoranta, pak
diverguje i majoranta.
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Vétab5.3: (srovnavaci kritérium)
Necht dny € NVn € N,n > ny: 0 < b, < a,, potom
jestlize
(0.} o0
i) > a, konverguje, pak > b, konverguje,
n=1 n=1

ii) > b, diverguje, pak > a, diverguje.
n=1

n=1

. 00 00 . 00
Rada > a, se nazyvd majoranta tady )  b,. Rada >_ b,

n=1 n=1 n=1
00

se nazyva minoranta fady Y a, .

n=1

o0
Dukaz: i) Oznaéime s,(a) Castecné soucty rady > a,,
n=ng+1
sp(b) ¢astecné soucty fady > b, .Z predpokladu b, < a,

n=nop+1
00

plyne s,(b) < su(a) < > a, = a € R. Posloupnost s, (b)

n=1

je tedy omezend a podle predchozi véty (5.2) i konvergentni.

o0 no o0
Z rovnosti Y b, = > b,+ > b, vyplyva i konvergence

n=1 n=1 n=ngp+1
0
fady > by, .
n=1
Bod ii) véty je ekvivalentni bodu i), jedna se o obménu im-
plikace.

2
2n—1

2 ’ 1
In—1 platl > n

Priklad 5.5:  Pro cleny fady >

n=1 -

a vime, ze harmonickd fada (minoranta) > % diverguje,
n=1

o0
tedy i (majoranta) rada ) % diverguje.
n=

Disledkem véty (5.3) je nasledujici véta.

Vétab5.4: (limitni srovndvaci kritérium)
Necht VneN:a,>0,b,>0 a Jc€R, ¢c>0 takové,

. . Qp
ze lim — = ¢, potom
n—oo by,

i) > a, konverguje < > b, konverguje.

(0.9] o0
ii) > a, diverguje < > b, diverguje.
n=1 n=1
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Diikaz: 7 predpokladu lim 3 = c vyplyvd, Zze Ve > 0dng
n—oo ’n

Vn:n>ng= | —c<es(c—e)b, <a, <(c+e)b,.
Zvolime € tak, aby ¢ — e > 0. Pak podle véty (5.3) plyne z

konvergence tady > b, konvergence fady > a, a naopak.
n=1 n=1
Priklad 5.6: Rozhodnéte o kovergenci fady m :
n=1
2

Tedy Ay = m .

Volime b,, = zi

2
Pak plat{ lim 22" = lim % =2 > 0. Protoze ge-

n—oco 21 n—oo 1+-5n

o0
1, 1 . 1 .
ometrickd fada ) 5 s kvocientem ¢ = 5 < 1 konverguje,
n=1
2

tak konverguje podle véty (5.4) i rada > T
n=1

Pozndmka 5.2: Zatim umime rozhodnout o konvergenci
o0

fady Y a, pouze pomoci jejtho srovnani s geometrickou
n=1
(0.9]
fadou >  ¢" s
n=1 a
vyplyvaji priblizné rovnosti = = ¢ nebo a,, = ¢" a odtud
nasledujici kritéria.

q < 1. Z podobného chovani obou fad

Véta5.5: (Obecné d’Alembertovo (podilové), obecné
Cauchyovo (odmocninové) kritérium)
Necht > a, je fada s kladnymi cleny. Jestlize 3g < 1 a

n=1
dng € N takové, ze Vn € N, n > ng plati

i) ag—:l < g < 1 nebo /a, < q < 1, pak rada 1an
n=
konverguje,

(0.8}
ii) “= > 1 nebo y/a, > 1, pak fada ) a, diverguje.
" n=1

Dukaz: i) 7 predpokladu % < qg < 1pron >

ng plyne angrs < Qangri,c o Gngpk < ¢V langi1, k€

N. Z predpokladu ¢ < 1 plyne konvergence geometrické
o0 o0

fady > ¢" lan,.1 a odtud i konvergence minoranty > a, .
k=1 n=1
Podobné /a, < ¢ = a, < ¢" a pro q < 1 konverguje majo-

o0 o0
ranta Y ¢" , tedy konverguje i fada > a, .

n=1 n=1

O 7chovani posloup-

nosti”’v nekonecnu
rozhoduje jeji "ne-
jrychleji rostouci

slozka”. Pro velké n
je (—1)" zanedbatelé
vzhledem k 2", proto
W porovnavame
1
2n

Francouzsky = mate-
matik a fyzik
Jean Le Rond
d’Alembert (1717-
1783) se v matematice

predevsim vénoval
parcialnim difer-
encialnim  rovnicim,

napiiklad nalezl (za
jistych podminek)
obecné TteSeni pro
rovnici chvéni struny.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/D'Alembert.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/D'Alembert.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/D'Alembert.html

Pokud tada obsahuje
n! je vhodné pouzit
podilové  kritérium,
pro tadu obsahujici
n-tou  mocninu je
vhodné odmocninové
kritérium, ftady s
"polynomy” nelze
pomoci téchto kritérii
vySetrovat.
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ii) V opacéném piipadé, pokud a1k > ap,+1 > 0 nebo
(0.¢]
a, > 1, pak fada > a, zfejmé nespliuje nutnou podminku

n=1
konvergence (a, — 0) a diverguje.

Dusledkem obecnych kritérii jsou opét kritéria limitni.

Vétab5.6: (limitni d’Alembertovo, Cauchyovo kritérium)

(0]
Necht Y a, je fada s kladnymi ¢leny. Jestlize

n=1

i) lim 2 < 1 nebo lim {/a, < 1, pak dand rada kon-

n—oo .n n—o0
verguje,
ii) lim “= > 1 nebo lim {/a, > 1, pak dand rada diver-
n—oo 9In n—00
guje,
iii) lim 2 = 1 a zdroven lim {/a, = 1, pak neumime

n—oo 9n n—00

podle téchto kritérii rozhodnout o kovergenci rady.

oo

Priklad 5.7: 1) Rozhodnéte o konvergenci fady ntl

n!
n=1

Pouzijeme limitni podilové kritérium

n+2 9
lim = lim &2 = lim 2=, =0< 1.
n—oo 9n n—oo n—soo (M+1)?

an+1

o0
Odtud vyplyva, ze fada 21 ”T*,l konverguje.
n=

2ntly"

[ee]
2) Rozhodnéte o konvergenci fady > % (3n,2
n=1

Nyni pouzijeme odmocninové kritérium

lim a, = ¢ §(
n—00 n

2n+1)” — lim B2+l 2 1

3n—2 Wn3n—2 3

n—oo

o0
Tedy fada . 2 (22t1)" konverguje.
n=1

o0
3) Rozhodnéte o konvergenci fady > .
n=1

Pomoci limitniho odmocninové kritéria lim -
n—oo V1N

limitniho podilového kritéria lim
n—oo

nelze rozhodnout o chovani této rady.

1
2
n+12 n
(1) _ =1
n2
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SI'—‘

o0
Cuvicent 5.1: Uvazujeme harmonickou fadu Z

1

Pak plati =t = =% = o < 1, tedy podle obecného
podilového kritéria dand fada konverguje. Dtive jsme vsak

dokazali, Ze harmonicka rada diverguje. Kde je chyba?

an+1

[ Predpoklad podilového kritéria < ¢ < 1 neni splnén! |

Priklad 5.8: (Vztah podilového a odmocninového kritéria)

o0

Rozhodnéte o konvergenci tady > m pomoci podilového
n=

i odmocninového kritéria.

Podilové kritérium:

a1 (3+(=1D™)" % <1 n je liché,

an — BHEDTOET T

2n+1 > 1 n je sudé.
Odmocninové kritérium:

Va, = Wl—l)") < 1 pro vSechna n € N.

Zavér: Pomoci podilového kritéria nelze rozhodnout, ale

podle odmocninového kritéria uvedend rada konverguje. Rikame,

ze odmocninové kritérium je ”obecnéjsi (silngjsi)” nez podilové
kritérium.

Cvicent 5.2: Dokazte nésledujici tvrzent:

o

Jestlize fada Y a, konverguje podle podilového kritéria,
n=1

pak konverguje i podle odmocninového kritéria

[vn > MNg: aZ-H < q = Qpy+2 < q - Qny+1 = Ang+k < q *Qng+1 (77, =

no + k) = / n, S n\/ n—no—l. \n/a'n0+1 = \n/an S q \/ —no—1 'ang—i-l S
Gg<1 (/g™ 1 a1 —1).]

Na nasledujicim piikladu si ukazeme, ze se daji secist i rady,
které nejsou geometrické.

Priklad 5.9: Najdéte soucet rady Z

n+1
1 _ 1 1
Pouzijeme rovnost 2 D) — n  ny1 & PTO castecny soucet
Ato T — 1141 1 1_ 1
této rady dostaneme s, =1—35+35 -5+ -+ — 5.

oo

Odtud lim s, =1a > ——=1.

n(n+1
n—00 =1 ( )
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Pozndmka 5.3: 1) Rozlozeni zlomku na soucet vice zlomku
se nazyva rozklad na parcialni zlomky.

V predchozim ptikladé hledame konstanty A, B takové, aby
1 A B An+1)+Bn

n(n+1):E+n+1: nn+1)

Citatel prvniho a posledniho zlomku se musi rovnat, tedy

1=An+1)+Bn=(A+B)n+ A

= A=1NA+B=0=B=-1.

Odtnd iy =1+ L

platilo

2) Uvedeny rozklad algebraicky upravime do tvaru

= (0= Do — i

n(n+1 n—1)n ) n > 1. Polozime k=n—1

1
n+1
k= kGt1) -

Obecné piseme 0 < agpy; = kap — (k4 Dag.1, k € N.

Vidime, ze posloupnost {kax} je klesajici a zdola omezen,
tedy podle véty (4.4) konvergentni, necht kay — a.

Zaroven plati s, = Y kay — (k+ 1)ag41 = a1 — 2as + 2a9 —
k=1

3ag+ -+ +na, — (n+ Dayyr — a1 — a. Odtud vyplyva,

o0
ze konverguje i (minoranta) fada Y a, a zaroven pro jeji
n=1

o0
soucet plati > a, < a; —a.

n=1
Tento postup lze zopakovat i v pripadé, kdy existuje 6 > 0
takové, ze 0 < dany1 < na, — (N4 Day. -

o

Rada > a, pak konverguje, protoze ma konvergentni majo-
n=1

0

rantu 3 Y na, — (n+1)a,1 . Tato dvaha vede k nésledujict
n=1

vete.

Véta5.7: (Raabeovo kritérium)
Necht a, >0 a I6>03Ing e NVRe N, n > ng:

o
i) n(-*=—1)>1+0, potom fada ) a, konverguje,

Gn41
nt n=1

0
ii) n(-%~ —1) <1, potom fada > a, diverguje.

anJrl
n=1
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Dikaz:
i) Upravime predpoklad n(a“—’jrl —1) > 146 do tvaru
n(an — ans1) > ane1(146) = dany < na, — (04 1)apg

Konvergence rady i a, tedy plyne z predchozi poznamky.
n=1

ii) Opét upravime predpoklad n (aiﬁ -1 <1=

n(an — any1) < appr = na, < (N+1) apg .

Indukci dostaneme (ng + 1) apg11 < (g 4+ 2) apgo < -+ <

(n+1)ap = apy > n%l (no + 1) Gpg+1

a z divergence harmonické rady (zde minoranty) plyne i di-

(0.9]
vergence fady > a, .
n=1

Raabeovo kritérium maé také svou limitni podobu.

Véta5.8: (limitni Raabeovo kritérium)
Necht a, >0 a

o0

i) 7}13(()10 n(;2 —1)>1, potom fada 21 a, konverguje,
n=
o

ii) 7}1_{1;10 n(#i1 —1) <1, potom fada 21 a, diverguje.

Dulezitym dusledkem Raabeova kritéria je nasledujici véta.

Vétab.9:
Rada > n% konverguje pro a > 1, diverguje pro a < 1.

n=1

Dukaz:

i) K dukazu pouzijeme limitni Raabeovo kritérium.

hmn( % —1):limn(w—1):

n—00 [CrsyE n—00 ne
[e%
. ]_+l 1 . aln(1+%)_ In ]."‘l
hm%:hme 1 (1”):04.
N—00 n n—r00 ln(l—i—%) n
—_———
N —1
o~ 1
Podle véty (5.9) rada Zl ~ konverguje pro o > 1 a diverguje
n=

pro a < 1. Pro a = 1 dostaneme harmonickou radu, o které
jiz vime, ze diverguje.
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5.2 Absolutné konvergentni a alternujici rady

Definice 5.2: Necht aq,as,... je posloupnost kladnych

¢isel. Rada > (—=1)""ta, = a1 — as + a3 — a4 + . .. se nazyva
n=1
alternujici rada.

Véta5.10: (Leibnizovo kritérium)

Jestlize pro alternujici fadu > (—1)""a,, plati
n=1

i) lim a, =0 (nutnd podminka konvergence) a
n—oo

ii) I3ngVn € N: n>ng= a, > a,y1 (nerostouci od ny),

o0
pak alternujici fada > (—1)""1a, konverguje.
n=1

Dukaz: Bez tjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze

v predpokladu ii) je ng = 1 (o konvergenci ¢i divergenci
fady nerozhoduje konecny pocet clent). Oznaéime s, n—ty
—as castecny soucet rady, potom plati
P 0 < (a1 —ag) + (a3 — ag) + -+ + (agn—1 — a2,) = S2, <
0" So S s8¢ S3 S1=a4 Sopt+Qopt1 = Sopt1 = a1—(a2—a3)— T _(a2n+1_a2n) <a.
~_ Odtud vyplyva, ze posloupnosti So,, S9,.1 jsou omezené.

e Dale posloupnost s, je rostouci, posloupnost ss, 1 je kle-

sajici, tedy podle véty (4.4) obé posloupnosti jsou kon-

vergentni. 7Z rovnosti s9, + as,11 = So,r1 a predpokladu
lim a, = 0 vyplyva, ze existuje s € R takové, ze lim s, = s
n—00 n—0o0

(5 4= Sop + A2n41 = Sont1 — S).

Cuvicent 5.3: Dokazte, ze pro alternujici fadu plati odhad
|s—sn| < @y . (Jsme tedy schopni odhadnout chybu, které
se dopustime, kdyz soucet s alternujici fady nahradime
¢astetnym souctem s, .)

[Z predchoziho dukazu
je ziejmé, Ze So, < 5 < Sopi1 =[S — Son| < [Soni1 — Son| = agnia-

Podobné sgp0 <5 < Sopt1 = |5 — Sanga| < |Sont2 — Sont1] = Gonga -]

Priklad 5.10: Podle Leibnizova kritéria (5.10) ftada

> (=1)"*' 1 konverguje. Pierovndnim jejich ¢lent, viak
n=1

mizeme dostat jiny soucet (dokonce libovolny).
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i) Pro soucet s nasi rady plati

s=1-(A-h-(l-l_ . <i_ L

ii) Pferovname uvedenou fadu do tvaru
§=(1+3-D+G+3i-D+.. + (st —n)+- -

a ukazeme, ze soucet zlomku v zavorkach je vzdy kladny.

, 1 1 1Y\ _ (4n—1)2n+(4n—3)2n—(4n—3)(4n—1) __
Plati (55+59-3) = (4n—3)(4n—1)2n =

83n—3
(4n—3)(4n—1)2n > 0.

5 1_1y_5
Tedy 8> (1+35—35)=¢>s.
Nyni zavedeme tady, u kterych se prerovnanim ¢lenu soucet
nezmeéni.

Definice 5.3: Rekneme, ze fada > a, konverguje abso-
n=1

o
lutné, jestlize konverguje rada Y |a,|.

n=1
Priklad 5.11: Rada Y (—1)"*'1 konverguje, avsak abso-
n=1

lutné diverguje (harmo_nické rada).

Vztah absolutni konvergence a (neabsolutni) konvergence fady
popisuje nasledujici véta.

o
Vétab5.11: Jestlize tada Y a, konverguje absolutné, pak

) n=1
konverguje.
Diukaz: Oznacime s, = a1 +as+---+a,, S, = |ai1|+ |az| + Pifklady na fady lze
L 0 .. nalézt na internetové
-+ 4+ |a,|. Protoze fada > |a,| konverguje, je posloupnost adrese
n=1 .
. 1o . http://trial. kma.zcu.cz/
dle véty (4.5) fundamentdalni. Z nerovnosti |s,.4, — !
{Sn} podle vety ( 5) v | ntp Tdb/main.php?T0=2&
Sn| = |anp1+aniate - Fanip| < lanpa|+laniol+- - +lan,| < T1=0&T2=0&T3=0&
|Sh+p — Sn| plyne, ze i posloupnost {s,} je fundamentélni, TOb=2&C=./4/

o0
tedy konvergentni a fada ) a, konverguje.
n=1

Priklad 5.12: Rozhodneme o chovani fady > (—1)"F! snn

nZ+1-°
n=1
Z mnerovnosti |%| < 1, konvergence majoranty - a
o0
, , . s n+1 sinn
srovnavaciho kritéria (5.3) vyplyva, zefada ) (—1)""" g% =1

n=1

konverguje absolutné, tedy konverguje (neabsolutné).


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
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Funkce

Definice 6.1: Zobrazeni f z mnoziny R do R se nazyva
realna funkce realné proménné.

Mnozina vSech bodu [z, f(x)] v kartézském soufadném
systému se nazyva graf funkce f.

s(t)y=v-t+ so

S0

Tabulka hodnot

Priklad 6.1: Popiseme vzdalenost, kterou ujede auto po-
hybujici se konstantni rychlosti v. Oznacime sy vzdalenost,
kterou auto ujelo do pocatku méteni a s(t) vzdédlenost uje-
tou v case t. Funkce s:t — s(t), potom spliiuje rovnost
s(t) =v-t+ so.

Poznamka 6.1: Pokud je funkce zadana pomoci matemat-
ické formule, napt. f(x) = -5, pak definicnim oborem D( f)
funkce f je mnozina vSech redlnych cisel, pro ktera ma dana
formule smysl, v nasem piikladé D(f) = R\{2}.

Funkce muze byt také zadana grafem nebo tabulkou hodnot.

Pojem funkce poprvé
zavedl némecky
matematik Gottfried
Wilhelm Leibniz
(1646-1716) v praci z
roku 1673.

Definice 6.2: Funkce g: D(g) — R se nazyva restrikce
funkce f: D(f) — R, jestlize D(g) C D(f) a Yx € D(g):

g(x) = f(z).
Funkce f, g se rovnaji, jestlize D(g) = D(f) a Vx € D(g):
g(x) = f(z).
(algebraické operace s funkcemi) Necht D(g) = D(f), po-
tom pomoci nasledujicich predpisu definujeme

soucet funkci f+g:x — f(x)+ g(z),

rozdil funkci f—g: 2 — f(x)—g(x),

soucin funkci f-g: 2 — f(z)-g(x),

podil funkci g: T — %, g(z) #0,

nasobek funkce af:z — af(z), a €R.

Cwicent 6.1: Rozhodnéte o rovnosti funkei f(z) = 2Inx
a g(z)=1Inz?. [ Funkce
f mé definiéni obor D(f) = (0, 00), kdezto funkce g = Inx? = 2In|z|
mé definiéni obor D(g) = R\ {0} . Funkce f se tedy nerovné funkei g,

je pouze jeji restrikei na intervalu (0, 00). |


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html
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Definice 6.3 : Rekneme, ze funkce f je Piiklady
licha, jestlize Vx € D(f): f(—x) = —f(z), y=ux,y=cotgx
sud3, jestlize Vz € D(f): f(—x) = f(x), y =12,y =cosx
periodickd, jestlize 3T > 0VzeD(f): f(z+T)=f(z)= y=sinz, y=tgx

f(x—T), nejmensi takové T se nazyva zdkladni perioda,
shora omezena na mnoziné I, jestlize

dJKeRVzel: f(x) <K, y=—2% na R
zdola omezena na mnozineé I, jestlize
dLeRVzel: f(z) > L, y =2 na (1,00)
omezena na mnoziné I, jestlize je shora i zdola omezen4, Yy = T2—1+1 na R
neklesajici na mnoziné I, jestlize
Vay, oo € 1: 11 <29 = fx1) < f(22), y=2mna R
nerostouci na mnoziné I, jestlize
Vay,xe € 1: 1y <9 = f(x1) > f(29), y =1 na (0,0)

monotoénni na mnoziné I, jestlize
je neklesajici nebo nerostouci na mnozineé I,
rostouci na mnoziné I, jestlize

Vay,xg € 1: 21 <9 = fx1) < f(29), y=Inx na (0,00)
klesajici na mnoziné I, jestlize
Vay, oo € 1: xy <9 = fx1) > f(22), y=e % na R

ostife monoténni na mnoziné I, jestlize
je rostouci nebo klesajici na mnoziné I,

konvexni na mnoziné I, jestlize V¢ € (0,1) Vi, 29 € I:
ftxy + (1 —t)as) < tf(x)+ (1 —1)f(22), )
konvexni

ostie konvexni na I, jestlize Vt e (0,1) Vay # a9 € I:
fltzy + (1 =t)w) <tf(z) + (1 —1)f(22),

konkdvni na mnoziné I, jestlize V¢ € (0,1) Vi, 20 € I: .

Y4

[tz + (1= t)z2) 2 tf(21) + (1 — ) f(z2), !
ostie konkavni na I, jestlize Vt € (0,1) Va1 # 29 € I: Y

ftzr + (1 — b)) > tf(z1) + (1 — t) f(x2) . ostie konkavni
Pozndamka 6.2
Graf liché funkce je symetricky podle pocatku. x

Graf sudé funkce je symetricky podle osy .

Funkce je ostie konvexni, jestlize jeji graf lezi pod libovolnou
secnou grafu (secka spojujici dva body grafu).

Funkce je ostfe konkavni, jestlize jeji graf lezi nad libovolnou
secnou grafu.



coshx

sinh x

Pruhyb lana mezi
dvéma stozdry (tzv.
fetézovka) lze popsat
pomoci funkce cosh x.

sinz licha

cosz suda

I

/ N

sinx - cosx licha

AN

N

Pojmy konvexni a
konkavni kiivka se
poprvé objevily v
roce 1571 v praci ”A
Geometricall Practise
named Pantometria”,
jejiz  autorem byl
anglicky  matematik
Thomas Digges
(1546-1595).
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Priklad 6.2:

Matematicka analyza 1

Hyperbolické funkce

: ef—e ™ )
1. Funkce sinhx = je licha a rostouci na R.
e +e X | , 5 ,
2. Funkce coshx = je suda a ostfe konvexni
na R.
Cuiceni 6.2: Dokazte, ze platf: cosh’z — sinh*z = 1,
cosh? z + sinh? x = cosh 22, 2sinh x cosh z = sinh 2z .
[cosh® z — sinh® o = S42ke 0 _ eio2be ™
cosh? z — sinh? g = €H2Ee ™ | Hote B Hae B ook 9y ]
Cuvicent 6.3: Dokazte:

a) Soucin lichych funkci je funkce suda.
b) Soucin liché a sudé funkce je funkce licha.

¢) Soucin a soucet T-periodickych funkei je opét funkce
T-periodicka.
[a) f(—x)g(—x) = —f(2)(=g(x)) = f(x)g(x); b) f(—x)g(—x) =
—f(x)g(x);¢) fle+T)+glx+T)= f(x)+ g(x), v piipadé soucinu
se muze zakladni perioda zmensit: 2sinz cosx = sin2z, pak 7' = 7. |

Cuicent 6.4: Ovéite, zda existuje funkce f: R — R:

a) sudd a zaroven prosta; b) sudd a monoténni; c¢) suda
a lichd; d) periodickd a monoténni; e) periodickd a ostie
monoténni; f) ostie konvexni a ostfe monoténni?
[a)ne;b)y=c,ceR;c)y=0;d)y=c, ceR;e)ne;f)y=e"]

Priklad 6.3:
Tvrzeni plyne z néasledujicich nerovnosti

(try + (1 — t)x9)? < t(x1)? + (1 — t)(29)* &

202 +2t(1 — )wywy + (1 —1)223 < t(x1)? + (1 — t)(12)? &
20(1 — t)zyze < t(x1)*(1 —t) + (1 — t)(z0)* (1 — (1 — 1)) &
20119 < (21)% + (22)2 & 0 < (21 — 29)? (21 # 29).

Cuvicent 6.5: Pro t € (0,1), x1,79 € R nakreslete graf
funkce y(txy + (1 —t)ag) =tf(x1) + (1 — 1) f(x2).

[ Grafem je tsecka spojujici

Funkce y = 22 je ostie konvexni na R .

body [z1, f(x1)] a [xe, f(x2)]. Polozime 7 = tz; + (1 — t)zy, potom
o(r) = 222 (F(00)~ @) + () = Lty oilomatfomen |

Tr1—x2 Tr1—x2



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Digges.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Digges.html
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Definice6.4: (Inverzni funkce)
Jestlize k zobrazeni f z R do R existuje inverzni zobrazeni
71, pak se nazyvd inverzni funkce k funkci f (a naopak).

Priklad 6.4 : Prtipopisu rovhomérného pohybu auta v prikladu
(6.1) jsme dostali funkci s(t) = v-t+ sg. Pokud chceme zjis-
tit ¢as t; potfebny k ujeti vzdalenosti s, pak dostaneme
tp = 2220 Inverzni funkce s7! k funkci s mé tedy tvar

t(s) = =2,

v

Pozndamka 6.3
a) Podle véty (2.1) inverzni funkce existuje pravé tehdy,
kdyz puvodni funkce je prostd. K funkci f:y = a2
s definicnim oborem D(f) = R inverzni funkce neex-

istuje! Omezime-li se vSak na interval (0,00), neboli
provedeme restrikci funkce f, pak k danému y na-
jdeme z pfedpisem x = ,/y. Pro zakresleni do stejného
kartézského systému zaménime proménné z <> y a in-
verzn{ funkce ma pak tvar f1:y = /7.

b) Pro definicni obor D(f) a obor hodnot inverzni funkce
H(f~") plati D(f) = H(f™!) anaopak H(f) = D(f™).

c¢) Graf inverzni funkce f~1 je symetricky s grafem ptivodn{
funkce f podle piimky y = x (osy prvniho a tfetiho
kvadrantu).

Cuiceni 6.6:  Dokazte: Jestlize funkce f je klesajici na
intervalu I, pak funkce f je na I prosta a inverzni funkce
=1 je také klesajici.

[Oznacime y; = f(z1), y2 = f(x2). Potom
T < Ty = Y1 < Yo = Y1 # Yo = funkce f je prosta. Tedy existuje
f~ha f () = 21, [N (y2) = x2. Necht y1 < y, pokud by z; > o,
pak y1 > yo (f je klesajici), to je spor s predpokladem y; < ys. Tedy
FU ) = o1 < 35 = f4 () & f je Klesajic. ]

Cviceni 6.7: K funkci y = 2? — 2x — 3 najdéte inverzni
funkci na mnoziné, na které je funkce y klesajici.
ly=a2?—22—3 = (z—1)*—4 = funkce y je klesajici pro = € (—oo, 1)
a inverzn{ funkce ma tvar y = 1 — /z + 4 pro z € (—4,00). ]

Funkce priradi
promeénné x
proménnou y, in-
verzni funkce provede
opacnou operaci,
proménné y priradi
proménnou .




Némecky matematik
Heinrich Eduard
Heine (1821-1881).

je znam svymi
pracemi v matemat-
ické analyze. Mimo
jiné definoval pojem
stejnomérné spojitosti
funkce.
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6.1 Limity funkci

Definice 6.5: (Heineova definice limity)
Necht f: D — R a zg je hromadny bod mnoziny D. Jestlize

pak tikame, ze funkce f ma v bodé xy limitu a a piSeme

Jestlize x, > xy, pak a se nazyva limita zprava funkce f
v bodé zy a piseme a = lim f(z) = f(zo+).
Jestlize x,, < xg, pak a se nazyva limita zleva funkce f
v bodé zy a pisSeme a = lim f(x)= f(zo—).

T—To—

daeRV{x,} C D, z, #x, x, > x0= flxy) = 0,

lim f(z) =a.

T—To

T—To+

Poznamka 6.4 : V uvedené definici lze uvazovat i z,, — £o00.

Pokud f(x,) — oo, pak tikdme, ze funkce f diverguje
k +o00.

Cvicen? 6.8: Dokazte tvrzeni
lim f(z) =a & lim f(z)=a A lim f(z)=a.
T—Tg r—xo+ T—x0—

[Implikace ”="je zfejm4. Pii dukazu obracené
implikace rozdélime posloupnost {x,} konvergujici k bodu zy na dvé
casti {z,} = {yn} U {2,}, kde y,, < x0, 2, > 2o a vyuzijeme existence

jednostrannych limit. |

Definice 6.6 : (Cauchyova definice limity)
Necht f: D — R a ¢ je hromadny bod mnoziny D. Jestlize

Jda eRVe>036>0Vx eD: 0<|z—x9|<d = |f(x)—a|<e,

pak rikame, ze funkce f ma v bodé zy limitu a.

Cuvicent 6.9: Dokazte, ze Heineova a Cauchyova definice
limity jsou ekvivalentni.

[ Nejdiive dokazeme implikaci ”"Heine = Cauchy”.
Pro spor predpokladame, ze tvrzeni z definice (6.6) neplati, tedy
VaeR3Ie>0VI>03x € D: 0< |z —xo] <OAN|f(x) —a| > €.
Volime 6 =1 a Vn e NJz,: 0 < |z, — 20| < L A|f(2) —a| > e.
Odtud vyplyva, ze x, # xo, T, — xo A f(x,) # a, coz je spor s
definici (6.5).


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Heine.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Heine.html
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Obrécené ”Cauchy = Heine”.

Dukaz povedeme ptimo. Jestlize x,, # xo, x, — xg, pak Ing tak, ze
Vn > mnyg,n € Nje0 < |z, —x9| < I az definice (6.5) vyplyva, ze

]

Ve>0 je |f(z,) —al <e, tedy f(x,) — a, coz jsme méli dokazat
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Definice 6.7: (spojitost v bodé)
jita v bodé xq.
jita zprava v bodé xq.

jita zleva v bodé xg .

Jestlize lim f(x) = f(xy), pak fikdme, ze funkce f je spo-
T—X0

Jestlize lim+f(:c) = f(=zo), pak fikame, ze funkce f je spo-
T—Xg

Jestlize lim f(x) = f(xg), pak fikdme, ze funkce f je spo-
T—To—

Poznamka 6.5 :

1. Z cviceni (6.8) plyne, ze funkce f je spojitd v bodé x

praveé tehdy, kdyz je v bodé x( spojita zprava i zleva.

2. Z definice okoli bodu U(zg) = {x € R: |z — x¢| <&}
vyplyva, ze Cauchyovska definice spojitosti funkce f
v bodé =z, je ekvivalentni nasledujici topologické

definici:

VU(f(x0)) 3Us(xo) : f(Us(zo) N D(f)) € U(f(x0))-

Véta6.1: (lokdlni chovani spojité funkce)

i) (lokdlni omezenost spojité funkce)

ii) (zachovani znaménka spojité funkce)

takové, ze Vo € Uy(xzg): sgn f(x) = sgn f(x).

Necht je funkce f spojitd v bodé zy, potom existuje
okoli U(zy) takové, ze funkce f je omezend na U(x).

Necht navic je f(zg) # 0, potom existuje okoli U (zg)

Dikaz:

i) Ze spojitosti funkce f v bodé xy vyplyvéd, ze k danému
e > 0 existuje U(xg) takové, ze Vo € U(xg): f(xg) —e <
f(x) < f(xg) + €. Funkce f je tedy omezena na U(zg) .

ii) Necht f(zg) > 0 (pro f(xg) < 0 je dukaz podobny),
potom volime e tak, aby 0 < f(zg) — e < f(x), tedy
sgn f(z) = sgn f (o) -

spojita funkce

I

/~

spojitost zprava v x

pan—

/7 To

\

spojitost zleva v xq

7

/7 To

Pro tzv. znaménkovou
funkei sgn(z) plati

1 x>0
sgn(x):{ 0 z=0

-1 z<0



odstranitelna nespojitost

17

/

Zo

nespojitost 1.druhu

P

\

7

Zo

ﬁ)o jitost 2.druhu

Zo
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Definice 6.8 : (body nespojitosti)
Necht f: D — R a P(xg) C D. Jestlize funkce f nenf spo-
jita v bodé xy, pak rikame, ze bod zy je bodem nespojitosti
funkce f. Pokud navic
1. f(zo+) = f(xo—), pak zy je bodem odstranitelné
nespojitosti.

2. f(xo+) # f(xo—), pak zy je bodem neodstranitelné
nespojitosti 1.druhu.
Cislo f(2zo+) — f(zo—) se nazyvé skok funkce f.

3. alespon jedna z limit f(zo+), f(xo—) neexistuje nebo je

nevlastni (tj. +00), pak xy je bodem neodstranitelné
nespojitosti 2.druhu.

Z Heineho definice limity a algebry limit posloupnosti (véta
(4.5)) vyplyvaji nasledujici vztahy.

Véta6.2: (algebra limit funkei)
Necht lim f(xz) =a, lim g(z) =b, a,b € R, pak plati:
T—Xg

T—To

i) lim (f(x) % g(x)) = at b,

T—X0

ii) lim (f(z)-g(z)) = a-0,

—

iif) lim J5 =2 p#£0.

T—X0

Pozndamka 6.6: Pokud v predchozi véte (6.2) je a = f(xp)
a b = g(xg), pak dostaneme ”algebru spojitych funkci”.
Neboli soucet, rozdil, souc¢in a podil (g(zg) # 0) spojitych
funkci je opét spojita funkce.

Priklad 6.5

1. Dokazte, ze lim 2242 _ 3
T—2
Necht {x,} je libovolnd posloupnost s lim z, = 2, pak
n—od
) ) 2249 lim z,- lim z,+2
podle véty (6.2) je lim == = m22_tn 2 =3
'T”_>2 Ln :wigb Ln
Obecné pro raciondlni lomenou funkci 58 (t]

podil dvou polynomu P(z), Q(z)) plati

. P(z P(z
Jim 96 = gty Qea) #0.
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2. Vypocitejte limitu lim +/x .

r—4
Necht z, — 4, potom IngVn > ny:x, > 0 a z

rovnosti z, —4 = (/T —V4)(y/Zn++/4) (tzv. ndsobeni

sdruzenym vyrazem) vyplyva /@, — V4. Tedy hn}; VI =
T—

2.

Obecné pouzijeme rovnost (z — o) = (/z — /To)-

() + () ofa + -+ (y/m)"). Odd

vyplyvéa| lim /z = ¢/xq|, pokud maji dané vyrazy smysl

T—X0

(napt. pro n = 2, xg = 0 uvazujeme pouze x — 0+).

Analogii véty o sevieni (4.7) pro posloupnosti je nésledujici véta.

Véta6.3: (véta o sevieni pro funkce)
Necht lim f(z) = a, lim g(x) = a a FU(xg)Vz € U(xo):
T—T T—T0
f(x) < h(z) < g(x), potom také lim h(z) =a.
T—X0
Priklad 6.6
1. Z obrazku vyplyvd, ze pro |z| < § plati |sinz| < |z| a . C
z véty o sevieni dostaneme hH(l) sinx = 0|. Z rovnosti tg
Tr—r
cos?x + sin’z = 1 a podminky cosz > 0 (|z| < %) fpinie
plyne |limcosx = 1|. O A
z—0
2. 7 obrazku rovnéi vyplyvd, ze |sinz| < |z| < [tgz| = -1
1 < = < ——. Z véty o sevieni dostaneme
lim S8 — 1. |IANOAB| < |vyse¢ OAB|
z—0
3. Necht z,, — 0, potom Yk € NIngVn > ng: —% < <|A0AC]
Ty < % ZAaroven ek < e¥n < ek a klim ek = 1. Odtud Tedy
—00 ]
Kva 7o Mme — 11, [sinz| |z|  |tgx|
vyplyvd, ze | lime 5 : .

Podobné e % < 14, < ef = —+<In(l+z,) <.

Odtud plyne |limInz = 0/.

rz—1

4. Necht {z,} je takovd posloupnost, ze n < z, < n + 1,
potom (1 + %H)n < (1 + xi)x” < (1 + )TH_1 Odtud Podobnou tuvahu lze
¥ udélat pro libovolnou

opét pomoci véty o sevieni dostaneme
posloupnost z,, — 00.

lim (1+1)" =e|.

T— 00




Funkce f(z) = 0 a
1 y#0

9(y) = { 0 y=0

nesplnuji predpoklady

véty o limité slozené

funkce a limg(y) = 1
y—0

# lim g(f(x)) = 0.
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Cvicent 6.10:

a) Dokazte, ze plati lim 1‘;# =1,

x—0 2
c 1—cosz __ 1:... (I—coszx)(l+cosz) _ 7. l—cos?z __
[l =2 = i =S = I ey =
. 02 . i 2 1 1
sin” x _ sinx — 1
I e = H(5%) mees = 2

b) Dokazte, ze funkce sinx, e, Inx jsou spojité.
[Necht z,, — zo, pak x, — xg — 0
a  sin(z,) — sin(zg) = 2cos I sin L2220 — () = sin(z,) —

sin(zg), e =e™ ™e™ —1-€e™, Inz,—lnzg=mn —0.]

Véta6.4: (véta o limité slozené funkce)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(g9) = H(g) a H(f) C D(g).

Déle lim f(x) = yo (i £oo), lim g(y) = a. Je-li splnéna
Yy—Yo

T—Xo
alespon jedna z nasledujicich podminek:

i) existuje P(xg) takové, ze Va € P(xg): f(x) # yo,
ii) funkce g je spojita v bodeé yo ,
potom také slozend funkce h(z) = g¢g(f(z)) mé limitu

xh—g;lo h(z)=a.

Priklad 6.7: Dokéazeme, ze plati

1| lim (1+2)" =e|.

T——00

Polozime y = —x — 1 a vyraz v limité upravime

r o —l-y+l\—l-y _ —(+y) _ Lyytl
L+ = (=5 "= =0

1+ (1+1).

Dale plati y — oo a funkce y = —x—1 (= f(z)) spliuje
predpoklad i) véty (6.4) (y # 00).

Tedy lim (142)" = lim(1+1)'(1+3)=e-1=e.

T——00 Yy—>00

1
T

2. [lim(1 + z)

z—0

= €.

Polozime y = % Pro z > 01 y — oo, prozr < 0
y — —oo. Tedy lim (1 4+ z)* = lim (1 + i)y — ¢ a

z—0+ Yy—00

1 , o
zéroven lim (1+ )7 = lim (14 1)Y = e. Z cviceni
z—0— Y——00 Y
1
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3. | lim = n(tz) _ 1.

x—0

Funkce Inx je podle cviceni (6.10) spojita v kazdém

bodé x > 0. Tedy

lim 20 — Jim In(1 4+ ) =Ine=1.
x—0 x x—0

4. el — 1.
=0 T

Pouzijeme substituci y =e®* —1 a predchozi priklad.

=lim—2—=1.
x—0 T y—0 In(1+y)

Cuiceni 6.11: Dokazte, ze plati

) lim sinhz sinhz __ 1.
z—0
lim sinhz sinhz __ — lim ef—e % _ lim ef—1+l—e% __ lim e—1 e -1 _
[ —0 z—0 2% z—0 2z =0 22 + —2z
1
§+§—1J
:n l—coshz 1
b) limy =77 = 3.
1— cosh:n T (1—coshz)(14coshz) _ 1. l—cosh?z __
[glcg% x? o }/,1_{% z2(1+cosh ) o alclzf(l) x?(14coshz) ~—
—sinh? z 1
ili% z2(14coshz) = 73 ]
¢) lim 2" =1.
r—0+
1
lim 2* =(y = )= lim<l)y— lim - =1.
[z—>0+ <y I) Yy—00 y Y—00 Yy ]
Definice 6.9: Funkce f se nazyva omezena ve srovnani

s funkci g (nebo g- omezend) pro x — X, jestlize
dP(xg) dc € RVz € P(xg): |f(z)] < clg(x)].

Piseme a ¢teme f = O(g). Je-li f = O(g) a g = O(f), pak
rikame, ze funkce f, g jsou stejného radu v bodeé zy .
Rikéme, ze funkce f, g jsou si asymptoticky rovny v bodé
Xy, jestlize

a piseme f ~ g.
Rikame, ze funkce f je malé o funkce g, jestlize

a piseme f = o(g).

Pojmy "velké a malé
o”se pouzivaji  pfi
hodnoceni vypocetni
slozitosti programu.



Vyraz lim sup f(z)
X—X0
¢teme také jako limes

superior funkce f
v bodé o a vyraz

liminf f(z) Cteme
X—X0

jako limes inferior
funkce f v bodé zg.

.. 1
¢astecnd limita cos —
T
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Poznamka 6.7: 7 priklada (6.6), (6.7) a cviceni (6.10)
vyplyvé, ze v bodé xy = 0 plati: sinz ~ In(14+2z) ~ e —1 ~
sinh z .

Cuvicent 6.12: Dokazte:

a) x ~tgx ~ arcsina: ~ arctgx .

[lim 82 = lim S22 =1 = Jim 202 — (y = arcsing) =
z—0 T r—(0 TCOST z—0 B

lim -4 =1, hmw—(y—arctgz)—hm =1.]

y—0 Sy z—=0 7 —0 t8Y

b) Necht f = O(g) a g = 1, pak 3 P(x) takové, ze funkce
f je omezenda na P(xg) .
[f=0(9),9=1= 3 P(x0) V& € P(x0): |f(z)] < c.]

¢) Necht existuje lim el — ¢ ¢ £ 0, ¢ €R, pak

=T g(x
f=0(g) i g=0(f).
[l I =c=c—c < |0 <
[f(2)] < (c+e)lg(z)| Alg(z)] < (c—e)|f(x)].]

Definice 6.10: Cislo ¢ se nazyvé ¢asteéna limita funkce
f v bodé =z, jestlize existuje posloupnost {z,} C D(f),

x, # xo9 takova, ze xligi f(x,) = c. Nejvétsi a nejmensi
n 0

(pokud existuji) castecné limity funkce f v bodé xy se
nazyvaji horni limita a dolni limita funkce f a znaci se
limsupf(z) a liminff(x).

X—Xg X—Xo

Priklad 6.8: Méjme funkci cos % :

Pro posloupnost =z, = —21 je lim cos+ = 1, pro
nm zp—0  Tn
posloupnost 7, = 1 je  lim cos = —1 = —1 a pro

posloupnost z,, = m je ihin coS :Eltn =0.

Libovolnzi hodnota c € (—1,1) je ¢astecnou limitou funkce

COS— v bodé g =0 a hmsupcos— =1, hmmfcos— = —1.
z—0 z—0

Véta6.5: lim f(x)=L < limsup f(x)=liminf f(x)=

T—Xq =T T—X0

Cuvicent 6.13: Dokazte vétu (6.5).
["=" V{z,},xp = xo, 2, # 29 je lim f(x,) = L = také nejvétsi

Tn—TQ
a nejmensi hodnota lim f(z,) = L.
Tp—T0
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6.2

25

7«<"” Horni limita limsup f(z,) = L = Ve > 0 dng € N

ITn—TQ

Vn > ng: f(x,) < L+ e. Podobné dolni limita liminf f(z,) = L =

Tn—>T0

L—¢e< f(zy). Tedy |f(x,) — L] <e= f(z,) = L. ]

Spojité funkce na mnoziné

Definice 6.11 :

Funkce f: D — R je spojita na mnoziné
I, jestlize f je spojita v kazdém bodé x € I C D. Neboli

Véta6.6:

b zleva), potom

i) IK eRVzx € (a,b): |f(z)] < K
(je omezend na (a, b)),

) 31,20 € (0,0): f(z1)= min f(z), f(z2) = max f(z)

€lab €(a,b)

(Weierstrassova véta o nabyvani minima a maxima),

iii) Vy € (f(a), f(b)) Iz € (a,b): f(x) =y

(existence Feseni rovnice, nabyvéani vSech mezihodnot).

Necht funkce f: {a,b) — R je spojitd na
uzavieném intervalu (a, b) (v bodé a je spojitd zprava, v bodé

b

Dukaz:

i)

ii)

Dukaz povedeme sporem. Predpokladéame, ze funkce f

neni omezena, tedy Vn € N3z, € (a,b): |f(x,)| > n.

Posloupnost {x,} (C (a,b)) je omezena. Podle véty

(4.4ii1) muzeme z ni vybrat konvergentni posloupnost

Ty, — Xo. 2 vety (4.2) vyplyvé, ze xy € (a,b) a ze spo-

jitosti funkce f plyne nhgloof(x”’“) = f(xg), coz je spor
k

s predpokladem |f(x,,)| > np — c©.

Z bodu i) vyplyva, ze funkce f ma suprémum na (a,b) .
Polozime M = sup f(x) a pro spor predpokldddme,
x€(a,b)

ze Yx € (a,b) je M — f(z) > 0, tedy i funkce
g(z) = M+M je kladna. Zaroven ¢ je spojitda funkce
na (a,b). Podle bodu i) existuje M; € R takové, ze
My > 5y > 0= M~ f(2) > 30 = M — 5 > f(2)
Vo € (a,b). To je spor s predpokladem, ze M je
suprémem funkce f na (a,b).

f(0)4
Y
f(a) A

Funkce % je spojita na
intervalu (0,1), nenf
spojitd na intervalu

VeelIVe>036>0VTeD: |i—x|<d=|f(2)—f(x)|<e. (—1,1

).

nabyvani mezihodnoty

/|
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iii) Necht f(a) < y < f(b). Postupnym pulenim inter-
valu {(a,b) vytvofime intervaly (a,,b,) (b, —a, = %52)
takové, ze f(a,) <y < f(b,). (Pokud y = f(a,) nebo
y = f(b,), pak jsme bod z nasli). Z véty (4.3) vyplyva,

ze existuje bod x € (a, b) takovy, ze hm a,= lim b,=ux.
OO n—oo

Ze spojitosti funkce f a z véty o sevieni (4.7) dostaneme
flx) = flan) <y < f(bn) = f(z) = flz) =y.

Cvicent 6.14: Jestlize funkce f je konvexni nebo konkavni
a (a,b), pak je spojita na (a,b).

[V intervalu (a,b) uvazujeme body =7 < xs < x3
a posloupnost {x,}, kterd konverguje k bodu xy zprava a x, < x3.

Budeme predpokladat, ze funkece f je konvexni (pro konkavni funkce je
_ M(

r3—T1

dukaz podobny) a polozime g(x) = f(z) x — x1), potom

funkce g je opét konvexni (od konvexni funkce jsme odecetli ptimku) a

plati f(x1) = g(71) > g(w,) a f(x3) = g(w3) > g(w2).

Z konvexity funkce g vyplyvd, ze Vx,3t, — 04+ ,7, = 1—: g(z2)

tag(z1) + (1 = tn)g(zn) A g(zn) < Tag(z2) + (1 — 70)g(73) = g(22)

ta(g(z1) — g9(zn)) + g(wn) A g(zn) < g(x2) + (1 = 7)(9(23) — 9(22))

g(w2) = ta(g(x1) — g(n)) < g(n) < g(w2) + (1 — 7)(9(23) — g(72)) =
lim g(x,) = g(z2) . Podobné lze dokézat, ze funkce g je spojité zleva

Tpn—T2+

v bodé x5, tedy funkce g i f jsou spojité na (a,b) . |

JIA A

Cuvicent 6.15: Dokazte, ze spojita a prosta funkce na I je
ostfe monotonni na I .

[ Dukaz provedeme
sporem. Necht funkce f nenf ostfe monoténni na intervalu (a, b), pak
existuji body zg, 1, x2 € (a,b) takové, ze f(xg) < f(x1) > f(xq)
(nebo f(xg) > f(z1) < f(x2)), (rovnost nemuze nastat, protoze funkce
f je prostd). Zvolime € > 0 tak, aby f(zo) < f(x1)—¢e > f(x2). Protoze
funkce f je spojitd na uzavienych intervalech (xg,x;) a (z1,x9), tak
existuji podle véty 6.6 body & € (zg,z1), & € (x1,22) takové, ze
f(&) = f(x1) —e = f(&), coz je spor s predpokladem, ze funkce f je

prosté. |

Cuiceni 6.16: Ovéite, zda inverzni funkce f~! ke spojité
funkci f je opét spojita funkce ?

[ Sporem, necht

fen) =yn = vo = flzo) axn = f(yn) # [ (o) = 0. Z véty (2.1)
plyne, ze f je prosta a podle predchoziho cviceni je f ostfe monoténni.

Tedy pokud x,, 4 x, pak f(x,) 4 f(xo), coz je spor. |
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Definice 6.12: Funkce f je stejnomérné spojita na
mnoziné [ C D, jestlize plati

Ve>030>0Va, a0 €1:|x1—x9|< 6 = | f(z1)—f(22)]| < €.

Poznamka 6.8: Pokud bod x1 v predchozi definici zvolime
pevné, pak dostaneme definici spojitosti funkce f v bodé z;.
Odtud je zfejmé, ze stejnomérné spojita funkce na mnoziné

I je zaroven spojita na I. Obracena implikace vSak neplati.
Priklad 6.9:

1. Funkce f(z) = 1 je spojitd na intervalu (0,1), nenf
zde vsak stejnomeérné spojita.
Zvolime Vn € N body =z, = % Top, = % Pro je-

jich vzdélenost plati ’% — 3| = 2 (< 6). Pro rozdil

2n ) ’
funkénich hodnot vsak dostaneme |f(z1,) — f(x2,)| =
In—2n|=n(>¢).
2. Funkce f(x) = sin% je spojita na intervalu (0, 1), neni
zde vSak stejnomérné spojita.

, 1 _ 1
Zvolime Vn € N bOdy Tin — m, Loy — m .
Pro vzdalenost téchto bodu plati ‘W +12m — —£41—2n7r =
2 2
x (< §) . Prorozdil funkénich hodnot vsak dostaneme

2
— T2 4 dn2y

[f (@) = flo2n)| =1 = (=1)[ =2 (> ¢).

Véta6.7: (Cantorova)
Je-li funkce f spojita na uzavieném intervalu I, potom je na
intervalu I také stejnomérné spojita.

Cuiceni 6.17: Dokazte Cantorovu vétu (6.7)

[ Dukaz povedeme sporem.

Necht f: I — R neni stejnomérné spojita funkce, pak

de >0 Ve >0 Jay, 20 € I:]xy — x| <IN |f(21) — f(z2)] > €.
Polozime 6 = % ,n € N, potom

de>0VneN Jxy,, vo, € 1 |11, —T2,| < %/\|f(x1n)—f(:x2n)| > .
Posloupnosti {z1,},{z2,} C I jsou omezené, tedy podle véty (4.4)
existuji vybrané posloupnosti {Z1,} C {x1n}, {Z2n} C {220} a 1o € R
tak, ze T1, — xg,Ton — Tg. Zaroven [ je uzavieny interval, tedy podle
véty (4.1) je xo €1 .

1
funkce —

Lin Lon
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Podle predpokladu je funkce f spojitd funkce na intervalu I, tedy

dn Vo > ng [f(2) = f(zo)] < 5, InaVn > ng: [f(Z2n) — f(20)] < 5.
Odtud plyne | f(Z1n) = f(Z20)| < [f (1) = f(20)|+ [ (w0) = f(Z20)] <€,
coz je spor s nerovnosti | f(Z1,) — f(Z2n)] > €. ]

funkce tgix Priklad 6.10: Dokazeme, ze funkce f(x) = g Je ste-

jnomeérné spojitd na intervalu (0, %).

Nejdiive poznamename, ze funkce stejnomérné spojita na
mnoziné M, je rovnéz stejnomérné spojita i na podmnoziné

\ M, C M.
Déle lim == =1 a lim = = 0. Nyni dodefinujeme

10+ 187 T3 — tgz
f(0) =1, f(5) = 0 (spojité dodefinovani v krajnich bodech),
potom funkce f je spojitd na uzavieném intervalu M =
(0, 5) , tedy podle Cantorovy véty (6.7) a ivodni poznamky
je funkce f také stejnomeérneé spojita na podmnoziné M; =
(0.3).

bo| 3
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7

Derivace

Priklad 7.1:  Maéame auto, jehoz ujeta draha je popsana

funkei s(t) . Checeme-li spocitat jeho prumérnou rychlost ©
s(t)—s(to)

t—to
Rozdil At =t—ty se nazyvé diference argumentu, rozdil
As(tg, At) = s(t) — s(ty) se nazyva diference funkce s
v bodé t; a podil M

to
funkce s v bodé tj.

v ¢asovém intervalu (o, t), pak 7 =

se nazyva pomeérna diference

K vypoctu okamzité rychlosti vy auta v Case tj potfebujeme

znat hodnotu limity vy = lim %fo(t“) .

t—to

Definice 7.1: (derivace) Necht funkce f je definovdna na
okoli bodu U(x). Jestlize existuje limita

f(x) = flxo)

T — Xy

= f'(@0) (= flwo),

lim
T—To

pak se nazyva derivace funkce f v bodé xy. (Jestlize

lim W = +00, pak hovoiime o nevlastni derivaci.)
T—xg 0

s 1 o f@)=f(xo) _ o
Jestlize existuje xgg;+ pra fi(xo), pak se nazyva

derivace zprava.
lim f{@=flz) _ 7 (x0)

r—xo—  TTT0
derivace zleva funkce f v bodé x.

Jestlize existuje pak se nazyva

Funkce f: x — f'(x), x € I senazyvé derivace funkce f
na intervalu /.

Poznamka 7.1: 1. Z cviceni (6.7) vyplyvéd, ze funkce f m4
derivaci f'(xg) pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné
derivace f' (zo), f(x0) a tyto derivace se rovnaji.

R g lel0 _
Funkce f(z) = |z| md f} (0) = xlg&m =1la f(0)=-1.

Tedy derivace f’(0) neexistuje.

2. Pokud f’ je spojitd funkce na intervalu (a, b) (v krajnich
bodech zprava, resp. zleva), pak fikdme, ze funkce f je spo-
jité diferencovatelna na (a, b) a mnozinu vSech spojité
diferencovatelnych funkci na intervalu (a,b) znac¢ime
C!'({(a,b)) . Podobné mnozinu viech spojitych funkci na
(a,b) znacime C((a,b)).

\% 17.stoleti se
matematici pokouseli
vytesit tzv. ”Problém
tecny”- nalezeni tecny
ke grafu funkce a
"Problém plochy”-
spocitat obsah plochy
pod grafem funkce.
Na uspésném vyteseni
téchto problému se
nezavisle na  sobé
podileli [saac Newton
(1643-1727)

a Gottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-
1716). Dalsi rozvoj
v této oblasti vedl
k  ziskani  velkého

matem-
poznatku,
nazyvame

mnozstvi
atickych
které
"kalkulus”.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
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Priklad 7.2: Vypocitame derivaci funkce f(x)=z",n€eN,

Derivace konstanty je x € R. Dostaneme f’(ﬂfo) = li_>m f(xgi:—i;(xo) = h_>m ﬁ =
o . T—XT0 T—X0
n}ﬂa. P_r(i f(:zcc)_c—_c ée lim (x—z0) (" 2" 2w+ -+l ) — vl = (:L‘n)/ — gl
f ($0)—$££10 z—zo praren) x—xg 0
Cuicend 7.1: Dokazte néasledujici tvrzeni.
a) Jestlize funkce f ma derivaci zprava i zleva v bodé x,
pak funkce f je spojita v x.
[ Vyuzijeme predpoklad, ze funkce f ma derivaci zprava v
bodé zg a piseme lim (f(z)— f(zo)) = lim &=L () =
r—x0+ r—xo+  TTTO
, o - _ . _
fio) - Tim (z — 20) = 0. Odtud plyne lim f(z) = f(xo) a
funkce f je spojitd zprava v bodé xy. Podobné dokazeme spojitost
zleva, tedy podle pozndmky (6.6) je funkce f spojita v bodé zg . ]
b) Derivace sudé funkce je funkce licha a naopak.
[Necht f je suda, tedy f(—z) = f(z). Pro derivaci
v bodé —x¢, pak plati f'(—z¢) = lim W =(y=—x) =
T——X0
i fe)—f=mo) g5 _f@)—flzo) g
A T e = )]
Disledkem bodu a) cviceni (7.1) je nasledujici véta.
VétaT7.1: Jestlize funkce f je derivovatelna v bodé x(, pak
funkce f je spojita v bodé xy .
funkee f(z) = +/|7] Poznamka 7.2: Obracené tvrzeni k predchozi vété neplati.
y Funkce f(x) = \/|z| je spojitd v bodé zy = 0, ale nema
v tomto bodé derivaci.
Derivace zprava f.(0) = lim Y2 = + 0o a derivace zleva
P f+( ) z—0+ z—0 +
/ - —z—0 : ,
0) = lim Y20 = — 50 jsou nevlastni.
0 v Definice 7.2: Necht k funkci f: U(zg) — R existuji kon-
stanta A a funkce w: U(xg) — R takové, ze Va € U(x):
Podle definice (6.9) f(:E) = f(xo) =A- (517 = SL‘O) + w(x—xo) A lim M =0,
o . x—xy LTTTO0
muzeme psat w=o(h).
Pro funkci f(z) = 22 pak fekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé xy .
dostaneme z” — xf = Polozime h = z — xy. Funkce
220(2—20) + (1—20)? =
Zaoh + 1, df (zo,h) = A+ h
Tedy A=2z( a funkce
2 . .. .
wih)=h". se nazyva diferencial funkce f v bodé z.
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Véta7.2: Funkce f ma derivaci v bodé xg (je derivovatelna
v xg) pravé tehdy, kdyz je diferencovatelna v bodé z(. Navic
plati

df(ilj(), h) = f/<£E()) -h.

Diikaz: 7=" Jestlize 3 f'(xq), pak upravime rozdil

f@) = f(wo) = f'(2o) (x — o) + f(2) = f(w0) — '(20) (z — o)
a polozime w(x — xg) = f(z) — f(xo) — f'(xo)(x — x0),
A = f'(zo).

Tedy f(x)— f(zo) = A(x — z9) + w(x—x0) a pro funkei w

dostaneme lim % —  lim {®@=/f (mo)x—_J: (z0)-(z—0)
T—Tg T—X0 0

lim f(m):f(xo) — #'(x9) = 0.

r—xy LT

7" Jestlize f(z) — f(zg) = A (z —x9) +w(r —x0), pak
f(wo) = lim HEFe) = A lim <) = 4

=T x—=xy TTT0

Poznamka 7.3

1. Pro funkci f(z) =2 je f(x)—f(xo) = 1(x—2x0)+0 = h.
Tedy f'(x) =1 a df(xg,h) = dx(xg,h) = h, proto
se pro diferencidl funkce f v bodé zy zavadi znaceni

df (zo, h) = f'(zo) dz|.

2. Diferencial funkce f urcuje hlavni (linedrni) zménu
funkce f v bodé xg a pouziva se pro vypocet ptibliznych
hodnot dané funkce na okoli bodu zy pomoci vztahu
f(x) = flxo) + f'(wo)(z — 20) .

Napiiklad pro funkci f(z) = /x a body = = 4,1,
zo = 4 dostaneme /4,1 = \/Z+ﬁ-(4,1—4) =2,025.

3. Rovnice teény ke grafu funkce f v bodé [z, f(z¢)]
ma tvar

y — f(zo) = f'(z0)(z — 20).
4. Pokud f'(zy) # 0, pak rovnice normdly ke grafu

funkce f v bodé [z, f(x¢)] m4a tvar

1
f'(x0)

y — f(wo) = —

(x — ).

diferencial funkce f

V cviceni (7.2) do-

kdzeme (y/x) = 2\}5.



http://webmath.zcu.cz:8080/webMathTest/paja/aplimat.jsp
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Cwicent 7.2: Najdéte derivaci a diferencial funkce /.

[Plati & — \/zo = Ve ‘gﬁ\ﬁhﬁ) e =

. Va—JEo 1 _ 1
JH&O oy _ N Tedy pro derivaci plati (y/z)'(zo) = 507 aDpro

diferencidl dv/x(xo, ): “h, 9 >0.]

Priklad 7.3: Najdeme derivaci a diferencial funkce e .

exo (61710 _1)
Ir—2Xo

, . T _oT0 .
Plati lim &=~ = lim
x—xg L0

a de*(xg,h) =¢€"-h.

=" = |(e") =e”

Priklad 7.4: Najdeme rovnici teény ke grafu funkce cosx

v bodé xy = 5.

Plati cosz —coszy = cos(H58 + £55) — cos(H50 — 451 =

2 2

cos “25”0 coS 5“25”0 — sin HQ"”O sin z;xo —
T+2x9 T—Xy i TETO —Ty __ s TH+Tg 1. T—Xg
COS =5 COS = sin = 5 = 2 sin 5~ SN =
) _ . —25in 10 gip 270 .
= lim £ % — Jim 2 2 = —sginxg
Y T—Tg T=Zo
!/ : s
Tedy |(cosz) = —sinz| apro xy= 5 ma rovnice tecny
iy _ : i i _ i
tvar y —cos(5) = —sin(3) - (x = §) =>y=—(v —3).

Véta7.3: (algebra derivaci)
Necht existuji derivace f'(z9), ¢'(zo), pak plati:

i) (afxbg)(x0) =af'(vo) £bg'(r0), a,beR,
i) (f-9)(wo) = f'(x0) g(xo) + f(20) g'(20)
i) (£) () = LELIA) @I TG0 i) g,

g 9?(z0) ’

Dukaz: Dokéazeme vztah iii) pro derivaci podilu dvou funkei.
Ostatni vztahy se dokazuji podobneé.

flx) _ f=q)

AV _ 9@ " 9@g) _ Tiyy L&) 90— f(zo)g(z) _
Plati () (wo) = m 5= = 1 S st o) =
— lim f(x) g(zo) = f(0) g(xo)+ [ (0) g(x0)— f(20) g() —

T—To 9(x) g(zo) (x—20)
F@=160) ooy f (g 2@ =9(0)
:xli_glo % g;(;ig(fx( 0)0) 0 7 existence derivace ¢'(z)

a véty (7.1) vyplyva, ze funkce ¢ je spojitda v bodé x.
Fo i gwo) —f (o) 228

T—I()

Tedy lim g(x) = g(zg) a lim
T—X0

T—X0 g(m) 9(1'0)
f'(x0) g(z0)—f(%0) g'(%0)
9° (o) '
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Priklad 7.5:
1. ((2x 4+ 1)cosze”) =2cosze” + (2x + 1)(cosze”) =
=2cosxe’ + (2x 4+ 1)(—sinx) e’ + (2x 4+ 1) cosx e” .

i / cos T cosxr—sinx(—sinx
2. (tg:ﬁ)’ — (smx) — . ( ) — 12
cos X cos? x cos? x

(tg2) = iz -

VétaT7.4: (Derivace slozené a inverzni funkce)

Necht funkce f je diferencovatelnd v bodeé xg, yo = f(x0)
a funkce ¢ je diferencovatelnad v bodé 1y, potom i slozena
funkce h(z) = g(f(z)) je diferencovatelna v bodé zy a plati

(h(2))'(20) = g' (o) - ['(20)

Necht f'(xg) # 0, pak pro derivaci inverzn{ funkce f~! v bodé
yo = f(xp) plati

_ 1 1

(f7) (o) =

fizo)  F(F(w)

Derivace inverzni funkce

Dukaz: Polozime y = f(z) a upravime zlomek h@)=h(zo) _

r—Xo
— 9U@)=9(f(x0) _ 9@)—9(o) & y=yo _ 9W)=g(wo) A flx)=f(x0)
T—Xo Y—Yo T—Xo Y—%Yo T—To

Funkce f je derivovatelnd a podle véty (7.1) i spojitd v
bodé zy. Tedy y — yo a prechodem k limité ve vySe uve-
dené rovnosti dostaneme (h(x))'(xg) = lim Mz)=hizo)

z—xy T T0
li ) i 18— () ).

(Pokud y = yo na okoli U(x), pak funkce f i h jsou
konstantni, jejich derivace nulové a plati 0 = ¢'(y) - 0.)
Prvni ¢ast véty je tedy dokéazana.

Vztah pro derivaci inverzni funkce nyni dostaneme, kdyz Napifklad 1 — (z)

polozime g = f' pak h(z) = f(f(x)) = = a (enr) = e (Inz)’
h'(x) =1.Tedy 1= (f1(y)- f'(x). Odtud jiz plyne druhé z-(Inz) = 'z =
tvrzeni véty.

8=

Priklad 7.6
1. (a®) = (") = (y =xIna) = () - (v1lna) =

e Ing = |(a*) = a® Ina.




Z véty o derivaci slo-
zené funkce napriklad
dostaneme
1 = (sinh(argsinh z))’
= cosh(argsinh z) -
(argsinh x)" =
(argsinh z)’ =

1

cosh(argsinh z)
1

\/ 1 + sinh?(argsinh )
1

V1422
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2. (arctg y>,(y0) - (tana:l)'(xo) - 2}( - EOSz(Io)Linz(zo) -
cos=(z() cos2(930)

— 1 _ 1 _ 1

T 1+tan®(xg)  1+tan®(arctan(yg))  14+(yo)? =

(arctgz) = 7 -
Zékladni derivace
(") = reR
(a )—alna a>0,a#1,zeR
(Inz)" = € (0, 00)
(log, )’ —xﬁla a>0,a#1,x€(0,00)
(2%) =z aeR z e (0,00)
(") =na™ ! neNzxzelR
(sinz) = cosx reR
(cosz) = —sinx reR
(tgz) = v#k+1)5, ke Z
(cotgzx) = —Sml% x#kr, ke’

1
(arcsinz)' = = €(-1,1)
1
(arccosz)’ = ————; € (-1,1)
(arctgx) = Hle reR
(arccotg x) = ﬁ reR
(sinhz)" = coshx reR
(coshz)" = sinhz reR
(tehz) = — z€R
(cotghx) = smllle x #0
1

(argsinh x) = NSt reR
(argcosh ) = léil z € (1,00)
(argtghz) = € (—1,1)
(argeotgh z) = 1 xr € (—oo0,—1) U (1, 00)
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7.1 Zakladni véty diferencialniho poctu

Definice 7.3 : Funkce f ma v bodé z; (ostré) lokalni
maximum, jestlize existuje okoli U(x) takové, ze

Ve P(xg): flxg) (>) > flx).

V pripadé opacnych nerovnosti hovoiime o (ostrém) lokalni /\
N

ostré lokalni maximum

=)

minimu funkce f v bodé xg.
Spolecné hovoiime o (ostrém) lokalnim extrému funkce f
v bodé .

lokalni minimum

Véta7.5: (nutnd podminka extrému - Fermat) (i maximu)

Necht bod z( je bodem lokdlntho extrému funkce f a existuje

f'(0), pak f'(x0) = 0.

o

A=)
/7

Diikaz: Necht xy je bodem lokalntho maxima funkce f
(pro lokalni minimum je dukaz podobny), pak existuje okoli
U(xy) takové, ze

Ve U(xo)7 T < T f(ffa)j:iéxo) S0 = fl_(x()) > (0. Podobné nutnd podminka
o
V%EU(CEO),:U>:UO;%ﬁéxo)<ojﬂ_(xo)go. extrému

Z existence derivace f'(zg) pak plyne 0 < f’ (zo) = f'(x0) =
I (z9) <0, tedy f'(z9) =0.

Priklad 7.7:

f'(x0) =0

1. Podminka f'(zy) = 0 neni postacujici podminkou extrému.
Funkce f(z) = 23 ma v bodé zg = 0 derivaci (23)'|y =
(322)]o = 0, pfesto v bodé x¢ = 0 nem4 extrém.

2. Funkce f muze mit extrém i v bodé, ve kterém neexis-
tuje derivace. Napfiklad funkce f(x) = |x| mé& v bodé
ro = 0 minimum, ale derivace (|z|)" |, podle poznamky
(7.1) neexistuje.

Definice 7.4 : Jestlize f'(z() neexistuje nebo f'(xy) = 0,
pak fikame, ze bod zg je kritickym bodem funkce f (nebo
bod podeziely z extrému) . Pokud f'(xy) = 0, pak bod xz( je
navic stacionarnim bodem funkce f .
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Véta7.6: (o stiedni hodnoté - Rolle)

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b),
diferencovatelnd na otevieném intervalu (a,b) a v krajnich
bodech plati f(a) = f(b) = 0, potom existuje bod & € (a,b)
takovy, ze

f'(§) =0.

Dukaz:  Podle véty (6.6) nabyva spojitd funkce na
uzavieném intervalu svého minima i maxima. Necht z,, je
bodem minima a zj; je bodem maxima funkce f, potom
flam) < fla) = f(b) < flam).

Pokud je funkce f konstantni, pak je tvrzeni véty ziejmé.

Pokud funkce f neni konstantni, pak nastane alespon jedna
z moznosti: f(z,) < f(a), pak polozime ¢ = x, nebo
f(b) < f(zar), pak polozime & = x);. Bod ¢ je tedy bodem
lokélniho extrému funkce f a podle véty (7.5) je f'(§) =0.

Véta7.7: (o stiedni hodnoté)
(Lagrangeova) Necht funkce f je spojitd na (a,b) a difer-
encovatelna na (a,b), potom existuje bod £ € (a,b) takovy,
ze
/ f(b) _ f(a)

&) =———"
(Zobecnénd) Necht také funkce g je spojitd na (a, b) , difer-
encovatelna na (a,b) a YV € (a,b) je ¢'(x) # 0, potom exis-
tuje bod n € (a,b) takovy, ze

f'(n) _ f(b) — f(a)
gm  gb) —gla)

Dukaz: Zavedeme funkce hy(z), ho(x) predpisem
ha(x) = (£(b) = fla))5=% — (F(b) — f(=)),
ho(x) = (f(b) = f(a))55=25 — (f(b) — f(2)).

Funkce hy , he spliuji predpoklady Rolleovy véty (7.6). Ted
existuji body &,n€ (a,b) takové, ze hi(£)=0, hi(n)=0.
fla

Neboli 0 = (£(b) = f(a))7=5 + F'(€) = f(€) = H5=1

a 0= (f(b) — f(a)) s 4 /() = Lo — [OT(a).
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Pozndmka 7.4

1. Lagrangeova véta o stfedni hodnoté iika, ze ke grafu
diferencovatelné funkce f existuje teéna se stejnou
smérnici, jakou ma se¢na grafu funkce f prochézejici

body [a, f(a)], [b, f(D)].

2. Véta (7.7) zustava v platnosti i pro funkce f s nevlastni
derivaci v nékterém bodé x( intervalu (a, b), napt. pro
funkci f(x) = /z na intervalu (—1,1), kde f'(0) =
#;2 )= 00.

Dusledek 7.1:  (véty (7.7)). Funkce f je na intervalu (a,b)
konstantni prave tehdy, kdyz Vx € (a,b): f'(x) =0.

Diikaz:
7 =7 Pokud f(zr)=c, c € R, pak zitejmé f'(z) =0.
” « 7 Necht z1,29 jsou libovolné dva body z intervalu

(a,b), pak podle véty (7.7) 3€ € (x1,x2) takové, ze f(x1) —

f(xo) = f/(&)(x1—x2) . Podle predpokladu je f/(£) = 0, tedy
f(x1) = f(x2) a funkce f je konstantni.

Cwviceni 7.3: Pomoci véty (7.7) dokazte nasledujici tvrzeni.

Necht funkce f je spojitd na (a,b), diferencovatelnd na
(a,b) a existuje lim+ f'(z), potom existuje f)(a) a plati
Tr—a
lim f'(z) = f.(a).
lim () = fi(a)
[Z véty (7.6) plyne Yz € (a,b)3&, € (a,z): f'(&)
Déle f,(a) = lim &= lim f(&,) = lim f'(z).]

r—a+

J@)—f@)

r—a

Pokud v zobecnéné vété o stfedni hodnoté (7.7) polozime
f(a) = g(a) = 0 a uvazujeme b — a, pak dostaneme néasledujici
pravidlo.

Véta7.8: (I'Hospitalovo pravidlo)

Necht funkce f,g spliuji predpoklady véty (7.7). Navic

predpokladame, ze lim f(z) = lim g(x) = 0 (nebo £o0)
T—T0

T—T0

a existuje limita (i nevlastni) lim L. Pak
T—X0 9 (ZL’)

lim M = lim @)

o g@) e g(@)

Tvrzeni véty plati i pro v — xg£+, v — +00.
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Priklad 7.8:

(arcsin z)’

1
1. Z existence limity lim L = lim —“1’””2 =1
x—0 (z) z—0
arcsmx

vyplyva hm =

I
2. Pozor z neexistence limity lim ! ,Eg nevyplyva, ze
T—Xq
lim £ neexistuje.
T—X0 9 (E)
.. . z?sin 1)/ . 2xsint—cosi . . .«
Limita llm((smx;ﬁ) = lim =——_——= neexistuje, presto
z—0 z—0
. x?sind . T -1
hm = :hm ——xsin, =0.

=0 s x —0 ST

3. L'Hospitalovo pravidlo pouzivame na limity typu ” O”

nebo 7 00"

Limitu 11%1 xlnx, kterd je typu 70 - 0c0” , muzeme
x—0+

prevést na typ 0, tj. xlnx = 1% nebo =, tj.
zlnz = B2 Potom

@ — 1 — 2 jn4m sice nepomiize, ale

(2 )’ —In Pzl T —In s :

Inx

(nz) _ 3 -

=2 =—x —0. Tedy lim zlnz =0.
(%) 22 z—04+

7.2 Vyssi derivace a Taylorova formule

Definice 7.5: Necht funkce f je diferencovatelnd na U(xy).
Jestlize existuje

o 1) = f'(a)

T—T0 T — Xy

= (o),

pak cislo f"(xy) se nazyvd druha derivace funkce f
v bodé z .

Tedy f"(zo) = (f')'(x9) a analogicky pro n-tou derivaci
funkce f v bodé z( plati

£ (@g) = (£ VY (xo) -

Rikdme, ze funkce f je n-krat diferencovatelnd v bodé z .
Funkce f: 2 — f0(x), 2 € I se nazyva n-t4 derivace

Z  definice  prvniho funkce f na intervalu I .

diferencidlu o .. ..
df = f'(zg)h  plyne Funkce d"f(zg, h) = f™(z)-h" se nazyvé n-ty diferencisl
df' = f"(zo)h, tedy funkce f v bodé x .

d2f — f”(ﬂfo)hQ )
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Priklad 7.9: Spocitdme druhou derivaci a druhy diferencidl
funkce f(z) = 2% v bodé zg = 1.

Plati (23)" = (322)' = 6z .
Tedy (23)"(1)=6 a d*(23)(1,h) = 6R>.

Formalné muzeme druhy diferencial pocitat jako prvni difer-
encial z prvniho diferencidlu funkce f .

Pro f(x) = 2® dostaneme d*(z3) = d(dz?®) = d(32* - h) =
— (d(32?)) - h = (6zh)h = 6z - h?.

Nyni budeme predpokladat, ze funkce f je dvakrat diferen-
covatelnd na intervalu I a (a,b) C I .

Oznacime-li Ri(x) = f(b) — f(z), pak funkce R;i(x) udava
chybu, které se dopustime, kdyz hodnotu funkce f(b) nahradime
hodnotou f(x). Z Lagrangeovy véty (7.6) vyplyva, ze dE& €
(a,b) takové, ze Ri(a) = f(b) — f(a) = f'(§) - (b—a). Odtud
plyne f(b) = f(a) + f(£) - (b—a).

V dukazu Lagrangeovy véty jsme zavedli funkci hy(z) =
(f(b)=f(a))=2—(f(b)—f(z)), jejiz hodnoty uddvaji vzdalenost

bz _
bodu [z, f(x)] od bodu [z, f(b) + W(w —b)], ktery lezi na
secné spojujici body [a, f(a)] a [b, f(b)].

Nyni uvazujeme funkei Ro(x)= f(b)— f(z)—f'(z)(b—x), kterd
udava chybu pii nahrazeni funkce f tecnou ke grafu funkce f
vbode x: y= f(x)+ fl(z)(b—x).

Funkci Ry (x) popiseme pomoci druhé derivace funkce f . Proto
analogicky k funkci h; zavedeme funkci

ha(x) = (f (b)—f (a) ~f"(a) (b—a)) = — ( () ~f (x) ~f" () (b—) ).
Funkce hs(x) spliiuje predpoklady Rolleovy véty (7.5), tedy
¢ € (a,b): ho(§) =0=
0= f(b)— f(a)— f'(a)(b—a) s+ f'(E) = f()(b—E) — F(5).
Odtud vyplyvé Rs(a) = f(b)— f(a)— f'(a)(b—a) = L4 (b—a)?
£"(€) 2

5 (b—a)”.

fb) = f(a) + f(a)(b—a) +

Uvedeny postup zobecnuje néasledujici véta.

O
}Rl ({L’)
/(@)
fla)
; g b -

)y Ra(z)
(@)

y = f(z)+ f'()(b— =)




Rozvoj funkce
v nekoneénou tadu
nasel anglicky matem-
atik  Brook Taylor
(1685-1731).

jiz v roce 1712. Jeho
prace jsou zakladem
pro diferencni pocet.
Psal také o linedrni
perspektive, mag-
netismu, lomu svétla
a o mechanickych
problémech.

Profesor z univerzity
v Edinburghu Colin

Maclaurin (1698-1746).

jako prvni systemat-
icky popsal Newtonuv
diferencialni pocet.
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Véta7.9: (Taylorova véta)

Necht funkce f mé (n + 1) derivaci na intervalu (a,b), bod
zo € (a,b). Potom YV € (a,b) existuje & lezici mezi body x
a x takové, ze plati nasledujici Taylorova formule

F(@) = f(=o) + f'(@o) (@ — z0) + L (2 — z)2 + - -
(") (g W fOD "
A f(an!E) (z — mo)" L.
Polynom

To(@o,2) = f(@o) + F'(z0)(x — o) + £89 (3 — )2+

n

se nazyva Tayloruv polynom n-tého fddu funkce f(x)
v bodé xy. Vyraz

F(E)

(n+1)! (= 0)"™"

Rn+1(l’0, I) =

se nazyva zbytek nebo chyba Taylorova polynomu.

Pozndmka 7.5:
1. Zkrécené piseme f(z) = T,(xo, z) + Ryi1(xo, ).

2. Pomoci diferencidlu piseme

Flwo+h) — f(xo) = df (zg, h) + TLEM) o
+—d(n)f(x°’h) + Ryi1(xo, h) .

n!

3. Pro 2y =0 hovorime o Maclaurinové formuli.

Priklad 7.10: Najdeme Maclaurinovu formuli pro funkci
sinx . Plati

sin z =sin 0+ cos 0(z—0) + =322 (z—0)* +- - - + Sin:#(x—O)”

sin(7+1) o .
T (n:)(!f) (2—0)"*1 = Taylortv polynom Tb, 1 funkce sin z
v bodé 0 ma tvar 1o, = © — g_? e 4 (=1)n (;Z’::)!

sin(>"+2) (&), .2n+2

a pro zbytek polynomu plati R,.2(0,z) = G &


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Taylor.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Taylor.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Maclaurin.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Maclaurin.html
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Pozndamka 7.6: (Tayloruv rozvoj funkce)

Funkce f(x) = sinx ma spojité derivace vsech tadu Takeé plati
(piseme f € C*(R)). Tyto derivace jsou navic omezené, o onl
ti sinh x=
J- “(2n +1)!
JK >0Vn € NVa € R: |f™(z)] < K. Odtud plyne
K 2n+2 . [e'e) om
| Ront2(0, )| < % a JE{}O Rony2(0,2) = 0. cosh © = Z é I
n):
Funkci sinz tedy muzeme vyjadrit ve tvaru Taylorovy "=
0 _1\n > —1 n$2n+1
rfady sinz =) (éni)l), 2l arctg 1= ( )n
n=0 o . ~ n=0
Podobné cosx = ) %x% a "= Za" (pro z =
n=0 n=0
(0.9]
dostaneme e = > = ).
n=0

Priklad 7.11: Pomoci Taylorovy formule lze aproximovat
hodnoty funkci s pfedem zvolenou presnosti.

S presnosti na tii desetinnd mista spoc¢itame hodnotu In1,1.
Najdeme Tayloruv rozvoj funkce Inz v bodé xy = 1. Pro
n-tou derivaci plati In"™(z) = (=1)"*(n — D!z~ Tedy

lnx:1n1+1(aj—1)—%@—1)2—1—---4—%@—1)”+
_1\n¢e—n—1
%(x_l)nﬂ.

Odhadneme chybu R, 1(z,1) = %(w _ 1)n+1 prO
r=1ace(1;1,1).

Dostaneme |R,41(1,1;1)] = | =S (1,1-1)+1| < &L
Pro n =2 je |Ry1(1,1;1)] < %3% < 0,001.
Tedy Inl1,1=0,1-1(0,1)*= 0,095.

7.3 Prubéh funkce

Definice 7.6 : Rekneme, Ze funkce f roste (klesd) v bodé
xg , kdyz existuje okoli U(zg) = (xg — &,z + 9) takové, ze

Vo e (zg—0,20): f(x) < f(xo) (f(x)> flzg)) A
Va € (zg,x0+9): f(x) > f(zo) (f(z) < flz0))-

V pripadé neostrych nerovnosti fikame, ze funkce f v bodé

f roste v xg

zo neklesa (neroste). 0l 2p—6 To @+
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Cuvicent 7.4: Dokazte, ze funkce f roste na intervalu [

praveé tehdy, kdyz funkce f roste v kazdém bodé intervalu I .
[7=" Podle definice (6.2) funkce f roste na I <

Vay,z0: 21 <29 = f(o1) < f(rg) = Vo €(xg—0,20): f(x) < flxo)

ANVz € (xg,20+0): f(zo) < f(x) = f roste v zy.

7<" Pro spor predpokladdame, ze Ja; < by € I A f(ay) > ( )

Oznacime T = ‘“;rbl Jestlize f(Z) > f(a1), pak polozime ay = 7, by

b, jinak as = a;,by = T atd. Pro posloupnosti a, , b, plati b, — a, —

0+, f(a,) > f(bs) a protoze jsou omezené a moténni, tak podle véty
(4.4) ec€ I:a, — c—,b, = c+. Podle predpokladu funkce f roste
v bodé ¢, tedy IngVn > ng: flan) < f(c) < f(by) coz je spor s
vlastnosti f(a,) > f(b,).]

Véta7.10: Jestlize f'(z9) > 0 (f'(x9) < 0), pak funkce f
v bodé z( roste (klesd).

Diikaz: Necht f'(zg) > 0.
Z definice derivace plyne f'(z¢) = lim (92

T—X0

£ )<:>V6>0
[z

f(0) > 0 35>owep(f);0<|x—xo\<5:»’ @) _ ()| <
= (volbou 6)0<f’(330)—5<%¢ prox > xg je

f(x) > f(xg), pro z < zg je f(z) < f(zg) = funkce f
roste v bodé z .

Priklad 7.12: Funkce f(x) = x? m4a derivaci f'(z) = 2=z,
tedy f'(z) < O prox < 0a f(x) > 0prox > 0.7
véty (7.10) vyplyva, ze funkce f(z) = 2? klesd na inter-
valu (—o00,0) a roste na intervalu (0, 00) .

Véta7.11: (postacujici podminky existence lokdlniho
extrému)

i) Necht f € C(U(xg)), U(xo) = (xro—0,70+09) azdroven
funkce f roste (klesd) na (xg — d,x¢), klesd (roste) na
(xog,zo + d), pak bod xy je bodem lokdlniho maxima

f(z) = |z| (minima) funkce f.

ii) Necht funkce f je diferencovatelnd na P(xg) a spojitd v
bodé xy. Necht Vx € (x9—0,10): f'(x) >0 (f'(x) <0)
- a Vo€ (xg,x0+9): f(x) <0 (f'(z) >0) , pak bod

0
! = 71 O 4 = 1 0 aj . /’ Ve . . .
d - r=t= xo je bodem lokalniho maxima (minima) funkce f .
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Priklad 7.13: Funkce f(x) = vVa? je sudd, spojitd, kle-
sajici na intervalu (—oo,0) a rostouci na (0, 00) . Derivace
fl(x) = 33% je zaporna na (—o0o0,0) a kladna na (0, 00).
V bodé xy = 0 nabyva funkce f(z) = v/z2 svého minima,
i kdyz derivace v tomto bodé neexistuje.

Cviceni 7.5:

1. Najdéte nejrychlejsi cestu ke zranénému v lese, kdyz po
silnici bézime rychlosti 5 km/h, v lese 4 km /h. Vzdélenost
zranéného od silnice je 3km (tj. od paty P kolmice
spusténé z mista zranéni na silnici) a vzdédlenost mista
vybéhu V' a bodu P je 15km.

[ Nejdiive bézime po silnici a ve vzdélenosti
2 km od bodu P odboéime do lesa. Cas t potfebny k dobéhnut{ ke
zranénému je dan funkef ¢(x) = 15%4—@ , kde z € (0,15) . Pro
derivaci této funkce plati t'(z) = =t + 17275 - VyTesime nerovnost
T s < 06 5z <4Va? + 9 & 252° <162°+16-9 < x <4.
Tedy funkce t(x) klesd pro x € (0,4) a roste pro z € (4,15).

V bodé x = 4 nabyva svého minima. |

2. Z kartonu ve tvaru obdélnika vyrobte krabici (bez vika)
tak, aby méla maximalni objem.

[V kazdém rohu obdélnika o rozmérech a x b vyfizneme

¢tverec o strané x. Objem takto vzniklé krabice je popsan funkei
f(z) = (a—2z)(b —2x)x, kde x € (0, min{a, b}) .
Spocitdme derivaci funkce f. Plati f'(z) = (abx — 2(a + b)z? —
42%) = 1222 — 4(a + b)x + ab = 12(z — La+ b— Va> — ab+ b?))
(x — é(a + b+ Va2 —ab + b?)) = funkce f nabyva maxima pro
z=3%a+b—Va>—ab+1?). ]

3. Navrhnéte plechovku o objemu 1 litr tak, aby méla co
nejmensi povrch.

[ Necht r

je polomér kruhové podstavy vélce a v je jeho vyska. Potom pro

objem V valce plati V = 7r?v a pro povrch S = 27r? + 27rv. Z

1

p a jejl

1
mr2

predpokladu, ze objem plechovky je 1 litr dostaneme v =
povrch vyjadiime jako funkci proménné r. S(r) = 2mr(r +

Pro derivaci plati (1) = 4rr — % . Minimum funkce f je v bodé
r= \3/%7 Odtud v = \3/% a v = 2r. Optimalni jsou plechovky,

které maji prumér podstavy shodny s vyskou. |
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1
Zo

inflexni bod xg

Definice 7.7: Necht f: U(zg) = R a existuje f'(zo).
Rekneme, ze funkce f je (ostie) konvexni v bodeé x, jestlize
3 P(z) takové, ze

Vo € P(xo): f(2)(>) > f(wo) + f'(w0)(x — wp) .

Rekneme, ze funkce f je (ostie) konkavni v bodé g, jestlize
3 P(xg) takové, ze

Ve P(xg): f(x)(<) < f(xo) + f(x)(z — x0) .

Diferencovatelné funkce f je (ostie) konvexni (konkavni)
na intervalu I C D(f), jestlize f je (ostfe) konvexni
(konkdvni) v kazdém bodé x € I.

Bod z( se nazyva inflexni bod funkce f, jestlize existuje
okoli P(xg) = (xg — &, 20+ 0) takové, ze

Ve (vg—0,m): f(x) < (>)f(xo) + f(xo)(x — x0)
V€ (zo,z0+9): f(z) > (<) f(20) + f'(20)(z — 20).

Pozndamka 7.7 Graf ostfe konvexni (konkdvni) funkce f lezi
v prstencovém okoli bodu P(z() nad (pod) te¢nou v bodeé x .
V inflexnim bodeé prechézi graf funkce f z jedné strany tecny
na druhou.

Pokud funkce f nema derivaci v bodé z(, pak v tomto bodé
nedefinujeme konvexitu (konkdvitu) funkce f.

Priklad 7.14: Zjistime, pro kterd z je funkce f(x) = 2
ostie konvexni.

Plati f'(x¢) = 2x¢ a ovérujeme nerovnost f(z) > f(xo) +
f(xo)(x — x0) .

Tedy 22 > 2} + 2xo(x — m0) & 2% > 2270 — 2% &
2% — 220+ 23 > 0 & (22 — 29)? > 0. Tato nerovnost plati
pro kazdé x # x .

2

Funkce f(x) = 2% je tedy ostie konvexn{ na R . (Porovnejte
s piikladem (6.3)).

Cuvicend 7.6: Necht funkce f je konvexni na intervalu I
(podle definice (6.3)) a diferencovatelnd na I, pak f je kon-
vexni v kazdém bodeé intervalu I (podle definice (7.7)).
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[ Z konvexity podle definice (6.3) plyne
Vay,xe € I YVt € (0,1): f(twy + (1 — t)as) < tf(x1) + (1 —1t)f(z2) &
flar+ 1 =t) (22— 21)) < fla1) + (1 = 8)(f(22) — f(z1)) =

Jim Lot i) (p 1) < f(ae) = f (1) & /(o) (@a—m) <

f(z) — f(x1) = funkce f je konvexni i podle definice (7.7).]

Véta7.12: Necht funkce f je dvakrat diferencovatelnd na

intervalu 7.

i) Jestlize f"(z9) > 0 (f"(x0) < 0), xy € I, pak funkce f
je ostie konvexni (ostie konkavni) v bodé z .

ii) Funkce f je konvexni (konkdvni) na I pravé tehdy, kdyz
Veel: f'(x) >0 (f"(z)<0).

iii) Jestlize xy € I je inflexni bod funkce f, pak f”(z¢) = 0.

Diikaz: 1) Necht f"(x¢) > 0, pak podle véty (7.10) derivace
f" v bodeé xq roste.

Volime =z > zy (pro z < zy je dukaz podobny) a chceme
dokazat, ze f(x) — f(zo) > f'(zo)(x — o).

Z véty o stiedni hodnoté (7.7) vyplyva, ze 3¢ € (xg,x):
f(x) — f(xo) = f'(§)(x — xp). Tedy dokazujeme nerovnost
(&) (x—xo) > f(xo)(x —x0) & (&) > f'(x0), coz plyne z

rustu derivace [’ v bodé zg.

ii) K dukazu pouzijeme Taylorovu vétu (7.9). Z ni vyplyva,
ze Yaxg € I FP(xg)Va € P(xg)IE € (xp, z) (popt. (z,xp)) :
f(z) = f(xo)—l—f’(xo)(x—xo)+@(m—xo)2. Z predpokladu
f"(§) = 0 mna I dostaneme f(z) = f(xo) + f'(wo)(x — o),
tedy funkce f je konvexni v libovolném bodé xy € I .

Obrécené necht funkce f je konvexni v bodé z € I, tj.
f(z) > f(xo) + f(x0)(x —x0) = (pro = > xy a z véty (7.7))
3EE (w0, 2) : [1(€) = LI > f(w0) = 0. f(€) (o)
a limitnim prechodem pro & — zy+ dostaneme nerovnost
0 < LEELE) () = () .

§—xo
iii) Posledni tvrzeni dokédzeme sporem.
Necht f”(xg) # 0, pak podle bodu i) je funkce f v bodé x
ostfe konvexni nebo konkavni, tedy
3 P(xg) YV € P(xo): f(x) > (<) f(xo) + f'(z0)(x — x0), COZ
je spor s predpokladem, ze xy je inflexni bod funkce f.

K bodu iii) neplati
obracena  implikace.
Napi. funkce f(z)=x*
mé f”(0) = 1222|y =
0, ale bod zg = 0
neni inflexnim bodem,
je bodem ostrého min-
ima funkce f(x) = z*.

7 existence druhé de-
rivace funkce f v bo-
dé xy plyne rovnost

fi(wo) = f"(0)
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Priklad 7.15:
i) Pokud je funkce f ostie konvexni v bodé x(, pak nemusi
f"(xg) > 0.

ii) Pokud f"(x¢) = 0, pak v bodé zy nemusi byt inflexni
bod.

Pro funkci f(z) = 2% je f"(x)|o = 30 2|y = 0, pfesto je tato
funkce v bodé 0 ostie konvexni a nema zde inflexni bod.

Definice 7.8:  Jestlize alespon jedna z limit hm+ f(x),
T— X0

lim f(x) je nevlastni (£00), pak fikdme, ze piimka = = x
T—To—

je asymptotou ve vlastnim bodé ke grafu funkce f.

Jestlize existuji limity lim @ =k, lim (f(z)—kz) = q, pak
T—00 T—00

fikame, ze piimka y = kx+q je asymptotou v nevlastnim

bodé ke grafu funkce f. (Podobné definujeme asymptotu pro

T — —00.)

Priklad 7.16: VysSetiime prubeh funkce f(z) = Ll

X

Funkce f ma definicni obor D(f) = R\ {0}, je spojita na
D(f) a je licha. Staci tedy, kdyz ji budeme vysetiovat pro
z € (0,00).

Protoze ve funkci f se vyskytuje absolutni hodnota, rozdeé-
lime ulohu na dva pripady:

1) Prox € (0,1) je f(x) = # = —z + 1. Potom
fl(x) = =1 — % < 0 = funkce f klesd na (0,1). Déle
f"(z) = % > 0= funkce f je ostie konvexni na (0,1).

2) Pro z € (1,00) je f(x) = % = 2 — 1. Potom
fl(x) = 1+ % > 0 = funkce f roste na (1,00). Déle
f"(z) = = < 0= funkee f je ostfe konkdvni na (1,00).
Tedy v bodé x = 1 ma funkce f ostré lokalni minimum.
Pozor v bodé x = 1 nema funkce f inflexni bod, i kdyz zde
prechézi z konvexity do konkdvity. Podle cviceni (7.3) je

¢ — i — ] — L = — 4 f— 1 L )
(1) = xlﬂ{l_ 1— = 2 a fL(1) xlgﬂl + 5 =2.
V bodé x = 1 neni tedy funkce f diferencovatelna.

|22 —1]

Déle lim —— = 400, tedy primka z = 0 je asymptotou
z—0+ 7

funkce f ve vlastnim bodé zy = 0. V nevlastnich bodech
plati
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x2—1

lim —=— =1, lim — 2 = lim
r—+oo T x—+oo T Z—00

2_ 2 _1_..2
r—1 xlxzo_

T

Primka y = = je asymptotou dané funkce v +o0.

Cuviceni 7.7: Necht funkce f je dvakrat diferencovatelnd
na okoli U(xg) a derivace f” ma v bodé zy ostry extrém,
pak bod x( je bodem inflexe funkce f .

[Polozime g(z) = f(z) — f(z0) — ['(x0)(z — 20),
pak g(zo) =0, ¢'(z) = f'(x) — f'(z0) a g(zo) = 0. Necht m4 funkce
f v bodé xyp maximum (pro minimum je dukaz obdobny), pak existuje
okoli Us(xg) C U(xg) takové, ze Vo € Us(xo): f'(x) — f'(z0) <0, tedy
g (z) < 0 a funkce g klesd na Us(zg). Odtud plyne f(x) > f(xg) —
J(xo)(x — o) pro x € (xg — d,x0) & f(x) < f(zo) — f'(x0)(z — x0) pro
x € (xo,x9 + 9). Tedy z je inflexni bod fukce f.]

Véta7.13: Necht funkce f € C™(U(xg)) (spojité diferen-
covatelna az do fadu n na okoli U(xy)) a plati

fllag) == f" D) =0 A f"(zo) #0.

i) Jestlize n je sudé a f™(zg) > 0 (f"™(z¢) < 0), potom
je funkce f v bodé x( ostie konvexni (konkavni).

ii) Jestlize n je liché, potom xy je inflexni bod funkce f .
Necht navic f'(zy) = 0, pak

i) Jestlize n je sudé a f()(zg) > 0 (f(zy) < 0), potom v
bodé xy je ostré lokdlni minimum (maximum) funkce f .

i) Jestlize n je liché a £ (z¢) > 0 (f™(zy) < 0), potom
bod x je bodem rustu (poklesu) funkce f .

Dukaz: i) Pouzijeme Tayloruv rozvoj funkce f v bodé z
f(x) = f(xo) + f(xo)(x —x0) + -+ + %(w — x0)" . Podle
predpokladu tedy plati  f(z) — f(xo) + f'(zo)(x — 29) =
%(m — x9)". Ze spojitosti n-té derivace funkce f a
piedpokladu f(zy) > 0 plyne, ze existuje okoli U(xg)
takové, ze Vo € U(xg): f™(x) > 0. Pro n sudé je tedy
f(z) — f(xo) + fl(xo)(x — x9) > 0 a funkce f je ostie
konvexni.

Podobné 1ze dokazat i ostatni tvrzeni véty.

f(z) =2+ 2*

f//(o) — f//l(o) — 07
f@0)=24>0
0 je konvexni bod

flz)=—2*+05
Y

\

A

f'(0) = f"(0) =0,
F70) = -6 <0

0 je bod poklesu
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Priklad 7.17:  Uvazujeme funkci f(z) = z*, potom

x
f'(0) = 423y = 0, f"(0) = 1222|y = 0, f"(0) = 24xz|p = 0
a fW(0) = 24. Funkce f(z) = z* je tedy v bodé 2y = 0
ryze konvexni a nabyva zde svého minima.

Cvicent 7.8: Priklad funkce se vSemi derivacemi rovnymi

-1
)
nule v bodé extrému f(x) = et z#0
0 x=0
-1
() = Tim €220 — (y— 1) — lim o — 0. f(z) = 953
SO = S = =)= e =0, ) =20
-1
" . 2z’3er72—0: — 1y _ : E:
:>f(0)—xlgcr)1i—$_0 (y=1) ygrinoo > =0 atd. |


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./8/
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8 Integraly

8.1 Neurcité integraly

Uz vime, ze derivace §'(t) funkce s(t) popisujici ujetou vzdalenost
auta v zavislosti na ¢ase t udava jeho rychlost v(¢). V této kapi-
tole budeme Ttesit opacny problém. K dané rychlosti budeme
hledat ujetou vzdalenost.

Definice 8.1: Funkce F' se nazyva primitivni funkce
k funkci f na mnoziné M | jestlize Vo € M : F'(x) = f(x).

Necht G, F jsou primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b), pak Yz € (a,b): (G — F)'(z) = f(z) — f(x) = 0. Z du-
sledku (7.1) véty (7.7) vyplyvéa, ze existuje konstanta C' € R
takova, ze G(z) — F(z) =C, tedy G(z) = F(z) + C.

Definice 8.2: Mnozina vSech primitivnich funkei k funkci

f se nazyva neurcity integral funkce f a znaci se

/f(x)d:z::F(x)+C, C eR.

Konstanta C' se nazyva integracni konstanta.
Priklad 8.1:
1. Funkce s(t) popisujici drdhu auta je primitivni funkei
k funkci v(t) popisujici rychlost auta.

2. Funkce 2% + 2, 2% — 23 jsou primitivni k funkci
322 na R a pro neurcity integral k funkci 322 plati
[3z*de =2+ C, CeR.

Uloha najit primitivni funkci je obracend k iloze nalézt derivaci
dané funkce. Z linearity operace derivovani (véta (7.3) i)) plyne
i linearita neurcitého integralu.

Véta8.1: Necht funkce f, g maji primitivni funkce na in-
tervalu I, o, 8 € R, potom plati

Jla s@£p- 9@l do=a [ e a5 [ o) do.

Priklad 8.2: f36“”—2 sinz dr = Sfexda:—Qfsinxdx =
e +2cosx +C'.

Ze znalosti derivaci zédkladnich funkei Ize odvodit nésledujici
primitivni funkce.

Zmak integralu

|

|
Integrand

Integralni proménna
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Zakladni primitivni funkce

[etdr=e"+C

reR

faxdxzﬁ—kC

Ina

a>0,a#1,zeR

Ja"dr =224 C neNzeR
[ldz=In|z|+C re R\ {0}

xa+1

Ja¥de =5 +C a#—1, 2 € (0,00)
sinzdr = —cosx + C reR

/

[cosxdr =sinx+C reR

fcosl%cdx - tgx+0

v#2k+1)5,keZ

fsinlzmdx:—cotg:c—l—C x#kn kel
fﬁdx:arcsinx—i—C:—arccosx—l—C x e (—1,1)
[ 5 do = arctgx + C' = —arccotgz + C reR

[ coshadx = sinhz + C reR

[ sinhadx = coshz + C reR
fCOSiQxdx:tghx—FC reR
fsinkll%dx:—cotghx—i-c x#0
fﬁdx:argsinhx+0:1n|x+m|+C reR
fﬁdmzargcosh|x|+C=ln|x+\/ﬁ\+C |z ] € (1,00)
[ 55 do = argtghz + C re(—1,1)

[ 5 da = argeotghz + C

x € (—o0,—1)U(1,00)
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Cvicent 8.1:
(Darbouxovské vlastnost integrovatelnych funkef)

Dokazte nésledujici tvrzeni. Necht k funkci f existuje prim-
itivnf funkce F na intervalu I a (x1,x2) C I. Necht f(x71) <
0, f(z2) > 0, potom Fzg € (x1,29): f(x) =0.

[ Funkce F' je derivovatelnd na I a (x1,z2) C I, tedy podle véty (7.1)
je funkce F spojitd na uzavieném intervalu (z;,xs). Z predpokladu
F'(z1) = f(x1) <0, F'(z2) = f(xa) > 0 vyplyva, ze funkce F' neni na
intervalu (z1, x2) monoténni, tudiz existuje bod xy € (z1,x2) takovy,
ze funkce F' nabyva extrému v bodé zy € (x1,x2). Z nutné podminky

extrému (Fermatova véta (7.5)) plyne F'(xzq) = f(z9) =0.]

Obecné pro yo € (f(21), f(x2)) (popt. yo € (f(22), f(21)))
lze pomoci substituce g(x) = f(z) — yo snadno dokazat,

ze dxg € (x1,22): f(xg) = yo. Odtud vyplyva nésledujici
tvrzeni.

Jestlize k funkci f existuje primitivni funkce, pak funkce f
nabyva vsech mezihodnot mezi hodnotami (f(x1), f(x2)).

Z véty (6.61i1)) uz vime, ze také kazda spojitd funkce nabyva
vSech mezihodnot. Integrovatelna funkce vsak nemusi byt spo-
jita !

x? sin% , x#0
0, r=0
2xsin% —cos%, x #0
0, xr=0"

Napt. funkce F(x) = { je primitivni funkce

ktera neni spojita

k funkci f(z) = {

v bodé zy = 0.
Ze vztahu pro derivaci souc¢inu dvou funkei (véta (7.3) ii))
plyne nasledujici véta.

Véta8.2: (integrace per partes)
Necht funkce u,v jsou derivovatelné na intervalu I a existuje
primitivni funkce k sou¢inu u - v’ na I, pak na I plati

Diikaz: 7 vety (7.31i) dostaneme (u-v) =u-v+u-v' =
w v = (u-v) —u-v apodle predpokladu existuje prim-
itivni funkce k pravé strané uvedené rovnosti. Tedy exis-
tuje i integrdl [u/(z) - v(x)dx a plati [u/(x) - v(z)dx =

u(z) - v(z) — [uz) v'(x)de.

Francouzsky matem-
atik Jean Gaston
Darboux (1842-1917).

)

se ve své praci
vénoval predevsim
diferencidlni geometrii
a analyze.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Darboux.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Darboux.html
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Priklad 8.3:
1) Vypoctéte integral [ cosxdx.

w =cosx v==x
u=sinzr v =1
rsinx +cosx + C'.

fxcosxd:c = [

] = xsinx—fsinxdw =

Podobné poéitame integraly funkei =" cos kx , 2™ sin kx , 2"

N.

2) Vypoctéte integrél [log, z dx .

=1 v=log,x
log, = dv = o | = 2log,o— [~ dy =
[log, x dx [u:x o = L ] rlog, v— [ <= dx

rvlog, v — =+ C.

na
Podobné pocitame integraly funkci arcsinax, arccosax,
arctgar, a € R ap.

3) Vypoctéte integrél [ mdx.

Obecné oznacime [, = fmdx, n € N a pomoci
metody " per partes” dostaneme

W=1 v=-——
o (1+x2)7z . T .
]n - f (1+JJ )71 dx o [ u=2x /UI = —(1;;12%%“ ] o (1+x2)n

i —(ﬁ;ﬁ)iﬂ?l dv = qzw +2n f —1“ ;_IH dr =

Ty T

2n (f (1‘;”2) (1‘*‘3C )t dSC) (1+x2)m +:E2)" +2n (In - ]n+1) .

Odtud vyplyva I,.1 = %(ﬁ + (2n — 1)In> :

1+a2

Nyni vypocitdme [ @ +x2 sdr = (n=1)

1<(1+x2)1 +2-1) [ T+a2 da:) = %(1;”7 +arctana:) +C.

Véta8.3: (integrace substituci)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(g9) — H(g) a H(f) C D(g).
Jestlize funkce f je derivovatelnd na D(f) a existuje primi-
tivni funkce G k funkci g na D(g), potom na D(f) plati

/g(f(zr)) - fi(z) dz = /g(y) dy = G(f(z))+C, CeR.
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Dukaz: Funkce G(f(x)) spliuje predpoklady véty (7.4)
o derivaci slozené funkce. Odtud vyplyva (G(f(x)) =
g(f(z))- f'(z) afunkce G(f(x)) je primitivni funkei k funkei

g9(f(x)) - f'(x) na D(f).
Priklad 8.4: Veétu 8.3 je vhodné pouzit v prikladech, kdy
se v integralu vyskytuje funkce f a jeji diferencidl f’dx,
pak provedeme substituci za funkci f.
Jeotgrdr = [2de = (
In|y| +C =1In|sinz| + C.

Yy =sinx
dy = cosx dx

):fid:z::

Obracené je nékdy vyhodné proménnou x nahradit funkci
x(t). V tomto ptipadé vsak musime mit zaruc¢enou existenci
inverzn{ funkce x~1(t).
= d:c—( xr = cost t e (0,m) >_

Vi—a2 ™7\ dx = —sintdt t=arccosxz /
(pro t e (0,m) ) B

dt = sint dt = . '
- [sint] je sint > 0

f\/ﬁ(—sint)
[—1dt=—t+C = —arccosz + C'.

Integraly typu [ R(x)dx

Nejdrive budeme integrovat zédkladni racionalni funkce typu

1. kde A, x1 € R.
fx_—idx:(Zu:_xd;4):—Sf%du:—31n|x—4|+0.
2.]@@:, kde A, z; € R, k € N\ {1}.

9 fu=1—x\ 1  ou?
Jtmde = (g = gy ) = 20 = 25 =
(1_1x)g+0

3. [AEB gy kde A, B,p,q € R a jmenovatel

z2+pr+q
zlomku ma komplexni koreny.

2
f m2_f2x_|_2 dx = f x2x+2x+2 dr = ( du = (21‘ - 2)d$ N

v=x+1
frdu—[ o do= (5" T ) =mful+C— [ 5y dv =

In |22 +2x+2|—arctg(x+1)+0.

Typickymi integraly,
které lze spocitat po-
moci véty o substituci
jsou

1
/tg:cdx /ﬂdx

arcsin
V1-— 932
argsinh x

V1+ 22

dx ap

Racionélni lomené

funkce maji tvar

P(x)
Qz)’
kde P(z), Q(z) jsou
polynomy.

R(x) =




Rozklad na parcialni
zlomky je inverzni
operace k  operaci
hledani  spolecného
jmenovatele.

V ptipadé, kdy stupen
P() > stupen Q(x).
nejdiive vydélime
polynom P(z) poly-
nomem Q(z), a pak
prejdeme k parcialnim
zlomkum.
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_ Ax+B
4. f (Em: - dx

kde A, B, p, g € R, k € N\{1} ajmen-
ovatel zlomku ma komplexni koteny.

_ 2
f(Gx?’ dr =3/ “p‘”ldx—<u_:[j +4>:

a2 +4)? (2+4)2 du = 2z dx

af 1 g (V=3 _
3f“2du 3f )H)de <2dv:d1‘>

1\7\8

gf+c¢-§fGﬂTﬁmzzwm;ﬁ&Md(8n3) 3 —

3
%(%(v;}ﬁ + arctgv)) +C = 2+4 136(JC2+4 +arctg 5) + C'.

Rozklad na parcialni zlomky

Z algebry vime, ze polynom () lze rozlozit na soucin poly-
nomu nejvyse druhého stupné. Tedy

Qz) = II (z—z)" (2 +pjz+q;)7,

zl ,,,,, n

kiaTj €N7 Pj; 4; € R.

gg;, kde P(z), Q(x) jsou

polynomy a stupen P(z) < stupenl Q(z) rozlozime na soucet
zakladnich racionalnich funkei:

n m
B1 S(I-i—Cl Bg.x+c2-
— 1; J J
R(x) o Zl (:E z; )2+ +(x z;)ki +Z $2+P T+q; +($2+ij+qj')2+
1=
o —QB 1, .
(33 +pj$+CIj) J

Raciondlni lomenou funkci R(x) =

a jednotlivé zlomky integrujeme zv14st.

Priklad:

2242 _ 22+2 _ A Cz+D
f xt—2234222—22+1 d.%’—f (z—1)%(x2+41) dr = z—1 + (x— 1)2 + | dx

:f A(z—1)(z +1)&€§§2&£)—’_—|&()C$+D)(x—l) dr — f -1 +(x_21)2_|_xx2+11 dr =

z—1
—Injlz—1]—2(z—1)"

'+ 1In|z? + 1| — arctgz + C.
Konstanty A, B, C, D vypoc¢itame z rovnosti
20 +2=A(x — 1) (2> + 1) + B(z* + 1) +

Proxz=1je 4=B2= B =2.

Proz=ije 2i+2=(Ci+D)(i—1)?=2i+2=2C-2iD =
C=1,D=-1.

Prox=0je 2=A(-1)4+2—-1=A=—

(Cx + D)z — 1)2.
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Integraly typu [ R(sinz, cosz) dx Resime prechodem k racionalnim
lomenym funkcim pomoci nasledujicich substituci. Zékladni vztahy pro

goniometrické funkce

1. Pokud R(—sinz,cosz) = —R(sinz,cosx), pak t = cosx. o 7+ sin 7 — 1
Pokud R(sinz, —cosz) = —R(sinx,cosx), pak t = sinx. cos 2z = cos® z—sin’ x
C082 T = 1+cos 2z
t =cosx 3 . el

' 2 2 t 2, _ l-cos2r

sin x cos® x dx = ( i ) = [ —t°dt = —% + sI” =
f dt = —sinzdx f s sin 27 — 2sinz cos .
O = __cosdx 1 C

3 :

[y — t =sinx te(=L1)\ _ 1 au _

cosT o dt = cos T dx o cosxcosx
1l 1—5&% = [ = argtght + C' = argtgh (sinz) + C'.

. Pokud R(—sinz, —cosx) = R(sinx,cosx), pakt=tgx,

z# T ke 7 a plati t=tgz = 12 =152

— _ _dt A 2,._ _1 =t?cos’r=1—cos’x
x = arctgt, dr = 1+t2 , sin“x = H—tQ, COS™ T = 157 - ot a(f? - 1)=1 o

= 1462 e — 1 _ cos?r = — .
[ohnde = [Fdt = [E£Erdt = [ phat =
\/_ 142 1442
u= V2t L[ _du 1

V nékterych specidlnich pripadech je vhodné pouzit zakladni
vztahy pro goniometrické funkce.

sin“ x+cos” © _ 1 1 2 _
fsmwdx = f—dx = f — | sin2xCOtg rdr =

sm4 X S100 A

( u = cotgx

3
du= ——1 dy ): —cotg z— [u? du=—cotg z—E2+C.
Smm- T

Metoda snizovani stupné.
[cos? wdr = [ 12 dy = 1 [[1 + cos 2z] dx

=2 .
= ( Zu —;dx ) =1(z+1 [cosudu) =1z +isin2z+C.
. V obecném pripadé pouzivame univerzalni substituci

t=tgs5, v#2k+1)r, k€ Z. Potom

r =2arctgt, dr = fﬁttz , sinx = ﬁ—tﬁ, cosx = L‘Lg .
1 neE g dt
N 1+t - —
5o 0% 2+1it =/ t2+t+1 f (t11)7:3
1 — 2
du = dt ui+3 3((Zu2+1) dv = \/% du

4fv2+1 = arctgv+C— \[arctg(}thJr\}g)JrC.



Zde vyuzivame
souctové vzorce

sin(a+ ) =

sin « cos B+ cos acsin 5
cos(a £ ) =

cos v cos S Fsin asin 5
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Integraly typu [ R(sinmz,cosnx)dz Pro m,n € Z plati:
[ cosma cosnz dx = § [[cos(m + n)z + cos(m — n)z] dz,
[ sinma cosnz dv = 5 [[sin(m + n)z + sin(m — n)z] dz,
[sinmasinnx dr = § [[— cos(m + n)z + cos(m — n)z] dx .

[lcos 2z cos 3z] dz = L [[cos 5z + cos(—x)] dv =

%(% sin bz + sinx) + C'.

Integraly typu [ R(v1 — 22)dz Pocitdme pomoci substituct
xr =sint nebo xr = cost.

f\/l—ia:?dl“:( x =sint tE({E))Z

dr = costdt t = arc
f\/l—Sin2tCOStdt= [ |cost|costdt = (prote 2’2)>:
je cost >0
€) =

[ cos?tdt = (Vlz metoda snizovani stupné 1t+ sin2t+C =

sarcsinz + ; sin2(arcsinz) + C'.

Integraly typu [ R(V1+2?)dz, [ R(Vz> —1)dx Pocitdme

pomoci substituci x = sinht nebo z = cosht a vzorcu

cosh?’t — sinh®¢t = 1, cosh®t + sinh?t = cosh2t, sinh2t =

2sinh ¢ cosht, 2cosh®t = cosh 2t + 1, 2sinh?¢ = cosh 2t — 1.

f#dx:( x = sinht teR )
Va?+l dr = coshtdt t= argsinhx

L coshtdt= [ m coshtdt = [ 1dt = argsinhz+C'.

f V sinh? t+1

8.2 Urcité integraly

Priklad 8.5: Pro jednoduchost si nyni predstavime, ze
rychlost naseho auta je konstantni v(t) = ¢,c € R. Ujeta
draha auta s(t) v case t od po¢atku méreni v Case t( je pak
dana vztahem s(t) — s(ty) = ¢ - (t — tg) . Hodnota rozdilu
s(t) — s(tg) se zaroven rovna " plose pod grafem funkce” v(t)
na intervalu (tg,t) .

Piipomenme, ze funkce s(t) je primitivni k funkei v(t).
Pozdéji ukazeme, ze i v obecnéjsim pripadé lze primitivni
funkci vyuzit k vypoctu plochy pod grafem funkce.
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Definice 8.3: Necht k funkci f: {a,b) — R existuje prim-
itivni funkce F': (a,b) — R (v krajnich bodech uvazujeme
jednostranné derivace). Pak rozdil F(b) — F(a) nazyvame
Newtonovym urcitym integralem funkce f na intervalu
(a,b) a piseme

F(b)—F(a):/f(a:) dx .

Uvedeny vztah se nazyva Newtonova-Leibnizova formule
b
a také piseme F'(b) — F(a) = [F(z)2 = [ f.

Cislo a se nazyva dolni mez, ¢islo b se nazyvéa horni mez
Newtonova integralu.

Mnozinu vSech funkci, které maji Newtonuv integral na in-
tervalu (a, b) znacime N'({a,b)) .

Véta8.4: (vlastnosti Newtonova integralu)

1) Newtonuv integral nezavisi na volbé primitivni funkce.

2) Necht f € N({a,b)), c € {a,b), pak plati
b a a
ff(x)dx:—bff(x)dx, ff(:zf)dx:(),

fbf(x)dxzjf(x)dxﬂLfbf(x)d:c.

3) Necht f,g € N({(a,b)), a, B € R, pak plati
b

[af(z)+ Bg(x)de = afbf(x)dx+ﬁfbg(x)da:.

a

(Tedy mnozina N ({a, b)) je linedrni prostor.)

Priklad 8.6

2
[2zxde=[22+Cl} =[]} =4.
0

™

s 0
[[3cosx — 2sinz]dr =3 [coszdr + 2 [sinzdr =
0 0 ™

3[sinz]f +2[—cosz]2 =3(0—-0)—2(1—(-1)) = —4.

Nésledujici dveé vety vyplyvaji z vét (8.2) a (8.3).

/()
F(b) = F(a)
a b



Produkce plynu

Ze zkuSenosti vime,
ze novy vrt produkuje
asi f(t) = 0.2¢e00%
miliont kubickych
metru plynu  za
t  mésicu.  Pokud
chceme odhadnout
celkovou produkci
P(t) vrtu za jeden
rok, pak  musime
spocitat integral

12

P(t) :/O.2teo‘02t dt .

0

Pomoci metody per
partes dostaneme

12
J0.2te 002 gt =
0

10 <— [te 002 4

12
[e02tdr) =12
0
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Véta8.5: (per partes v Newtonové integralu)

Necht funkce u,v jsou derivovatelné na intervalu ({a,b)
(v krajnich bodech zprava, popt. zleva) a u-v" € N({a,b)),
potom také u’ - v € N({a,b)) a plati

Priklad 8.7: Vypoctéte integral f e’sinx dx .

Metodu per partes pouzijeme dvakrat.

1 I __ T o

v v =€ v=sine | ., . 1
[etsinadr = . = [e"sinx], —
J u=-¢e" v =cosx
! W =e" wv=cosx 1
[ e cosxdr = . : = [e"sinz], —
) u=-¢e" v =—sinzx

.l

le" cosz], — [e"sinaxdr. Odtud vyplyvd

0
1
[esinzdr = $[e"(sinz — cosx)](l) = S(sinl —cos1) +
0

DO +—

Véta8.6: (substituce v Newtonové integrélu)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(9) — H(g) a H(f) C D(g).
Jestlize funkce f je derivovatelnd na D( f) a existuje primitivni
funkce G k funkci g na D(g), potom pro (a,b) C D(f) plati

a

f(b)
/ o(f(@)) - f(z)de = / o(y) dy = G(F(5)) — G(f(a))
f(a)

Priklad 8.8:

e — Inz Ine
e )= Jydy =55 =1
1f ! dy:%dx 1nf1 2 2
2) fo da < r =sint —1:sina:>a:—%>
J Vi-a® dxr = costdt 0=sinb=b=0
0 T
cost pro t e (_570) ) _
‘]; \/1 sin®t costdi = £ | cost| di = ( je cost >0 a
2 2
0
0 T
flﬁ:m%:§.
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Definice 8.4 : (nevlastni integral vlivem meze)
Necht funkce f € N ({a,b)) pro kazdé b > a. Necht existuje
b

limita blim [ f(z)dz, pak se nazyva nevlastni Newtonuv
— 00 a

integral vlivem meze a piseme

blgl(;lo/bf(x) dx = 7f(5z:) dx

Znacime f € N({a,o0)) a fikdme, ze nevlastni integral kon-
verguje; v opacném piipadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(z)dx = lim [ f(z)dz a definujeme
e a——00 %

oo

J f(f””l’:_f f(@)do+ [ f(z)dz, cER.

Priklad 8.9:

1) fsc da:—hmfas dr = lim [~

b—oo 1 b—oo &

| (ba+1 1)] —

L o < —1 konverguje.

{ oo a > —1 diverguje
a+1

8

2)  [Lidz= blgilo In|z])} = [Inz]® = 0o diverguje.

—_

Definice 8.5: (nevlastni integral vlivem funkce)

Necht Vt € (a,b)je funkce f € N((a,t)) a f &
t

N ({a,b)). Necht existuje limita tlirgl [ f(z)dz, pak se
0=y

nazyva nevlastni Newtonuv integral vlivem funkce a

tlirbn/tf(x)da:—/bf(a:)d:v

Znacime f € N({(a,b)) a fikdme, ze nevlastni integral kon-
verguje, v opacném piipadé diverguje.
b

Analogicky [ f(x)dz = lim [ f(z)dz
w t—>a+t

piseme

oo
Integrdl [ sinz dx

—0o0
neexistuje, nékdy je
proto vhodné praco-
vat s hlavni hodnotou
nevlastniho integralu,
kterd je definovana vz-
tahem

v.p. 70 f(z) dx =
lim ff

C— 00
— Ze

(v.p. je =z fran-
couzského valeur
principale).

Podobné pro nevlastni
integral vlivem funkce
definujme hlavni hod-
notu vztahem

v.p.fcfx dr =
11m(ff ) dx +

6%0+

ffx dx).

b+6
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Priklad 8.10:

1 1
« . « . 1 _ to+1)] —
1) Ofx d:z:—tl_l%itfx dx—};%ﬂ_aﬂ(l t*tH)]

1

{ oo  a < —1 diverguje
— «a > —1 konverguje.

a+1
1
1 _ 1 1 _ 1 _ . .
2) bfxdx tl_l}f(i[ln\a:\]t nz], = oo diverguje.

Pozndmka8.1:  Jestlize existuje ¢islo ¢ € (a,b) takové, ze

feN({a, ), feN(cb)) azéroven f & N({a,b)), pak

polozme
/bf(x)dﬂfjf(x)der/bf(x)dx.

Priklad 8.11:

_ 1
Necht f(z) = {(1) iiéo’ll’;)) , potom _flf(x) dr =

0 1

[0de+ [1de=[0]", + [z]y = 1.
-1 0
0 x€(~1,0)

r xe(0,1)
k funkei f na intervalu (—1,1), protoze F'(0) neexistuje,

ptesto plati F(1) — F(-1)=1—-0= j f(x)dx.
“1

Funkce F(z) = { neni primitivni funkce

Zobecnéna primitivni funkce

Uvedeny piiklad vede k nasledujici definici.
/\ Definice 8.6 : (zobecnénd primitivn{ funkce)
F(x) Necht f: {(a,b) > R a F: (a,b) = R takové, ze
\/ 1) Funkce F je spojita na (a,b) .
2) Plati F'(z) = f(x) na (a,b) s vyjimkou spocetné mnoha
bodu intervalu (a,b),
potom funkce I’ se nazyva zobecnéna primitivni funkce

f(z) k funkci f a ¢islo F(b) — F(a) se nazyva zobecnény New-
tonav integral funkce f na intervalu (a,b) .
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8.3 Zakladni véty integralniho poctu

Véta8.7: (srovnavaci kritérium)
Jeslize Vt € (a,b) jsou f,g € N({(a,t)) a Va € (a,b) plati
0 < f(z) < g(z). Potom (i pro b = co) plati

b b
1. Konverguje-li [ g(x)dz, pak konverguje i [ f(z)dx.

b b
2. Diverguje-li [ f(x)dx, pak diverguje i [ g(x)dz.

Diikaz:

1. Necht F, G jsou primitivni funkce k funkcim f, g na in-

tervalu (a,t). Potom F'(z) = f(x) > 0 a funkce F' je podle

véty (7.10) neklesajici na (a,t) .

Podobné (G(x) — G(a) — F(z)+ F(a)) =g(x) — f(x) >0

a funkce H(x) = G(x) —G(a) — F(z)+ F(a) je neklesajici na

(a,t) . Zaroven H(a) =0, tedy G(z) —G(a) > F(xz)— F(a) .
b

Pokud konverguje [ g(x)dz, pak existuje tlirbn G(t). Z
a —0=

Heineho definice limity a véty (4.41) vyplyvéa, ze funkce G

je omezend, tedy i funkce F' je omezend na (a,b). Zaroven

funkce F' je neklesajici a opét podle véty (4.41i) existuje
b

lim F(t) a integrél [ f(x)dx konverguje.

t—b—

2. Druhé tvrzeni véty je ekvivalentni prvnimu, jednda se
o obménu implikace.

Priklad 8.12: Ukézeme, ze integral [ ﬁdaz diverguje.
1

) T 1 _ o _
Plati odhad {md:vz 57 4o = [V =00

. « . o e ’ . . 1
Poznamenejme, ze primitivni funkci k funkci Tt Tz lze

nalézt pomoci substituce % = z.

Uvahy v diukazu predchozi véty vedou k nasledujicim jednoduchym

tvrzenim.
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Véta8.8:
i) Jestlize f € N(a,b), f(z) > 0,Vz € (a,b) a existuje
b
[ f(z)dz, potom

/f(a:)dxzo.

a

ii) Jestlize navic f#0 (k f(z) > 0), potom

/bf(x)dx>0.

iii) Jestlize f,g € N({a,b)), f(z) > g(z), Yz € (a,b) po-

tom b
/f dx>/ (x)dx .
Diikaz:

i) Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b) . Protoze F'(x) = f(x) > 0, tak funkce F' je podle véty
(7.10) neklesajici na (a,b), tedy lim F(¢t) — lim F(t) > 0.
t—b— t—a+
ii) Kdyby lim F(t) — lim F(t) = 0, pak funkce F' je kon-
t—b— t—a+
stantni a F'(x) = f(z) = 0, coz je spor s predpokladem
b

f#0. Odtud plyne 0 < [ f(z)dx

iii) Z bodu i) této véty a predpokladu f(x)—g(x) > 0 plyne
b b b

JIf(@) = g(a)]de > 0% [ f(z)de — [ g(x)de >0.

Cvicent 8.2:
Dokazte ndsledujici tvrzeni. Necht f,|f] € N(a,b), pak

b b
[ f(x)dz| < [|f(z)|dz.

) < | ()| a bodu ii) predchozi véty plyne

[Z nerovnosti —|f(x)| < f(z
b b
o < @) s = |f 1) ds| < f170)| s

Fif@)de < [ @)
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Véta8.9: (integralni kritérium pro fady)
Necht funkce f € N ((1,0)),Vb > 1, je nerostouci a kladna
a (1,00). Polozime a,, = f(n) pro n € N, potom

oo

Zan konverguje & /f(a:) dr konverguje.

n=1

Diukaz:  Protoze funkce f je nerostouci, tak Vn € N
Vee(nn+1)je app1=f(n+1) < f(z) < f(n)=ay.
Z véty (8.8iii) pak vyplyva

—1 n+1 —1 n+1 N—-1n+1
Z fan+1dfc<z ff Yde < > [ apdr = sy —ay
n=1 n

= astaz+---t+ay < f f(x)dr < aj+as+---+an-1 = sn-_1.
1
”"=" Protoze funkce f je kladn4, tak jeji primitivni funkce F’
o0

je rostouci na (1,00). Pokud fada ) a, konverguje,
n=1

pak posloupnost ¢astecnych souctu sy_; i posloupnost
n

[ f(z)dx = F(n) — F(1) jsou omezené a podle véty (4.4ii)

1
funkce F' konverguje.
N

7<" Protoze funkce f je kladna, tak sy —a; < [ f(z)dz <
1

o0 o0
[ f(x)dx. Jestlize integral [ f(z)dx konverguje, pak
1
posloupnost ¢dstecnych souctu sy (fady s kladnymi ¢leny)
o0

je omezend a podle véty (5.2) fada ) a, konverguje.
n=1

Priklad 8.13: Rozhodneme o chovani rady Z

nlnn'

Uvazujeme funkci f(z) = xﬁw

ziejmé splﬁuje pfedpoklady integralniho kritéria (8.11) a spoc¢itdme

na intervalu ( ,oo), ktera

integral f ——d
T y=1Inzx
{ : dy = %dfc 111[2 w2 =

Podle integralniho kritéria (8.9) fada )

n=

~ ln diverguje.

1234567
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Véta8.10: (o stiedni hodnoté v integralnim tvaru)
Jeslize f € N({a,b)), pak existuje £ € (a,b) takové, ze

/fuwxzﬂ@-w—@.

Dikaz: Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b), pak F' je derivovatelnd na (a,b) (v krajnich bodech
jednostranné) a podle cviceni (7.1) a véty (7.1) spojitd na
(a,b) . Splnuje tedy predpoklady Lagrangeovy véty o stiedni

o hodnoté (7.7). Odtud vyplyva, ze existuje bod £ € (a,b)
b
takovy, ze F'(€) = PO = #(¢) - (b—a) = [ f(2) da.

8.4 Integralni soucet, Riemannuv integral

Definice 8.7 : (integralni soucet)

f) T Necht funkce f je omezend na intervalu (a,b). Mnozinu
bodu D = {xg,x1,..., 2, ; a =29 < 1 < ... < x, = b}
nazveme délenim intervalu (a,b) .

i Cislo ;

o=s0 o1 72 23 gep B S(D) = Z sup  f(x) (@ — xi-1)

i=1 $€<$i_1,1‘i>
Y se nazyva horni soucet funkce f prislusny déleni D.
Cislo

s(D)=>_ inf f(z)(z;— zi1)

f
77 | |
: } | i—1 TE(Ti—1,%4)
| | |
| |

d

|
qu

|

|

se nazyva dolni soucet funkce f ptislusny déleni D.

a=To T1 T2 T3 gu=b T

Necht 7; € (z;_1,2;),i=1,2,...n, potom &islo

f@) 4 n
Al I(D) = 3 f(7) (i = i)
‘_ | : R im1
oy |
1 lq| 1? L se nazyva integralni soucet funkce f prislusny déleni D.
I S

a=xp T1 T2 T3 1.4:[)

Definice 8.8 : (zjemnéni déleni) Oznacime D mnozinu
vSech déleni intervalu (a,b). Necht D;,D € D a D C Dy,
pak déleni D; se nazyva zjemnéni déleni D .
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Cuviceni 8.3: Necht D je zjemnéni déleni D, potom y
S(D1) < S(D). S(D)
[Necht z; 1 =yo <y1 < ... <yp =24,

zi—1,% € D, y; € Dy,j = 0,1,...k. Potom na intervalu (z;_1, ;)
k k

plati: > sup  f()(y; —yim1) < osup f(y) Do(y — Y1) =

|
|
|
4 |
J=1ye(yj—1,9;) YE(Ti—1,%;) Jj=1 a

|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
T
b X

sup  f(z)(x; — x;—1). Odtud jiz plyne vyse uvedené tvrzeni. |
CCE(CCZ‘,LCCZ‘)
Poznamka 8.2: Némecky matematik
1. Necht f € N({a,b)), potom podle véty o stiedni hod- Georg Friedrich Bern-
noté (8.10) existuji body &; € (x;_1,z;),i=1,2,...n, ?gg(é) Riemann (1826-

{-

b n
takové, ze [ f(z)dx = ;f({l)(xz — T 1).

2. Z omezenosti funkce f vyplyvéd, ze 3K > 0Vx € {(a,b):

|f(x)] < K a z predchozi definice (8.7) dostaneme
~K(b—a) < s(D) < [(D) < S(D) < K(b—a).
Mnoziny ¢isel {s(D) ; D € D}, {S(D); D € D} jsou podle
predchozi poznamky omezené a podle véty o existenci supréma
(3.1) mé smysl nasledujici definice.

byl imatrikulovan ja-
ko student filologie a

Definice 8.9: (Riemannuv integral) tef)ll?giet- kl\,Tavétévtoval
)} . , . vsa aKe matemnl-
Necht funkce f je omezend na intervalu (a,b) . Atické predndsky
Cislo a studium ukonéil
b disertacni praci o
. teorii funkci. Integral
11)2% S(D) = /f(a:> dx fab f(x) dx chépal jako
a limitu integralniho
se nazyva horni integral funkce f na intervalu (a,b). souctu
Cislo ) mlaiirii Zl f(7) (wi—2i-1),
8
se nazyva dolni integral funkce f na intervalu (a, b).
b b b Pojmy horni a dolni
Jestlize [f(x)dx = [f(x)dz = (R) [ f(z)dx, pak se tato integral zavedl fran-
a a a couzsky  matematik
hodnota nazyva Riemanniv urcity integral funkce f na Gastone  Darbouxe.
intervalu <a b> Jeho definice uré¢itého
,b) .
s . . . , , . integral i 8.9
Mnozinu vSech Riemannovsky integrovatelnych funkci na in- Jniestait (V.l ) )
» je ekvivalentni
tervalu (a,b) znacime R({a,b)) . Riemannové definici.



http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Riemann.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Riemann.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Riemann.html

Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet
(1805-1859).

kromé  jiného  zk-
oumal podminky
konvergence trigono-
metrickych rad.
Polozil zaklady dnes
velice vyuzivanych
Fourierovych tad.
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Priklad 8.14: (Dirichletova funkce)
Nech —{ ’

echt S0 =10 2 e {R\Q}N(0,1)
déleni D intervalu (0,1) plati s(D) =0, S(D) =1. Odtud
vyplyva, ze Dirichletova funkce nemé Riemannuv integral.

, potom pro kazdé

Véta8.11: Necht funkce f je omezend na intervalu
{(a,b), c € (a,b), potom plati

Uvedena rovnost plati také pro dolni integral i Riemanntv
integral.

/bf(:c)dxif(x)dxntfbf(x)daj

Dikaz: Oznacime postupné Dy, Do, D vSechna déleni inter-

valu (a,c),{c,b), {a,b), potom {D;UDy} C D a plati

b
aff(x) o ll)IéDS( ) o DG{IDnlUDg} S( )

(1)
inf S(D)+ inf S(D ff d:c+ff(x) dx

DeD, DeD,y

Z druhé vlastnosti infima Vyplyva7 ze ke kazdému ¢ > 0
existuje déleni D’ € D takové, ze

(2) s(D) < [f(z)dx+e.

Polozime D!, = D'U{c} a D, = DjUDj, kde D] € Dy, D} €
D, . Déleni D!, je zjemnéni déleni D', tedy podle cviceni (8.3)
plati

(3) S(D1)+5(Dy) = S(Dp) < S(D).

Z prvni vlastnosti infima a vztaht (2), (3) plyne

ff( dx—|—ff <S(D1)+5(D;) <S(D') <ff )dx+e.

Spolecné se vztahem (1) tak dostaneme

Ffayde < [1@) do+ [ f@)do < [ () do+e.

Odtud jiz vyplyva tvrzeni véty.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Dirichlet.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Dirichlet.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Dirichlet.html
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Véta8.12:
i) Necht funkce f je omezena na intervalu (a,b), potom
funkce F(z) ff t)dt, F(x) ff t)dt jsou spojité

na intervalu (a, b> :

ii) Jestlize funkce f je navic spojitd, pak F = F (= F)
a funkce F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b).

Diikaz: i) Necht xg, v € <a by. 7 véty (8.11) vyplyva, ze

plati F(z) f f(t)
Zaroven funkce f je omezena, tedy JK > 0 Vi € (a,b):

FOI < K, tedy —K (2 — 00) < [ F(8)dt < K(x — o).

Odtud plyne lim ff t)dt = 0 = F(z) — F(zy) a funkce

T—T0
F je spojita v bode xg -
ii) Ze spojitosti funkce f vyplyva, ze
Ve>036>0,0< |t —xo| <d=|f(t) — f(xo)] < €.

Pro z splaujici |z — xo\ < ¢ odhadneme

ff t) dt—f(xo)(x—20)

F(z)—F(zo) _ f(flfo)‘

Odtud vyplyvé F (z9) = lim (:C)—f(xo) = f(xp). Podobné

=T T=%o
Ize dokézat F'(zg) = f(x) .
Zaroven plati F'(a) = F(a) = 0. Tedy funkce F,F jsou
primitivni k funkci f na (a,b) a rovnaji se.

V predchozi vété jsme vlastné dokazali nasledujici zakladni
tvrzeni.

Véta8.13: (Fundamentalni véta matematické analyzy)
Plati C({a,b)) C N({(a,b)) A C((a,b)) C R({(a,b)).

Neboli kazda spojita funkce je Newtonovsky i Riemanovsky
integrovatelna.




Piiklady na integraly
lze nalézt na adrese
http://trial. kma.zcu.cz/
Tdb/main.php?T0=2&
T1=0&T2=0&T3=0&
TOb=2&C=./7/
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Definice 8.10: Necht funkce f € R(I) a a,z € I. Potom
primitivni funkci F' k funkci f definovanou vztahem

F(z) — F(a) = / () dt

nazyvame integralem s proménnou (horni) mezi.

Priklad 8.15: Funkce %nt je pro t # 0 spojitda a podle

predchozi véty (8.13) je Newtonovsky integrovatelna napf.

na intervalu {(a,z), a > 0. M4 tedy smysl definovat in-
X

tegrdl s proménnou mezf tvaru F(z) — F(a) = [ 52 dt.
a

Poznamenejme, ze tento integral se neda vyjadrit jako linearni
kombinace koneéného poctu ”zakladnich funkei” (2", sinz ,e”,...).


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
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8.5 Aplikace v geometrii a fyzice
Pri zavedeni Riemannova integralu jsme sc¢itali " nekone¢né mnoho
nekonecné malych ploch - tzv. elementu”a dostali jsme vlastné
obsah plochy ”"pod grafem funkce f”. Tento postup lze pouzit i
pri vypoctu objemu téles, délek kiivek, vykonané prace ap.
Daéle budeme predpokladat, ze funkce popf. jejich derivace
vystupujici v nasledujicich vztazich jsou spojité a funkce f je
na intervalu (a,b) nezaporna. Podle véty (8.13) pak uvedené
integraly existuji.
Popis Vztah Obrazek
Plocha pod grafem . Y
funkce f(z)
Plocha S je ohrani¢ena S = /f(x) dx
grafem funkce f, ptimkami a
T =a,r=>ba osoux. Element plochy dS = f(z)dz
a dz b x
Objem rotacniho . y f(-’r)
télesa )
Objem V' télesa vzniklého V=m / fo(z) dx B
rotaci plochy pod grafem a z
funkce f kolem osy x. Element objemu dV = 7 f?(z) dzx \
dx
Délka krivky y f(@)
Délka s kiivky urcené
-3 dy

b
grafem funkce f. S = / vV1+ (f’(x))Q dx
Element délky ds = +/(dz)? + (df)? =

o4 —— —

V(dz)? + f/(@)?(de)? = 1+ f'(2)? do

S O A

8

Povrch rotacniho ,

telesa

Velikost S plochy vzniklé | © = 27 / F@)V1+ (f'(2) dx
rotaci grafu funkce f a

kolem osy z. Element povrchu

dS =2nf(x)ds =2nf(x)\/1+ f'(x)?dx
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Staticky moment
krivky

Statické momenty M.,
M, kiivky dané grafem
funkce f vzhledem k osam

x, y. Hmotnost kiivky je

reprezentovana jeji délkou.

M, = / f@)VIT (P @) de

M, = /a:\/l + (f"(x))?dx

Staticky moment M télesa
o hmotnosti m vzhledem
k ose otaceni o, kterd je
télesa, je dan vztahem
M=m-d.

Moment
setrvacnosti
krivky

Momenty setrvacnosti I,
I, kiivky dané grafem
funkce f vzhledem k osam

x, y. Hmotnost kiivky je

reprezentovana jeji délkou.

b
I, = / (@) /1T (@) dz

1

/1’2\/1 + (f'(x))? dx

Moment setrvacnosti
télesa o hmotnosti m
vzhledem k ose otdceni o,
ktera je ve vzdélenosti d

vztahem I = m - d>.
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castecna, H4
dolni, 32, 54
horni, 32, 54
limita funkce
Cauchyova, 48
Heineova, 48
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normala ke grafu, 61 uzaver mnoziny, 21

vyrok, 8

obména implikace, 9 )
negace vyroku, 8

obor hodnot, 14

okolf bodu, 21 slozeny, 8
vyrokova formule, 9
parcialni zlomky, 84 véta
podmnozina, 13 Bolzanova-Cauchyova, 29
polynom Bolzanova-Weierstrassova, 26
Tayloruv, 70 Cantorova, 57
pomeérna diference, 59 Fermatova, 65
posloupnost, 23 Lagrangeova, 66
aritmeticka, 23 o existenci supréma, 20

cauchyovska, 29 o limité slozené funkce, 52
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o sevieni, 31
o stfedni hodnoté, 66
Rolleova, 66
Taylorova, 70

velké O, 53

zbytek tady, 34
zobrazeni, 14
na mnozinu, 15
prosté, 15
vzajemné jednoznacné, 15
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