7 GAUSSOVA VETA

7 Gaussova véta

Zadani

Pouzitim Gaussovy véty odvodte velikost vektoru elektrické indukce a elektrické intenzity pro
ndsledujici nabita télesa:

1. rovnomérné nabitou kouli s objemovou hustotou naboje p,
2. nekonecné dlouhé rovnomérné nabité vlakno s linearni hustotou néboje 7,
3. nekonec¢né velkou rovnomérné nabitou desku s ploSnou hustotou néboje o,

4. soustavu dvou rovnobéznych nekonecné velkych rovin rovnomérné nabitych opaénymi
naboji s velikosti ploSné hustoty naboje o.

(Ptipady 3 az 4 1ze ulozit za DCv)

Reseni
1. Nabita koule

e K feseni vyuzijeme Gaussovu vétu (IV. Maxwellova rovnice), kterou zapiSeme ve tvaru

}[D-dS:/pdV, (7.1)
S(V) 1%

kde S je uzaviena plocha, ktera obklopuje objem V.
Slovy: Elektricky indukéni tok uzavienou plochou je roven celkovému elektrickému ndboji
rozloZenému v objemu touto plochou ohraniceném.

e Ulohu budeme fesit tak, e do stiedu nabité koule, jejiZ polomér je o, polozime stfed myglené
sférické plochy o poloméru r. Vzhledem k sférické symetrii rozlozeni elektrického naboje v kouli
bude vektor elektrické indukce D vZdy kolmy k této plose a v kazdém bodé jejiho povrchu bude
mit i stejnou velikost D. Ulohu musime rozdélit na dva piipady.

Piipad r < r, Tato situace je graficky zndzornéna na obr. 7.1, tedy ted urcujeme elektrickou
indukci uvnitf nabité koule. Rozdélme fesSeni rovnice (7.1) na levou a pravou stranu. Pro levou
stranu bude platit

]{D-dszpfno-dsszdSZDS:Dzm?,
(V) (V)

S s S(V)
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7 GAUSSOVA VETA

kde jsme vyuzili faktu, Ze D md smér jednotkového normalového vektoru n® k plose S (tj. D 1
nY), pficemz velikost D je na plose viude stejnd, a ze dS = n®dS, a tim padem n® - dS = dS.
Integral fs W) dS pak udava velikost plochy S (vlastné s¢itame velikosti jednotlivych diferenciala
plochy, které tvoii déleni této celé plochy), tj. 47r? v tomto pifpadé. Pro pravou stranu rovnice

sféricka
plocha

Obr. 7.1: Iustraéni ndkres k feSeni elektrického pole vy-
tvafeného rovnomérné nabitou kouli o objemové hustoté
elektrického nédboje p.

(7.1) bude platit
4
/pdV:p/dV:pV:pgm“?’,
1% 1%

jelikoZ p je v celém objemu V' konstantni a integral fv dV znamena velikost objemu V' (s¢itdme
diferencidlni objemy tvotici déleni celého objemu), zde (4/3)mr3. Spojenim obou vysledkd
ziskdme rovnost 4

D4nr® = p gnr?’,

z niz miZeme po jednoduché upravé obdrzet pro elektrickou indukci vztah

1
D = gp T, (7.2)

tj. velikost elektrické indukce v objemu koule je pfimo umérna poloméru.

Piipad » > r, V tomto piipadé urcujeme elektrickou indukci vné koule. Pro levou stranu
rovnice (7.1) bude platit pfedchozi zavér. Zméni se pouze vyjidieni pravé strany. Predevsim je
nutné si uvédomit, Ze v okamziku, kdy integrace ptrestoupi polomér koule, bude p = 0. Tudiz

4
/,odV: / pdV + / OdV:pgm“g’,

|4 V(r<ro) V(r>ro)
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7 GAUSSOVA VETA

jelikoZ integrace mimo kouli dava nulovy naboj. Ddme-li opét do rovnosti levou a pravou stranu,

dostaneme po malé dpravé
1
D=-p-2 7.3
305 (7.3)
tj. velikost elektrické indukce vné objemu koule klesd s kvadritem poloméru. Navic celkovy
ndboj, ktery koule nese, je Qy = pV,kde V = (4/3)7wr] je objem nabité koule. Pak je téZ mozné

psat, Ze

D 43’1?7’2 = Qv,
a odsud ziskat identitu
1 Qv
D= ——". 7.4
4t 72 7.4

Slovy: Elektrickd indukce se vné rovnomérné nabité koule chovd stejné jako u bodového
ndboje.
Pozn.: Tento zdver plati i pro kouli nesouci rovnomérné rozloZeny ndaboj na svém povrchu.

e Vysledky lze zapsat do jediného vztahu

1 <
—pr; r<r
3/0 ) >~ 10
D— . (7.5)
3
7o
P55 T>To

Bude-li permitivita prostfedi € stejnd v celém prostoru (tzn. uvniti i vné koule), 1ze podle vztahu
D = ¢E (V1. Maxwellova rovnice) pro velikost intenzity elektrického pole napsat

1
Il <
3€p7', r=To
E = ) (7.6)
1 -
—p—2 r>r
36'0 r2’ 0

Na obr. 7.2 je zndzornén prabéh velikosti elektrické indukce v zavislosti na vzdalenosti od stfedu
koule.

2. Nekonecéné dlouhé vlakno

e Z divodu nekonecnosti vlakna bude vektor elektrické indukce vzdy kolmy k vlaknu, jelikoZ ve
zvoleném bodé bude jeho tecnd slozka tvofend ndbojem z levé ¢4sti vldkna kompenzovéna stejné
velkou slozkou z pravé ¢asti vlakna. Tedy D) = 0 (rovnobézna slozka D je nulova).

e Okolo vybrané c¢asti vldkna vytvoiime uzavienou souosou védlcovou plochu (viz obr. 7.3),
pfiCemZ plochy podstav oznaime Sii, Sio (511 = Si2 = S51) a plochu pldst€ 5. Vysku
vélcové plochy oznacime [ a polomér podstav 7.
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~r '

0 t Obr. 7.2: Pribéh velikosti elektrické indukce D v zdvislosti na vzdédlenosti
r od stfedu rovnomérné nabité koule.

i P TTD o

>
5 / vélcové plocha l l t>0 Obr. 7.3: Tlustraéni nakres k feseni elektrického pole
11

vytvareného nekone¢nym vlaknem rovnomérné nabitym
elektrickym nidbojem o linedrn{ hustoté 7.

e K feseni opét vyuzijeme Gaussovu vétu. Levou stranou miizeme rozepsat do rovnosti

7{D-dS:/D-dS||+/D-dSM+/D-dsu,
S(V) S Si1 Si2

tzn. integraci pres celou uzavienou plochu vélce rozdélime na integraci pies jeho plast a pres
jeho podstavy. Nyni si staci uvédomit, Ze rovnobézna slozka D je nulovd, tudiZ integrély pres
podstavy budou nulové. To lze rozebrat podrobnéji. Pro orientovany element plochy podstavy
plati dS; = n9dS,, kde nY je jednotkovy normdlovy vektor plochy podstavy (pro levou
podstavu sméfuje vlevo ve sméru vlakna, pro pravou podstavu sméfuje vpravo ve smeéru vldkna).
U podstav vSak plati, Ze D - dS; = 0, jelikoZ D je kolmé k dS, . Tim je nulovy i integrdl ptes
celou plochu podstavy. Rovnice se tak redukuje na tvar

j{ D'dS:/D~dS| :D/nol~dS| :D/dSH:DSH = D 2mrl.
S(V) Sl S| ol
Pfi dpravé bylo vyuZito faktd, Ze elektrickd indukce D v kazdém bodé plochy S| ma stejny smér
jako jednotkovy normalovy vektor plochy nﬂ, a tim i element plochy d.S), a Ze integrace pies
jednotlivé diferencidly plochy dava celkovou plochu, zde plochu vélce 2mtrl. Velikost vektoru

lze navic vytknout pfed integrdl, jelikoZ diky rovnomérné linedrni hustoté naboje na vldkné ma
v celé plose S| stejnou velikost.

e Pro pravou stranu obdrzime identitu

/pdV:/le:Tl,

\%4 l

22



7 GAUSSOVA VETA

ponévadZ v prostoru mimo vldkno je hustota ndboje nulovd, a tak celkovy elektricky naboj
uzavieny zvolenou plochou je ndboj, ktery nese ¢ast vldkna délky [ vytknuta touto plochou, t.
Tl.

e Spojenim vysledkt obdrzime D 27mrl = 71, coZ po Gprave dava pro velikost elektrické indukce

D=_—"_ (7.7)

E=_—- T (7.8)

3. Nekonecéné velka deska

e Pii feSeni budeme postupovat obdobné jako v piedchozim piipadé. Cést desky uzavieme
valcovou plochou, jejiz podstavy jsou rovnobézné s rovinou desky (viz obr. 7.4). Pak integral
pfes uzavienou véalcovou plochu mtizeme rozepsat do rovnosti

7{D-dS:/D~dS||1+/D~dS||2+/D~dSL.
S

S5(V) S 5|2

Jelikoz deska je nekonecné velkd, bude opét te¢na slozka vektoru elektrické indukce nulova

valcova plocha

Obr. 7.4: Tustraéni ndkres k feSenf elektrického pole vy-
tvareného nekonecné velkou rovnomérné nabitou deskou
s plosnou hustotou elektrického néboje o.

(D|| = 0) a z tohoto diivodu bude nulovy i ploSny integral pfes plochu S, ponévadZ vektor
D je kolmy ke vSem elementim této plochy, tj. D - dS, = 0. Uvédomime-li si navic, Ze
vektor D ma na opacnych polorovinich desky opa¢ny smér a Ze velikosti podstav jsou stejné (.
Sjj1 = )2 = S5))), mizeme plosny integrél zredukovat na tvar

% D‘dS:2/D'dS||.
S(V) S
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TéZ velikost vektoru elektrické indukce na ploSe S| bude vSude stejnd, protoZe deska je nabita

rovnomérné. Pak
/DdS| :D/’I’L?d5| :D/dS| :DSH,

S S S
tedy
j{ D -dS = D25S).

S(vV)
e Pro pravou stranu Gaussovy rovnice lze psat
/pdV = /JdS| =09,

pficemz jsme opét vyuZzili nulovosti hustoty elektrického naboje mimo desku, rovnomérnosti
rozloZeni ndboje na desce (o0 = konst.) a faktu, Ze valcova plocha vytkne na desce kruh o plose
stejné, jako je plocha podstavy valce.

e Spojenim vyrazili obdrzime rovnost D 25, = ¢ .S}, coZ po upravé dd pro velikost elektrické
indukce vyraz
1
D = 57" (7.9)

Bude-li opét permitivita prostiedi € , bude pro velikost elektrické intenzity platit

1
E=—o. (7.10)
2e
3. Dvé rovnobézné roviny
e Obé¢ desky jsou nabity elektrickymi néboji o stejné velikosti plo§né hustoty o = |o1| = |03/,

pfi¢emz jedna nese naboj kladny (o; > 0) a druhd zaporny (o, < 0). Podle predchoziho pfipadu
vytvareji tyto desky kolem sebe elektrické pole o velikostech indukci

1
|D1| = [Ds] = 37

Dle principu superpozice pak bude vyslednd indukce déna vektorovym souctem indukci od
jednotlivych desek.

e Vektor indukce zdporné nabité desky je ale opacné orientovany oproti vektoru indukce kladné
desky (viz obr. 7.5), coz znamen4, Ze v oblasti mezi deskami dojde k navyseni velikosti indukce
na dvojnasobek jeji hodnoty od jedné samostatné desky, kdezto mimo oblast mezi deskami se
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- == < --

0
T A

, Obr. 7.5: Ilustra¢ni ndkres k feSeni elektrického pole

| vytvareného dvéma rovnobéznymi deskami s opacnymi
plo$nymi hustotami elektrického niboje o velikosti o =
|o1| = |o2|. Vektor elektrické indukce D (plnd Sipka)
je vytvaren deskou kladné nabitou (o7 > 0), vektor
D, (¢arkovand Sipka) je tvoren deskou nabitou zdporné
1 (o2 < 0).

e
Q

Vv

(e)

indukce desek odectou, tudiz jeji hodnota zde bude nulova (D = 01 £ = 0). Odsud pak snadno
dostaneme pro elektrickou indukci

D = 2|Dy| = 2|Ds|,

tedy po dosazeni z (7.9)

D=o. (7.11)

Bude-li permitivita prostfedi ¢, bude pro elektrickou intenzitu platit

E=—o0. (7.12)
€
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