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Predmluva

Matematicka analyza (neboli, zhruba feleno, diferenciilni a integralni polet)
- tedy matematicky material, s nimZ se dosud posluchaéi seznamili — vznikla
v 17. az 19. stoleti a vytvofila matematicky zdklad pro feSeni problémi pfirodnich
a technickych véd. A tento zaklad tvofi pres své ,stafi“ dodnes (proto se také stale
jeSté prednasi).

V pribéhu let se oviem ponékud zménily objekty, s nimiZ tento matematicky
aparat pracoval. Zatimco zpocatku $lo o vySetfovani jednotlivych (pomérné kon-
krétnich) funkei a o feSeni rdznych rovnic (nejprve algebraickych a pak diferen-
cidlnich & integralnich), ukizalo se koncem 19. a polatkem 20. stoleti, Ze i samu
funkci 1ze chapat jak jednotlivy objekt, jako prvek né&jaké obecnéjsi mnoZiny (tzv.
prostoru funkci). Takovy prvek 1ze chipat opét jako ,nezavisle proménnou®, kte-
rou ,dosazujeme® do slozitéjsich ,funkci“, zvanych zobrazeni nebo operatory,
a muZeme nyni vySetfovat chovani takovychto ,funkci od funkci“. Ukézalo se, Ze
v téchto prostorech' lze pfirozenym zplisobem zavést pojmy, nazorné a dtivérné
znamé z geometrie jako je vzdalenost, thel atd. Vysledkem byla jista ,,geometri-
zace analyzy“, ktera umoZnila vyjadfit sloZité analytické problémy v jednoduché
geometrické feéi. '

Tento vyvoj pokracoval i v dal$ich desetiletich jako pfirozeny disledek ,mate-
matizace“ celé Fady oblasti fyziky, techniky, biologie atd. Poatkem tficatych let
se funkcionalni analyza etablovala jako samostatna matematicka disciplina a jeji
zdklady jsou dnes uZz standardni soulasti vyssiho matematického vzd€lani, takze
tato prednaska by se vlastné mohla jmenovat

»sMatematicka analyza VI.“

Vyraznym rysem funkcionélni analyzy je tedy skuteénost, Ze v sobé sjednocuje
vysledky a metody fady klasickych matematickych disciplin (algebry, geometrie,
analyzy), nachézi a zvyrazihuje jejich spolecné rysy a dale je zobecriuje. I dnes se
stale jesté bourlivé rozviji, pronika vice a vice do nejriiznéjsich odvétvi matemati-
ky a jejich aplikaci a vytvafi matematicky aparat, umoZiujici formulovat (a také
fesit) i velmi sloZité problémy praze.



Tato pfednaska je skutetné jen dvodem do této i pro praxi dileZité matema-
tické discipliny. Hlubsi vysledky pak budou pfedmétem dalsi pfednasky ,Funk-
cionalni analyza“ v nasledujicim semestru.

Dé&kujeme pani Jané& Lepicové za prepsani tohoto textu.

Plzeh, fjen 1993 - Autofi
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Kapitola 1
Zakladni pojmy, nékteré aplikace

NeZ prejdeme k systematickému vykladu, uvedeme nékolik zakladnich pojmi
v rozsahu nutném k pochopeni matematického obsahu nékolika aplikaci.

Zakladnim pojmem funkcionalni analyzy je prostor jako abstraktni mnoZina
M vhodné zvolenych prvki, které budeme znadit u,v,w,.... Matematicky cha-
rakter a ptivod téchto prvki nebude podstatny a miZe byt v riznych pfipadech
velmi rozdilny: existuji prostory bodt, prostory vektori, prostory funkci, prostory
matic, prostory posloupnosti atd. '

V aplikacich funkcionalni analyzy jsou uZite¢né pfedevsim linearni prostory.

Definice 1.1 Necht je na prostoru M definovano séitini a ndsobeni realnym,
resp. komplexnim éislem A, tj. nechf je kazdé dvojici prvka u,v € M pfifazen
prvek w € M, nazvany soudet prvki u a v a oznafovany u + v:

w=u+v,

a necht je kazdému prvku u € M a kaZdému Cislu A pfifazen prvek z € M,
nazvany A-ndsobek prvku u a oznalovany Au:

z = Ju.

Predpokladejme, Ze operace séitani a nasobeni Cislem maji nasledujici vlast-
nosti: :

(L'1) ut+v=v+u (komutativni zdkon).

(L 2) u+ (v+w)=(ut+v)+w (asociativni zdkon vzhledem ke scitdni).

(L 3) Existuje prvek o € M tak, Ze pro vSechny prvky u € M plati
Uu+o0=1u;

prvek o nazyvame nulovym prvkem prostoru M.



(L 4) . Ke kaZdému prvku u € M existuje prvek (—u) € M vyhovujici vztahu
u+t(-u) =o;
prvek (—u) nazyvame prvkem opacnym k prvku u. Misto souétu u + (—v)
piSeme obvykle v — v a mdme tak definovano odéitdni.
(L 5) p(Au) = (uA)u pro u € M a pro &isla A, i (asociativni zdkon vzhledem
k ndsobeni cislem).
(L 6) AMu +v) = Adu+ I
(A + p)u = Au+ pu
(L7) lu =u.

(distributivni zdkony).

Pak nazyvame M redlnym resp. kompleznim linedrnim prostorem.

Podmnozinu G C M nazveme linedrnim podprostorem prostoru M, je-li mno-
zina (G sama linearnim prostorem vzhledern k operacim ,scitani“ a ,nasobeni
Cislem A, definovanym na M.

[To zhamena: Je-li u,v € G, je soulasné u,v € M a vyrazy u + v a Au maji
smysl a patfi do M. JestliZe patfi také do G (pro kaZdou volbu u,v € G a pro
kazdé &islo A), je G sama linedrnim prostorem a tedy linedrnim podprostorem
linedrniho prostoru M.] '

Cviceni 1.1 DokaZte, Ze z vlastnosti (L 1) aZ (L 7) uZ plynou tato tvrzeni:

(i) Prvky o a (—u) jsou urleny jednoznalné.

(ii) 0.u = o pro kaZdé u € M (tj. nulovy prvek dostaneme z libovolného prvku
po vynasobeni nulou).

(iii) (=1).u = (—u) pro kazdé u € M (tj. opaény prvek k prvku u dostaneme
vynasobenim prvku u éislem —1). :

Vlastnosti (L 1) aZ (L 7) jsou vlastné dobfe znamé vlastnosti ze s¢itani a na-
sobeni &isel ¢i vektora. Pro abstrakini mnoZiny M lze ovSem séitani a nasobeni
&islem definovat riznymi zpisoby a vlastnosti (L 1) - (L 7) pak uZ nemusi byt
ysamoziejmé“.

Piiklad 1.1 (i) MnoZina R resp. € realnych resp. komplexnich &isel s obvyklym
s¢itanim je redlny resp. komplexni linedrni prostor. '
(ii). Mnozina R" vSech N-tic redlnych &sel u = (z1,z,. .., zx) [tj. mnoZina
N-rozmérnych vektori] je realny linedrni prostor, definujeme-li soudet vektord u
av=(y1,Y2--.,Yn) resp. A-nasobek vektoru u obvyklym zpisobem, tj.

U'l'v=($1+y1,$2+y2’---7xN+yN)7

(1.1)
Au = (Azy, AZa,. .., AZN).
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(iii) MnoZina (prostor) vSech realnych, resp. komplexnich funkei u = u(t),
definovanych a spojitych na intervalu (0,1), je redlny, resp. komplexni linearni
prostor, definujeme-li souet u + v a A-ndsobek \u funkei u = u(t), v = v(t)
predpisem

(u +v)(t) = u(t) + v(t),
Ow)(t) = u(t).

Tento linearni prostor znafime

(1.3) C((0,1)).

(iv) BudiZ p > 1 a uvaZujme mnoZinu (prostor) vSech nekoneénych posloup-
nosti redlnych, resp. komplexnich &isel: u = {z;}32,, takovych, Ze Fada

(1.2)

(oo
(1.4) e
i=1
konverguje. Tento prostor znacime
.

Definujme soulet dvou prvkid u a v = {y;}2, z I?, resp. A-ndsobek prvku u jako
posloupnost :

w=u+v={x;+yi}2;, resp. z=u={Ir;}2;.

Takto definované operace spliiuji podminky (L 1) aZ (L 7). Je ovSem tfeba doka-
zat, Ze u + v i Au opét patfi do P, tj. Ze

(o] [o.o]
Z]:c,-+y,-|”< o a Z])\w,-|”< 0.
=1 1=1

U A-nésobku je to ihned zfejmé: 3 2, |Az;|P = AP Y2, |zil?, ale u souétu je to
trochu slozité&jsi: Musime vyuZit zndmé nerovnosti

(a+b)" <27 (e + 1),
ktera plati pro kazdou dvojici nezdpornych Cisel a, b, a podle niZ je
o0 o0 o0
Z |.’Bi + y,'lp < 2p—l (Z I.’Uilp + Z Iyi|p> < 00,
=1 i=1 i=1

pokud u € I (tj. 32, |zl < 00) a v € IP (t]. 12, |yil? < 00).

Prostor I? je tedy linearnim prostorem, nulovym prvkem je zde posloupnost
sloZen4 ze samych nul: o = {0,0,...,0,...}.

(v) Stejnym zptusobem muZeme dokazat, Ze prostor
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(1.5) L7(0,1)

viech funkei u = u(t) definovanych na (0,1) a takovych, 7e Lebesguetiv integral

(1.6) /0 fu(t) Pt

je koneény, je linearni prostor, definujeme-li souéet u+ v dvou funkci a A-nasobek
Au funkce u opét pomoci vztahd (1.2).
Nulovym prvkem prostoru L?(0,1) je funkce u rovna nule skoro vsude v in-

tervalu (0,1) ve smyslu Lebesgueovy miry.
0O

Priklad 1.2 BudiZ M mnoZina vSech téch funkci v = u(¢) z prostoru C'({0,1))
[viz pfiklad 1.1 (iii)], které spliiuji podminku v

(1.7) U(O) = a,

kde a je pevné &islo. Definujme na mnoZiné M soudet a A\-nasobek pomoci vztahi
(1.2). Pak mnoZina M neni linedrnim prostorem, pokud je &islo a # 0. Je totiz

(u+v)(0) = u(0) + v(0) = a + a = 2a,

a pro a # 0 je 2a # a, takZe souéet u+v nespliuje podminku (1.7) a tudiZ nepati
do M.
MnoZina M vsech funkci u € C((0,1)), které spliiuji podminku (1.7) s a #
# 0, je tedy podmnoZinou prostoru C((0,1)), kterd neni linedrnim podprostorem
linearniho prostoru C((0,1)).
O

Se samotnym pojmem linearniho prostoru v aplikacich nevysta¢ime. Tam totiz
pracujeme s pribliznymi metodami, ale operace séitani a nasobeni ¢islem nam jesté
nic nefikaji o vzajemné poloze dvou prvki, o tom zda leZi ,blizko® éi ,daleko“
od sebe. Tento vztah miZeme popsat pomoci tzv. metriky, umoZiujici definovat
yvzdalenost® dvou prvka.

Definice 1.2 Necht je na prostoru M pfifazeno kazdé dvojici u,v prvka z M
nezaporné Cislo
p(u,v)
nazvané vzddlenosti prvkli u a v a majici nasledujici vlastnosti:
M1) p(u,v) = 0 pravé tehdy, je-li u = v.
(M 2) Pro kazdé dva prvky u,v € M je



(18) (u,0) = p(o,u)
(symetrie vzddlenosti).

(M 3) Pro kaZdou trojici prvka u,v,w € M plati

(1.9) p(u,v) < p(u,w) + p(w,v)

(tzv. trogihelnikovd nerovnost).
Funkci p pak nazyvame metrikou a prostor M metrickym prostorem.

ProtoZe na témZe prostoru M lze metriku p zavést riiznym zptisobem, budeme
nékdy pro metricky prostor s metrikou p pouZivat oznaéeni

(M, p).

Piiklad 1.3 Na redlném line4rnim prostoru RY lze zavést metriku timto p¥ed-
pisem: Pro u = (zy,2,...,2N) a v = (¥1,¥2,...,yn) poloZime

(1.10) p(u,0) = /(&1 —1)? + (22 — 92)* + ... + (en — yn)*:

Ctenéf si jisté ihned uv&domi, %e to je ,b&#na“ (tzv. euklidovski) vzdalenost
v N-rozmérném prostoru a Ze podminky (M 1) az (M 3) jsou splnény.
Na téZe mnoZiné 1ze zavést metriku napf. predpisem

p1(u,v) = |21 — | + |22 — 2| + ... + |28 — yn];

také v tomto pfipadé jsou zfejmé splnény podminky (M 1) az (M 3).
Polozime-li pro p > 1

1
(1.11) pp(u,v) = (Jz1 —nilP + |22 —voP + ... + |lenv —yn[P)7,

jsou opét splnény podminky (M 1) - (M 3) (ddkaz trojihelnikové nerovnosti je
ponékud obtiZn&jsi — viz napf. [3]). V zavislosti na hodnoté &isla p tak dostavame
ruzné metrické prostory

(IRN, Pp)-

Pro p = 2 je p2(u,v) euklidovskd vzdalenost definovana vztahem (1.10).

0

Cvigeni 1.2 Budi? p metrika v R", dand vzorcem (1.10); poloZme pro u,v € RV

(1.12) o(u,0) = p(u,v), je-liu = Av nebo v = uu,

' ’ p(u,0) + p(v,0) v ostatnich pFipadech;

fitom je o po&atek, o = (0,0,...,0). DokaZte, %e také o je metrika na R".
p jeop ) J



Priklad 1.4 Na libovolném prostoru M lze zavést metriku pfedpisem

(1.13) p(u,v) = { L prou#v,

0 prou=v;

presvédite se o tom, Ze podminky (M 1) aZz (M 3) jsou skutené splnény. Funkce
p definovana vztahem (1.13) se nazyva diskrétni metrika.
0

Predchézejici pfiklad ukazuje, Ze metriku lze zavést na libovolném prostoru.
Jedna-li se oviem o linedrni prostor, klademe vétSinou na metriku p jesté dalsi
pozadavky.

(M 4) Pro v3echny trojice u,v,w € M plati
(1.14) p(u+ w,v+w) = p(u,v)

(invariance vict translaci).

(M 5)- Je-li {A\n}22, posloupnost Cisel, pro niZ plati lim, o A, =0,
a je-li o nulovy prvek prostoru M, pak plati pro viechny prvky
u € M vztah

(1.15) lim p(Anu,0) = 0.

Je ihned vidét, Ze M musi byt linearni prostor, aby podminky (M 4) a (M 5)
mély smysl: Ve vzorci (1.14) se s¢ita, ve vzorci (1.15) se nasobi &isly A,. Vlastnost
(M 4) ma opét ndzorny geometricky vyznam: Vzdalenost dvou prvki z M (napf.
dvou vektora v roviné) se neméni, kdyZ oba prvky posuneme rovnobé&zné o prvek
(vektor) w. Vlastnost (M 5) pak vyjadfuje jistou spojitost metriky p.

Cvic€eni 1.3 Pfesvédite se, Ze metrika o z formule (1.12) nespliiuje vlastnost
(M 4) a metrika p z formule (1.13) nespliiuje vlastnost (M 5), i kdyZ budeme
predpokladat, Ze M je linearni prostor.

V dal$im se budeme zabyvat linedrnimi prostory M. Tam lze zavést pojem
normy, ktery zobechuje pojem délky vektoru.

Definice 1.3 BudiZ M linearni prostor (realny resp. komplexni) a necht je kaz-
dému prvku u € M pfifazeno nezdporné &islo

Jull

nazvané normou prvku u a majici nasledujici vlastnosti:

(N 1) |lu|| = 0 pravé tehdy, je-li u = o. _
(N 2) Pro kazdy prvek u € M a pro kaZzdé (realné resp. komplexni) &islo A plati
(1.16) lIAw || = AL flull.
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(N 3) Pro kaZdou dvojici prvkt u,v € M plati tzv. trojihelnikovd nerovnost

(1.17) [l + oll < flull + [o]l-

Pak se M nazyva (realny resp. komplexni) linedrni normovany prostor.
ProtoZe na témZe prostoru M lze normu ||u|| prvku u zavést riznymi zptsoby,
budeme nékdy pro linedrni normovany prostor pouZivat oznaceni

(M, |I-1D)-

V kaZdém linedrnim normovaném prostoru (M, ||.||) 1ze zavést metriku p pfed-
pisem
(1.18) p(u,v) = |lu—v|, u,ve M.

Tato metrika spliiuje nejen podminky (M 1) aZ (M 3), ale také podminky (M 4)
a (M 5) (pfesvédlte se o tom!). KaZdy linedrni normovany prostor je tedy také
soucasné (linedrni) metricky prostor.

Poznamka Opacné tvrzeni obecné neplati. Existuje fada dileZitych linearnich
metrickych prostorti, jejichZz metriku nelze, odvodit z vhodné normy vztahem

(1.18).

Piiklad 1.5 V linearnim prostoru R" lze zavést normu ||u|| prvkuu = (zy, 22, ..., zxn)
raznymi zpusoby. Lze napfiklad polozit

(1.19) l[ellz =

nebo
(1.20) lulls = lail
i=1
nebo obecné pro p > 1
N ’
(1.21) lull, = (Z lzilp) .
=1

Je ihned vidét, Ze norma ||.||, souvisi s metrikou p, [viz pfiklad 1.3] formuli

(1.22) pp(t,v) = [Ju = vllp,
kde v = (y1,y2,-..,yn). To je viak pravé vztah (1.18). Na druhé strané je
(1.23) lully = pp(u,0),

kde o = (0,0,...,0) je nulovy prvek prostoru R" (tj. potatek). Nyni Ize ukizat, e
norma ||.||, skuteéné spliiuje podminky (N 1) aZ (N 3). Napfiklad trojihelnikova
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nerovnost (1.17) plyne z trojihelnikové nerovnosti (1.9) pro metriku: PouZijeme-li
nerovnost (1.9) pro —v misto v a pro w = o, je vzhledem k (1.22) a (1.23)

lu + ||, = pp(u, —-v) < Pp(u’ 0) + pp(—v,0) =

= ”u“p + || - ””p = ”u”,, + Hv”p,

nebot podle (N 2) je || — vfl, = [[(=1)vll, = [ = 1].[[o]l, =[]l
Dal3i normu lze v R zavést pfedpisem

(1.24) [elloo = max(|za, |22, .. ., l2w]);

dokaZte, Ze i v tomto pfipadé jsou splnény podminky (N 1) az (N 3).
Normu ||ul||z nazyvame euklidovskou normou.
: 0

Piiklad 1.6 (i) Zcela analogicky lze dokazat, Ze v linearnim prostoru posloup-
nosti I? resp. v linedrnim prostoru funkei L?(0,1) [viz pfiklad 1.1 (iv) resp. (v)]
1ze zavést normu pFfedpisem

-

=1

(1.25) lully = (Z Iw;l”) prou = {z}2, €

resp. :
(1.26) lull, = ( l |u(t)|”dt> " pro w = u(t) € L?(0,1).

(i1) Na linedrnim prostoru C((0, 1)) z pfikladu 1.1 (iii) 1ze zavést normu pfed-
pisem :
1.27 = t

(1.27) el max |u(2)]

(vyuzivame skutednosti, Ze spojita funkce nabyva na uzavieném intervalu svého
maxima). Na témZe prostoru lze ovSem také zavést normu ||ul|, pfedpisem (1.26)
s libovolnym p > 1.

a

Zavedeni pojmu, které zndme divérné z geometrie (prostor, vzdalenost ¢ili
metrika, délka vektoru ¢ili norma), i pro abstraktni mnoziny M ukazuje, v em
spoCiva vyznam funkcionalni analyzy: v tom, Ze s jeji pomoci dovedeme kompli-
kované problémy z nejriznéjsich oblasti popsat a feSit v jednoduché, geometric-
ky nazorné podobé. A toto spojeni s geometrickym nazorem vynikne jesté vice,
budeme-li mit k dispozici i analogii ,Ghlu“, ktery prvky (vektory) spolu sviraji,
pfedevsim pak analogii ,kolmosti“. Dosdhneme toho zavedenim dal$iho pojmu -
skaldrniho souéinu. '
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Definice 1.4 BudiZ M komplexni (resp. redlny) linearni prostor a necht je kazdé
dvojici u,v prvki z M pfifazeno komplexni (resp. reilné) éislo

(u,v)

’ 7/ 2/’ . v k e " 7 7 7
nazvané skaldrnim soucinem prvku u a prvku v (v tomto pofadi!) a majici nasle-
dujici vlastnosti:

(S1) (u,u) > 0 pro vechna u # o.

(52) (u,v) = (v, u) pro viechna u,v € M.

(S 3) (Au,v) = A(u,v) pro viechna u,v € M a pro kaZdé komplexni (resp.
realné) Cislo A.

(S 4) (v + v, w) = (u,w) + (v, w) pro viechna u,v,w € M.

Prostor M opatfeny skalarnim soudinem nazyvame unitdrnim prostorem.
Z této definice vyplyvaji ihned nékteré dalsi vlastnosti skalarniho soudinu:
(1.28) - (u, \v) = A(u,v) |
(pfipominame, Ze pruh oznacuje &islo komplezné sdruZené) a
(1.29) (u,v + w) = (u,v) + (u, w).

Vztah (1.28) plyne z (S 3) a (S 2):

(u, ) = (M, u) = A(v,u) = A (v,u) = A(u,v).

Vztah (1.29) plyne z (S 4) a (S 2):

(u, v+ w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) =

= (u,v) + (v, w).

Déle plyne z (S 2), Ze (u,u) = (u,u), tj. &islo (u,u) je redlné. ProtoZe pro u = o
je (0,0) = (0.u,0) = 0.(u,0) = 0, je tedy

(1.30) (u,u) > 0 pro kazdé u € M.

Pfipomefime, Ze v pfipadé reilného linedrniho prostoru lze podminku (S 2)
nahradit podminkou
2 (1,0)=(v,w)

a misto vztahu (1.28) dostavime vztah

(u, Av) = A(u,v).
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P¥iklad 1.7 (i) Linearni prostor RV je unitarni prostor, definujeme-li pro
u = (z1,22,...,2ZN) a v = (Y1,Y2,...,yn) skalarni soudin pfedpisem

(1.31) (u,v) = z1y1 + Z2y2 + ... + TNYN.

(i) Prostor C((0, 1)) viech komplexnich spojitych funkci na intervalu (0,1) je
unitarni prostor, definujeme-li skalarni souéin pfedpisem

(1.32) (u,v) = /0 : u(t)v(t)dt.

(iii) UvaZujme prostor posloupnosti I z pfikladu 1.1 (iv): Posloupnosti
u={z;}2, a v = {y;}32, komplexnich &isel z;, y; pat¥{ do ?, je-li

[eo] o)
(1.33) Z lzi? <o a z lyi]? < 0.

i=1 i=1
Definujme nyni
(1.34) (,0) = ) =7
i=1

Snadno se pfesvédéime, Ze toto Eislo méa vSechny vlastnosti skalarniho souéinu,
oviem za pfedpokladu, Ze ma smysl, tj. Ze fada v (1.34) konverguje. To v3ak
plyne z (1.33): je totiZ

_ 1
lz:75] = el |y| < §(lﬂﬁz‘|2 + wil?),

a tedy vzhledem k (1.33)

(o] o0 o0
Z lz:7i| < % <Z |z:f* + Z Iyilz) < 0,
t=1 =1 =1

tj. Fada (1.34) konverguje dokonce absolutné.
Prostor [? je tedy unitarni prostor. ;
(iv) Stejné lze ukizat, Ze prostor L?(0,1) z piikladu 1.1 (v) je unitarni,
definujeme-li skaldrni souéin predpisem (1.32): Toto &islo je pro u,v € L?*(0,1)
kone&né, nebot sta&i integrovat nerovnost

(oD < 5P + )P)
0

Pozndmka Prostor RV se skaldrnim soutinem (1.31) a s normou (délkou vek-
toru) ||.]|2 je ndm dévérné& zndmy euklidovsky prostor. Prostor I2 z piikladu 1.7
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(iii), pfesnéji Fe€eno jeho redlnd varianta, kdy uvazujeme nekoneéné posloupnosti
redlnych &isel z;, y; a skalarni soulin definujeme jako fadu

o0

Z TiYi,

=1

je vlastné nekoneénérozmérnym zobecnénim N-rozmérného euklidovského prosto-
ru RY. Systematické studium vlastnosti a aplikaci této konkrétni mnoZiny, jim?
se zabyval na konci minulého stoleti David HILBERT (1862 - 1943), vlastné
znamenalo zadatek funkcionalni analyzy.

V souvislosti s tim se unitarni prostory n&kdy také nazyvaji prehilbertovské.

Kazdy unitdrni (Cili prehilbertovsky) prostor je soucasné normovanym linedr-
nim prostorem: Normu definujeme predpisem

(1.35) - l[ull = v/ (u;u).

Toto €islo ma smysl, nebot podle (1.30) je &islo (u, u) nezdporné. Abychom ovSem
mohli ukizat, Ze méa vlastnosti normy (N 1) — (N 3), musime dokazat tzv. Schwar-
zovu nerovnost.

Véta 1.1 BudiZ M unitdrni prostor se skaldrnim soucinem (.,.). Pak plati pro ka-
dé dva prvky u,v € M nerovnost '

(1.36) |(w, 0)] < |-,

kde ||.|| je definovino vzorcem (1.35). Znaménko rovnosti v (1.36) plati prdvé
tehdy, je-li bud u = v nebo v = Au s néjakym (kompleznim) éislem M.

Dtkaz je elementarni:
Je-li v = o, jsou obé& strany v (1.36) rovny nule a nerovnost tedy plati.
Predpoklddejme tedy, Ze v # o; podle (S 1) je pak

(v,v) = [[o]|* > 0.
Budiz dale X libovolné &islo. Podle (1.30) je
_ (u—Av,u—Av) >0
a podle (S 2) - (S 4) je

(u—Av,u— ) = (u,u— W) + (=Ilv,u— ) =
= (u,u) +_(u, —Mv) + (—)\v,u)—-{— (=Av,—Av) =
= Jlull®* - ’_\(u’ v) = Av,u) + AA(v,v) =
= lull® = Ay, v) = Av,u) + [AP o).

15



Zvolme nyni

) (wy) . os (nu)
=) T YT e

Pak z pfedchazejicich vztaht plyne

>~

2
0 S u_/\v,u_/\,u = lu 2 __ (v’u)(u,v) _ (u,v)(v,u) + |(v>u)| v 2 _
( = T T T e e 1

— "u”2 _ '(vau)|2

]I

a odtud po jednoduché Gpravé obdrZime (1.36). Soulasné je vzhledem k (S 1)
ihned vidét, Ze rovnost zde plati pouze tehdy, je-li u — Av = o éili u = Av.

Je-li naopak u = v, je |(u,v)| = |(Av,v)| = |A|(v,v) = |[o]I*|A] & JJull.lv]| =
M)l |lv)] = [Al-)|v]l-]lv]l, takZe obé strany v (1.36) jsou si rovny.

Nyni uZ miZeme snadno dokazat, Ze &islo ||u|| z formule (1.35) ma vlastnosti
normy:
(N 1) plyne z (S 1) a (1.30).
(N 2) plyne z definice (1.35):

Ml = v(Ou, du) = /Ay, w) = /|A]2(u,u) =
= [AlV/(u,u) = [Affu].

(N 3) plyne ze Schwarzovy nerovnosti (1.36):

Coyu)
lu+ol*> = (u+v,u+v)=(u,u)+ (v,v) + (150 + (v,v) =
= Jlull® + (v,u) + (v, 0) + ||v||?

a podle (1.36) je
|(vy w)| + [y )| < Nl ffell + el o]l = 2l [[]l,
6. 1w+ vl < ull® + 2l loll + lol* = (lull + llvl)? a tedy
llw + ol < Jlull + |lv]|-
|

Piiklad 1.8 Zvolime-li za unitarni prostor M prostor posloupnosti /2, bude mit
Schwarzova nerovnost (1.36) tvar

(1.37) kiﬁ@ﬁ‘ﬁ <Z|$i|2> (Z |in2> ;

=1 i=1

16



zatimco v prostoru L?(0,1) bude mit tvar

<([ 1u(t)12dt)% ([ wora) g

Nerovnost (1.37) se nazyva Cauchyova, nerovnost (1.38) Bunjakovského, proto
se pouZziva té€chto nazvl spolu se Schwarzovym jménem i pro obecnou nerovnost

(1.36).

039 | [

a

Cviceni 1.4 DokaZte, Ze je-li ||.|| norma definovana pomoci skaldrniho souéinu
vzorcem (1.35), plati pro kaZdé dva prvky u,v € M tzv. rovnost rovnobéinika

2.
(1.39) llu+oll + llw = vll* = 2([ull® + [l0]*)-

Ovéite obrazkem, Ze v unitarnim prostoru R? vyjadfuje rovnost (1.39) skutetnd
znamy vztah mezi stranami a thlopfickami rovnobéznika.

Diky vzorci (1.35) je tedy kaZdy unitirni prostor normovanym lineirnim pro-
storem. Opacéné tvrzeni viak obecné neplati, tj. ne pro kaZdy normovany linearni
prostor s normou ||.|| 1ze najit takovy skalarni souéin (.,.), aby platil vztah (1.35).
Tuto konstrukei 1ze provést pravé tehdy, spliiuje-li norma ||.|| rovnost rovnobéini-
ka, a skalarni soudin je pak definovan v pfipadé komplezniho linedrniho prostoru

takto: ! 2
(1.40) (u,v) = Z(llu + ol = Jlu — ]* + éflu + w]|* — i]lu — iv|?)

(zde je 1> = —1). Viz napf. [3].

V trojrozmérném prostoru R® pracujeme se soufadnymi osami, které jsou
navzajem kolmé, pfesnéji s jednotkovymi vektory e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0),
es = (0,0,1), které jsou navzajem kolmé. Diky pojmu skalarniho soucinu nyni
muZeme kolmost a analogii soufadnicovych vektort e; prenést i do abstraktniho
unitarniho prostoru.

Definice 1.5 Budiz M unitirni prostor se skalarnim soudinem (.,.). Rekneme,
ze dva prvky u,v € M jsou navzajem ortogondlni (kolmé), plati-li

(1.41) (u,v) = 0.

Poslouphost U1, Uz, . . . prvki prostoru M nazveme ortogondlnim systémem, plati-
lipro j,k=1,2,..., 5 #k,

(1.42) (uj,ux) =0.

Posloupnost ey, es, . .. prvki prostoru M nazveme ortonormdlnim systémem, plati-
lipro73,k=1,2,....
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(1.43) (€55€x) = Gk,

kde 8, je tzv. Kroneckerovo delta, tj.

{0 pro j # k,
Ok = i
1 proy=k.

KaZdy ortonormalni systém je tedy soucasné ortogonalni systém: prvky tako-
vého systému jsou navzajem kolmé. V ortonormalnim systému navic plati

(1.44) He,” = 1/(6’]',63') = 1, ] = 1,2,...,

fikdme, Ze prvky e; jsou normované (maji normu rovnou jedné). Vzhledem k (1.44)
nemuize ortonormalni systém {e;} obsahovat nulovy prvek.

P#iklad 1.9 (i) V unitérnim prostoru RV se skalirnim sou¢inem (1.31) tvofi
ortonormalni system vektory ey, es,...,en, kde e; = (0,...,0,1,0,...,0) s jed-
ni¢kou na j-tém misté. Tento systém je konecny.

(i1) V unitarnim prostoru /? se skaldrnim souéinem (1. 33) tvofi ortonormalni
systém nekonecné posloupnosti e; = {6;;}52,, mapcl na :-tém misté jedniku
a jinak nuly. Tento systém je nekonecny.

(iii) V unitdrnim prostoru L%(0,1) se skalarnim soudinem (1.32) tvofi ortogo-
nalni systém napf. funkce

1, cos wt,cos2nt,cos 3mty. .., cos knt,....

o O o

UkaZeme si nyni na dvou jednoduchych prikladech, jakym zpisobem lze pouzit
funkcionalni analyzu k feSeni praktickych problémi. Postup je pfitom rozdélen
do tfi krokd:

I. Analyticka formulace problému (vytvofeni matematického modelu).

I1. Abstraktni funkcionalné analyticka formulace tohoto problému, motivova-
na nazornymi (geometrickymi) tvahami.

I11. VySetfeni ptivodniho problému na zéklad& obecnijch metod, vyuZitelnych
v druhém kroku.
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Problém z teorie aproximace

Typicky problém, ktery se v aplikacich stale objevuje, je problém pfibliZného
nahrazeni jisté komplikované a pocetné obt{Zn& zpracovatelné funkce funkci pokud
moZno jednoduchou, jejiz vlastnosti se daji snadno popsat a se kterou lze snaze
pracovat. Abychom byli konkrétni, ptijde n4m o problém aproximace dané spojité
funkce pomoci trigonometrickych polynomi. '

Krok I. BudiZ tedy f = f(z) pevna redlna funkce, definovanad a spojitd na
uzavieném intervalu (0,27). Pro libovolné, ale pevné pfirozené &islo n budeme
uvaZovat mnoZinu 7 vSech trigonometrickych polynomi stupné nejvyse n-tého:

n
(1.45) To(z) = % + Z(ak cos kz + by sin kz).
k=1
Mezi vSemi takovymito funkcemi T, hledame tu, ktera danou funkci f pokud
mozno dobfe aproximuje.

Aby tloha méla smysl, musime Fici, co znamena v tomto pripadé ,aproximo-
vat.“ MoZnosti je mnoho; my si zvolime za miru pfibliZeni tzv. stfedni kvadra-
tickou odchylku, tj. budeme hledat ty trigonometrické polynomy, pro néZz bude
vyraz

(1.46) R= (% O%[f(x)—.-th(w)lzdﬂv)%

co moZna nejmensi.
Tim jsme problém formulovali analyticky: Zatim neurcené koeficienty ay, a;,
cevylny b1y .., by cliceme volit tak, aby hodnota R v (1.46) byla minimalni.

Krok II. Abstrahujme na chvili od konkrétniho charakteru funkci f a T, a cha-
pejme je jako prvky jistého prostoru M. VSechny funkce T, tvaru (1.45) pak tvofi
podmnoZinu 7 tohoto prostoru. V nasem pfipadé je ulelné zvolit za prostor M
linedrni normovany prostor C'((0,27)) vSech funkci spojitych na intervalu (0, 27),
v némZ normu volime takto:

(147 = lf(t)lzdt))%-

[C({0,27)) je skuteéné linearni prostor a vyraz (1.47) definuje skuteéné normu —
viz pfiklady 1.1 a 1.6.]. Metrika p, odpovidajici normé ||.||, pak ma tvar

(1.49) o) = ([ 116) - ste)ar)

Z formuli (1.48) a (1.46) plyne, Ze

1
R=—|f-T|.
Zllf - T
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Protoze faktor —12; je nepodstatny, sta¢i hledat minimum vyrazu v/27.R =
= ||f — T a problém z kroku I mtZeme nyni formulovat takto:

»Hledame ten prvek T, mnoZiny 7, ktery ma nejmensi vzdalenost od prvku
f prostoru M.«

Geometricky si to miZeme znazornit na obrazku:

Vzdalenost prvku f od prvki mnoziny 7 dovedeme ,mé&fit,“ protoze mame k dis-
pozici metriku. .

Stale ovSem je$té neni jasné, jak dany problém Fefit. K tomu vyuZijeme sku-
teCnost, Ze mnoZina 7 sama opét tvofi linedrni podprostor prostoru M. Diky tomu
si miiZeme piedchézejici obrazek upfesnit, znizornime-li si linedrn{ podprostor T
jako pfimku prochazejici potatkem. Obrazek ndm d4va névod, jak nejblizsi prvek
T, na 7T hledat: Bude to ten prvek T*, jeho? spojnice s bodem (prvkem) f bude
na T kolmd. ProtoZe spojnice prvku T, € 7 s prvkem f je prvek T}, — f, a protoZe
v nasem prostoru C((0,27)) s normou (1.47) médme k dispozici skaldrni souéin,
miiZeme tento geometricky nazor zapsat takto: Hleddme ty prvky T, € 7, pro
néz je
(1.49) (Tn, Tn—f)=0 1.6"

(tj. prvek T, je kolmy k prvku T, — f ve smyslu definice 16-5).

Budiz tedy T, prvek z 7, pro ktery plati (1.49) (pozor: zatim nevime, zda
takovy prvek vibec existuje!) a porovnejme vzdélenost prvku f od libovolného
prvku T, € T - &islo || f — Tn|| - se vzdalenosti od prvku T2 - &slem ||f — T||.
VyuZijeme-li pravidel pro poéitani se skalarnim soudinem, vztahu (1.49) pro T
a toho, Ze ||T, — T||? > 0, dostaneme:
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If =Tl = (f=Tu, f=Tu) =
=(-T;+[-T), f-TI+[-T])=
= If =T +2(f - T0, T - T) + ITn - T2)° =
= |f =Tl +2(f - T, T3) = 2(f = T2, T) + | T = T3 2

2 |If = Tol° = 2(f - T3, Tn).-

Zatim jsme poZadovali, aby pro prvek T’ platilo (1.49), tj. aby bylo (T, T — f) =

n) n
= 0. JestliZe tento poZadavek zpfesnime a budeme chtit, aby T spliiovalo pod-

minku

(1.50) : (Tn, Ty — f) =0 pro vSechna T, € T,
pak plyne z pfedchazejici nerovnosti vztah
If =T 2 \f - Ta)?
élhi
(1.51) I/ =Tull 2 |If = T3]
Prvek T € T, ktery spliiuje podminku (1.50), tedy ma ze vSech prvki z 7

nejmensi vzdalenost od prvku f a tudiZ minimalizuje vyraz R z (1.46).

Krok III VyuZijeme nyni ziskanych poznatkd, pfedevsim podminky (1.50), k fe-
Seni nasi ptivodni ulohy. Pfedpokladame, Ze obecny trigonometricky polynom T,
ma tvar (1.45) a naSe feSeni T,y tvar

n

(1.52) T (z) = 220— + Z(ak cos kz + B sin kz);

k=1

podminku (1.50) pak muZeme zapsat takto:

27 n n
/ [%0' + Z(ak cos kx + by sin kx)} [%—0 + E(aj cos jz + fBjsinjz) — f(x):l dz =0,

a tento vztah musi platit pro vsechna T,, € T, tj. pro vsechny hodnoty ay, a1, ..., a,,
b1, ..., b,. Provedeme-li naznaené pocetni tikony, dostaneme
oy = ap [*"
™| —— + E(akak +bBe)| — 5 | flz)dz -
2 k=1 2 0

(1.53)

n

2T
- [ak f(z) coskxdz + by
k=1 Y Y

27

f(z)sin kz dx] =0
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[vyuZili jsme skuteénosti, Ze funkce 1, sin kz, cos kz (k = 1,2,...) tvofi v C((0, 27))
s naSim skalarnim soufinem ortogonalni systém a Ze je

27 27
/ cos’ kz dz = / sin? kz dz = 7.
0 0

V (1.53) jsou vSechny koeficienty ao, ak, b, libovolné. Zvolime-lia; = 1 pro n&jaké j
z mnoziny {0,1,...,n} a ostatni a) a vSechna b rovna nule resp. b; = 1 a ostatni
br a viechna ai rovna nule, dostaneme pro a;, 8; tyto hodnoty

o; =;lr- Ozﬂf(x)cosja:dx (j’:O,l,--',n),

B; = -};f:"f(x)sinjxdx (1 =12,...,n).

To jsou vSak znamé Fourierovy koeficienty funkce f. Protoze takto zvolena o,
B; splituji (1.53) [pFesvédite se o tom!], vyhovuje T;r podmince (1.50) a fe$i nasi
pivodni tlohu: Nejlepsi aprozimact spojité funkce trigonometrickym polynomem
T, ve smyslu stredni kvadratické odchylky je édstecny souclet jeji Fourierovy fady.

Poznamka V naSem konkrétnim piipadé jsme FeSeni dokonce rovnou sestrojili.
Lze ukazat, Ze T, je urleno jednoznacéné: Kdyby totiz vedle T, existovalo jesté
dalsi feSeni T;*, musela by pro né platit analogie vztahu (1.50), tj.

(Tn, T, — f) =0 pro vSechna T, €T.
Pak ale také musi platit
(1.54) (T, T; —T,") =0 pro vSechna T,, € T,

nebot (T, Ty = T3) = (Tn, (T — f) (I3 = f)) = = (Tn, T = ) = (L0, T;" = f) =
= 0 — 0 = 0. Specialné musi platit (1.54) pro T, = T — T;x*, tj. bude

(Ty - T3 Ty - T7) = | T = T||* = 0.
Pak vSak musi byt Ty — T = o, tj. T)* =T,.

Jeden ,,ekonomicky* problém

UvaZujme ekonomickou soustavu, tvofenou N vyrobci; necht -ty vyrobce pro-
dukuje mnozstvi z;, necht j-tému vyrobci dodava mnozstvi p;; a mimo soustavu
dodava mnoZstvi b;. Necht je p;; tmérné celkové vyrobé z; j-tého vyrobce:

Pij = Gi%;.
Bilanéni vztahy tedy miZeme zapsat takto
N
r; = Zaij:cj + bi, 1= 1,2,... ,N.
Jj=1
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To je soustava N rovnic pro N neznamych zy, z2,...,zN a problém nyni miZeme
formulovat takto (krok I): Hledame vektor z = (zy,z2,...,zn) € R" tak, aby
pro danou matici A = (a;;) a pro dany vektor b = (b1,bs,...,bn) byla splnéna
rovnice

(1.55) z = Az +b.

Pokusime se nyni tuto ulohu formulovat (a Fesit) funkcionilné-analyticky
(krok II). V rovnici (1.55) se nezndmy prvek z vyskytuje na pravé i na levé
strané. Budeme pravou stranu v (1.55) chapat jako zobrazeni, jako operdtor A,
kterj vektoru z € RV pfifazuje jako obraz vektor Az + b. Rovnice (1.55) bude
vyfeSena, najdeme-li vektor z*, pro ktery bude

(1.56) " = Az”.

Takovy vektor se nazyva pevny bod operdtoru A, a to i v obecnéjsi situaci, kdy A
je operator, ktery prvky z obecného prostoru M zobrazuje opét do téhoZ prostoru
M.

Vznikaji dvé otazky: Za jakych podminek existuje pro dany operator A jeho
pevny bod? [Pro £ € R nemé zobrazeni Az = z + 1 #ddny pevny bod.] Jak lze
pevny bod najit? '

Na obé& otazky odpovida velmi obecna Banachova véta, s niZ se setkime poz-
déji. Tam se uvaZuje obecny metricky prostor (M, p) a poZzaduje se, aby operator
A byl tzv. kontrahujici operdtor, tj. aby existovalo éislo v, 0 < v < 1, tak, Ze pro
kazdé dva prvky u,v € M plati

(1.57) p(Au, Av) < 7p(u,v),

tj. vzdalenost obrazi prvka u, v pfi zobrazeni A je ,yy-krat“ mensi (s ¢islem v < 1)
neZ vzdalenost prvkd u,v samotnych. Pak je zaruéena existence pevného bodu
operatoru A a Banachova véta dokonce udava metodu, jak tento pevny bod
sestrojit.

Nyni pouZijeme téchto vysledkd pro na$ konkrétni p¥ipad, kdy je M = RV
a Az = Az + b pro z = (z1,2,...,2x) € R (krok III).

Budi? ||.]| norma v R" a p odpovidajici metrika: p(z,y) = ||z — y||. Pevny bod
operatoru A - a tim i feSeni rovnice (1.55) — miZeme najit, bude-li operator A
kontrahujici. V naSem pfipadé je

p(Az, Ay) = || Az — Ay|| = ||(Az + b) — (Ay + b)|| =
= ||Az — Ay|| = || A(z — y)|I-

Oznadime-li z = ¢ — y, bude operator A kontrahujici, bude-li platit
(1.58) 4=l < Azl 0 <y <1.

Jak vime z predchéazejicich p¥ikladt, mézeme v R" volit normu réznym zpi-
sobem:
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(a)

Pro euklidovskou normu ||.||; - viz (1.19) - je pro z = (21, 22,...,28) € RV

N
lzllz = ) 25

1=1

dile je Az = (uy,uz,...,un), kde u; = Z;V:I ai;zj, a tedy

N N /N 2
IAzll; = > ui=)" (Z diij) <

i1=v] N = jzjv /N N
<3 (zaz) (Zz?) - (zza%j) <1
iz \j=1 j=1 i=1 j=1

[pouZili jsme Cauchyovu nerovnost (1.37) pro koneéné posloupnosti]. Pfi
pouZiti této normy tedy bude operdtor A kontrahujici [a Gloha (1.55) bude
mit FeSeni], bude-li pro prvky a;; matice A platit

0<y= (ii@) < 1.

=1 j=1

P¥i pouZiti normy ||.||; podle (1.20) bude

N
lzlls =Dl

i=1

a
N N N N N
Azl = 3 hul =30 1> aiz| <303 laillzl =
i=1 |j=1 Coa=1 =1

=
N N N
=) 15l Y lagl < (m}XZWﬁI) l|21[x

7=1 =1 =1

a operator A bude kontrahujici, bude-li

N
0<'y=m;jxe|a,-j|<l

=1

(zde sedteme absolutni hodnoty prvka matice A v kaZdém sloupci a z téchto
soultd bereme maximum).
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(c) Pfi pouZiti normy ||.]|c podle (1.24) bude

2]l = max 2,

N

E a,;ij

i=1

<

|Az||ee = max|u;] = max
2 Q)

N N
< max Y Jaij| |z < max ) |aij| max || =
% . t . J
,’=1 =1

N .
= (miax Z |aij|) Yzl

=1

a operator A bude kontrahujici, bude-li

N
0<~ =m?xz:|a,-j| <1
j=1

(zde s¢itame absolutni hodnoty prvki matice A v kaZzdém Fadku a z téchto
souétdi bereme maximum).

Poznamka Rovnice (1.55) (¢i pfesnéji soustava linearnich algebraickych rovnic)
je pomérné jednoducha a vlastné nebylo tfeba pouzivat tak silného aparatu jako je
Banachova véta o pevném bodé. PouZili jsme zde tento priklad spiSe pro ilustraci;
Banachova véta je vhodna pro feSeni komplikovanych nelinearnich rovnic. PouZili
jsme ji vlastné jiz v pfednasce ,ObyZejné diferencialni rovnice“ k dikazu existence
feSeni Cauchyovy ulohy pro diferencidlni rovniciy’ = f(z,y), i kdyZ jsme neuZivali
jazyk funkcionalni analyzy (viz [10]).
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Kapitola 2

Prostory

2.1 Uplny metricky prostor. Banachtiv prostor

ProtoZe fada praktickych problémi se musi fesit pfibliZnymi metodami, musime
upfesnit pojem ,piiblizn&“. K tomu nadm poslou?i metrika, zavedena v definici
1.2 a umoZiujici zachytit rozdil (vzdalenost) mezi pfesnym a pfibliZnym FeSenim,
a dale pojem konvergence (vzhledem k dané metrice), ktery umoZiiuje charakteri-
zovat posloupnosti pfibliznych FeSeni, bliZicich se k pfesnému FeSeni.

V3ude v dalsim budeme prostor jako abstraktni mnoZinu s prvky u,v,w,...
znacit X.

Definice 2.1 BudiZ (X, p) metricky prostor. Rekneme, e posloupnost {u,}2,
prvki u, € X je konvergentni, existuje-li prvek u € X tak, Ze plati

(2.1) lim p(up,u) =0

[tj. ¢iselnd posloupnost vzdalenosti prvkd u, od u konverguje k nule]. Prvek u
nazyvame limitou posloupnosti {u,}2, a zapiSeme to takto:

(2.2) u = lim u,.

n—+00

Poznamka Limita u konvergentni posloupnosti {u,}22, je urfena jednoznacné.
Kdyby totiZ existoval dalsi prvek v € X tak, Ze lim p(u,,v) = 0, bylo by podle
uU—00 -

trojihelnikové nerovnosti (M 2) a podle (M 3)
0 < p(u,v) < ptt,un) + p(ttn, 0) = p(tin, ) + p(ttn, v).
Provedeme-li zde limitni pfechod pro n — oo, bude

0 < p(u,v) <040 = 0;

to v8ak znamena, Ze p(u,v) = 0, a tedy i)odle (M 1) musi byt u = v.
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Definice 2.2 Budi¥ M C X podmnoZ¥ina metrického prostoru (X, p). Rekneme,
Ze mnoZina M je uzavfend, plati-li implikace

v = lim u,
Nn-—+00

u, €EM

= u € M.

[Jinymi slovy: MnoZinu nazveme uzavfenou, jestliZe limita kaZdé konvergentni
posloupnosti prvkl z M rovné% patii do M.]

Umluva Prizdnou mnoZinu @) povaZujeme za uzavienou.

1

Cvi€eni 2.1 DokaZte, Ze pro X =R a p(z,y) = ¢ — y| (z,y € R) neni mnoZina
M, vsech raciondlnich Eisel uzaviena a mnozina M, = (0,1) je uzavfena.

Definice 2.3 BudiZ uo prvek metrického prostoru (X, p) a r kladné éislo. Oznaé-
me

K (uo;r) ={u € X; p(u,u0) <},

K(uo;r) ={u € X; p(u,uo) < 1},

S(uo;r) ={u € X;p(u,u0) =r}.

Pak nazveme K (ug;r) otevienou kouli (o stfedu ug a poloméru r), K (ug;r) uza-
vienou kouli a S(uo;r) sférou (kulovou plochou).

Poznamka MnoZiny K(uo;r) a S(uo;r) jsou uzaviené mnoZiny (ve smyslu de-
finice 2.2). Proto je ndzev ,uzaviena koule“ pro K(uo;r) opravnény.

Piiklad 2.1 Zvolime-liza X realny linearni prostor R? (resp. R?) a za p euklidov-
skou metriku - viz (1.10), bude K(uy,;r) otevieny kruh (resp. koule) a S(uq;r)
kruZnice (resp. povrch koule). Nazvy v definici 2.3 tedy pfedstavuji zobecnéni
geometricky ndzornjych pojmd. Ale uz volba (X, p) = (R?, p,), kde metrika p, je
dana vzorcem (1.11), ukazuje, Ze i v roviné miZe mit ,kruZnice“ S(uo;r) velice
ynecekany“ tvar. Nésledujici obrazky znézoriiuji ,jednotkové kruZznice* S(o, 1) [za
up volime pocatek a klademe r = 1] v (R?, p,) pro riizné p:
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V obecném metrickém prostoru (X, p) s diskrétni metrikou p podle (1.13) pak
uZ vibec s nazorem nevystacime: Vzhledem k definici je zde

' {uwo} pror<1 {0 pror #1
K(ug;r) = ) = . .
C(uos ) {X pror >1 ) 5(uoj ) X \ {uo} pro'r=1

a

Definice 2.4 Budi¥ M C X podmnoZina metrického prostoru (X, p). Rekneme,
Ze mnozina M je oteviend, jestlize s kaZdym ze svych prvki u obsahuje i vhodnou
kouli K(u,r).

[Jinymi slovy: MnoZinu M nazveme otevienou, kdyZ pro kazdy prvek u € M
existuje kladné &islo r = r(u) tak, Ze K(u;r) C M. ]

2’

Umluva Prdzdnou mnoZinu () povaZujeme za otevienou. (MnoZina 0 je tedy
soufasné oteviena i uzaviena. Také mnoZina X jako podmnoZina metrického pro-
storu (X, p) je souCasné oteviena i uzaviena; zde to vSak plyne p¥fimo z definic

2.2 a 2.4.)

P¥iklad 2.2 Zvolme X a p jako ve cvieni 2.1. Pak je mnoZina (0,1) oteviena,
mnozZiny (0,1), (0,1) a (0,1) nejsou oteviené (dokaZte!).
O

Priklad 2.3 Je-li (X, p) obecny metricky prostor, je mnoZina K (uo;ro) pro li-
bovolné ug € X a pro libovolné ry > 0 oteviena mnoZina (a nazev oteviena koule
maé tedy své opravnéni).

BudiZ u libovolny prvek z K (ug; ro). Potom p(u,up) < ro a tedy
r =ro — p(u,up) > 0. DokaZeme, Ze K (u;r) C K(uo;ro) [jinymi slovy: pro kazdé
v € K(u;r) plati p(v,u) < r].
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Podle trojihelnikové nerovnosti (M 3) je
p(v, u0) < p(v,u) + p(u, uo) < 1+ p(u,uo) = ro — p(u, uo) + p(u, uo) = ro,

a tedy v € K(uo;ro). KaZdy prvek v z K(u;r) tedy pat¥i soudasné do K (uo;ro),
tj. K(u;r) C K(ug;ro). Tim jsme ukazali, Ze ke kaZdému u € K (uo;ro) existuje
koule se stfedem v u, ktera celd leZi v K (uo; ro), tj. K(uo; 7o) je podle definice 2.4
oteviena mnozZina.

0O

Vztah mezi otevienou a uzavienou mnozinou udava nasledujici tvrzeni:

Véta 2.1 PodmnoZina M metrického prostoru (X, p) je uzaviend privé tehdy,
Jje-li jeji doplnék X\ M oteviend mnoZina.

Poznamka Vlastné bychom spravné méli fikat, Ze mnoZina M je oteviena (resp.
uzaviend) ,v X“, nebot budeme-li uvaZovat pro M C X dva metrické prostory,
(X,p) a (M, p) (s metrikou definovanou v obou pfipadech stejnym zpidsobem),
bude M jako podmnoZina metrického prostoru (M, p) vZdy uzaviena (i oteviena),
at je jako podmnoZina metrického prostoru (X, p) jakékoliv. Zde si viak dodatek
»v X“ odpustime, protoZe budeme mit vZdy fia mysli jeden pevny metricky prostor

(X, p)

Daéle plati nasledujici tvrzeni, které je analogii zndmych vlastnosti mnoZin
v RY. Poznamenejme, Ze tyto vlastnosti jsou vychodiskem v teorii topologickijch
prostori, zaloZenych na pojmu oteviené mnoZiny.

Véta 2.2 Sjednoceni libovolného podtu otevienych mnoZin a printk koneéného
poctu otevienych mnoZin metrického prostoru (X, p) je opét oteviend mnoZina.
Prinik libovolného poctu uzavienych mnoZin a sjednoceni koneéného poctu uza-
vienych mnozZin je opét uzaviend mnozina.

KaZda podmnoZina M metrického prostoru je podmnoZinou néjaké uzaviené
mnoziny, napf. mnoZiny X. Prinik vSech uzavfenych mnoZin, které mnoZinu M
obsahuji, je podle véty 2.2 opét uzavienou mnoZinou; souasné je tento prinik
(vzhledem k definici priniku) obsaZen v kaZzdé z téchto uzavienych mnozin, a je
tedy nejmensi uzavienou mnoZinou, ktera mnoZinu M obsahuje. Tento prinik
nazyvame uzdvérem mnoZiny M a zna&ime ho M.

Definice 2.5 Budiz (X, p) metricky prostor a M C X podmnoZina mnoZiny X.
MnoZinu .
M =n{F;F je uzaviena, M C F}

nazyvame uzdvérem mnoziny M.
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Uzavér miZeme charakterizovat také pomoci nasledujici véty:

Véta 2.3 BudiZ M. podmnoZina metrického prostoru (X, p). Prvek u € X patii
do uzdvéru M mnoziny M prdvé tehdy, existuje-li posloupnost {u,} proki z M,
pro néz plati: lim u, = u.
n—0o
Uzavér M je tedy mnoZina viech limit konvergentnich posloupnosti prvkd
z M. Z¥ejmé plati

(2.3) McM.
MnoZina M je uzaviena pravé tehdy, plati-li
(2.4) M =M.

Priklad 2.4 Budiz X =R a p(z,y) = |z —y|. MnoZiny M; = (0,1) a M, = (0,1)
maji ty% uzdvér: My = M, = (0,1). MnoZina M3 = {1,1,1,... /1 ...} neni podle
véty 2.3 a podle (2.4) uzaviena, protoZe prvek 0 je limitou posloupnosti prvkd
z M3 a nepat¥i do Ms. Podle véty 2.3 je M3 = M3 U {0}.

O

V analyze jsme se zabyvali vlastné pravé prostorem (X, p) z pfedchéazejiciho
pfikladu. Tam jsme se také setkali v tzv. Bolzanovou-Cauchyovou podminkou:
Posloupnost redlnych &sel u,, je konvergentni pravé tehdy, existuje-li ke kaZdému
e > 0 pfirozené {islo ng = no(e) tak, Ze plati

|un — um| <€ pro m,n > no.
Pomoci metriky p miaZeme posledni podminku zapsat takto:
(2.5) p(un,um) <€ pro m,n > ng.
Podivejme se, jak to vypada v obecném metrickém prostoru.

Definice 2.6 Posloupnost {u,}2, prvki metrického prostoru (X, p) se nazyva
cauchyovskd (nebo také fundamentdini), existuje-li ke kazdému € > 0 pfirozené
&islo ng = no(e) tak, Ze plati (2.5).

Véta 2.4 KaZdd konvergentni posloupnost proki metrického prostoru (X, p) je
cauchyovskd.

Dikaz plyne z trojihelnikové nerovnosti (M 3): Je-li {u,}2, konvergentni po-
sloupnost, tj. existuje-li prvek u tak, Ze lim p(un,u) = 0, znamena to, Ze ke
n—0o0

kaZzdému ¢ > 0 existuje no tak, Ze p(u,,u) < £ pro n > ng. Ale pak je podle
(M 3) (pro m,n > ng)

ptn; tm) < p(tn, 1) + p(u, um) <

a to je pravé (2.5).
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Priklad 2.5 V prostoru (X,p) s X =R a p(z,y) = |z — y| 1ze tuto vétu obrdtit;
plyne to z vySe uvedeného Bolzanova—Caucliyova kriteria. Obecné vsak vétu 2.4
nelze obratit: Zvolime-li X = {1,1,3,...,1 .. }a p(z,y) = |c—y|, je posloupnost
{un}2y s un = L cauchyovskd, ale neni v prostoru (X, p) konvergentni.

0O

Poznamka Posloupnost {2}22, konverguje k nule v metrickém prostoru (R, p),
ale v prostoru ({l, 1,3 .-} p) nekonverguje, protoze nula do prostoru X nepatfi.
To ukazuje, Ze je dulemte ve kterém metrickém prostoru danou posloupnost uva-
Zujeme.

Existuji tedy metrické prostory, v nichZ ne kazda cauchyovska posloupnost
konverguje (viz téZ pozdéji ptiklad 2.8). Plati vak

Lemma 2.1 BudiZ {u,}22, cauchyovskd posloupnost v metrickém prostoru (X, p)
a necht ezistuje konvergentni podposloupnost {un; }32, posloupnosti {u,}52,. Pak
je také posloupnost {u,}°2, konvergentni a plati

lim u, = lim u,,.
n—00 J—00

Dikaz BudiZ u = lim u,; a budiz ¢ > 0. Pak existuje jo tak, Ze p(un;,u) < %

j—o0
pro j > jo. ProtoZe posloupnost {un}2, je cauchyovska, existuje no tak, Ze pro
m,n > ng je p(um,un) < . ProtoZe nj — oo pro j — oo, existuje &islo j; > jo
tak, Ze n; > no pro j > _71 Protoze n; > ng a j1 = jo, platl pro n > ng pod]e
(M3)

+

P(Uns u) < p(tn, Un;) + p(tin;, u) < =¢&.

N ™
N ™

Definice 2.7 Rekneme, 7e metricky prostor (X, p) je iplng, je-li kaZda cauchyov-
ska posloupnost prvku prostoru X konvergentni.

Definice 2.8 Rekneme, 7e metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestliZe z kazdé
posloupnosti {u, }22, prvki prostoru X lze vybrat konvergentni podposloupnost.
Podmnozinu M C X nazveme kompaktni, je-li metricky prostor (M, p) [jako
podprostor metrického prostoru (X, p)] kompaktni.
Z lemmatu 2.1 ihned plyne
Véta 2.5 Kazdy kompaktni metricky prostor je uplny.

Ani tuto vétu nelze obrdtit. Ukazuje to tento priklad.
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P¥iklad 2.6 Budiz X = C((0,1)) [viz p¥iklad 1.1 (iii)] a

p(u,v) = max [u(t) — v(t)]
[viz pfiklad 1.6 (ii) a vzorec (1.18)]. Konvergence v tomto metrickém prostoru je
stejnomérnd konvergence, a z vlastnosti stejnomérné konvergence plyne, Ze pro-
stor (X, p) je uplny. Neni viak kompaktni: Posloupnost {u,}32,, kde u,(t) = n
pro 0 <t <1, je tvofena prvky z (X, p), ale Zadna jeji podposloupnost nekonver-
guje k prvku z C((0,1)).
0

Chovéani podmnoZin metrického prostoru (X, p) (chdpanych jako podprostory,
tj. opatfenych stejnou metrikou) je popsana nasledujicimi vétami. ‘

Véta 2.6 BudiZ (X, p) uplny metricky prostor. PodmnoZina M C X je uplnd
pravé tehdy, je-li uzaviend.

Véta 2.7 BudiZ (X, p) kompaktni metricky prostor. Podmnozina M C X je kom-
paktni pravé tehdy, je-li uzaviend.

Nejjednodussim piikladem metrického prostoru je mnoZina R redlnych &isel,
opatfena metrikou p(z,y) = |z —y| (viz pfiklad 2.5). Oznalime-li R C R mnoZinu
viech raciondlnich &isel, pak metricky prostor (R, p) neni uplny, protoZe mno-
Zina R neni uzaviené: Posloupnost racionlnich &sel {(1 + 2)"}52, konverguje
k iraciondlnimu Cislu e, e € R.

Vime ovSem z analyzy, Ze kazdé iracionalni Cislo je limitou posloupnosti Eisel
racionalnich a Ze tedy mnoZinu realnych ¢&isel R miaZeme konstruovat pomoci
mnoziny racionalnich éisel R. Tento pfechod od neiuplného prostoru R k dplnému
prostoru R je pfikladem obecného procesu, kterému fikame ,zaplnéni“.

Definice 2.9 BudiZ (X, p) metricky prostor. Rekneme, ze podmnoZina M C X
je hustd v X, plati-li .
M=X.

Priklad 2.7 MnoZina R vSech racionalnich ¢isel je husta v R (vzhledem k metri-
ce p(z,y) = |z—y|), nebot kazdé realné &islo z je limitou posloupnosti racionélnich
¢isel z, (napf. miZeme z, zvolit tak, Ze v desetinném rozvoji ¢isla z nahradime

¢islice za n-tym mistem za desetinnou éarkou nulou, n =1,2,...).
(m}

Definice 2.10 Necht jsou (X, p) a (Y, o) dva metrické prostory. Prostor (X, p)

nazyvame zuplnénim (nebo uplnym obalem) prostoru (Y, o), jsou-li splnény na-
sledujici podminky: '
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(i) Prostor (Y, o) je podprostorem prostoru (X, p), tj. Y je podmnoZina mno-
Ziny X a pro u,v €Y je p(u,v) = o(u,v).

(i1)) MnoZina Y je hustd v X, tj. uzavér mnoZiny Y (v prostoru (X, p)!) je
roven X.

(iii) Prostor (X, p) je Gplny.

Plati nasledujici dileZité tvrzeni.
Véta 2.8 Kazdy metricky prostor md dplngj obal.

Dikaz této véty zde nebudeme provadét; popis konstrukce iplného obalu lze
najit napf. v [3] a spoliva zhruba fefeno v tom, %e se pro netiplny metricky prostor
(Y, o) definuji jisté tzv. ,idedlni“ prvky, ty se pfidaji k prvkim mnoZiny Y a na
tuto rozsifenou mnozinu se roz$ifi i metrika o. Nevyhodou je, Ze konkrétni cha-
rakter téchto idealnich prvki nelze vidy uspokojivé udat, i kdyZ jejich existenci
1ze dokazat. '

I,Jpln)'l obal 1ze ovSem zkonstruovat snadno tehdy, je-li netplny metricky pro-
stor (Y, o) podprostorem uplného metrického prostoru (X, p): Zaplnénim bude
uzavér Y mnoZiny Y, ktery opatiime metrikou p, omezenou oviem jen na mnoZi-

nu 7

Definice 2.11 Dva metrické prostory (X1, p1) a (X3, p2) nazveme izometrickymi,
existuje-li zobrazeni F' prostoru X; na prostor X, tj.

F. X1 — X2, F(Xl) = X2,

takové, Ze plati ,
p2(F(u), F(v)) = pr(u,v).

Kazdé takové zobrazeni F' nazveme izometrii (X; na Xa).
Véta 2.9 Kazdé dva dplné obaly tého# metrického prostoru jsou izometrické.

Vzhledem k této vété miZeme rizné uplné obaly téhoZ prostoru (X, p) zto-
tozZnit.

ZGplnéni metrického prostoru (X, p) zavisi podstatné na tom, jaké metriky je
pouzito. Ukazuje to tento piiklad:

Piiklad 2.8 Budiz X = C((0,1)) a p(u,v) = maxye,) |u(t) — v(t)|. Pak je
metricky prostor (X,p) uplny (viz pfiklad 2.6). Zvolime-li pro tyZ prostor X
metriku

(2.6) pp(w,v) = (/01 |u(t) - v(t)l”dt>%, p=1
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[viz ptiklad 1.6 (i) a vzorec (1.18)], bude prostor (X, p,) nedplny: PoloZime-li
totiz

1’ te (07 %)’
(2.7) un(t) =¢1- n(t - %)7 te (%’ % + ,1'{),

0’ t € (';' + ,1'{’ 1>’
n =1,2,... (nakreslete si obrazek!), bude pro m > n

m-—n
Po(tim, Un) = m p+ln M g p+1n

a posloupnost {u,}, je tedy cauchyovska (vzhledem k metrice p,!), ale pfesto
neexistuje zadné spojita funkce u € C((0,1)), pro kterou by platilo lim p,(un,u) =
n—00
= 0.
Podle véty 2.8 tedy existuje Gplny obal prostoru (X, p,); pozdé&ji ukiZeme, Ze
to je metricky prostor

(LP(O, 1)’ pp)a 4

kde prostor L?(0,1) je definovan v pfikladu ,2/.1 (v). V tomto dplném metrickém
prostoru konverguje posloupnost {u,} z (2.7) k funkei

(t)—{l pro t € (0,1),
“7 0 prote(d,),

kterd je ovSem nespojita, a tedy nepatfi do C'((0,1)).

e O o

I kdyZ jsme v pfedchazejicich pfikladech pracovali vétSinou s linedrnimi pro-
story, neni zde linearita podstatnd; u metrickych prostorti je dileZity pfedevsim
pojem metriky, umoziujici definovat vzdalenost dvou prvki a rozhodnout o kon-
vergenci dané posloupnosti. V dalsim se vSak omezime na linearni prostory, a na
jejich specialni tfidu, nesoucich jméno Stefana BANACHA (1892 — 1945). Jeho
kniha ,,Théorie des operations linéaires“, vydana v roce 1932, vlastné znamenala
vznik funkcionélni analyzy jako samostatné discipliny.

Definice 2.12 Normovany linearni prostor (X, ||.]|) nazveme Banachovym pro-
storem (kratce téZ B-prostorem), je-li vzhledem k metrice p, definované pomoci

normy ||.|| vzorcem
(28) p(u’ ’U) = ”u - v”? u,v € X,

Uplnym metrickym prostorem.
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Piiklad 2.9 K nejjednodusiim Banachovjm prostorim pat¥{ prostor R"

N-dimenzionélnich reélnych vektord u = (z1, z2,...,zn), opatfeny euklidovskou
normou .
N z
— . 2
llull = { Y l=il
i=1
resp. prostor CV N-dimenzionalnich komplexnich vektort u = (z,zs,...,2ZN)

(zde jsou z; komplexni &isla), opatfeny toutéZz normou.
(]

Cviéeni 2.2 ProtoZe Banachiv prostor je specialni pfipad metrického prostoru,
1ze vSechny dosud zavedené pojmy pFenést na B-prostory. Provedte proto ,,prefor-
mulovani“ definic konvergence, koule, sféry atd. pro pfipad, kdy je metrika dana
vzorcem (2.8).

Poznamka O konvergenci posloupnosti {u,} v B-prostoru (X, ||.||) hovofime
nékdy jako o silné konvergenci, abychom ji odlisili od slabé konvergence, s ni%
se setkdme pozdé&ji. Posloupnost {u,}32, tedy konverguje silné k u v (X, ||.||),
plati-li

(2.9) lim ||u, —u|| = 0.

n—+00

Normu prvku u v Banachové prostoru X budeme nékdy znacit téZ symbolem

(2.10) llaallx -

Nez si vSimneme dileZitych konkrétnich B-prostord, zavedeme jesté nékolik
pojmu.

Definice 2.13 BudiZ X linearni prostor a necht jsou na X dany dvé normy ||.||,
a ||.]|l2- Rekneme, Ze tyto normy jsou ekvivalentni, existuji-li dvé kladna &isla ¢, C
tak, Ze pro vSechna u € X plati

(2.11) cllully < Jlullz < Cliulls.

Pouziti ekvivalentnich norem je Casto vyhodné v aplikacich. Pfedevsim se
pfi pfechodu od normy ||.||; k ekvivalentni normé ||.||; (a naopak) zachovava
konvergence, nebot z (2.11) plyne

cllun — ully < flun — ullz < Cllun — ulls.
Piiklad 2.10 Budiz X = R" a u = (2,23,...,2N). Vime uZ, %e vyraz
N ;
212 = (S1er
=1
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je pro libovolné p > 1 normou (viz pfiklad 1.5). VSechny tyto normy jsou (pro
riizna p) navzajem ekvivalentni a jsou také ekvivalentni s normou

”u”w = maX(|a:1|, IxZ” X |$N|)
Plyne to mj. i z tvaru (uzavfenych) jednotkovych kouli v (RY,||.]|,), tj. mno%in
K(0;1) = {u; [|ull, < 1}

(viz obrazek, kde je N = 2).

X2
p:
___p=2
a X, _
NN

]

Definice 2.14 BudiZ dan konelny polet normovanych linearnich prostort (X, ||.||1),
(Xa, |I-12)s - - - s (X, ||-|IN)- Oznalme

X=X1 XX2 Xoeee XXN
kartézsky soudin mnoZin Xi, Xs,...,Xn, tj. X je mnoZina vSech N-tic u =
(u1,ug,...,un), kde u; € X; (z = 1,2,...,N). Definujeme-li soufet prvka u
av=(vy,v...,uN) z X a A-nasobek prvku u € X pfedpisy

u+v = (u1+v1,u2 +v2,...,un + vN),
\u = (/\Ul,)\UZ,...,/\UN),

bude X opét linedrni prostor. Definujeme na X normu pfedpisem

N
(2.13) lull = llull;, uweX

3=1
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a lineidrni normovany prostor (X, ||.|) nazveme kartézskym soucinem linedrnich
normovanych prostord (Xj, ||.|l;), 7 =1,2,...,N. :

Jsou-li prostory (X;,||-|l;) (7 =1,2,...,N) Banachovy prostory, je i prostor
(X, |I-|l) Banachtv.

Operace ,nasobeni* tedy umoZiiuje vytvaret ze znamych B-prostort dal$f nové
Banachovy prostory. Pfitom je zfejmé, Ze jde o analogii s vlastnostmi prostoru R™
resp. CV, kde oviem vzhledem k (2.13) pracujeme v kartézském soudinu s analogii
normy ||ul|y z (2.12) (tj. volime zde p = 1 a misto |z;| klademe |[u;]|;).

Dal3i operaci nad Banachovymi prostory je tvofeni tzv. faktorovgjch prostori:
BudiZ nejprve X libovolny linearni prostor a Xo C X jeho linearni podprostor.
Zavedeme na mnoZiné X relaci ~ pfedpisem

(2.14) ' u~v < u—v€ X

Relaci ~ nazveme ekvivalenci; je ihned vidét, Ze ma ,béZné“ vlastnosti reflexivity:
u ~ u, symetrie: u ~ v < v ~ u a transitivity: u ~ v, v ~ W = u ~ w. Pro
pevny prvek u € X zavedeme mnoZinu

(2.15) [ul={veX; u-—ve X} ={veX; u~v}

a nazveme ji tFidou ekvivalence (odpovidajici prvku u). V mnoZiné vSech téchto
tfid definujeme soudet dvou t¥id [u], [v] a A\-nésobek tfidy [u] pfedpisem

[u] + [v] = [w+ 0], '
Au] = [Au].

Dostaneme tak linearni prostor [dokaZte, e podminky (L 1) - (L 7) z definice
1.1 jsou skuteén& splnény], ktery nazveme faktorovym prostorem (X podle Xo)
a oznafime symbolem

(2.16) X|Xo.

Je-li navic (X, ||.]|) normovany linearni prostor a X, uzavieny podprostor pro-
storu X, 1ze na faktorovém prostoru X|Xo zavést normu pfedpisem

(2.17) il 1xo = inf{llv]l; o € [u]}.

Tim bude faktorovy prostor dokonce normovanym lineadrnim prostorem. Plati
nyni nasledujici tvrzeni.

Véta 2.10 Je-li (X, ||.||) Banachiv prostor a Xo C X uzavieny linedrni podpros-
tor, je tak€ faktorovy prostor (X|Xo, ||.||x|x,) Banachovym prostorem.
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Piiklad 2.11 Budi? X unitérni prostor se skaldrnim soudinem (., .) [viz definici

1.4]. Ten je pak soucasné normovanym linedrnim prostorem vzhledem k normé
llu|| = v/(u,u). BudiZ uo pevny prvek prostoru X a definujme

(2.18) . Xo = {w € X; (w,uo) =0}.

7 vlastnosti skalarniho soudinu plyne, Ze X je lineArnim podprostorem prostoru
X, a to dokonce uzavienym. Podle definice je pro pevné u € X

W={veX;u~v}={veX;u-—ve X} =
={v e X; (u—v,up) =0},

tj. [u] je mno¥ina viech t&ch prvkd v € X, pro néZ je skalarni soutin (v, Up) roven
konstant& (u, uo) (uvédomte si, Ze ug i u jsou zde pevné prvky).

VyuZijeme-li toho, Ze (2. 18) znamena, Ze prvek w je kolmy k uo, miZeme si
celou situaci znazornit na obrazku:

T

Xo je ,piimka® prochazejici po€itkem o a kolma ke spojnici prvkd uo a o. Pro
pevné u je [u] ,piimka“ rovnob&zna s Xo a prochézejici bodem (prvkem) u, nebot
pro b&ny prvek v € [u] je spojnice u a v kolma ke spojnici o a uo. Navic je

ITelllxixe = Il

kde v* je ,priseéik ,pfimky“ [u] a ,pFimky“, urené prvky o a uo.

2.2 Prostory funkci, prostory posloupnosti
K nejdtlezit&j$im linedrnim normovanym prostorim, s nimiz se v aplikacich se-

tkdvame, patii tzv. prostory funkci. Jejich prvky jsou funkce (redlné nebo kom-
plexni), které maji spole¢ny definiéni obor. Budeme uvaZovat funkce u = u(z),
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kde z = (z1,22,...,zn) je bod N-rozmérného euklidovského prostoru (N > 1)
a za spoleény defini¢ni obor zvolime mnoZinu

Q cRM.

UvaZujme tedy redlné nebo komplexni funkce N realnych proménnych zq, zo,...,znN,
které jsou viechny definovdny na mnoZiné €, a pro funkce u = u(z) a v = v(z)
definujeme jejich soulet u + v resp. jejich A-nasobek A.u, kde A je redlné nebo
komplexni ¢islo, obvyklym zplisobem, totiz bodové:

(u + v)(z) =u(z) + v(z), z€RV,
(u)(z) =Au(z), ‘zeRM.

Je ihned vidét, Ze takto definované operace s¢itani a nasobeni €islem maji vlast-
nosti (L 1) aZ (L 7), poZadované v definici 1.1. Nulovy prvek o je funkce identicky
rovna nule.

Definice 2.15 Symbolem
C(9)

oznatime mnoZinu vSech funkei u = u(z) definovanych a spojityjch na .

Definice 2.16 BudiZ  omezend mnozina v R", tj. existuje koule K(0,R) vRN
se stfedem v polatku 0 a o dostateéné velkém poloméru R > 0, takZe

QcC K(0,R),
a budiz 0N hranice mnoZiny §). Oznatme
Q=000
uzavér mnoziny ) (v euklidovské metrice prostoru RM) a budiz
c@)
mno#¥ina viech funkci u = u(z) spojitych na Q. Déle budiZ pro u € C(Q)

(2.19) [ullc = max fu(z)].
z€Q

MnoZiny C(£2) i C(f) jsou zfejmé linearni prostory, protoze souéet dvou spo-
jitych funkei a A-ndsobek spojité funkce je opét funkce spojita. Vyraz ||ullc ma

smysl pro u € C(Q), nebot podle Weierstrassovy véty spojita funkce nabyva na
omezené uzaviené mnoZiné svého maxima.

Cvileni 2.3 Dokazte, Ze vyraz ||u|lc ma vlastnosti normy (N 1) - (N 3) (viz
definici 1.3).
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Prostor (C(Q),]l.]lc) je tedy linearni normovany prostor. Konvergence v od-
povidajici metrice

p(u,v) = |lu - v]lc = max|u(z) - v(z)|
z€Q

je vlastné stejnomérnd konvergence. Plati dokonce nasledujici tvrzeni.
Véta 2.11 Prostor (C(Q),||.|lc) je Banachiv prostor.

Duakaz plyne z Bolzanova-Cauchyova kriteria konvergence éiselnych fad a ze
skutecnosti, Ze limita stejnomérné konvergentni posloupnosti spojitych funkci je
opét funkce spojita.

|

Vsude v dal$im budeme predpokladat, Ze mnoZina §) je oblast, tj. oteviena
souvisld mnozina v RV (pfipomeﬁme te & C RY je souvisl4 mno¥ina, pokud
kazdé dva jeji body je mozZné spojit jednoduchou krivkou, ktera cela lezi v Q viz
napf. [9]). Déle zavedeme tzv. multiindez o jako vektor

(2.20) a=(a1,a9,...,an), |a| = Zaa

i=1

jehoZ slozky a; jsou nezaporna cela &isla. Cislo |a| nazveme délkou multiinde-
zu a. Multiindex budeme pouZivat k zapisu (parcidlnich) derivaci funkce u =

u(z1, z2,...,ZN)

ol
(2.21) D*u 0"

= aq 3] anN
0z7'0z3? ... 0z}

Poznamka Posledni zapis nerespektuje pofadi derivovani. Napf. pro N = 2
a a = (1,2) miZe symbol

D%, |o|=1+2=3

3u 83u
012011012 azgam
tfetiho fadu jsou totoZné, jsou-li spojité, a my budeme v dal$im vidy uvaZovat
funkce se spojitymi derivacemi.

nebo . Z analyzy vime, Ze tyto derivace

: 3
znamenat jak Bor053) tak

Definice 2.17 BudiZ Q omezen4 oblast v R a k neziporné celé &slo (k =
= 0,1,...). MnozZinu viech funkci u = u(z) definovanych na Q, majicich na
) spojité (parcidlni) derivace az do fadu k vetné a takovych, Ze pro kazdy
multiindex «, |a| < k existuje funkce vy = v4(z) € C(R) tak, Ze plati

D*u(z) = va(z) pro viechna z € ,
oznadime

Ck(@).
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Poznamky (i) Pro k = 0 piSeme nékdy C(Q) misto C°(). Je zfejmé, Ze C°()
neni nic jiného ne# prostor C() z definice 2.16.

(ii) Protoze derivaci D*u muZeme definovat jen pro vnitfni body mnoZiny {2,
je nutné v definici 2.17 zavést je$té funkci v,, ktera je uvnitf  totoZna s D%u,
ale je spojita na Q, tj. aZ do hranice. Rikime té%, Ze derivace D°u se da spojité
prodlouZit na celou uzavfenou mnoZinu © = Q U 0Q. Proto budeme vétSinou
(ponékud nepfFesné) uvazovat derivaci D*u(z) i pro z € 9 s tim, Ze budeme mit
na mysli jeji spojité prodlouZeni v,.

ProtoZe také derivovani je linedrni operace, je C*¥(2) linearni prostor. Navic
plati

Véta 2.12 Zavedeme-li na mnoziné C*(Q) normu predpisem

(2.22) fuller = 3 max|D7u(z)],

fol<k €7
je (C*(Q), ||.|lcx) Banachiv prostor.

Dikaz vyuziva véty 2.11 a toho, Ze prostor C*(Q) Ize chapat jako soudin prosto-
rii C(Q2) (viz definici 2.14). Funkci u ztotoZnime s vektorovou funkeci v(z), jejimiz
sloZkami jsou funkce u a jeji derivace D*u pro vSechny multiindexy « délky nej-
vySe k : |a| < k. Ve smyslu pfedchozi poznamky ztotoZnime D*u s funkci v,
a v, patii podle definice do C(f), takZe se jedna o souin prostort X, = C(),
Vo € Xa, |a| < k.
(POZOR: Uz v definici normy (2.22) jsme D®u ztotoZnili s v,, jinak bychom
nemohli hovofit o maximu derivaci na uzavéru Q!)

]

Definice 2.18 Nosidem funkce u = u(z) definované na oblasti 2 C R" nazveme
mnozinu

suppu = {z € Q;u(z) # 0}

(pruh znaéi uzvér v euklidovské metrice; supp je odvozeno od slova support).
Symbolem
(@)

ozna¢ime mnoZinu vSech funkcl v = u(z) definovanych na Q, které tam maji
derivace vSech fadu a pro jejichZ nosi¢ plati: mnoZina supp u je omezena a je
casti oblasti {2 _

suppu C .

Pro omezenou oblast {} zavedeme jesté€ mnoZinu

(@)
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predpisem
c=@) =) C*®).
k=0
Mnoziny C(Q) a C°(Q) jsou linearni prostory (dokaste!).

Budi? u = u(z) funkce definovana na oblasti @ C R" a budiz A redlny pa-
rametr, 0 < A < 1. Rekneme, %e funkce u spliiuje na Q Hélderovu podminku
(s exponentem A), existuje-li konstanta C' > 0 (zavisla ovSem na u) tak, Ze pro
viechna z,y € Q je

lu(z) ~ u(y)| < Clz —y/*.

Ztejmé pak plati u € C(12).
Pro funkei u € C(f2) oznalme

u(z) — u(y)|
2.23 Hy(u) = sup “2ZZ UL
(2:23) (v wen, o=y
x#y
Poznamka Pro funkci u € C() zna&i tedy Hy(u) nejmensi konstantu C > 0,
pro niZ je splnéna Holderova podminka.

Definice 2.19 Symbolem

CEA(@)

ozna&ime mnoZinu vSech funkei u = u(z) € C*(Q2), pro nés plati
H)(D*u) < oo pro viechna a, |a| = k.

(Tj. C**(Q) je podmnoZina viech funkci u € C*(Q), jejich? k-té derivace D*u
spliiuji Holderovu podminku s konstantou C' = H)(D*u). Opét ztotoZhujeme
D*u s funkei v, — viz definici 2.17.)

Cviéeni 2.4 Dokazte tato tvrzeni: (i) C**(Q) je Banachtiv prostor, zavedeme-li
normu pfedpisem
lellgrs = llelicr + ) Ha(D*w).
lal=k
(i1) Plati
C Q) cCH#*Q) pro0<p< A<,

CH*Q)cC@) prok>1, 0<AL 1.

Piiklad 2.12 Prostory C*(2) a C*¥*(9) hraji déleZitou roli pfi vySetfovani okra-
jovych dloh pro parcialni diferencialni rovnice. Zavedeme-li napf. tzv. Laplaceuv
operator A predpisem

*u  0%u 0*u

Au 722 )
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pro u = u(z), z = (x1,2,...,ZN), pak tzv. Dirichletova iloha

—Au=f v,
u =g na 0%,
popisuje napf. rozdéleni teploty v télese tvaru Q, prihyb membrany (pro N = 2)

atd. Zde jsou f a g dané funkce, definované v 2, resp. na 952 a u je hledané feseni.
O klasickém feSeni Dirichletovy alohy pak hovofime, je-li

u € C*(Q)NC°(N).
0
Prostory typu C¥, C** nazyvame souhrné prostory spojitijch funkci. V praxi
se ukazuje, Ze pozadavek spojitosti funkce u a jejich derivaci je zna€né restriktiv-
ni, a proto zavedeme obecnéjsi prostory integrovatelnych funkci. Nejprve si vSak
uvedeme jesté jedno kritérium kompaktnosti mnoZin v prostoru C*(Q); nésledu-

jici vétu dokazali italsti matematikové ARZELA a ASCOLI, a proto nese jejich
jméno.

Véta 2.13 BudiZ 0 omezend oblast v RN a budif M uzaviend podmnoZina pro-
storu (C*(Q), ||.llck). K tomu, aby mnoZina M byla kompaktni, je nutné a stad,
aby
(i) funkce u € M byly stejné omezené, tj. existuje Cislo Co > 0 tak, Ze pro
vechny funkce w € M plati
llullex < Co,

(it) funkce u € M byly stejné spojité, tj. ke kaZdému ¢ > 0 existuje § =
= §(g) > 0 (které nezdvisi na u € M) tak, Ze ze vztahu

I.’E—y|<5, x,yGQ

plyne
|D%u(z) — D%u(y)| < ¢

pro vdechna a,|a| < k, a pro vSechny funkce u € M.
Definice 2.20 BudiZ p > 0 a Q oblast v RV. Symbolem
Lr(Q)

ozna¢ime mnozinu vSech méfitelnych funkci u = u(z) definovanych na Q, pro néz
je Cislo
f lu(z)Pdz
Q
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konecné. Symbolem
£2(9Q)
oznalime mnoZinu vech méfitelnych funkci u = u(z) definovanych na Q, které
maji tuto vlastnost: Existuje &islo a (zavisejici obecné na funkei u) tak, Ze
meas({z € Q; |u(z)| > a})=10

[zde je meas E (Lebesgueova) mira mnoziny E].

Poznamka (i) Prostory £P(2) i £%°(f2) jsou linearni prostory. [DokaZte to!
U prostoru £°(f2) je to zfejmé, u prostoru L?({2) je to — v pfipadé soutu —

vvvvv

(a +0)" < 277} (a” + 1),

ktera plati pro vSechna nezaporna €isla a,b — viz pfiklad 1.1 (iv) a (v).]
(ii) Zavedeme-li &isla

(2.24) el = ( / ju(z)Pde)}

(2.25) [ufleo = ess sup |u(z)l,

z€
kde posledni vyraz - tzv. esencidlni (podstatné) supremum — je definovan takto:

ess sup |u(z)| = inf{a > 0 : meas({z € Q; |u(z)| > a}) = 0},
TEN

nebo
ess sup Ju(z)] = inf " sup |u(z)|,
z€Q oealXiop TEQN

pak lze ukazat, Ze [v pfipadé (2.24) pro p > 1] maji vlastnosti normy aZ na
vlastnost (N 1): Je-li totiZ funkce u nenulova na mnoZiné E C §, ktera ma
nulovou miru, je vzhledem k definici Lebesgueova integralu ||ul|, = 01 ||u||c = 0.
Pozdé&ji ukaZeme, jak lze tento ,nedostatek” obejit.

(iii) Prostory L£?(€2) se nazyvaji Lebesgueovy prostory. Jejich zobecnénim jsou
tzv. Orliczovy prostory

£H(Q),

definované jako mnoZina vSech méfitelnych funkei u = u(z), z € Q, pro néz je

p(®;u) = /Q ®(|u(z)|)dz < oo.

Zde je @ = ®(t) tzv. Youngova funkce, definované predpisem
i
(2.26) o(t) = / o(s)ds,
0
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kde ¢ = ¢(s) je spojita rostouci funkce, definovana pro ¢t € (0,00) a takova, Ze

©(0) = 0.
Lebesgueovy prostory L£7(€2) jsou pro p > 1 specidlnim p¥ipadem Orliczovych
prostort. Dostaneme je, poloZime-li

o(t) =P
(iv) Orliczovy prostory £2(2) obecné nejsou linedrni mnoZiny. Ukazuje to
pfiklad funkce
B(t) =e':
Pro N =1, 2 = (0,1) patfi funkce
1
u(z) = -3 Inz

do £%(), ale funkce 2u(z) = —Inz uZ ne!

Odvodime si nyni nékolik dileZitych nerovnosti. Budiz ® = ®(t) funkce, defi-
nované formuli (2.26) pomoci funkce ¢, a budiz

v = [ o s

kde ¢! je funkce inverzni k ¢. Pak plati pro kaZdou dvojici nezapornych &isel
a,b Youngova nerovnost

(2.27) 0b < 0(a) + $ () 1l

znaménko rovnosti zde plati pravé tehdy, je-li b = @(a). __L '8
Dikaz si miZeme oziejmit obrazkem, kde je b < i(a). I o
fae ::—:j i
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Lemma 2.2 BudiZ p € (1,00) (4. pFipoustime i p = 00) a poloime

£ prol < p< oo,

p—1
(2.28) pP=<1 pro p = oo,
oo prop=1.

Budiz u € LP(Q) a v € LP(R). Pak patii soudin u.v do L1(R) a plati Holderova

nerovnost

(2.29) ol = / (@) (@)ldz < [[ullp- o]l

Dikaz Predeviim je pro méfitelné funkce u, v méfitelny také jejich soudin u.v.
Daéle je pro v € L*() zfejmé

(2.30) [v(z)] £ ||v|le pro skoro vechna (s.v.) =z € Q.

(i) Necht je p = 1. Pak je p = oo a vzhledem k (2.30) je |u(z)v(z)| =

= [u(@)llo(2)] < f[vlloofulz)]| pro s.v. z € 9. |

Je tedy u.v € L£'(2) a nerovnost (2.29) dostaneme integraci pfedchazejici
nerovnosti.

(ii) Necht je p = oco. Pak je p’ = 1 a nerovnost (2.29) odvodime stejné jako
v Easti (i), zaménime-li role funkei u a v.

(iii) Necht je 1 < p < o0. Je-li ||ul|, = 0 nebo ||v||,» =0, je u = 0 s.v. v 2 nebo
v=0sv.vQ,atedyiuv=0s.v.v ) Jetedy |[uv]y = 0 a nerovnost (2.29)
plati. Pfedpokladejme nyni, Ze ||ul|, > 0 a ||v|l,» > 0. Zvolime-li v Youngové
nerovnosti (2.27) ¢(t) = t*71, bude ¢71(t) = t71 = ¢*~1 a nerovnost bude mit

tvar ] 1
ab S —aP + —,bpl.
p p

Zvolme zde a = |u(z)|/||ull, a b = |v(z)|/||v|l,- Pak bude

u@p@)] _ 1p@P , 1 @)
ol =7 Ty T 7 ol

a protoZe prava strana je integrovatelna, je u.v iél (). Integraci této nerovnosti
dostavame

R )|Pd - Pdr =
Ty @l < S [P + 2o 7 JLOICE

1
7

=

a odtud uZ plyne (2.29).
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Lemma 2.3 Nech? u,v € LP(Q), 1 < p < oo. Pak také u+ v € LP(Q) a plati
Minkowského nerovnost

(2.31) llu +ollp < fullp + vl
Diikaz Prop =1ap = oo plyne diikaz ihned z bodové nerovnosti |u(z)+v(z)| <

< lu(@)] + [v(z)].
Pro 1 < p < oo je pro kazdé z € Q

|u(z) + (@) < (lu(z)] + o()])" < 277 (Ju(z) P + [o(2)[),
a tedy u + v € LP(Q2). Soucasné je
|u(z) + v(2)” = |u(z) + v(@) P~ (lu(z) + v(2)]) <
< lu(@)]-lu(z) + v(@)P + [o(2)] Ju(@) + o() P

ProtoZe [ul, [v] € LP(Q) a [u+v|P~! € L¥'(Q) [je totiz p'(p—1) = p], dostavime
pouzitim Holderovy nerovnosti vztah

[z lu(z) + v(@)Pdz < Jullplllu + Pl + lollplllu + vl =

= (lull + oll ) fu(a) + o(a)Pda)' =3,

Je-li T = [ |u(z) + v(z)Pdz = 0, plati nerovnost (2.31) trividlng, je-li Z # 0
(a tedy Z > 0), dostavame (2.31) z posledni nerovnosti vydélenim obou stran
&slem I'77.

|

Nyni se vratime k ,nedostatku®, kterym je skutecnost, Ze (2.24), resp. (2.25),
nespliiuje poZadavky kladené na normu v prostoru £?(2), resp. £L2(1).

Definice 2.21 BudiZ NMy(£2) mnoZina viech méfitelnych funkci definovanych na

2, které jsou skoro viude v § rovny nule; pro tyto funkce je ||u|[, = 0 pro kazdé
p, a tedy je také AMp(Q2) C LP(R2). Symbolem

LP(Q), 0<p<oo,
oznadime faktorovy prostor £P(2)|No(2).
Poznamka Vzhledem k definici faktorového prostoru je LP(§2) mnoZinou ##id
ekvivalence; dvé funkce uy, uz € L£7(2) pat¥i do t¥idy [u], 1i8i-1i se pouze na mnoZi-

né& nulové miry. U&inime tuto 4mluvu: T¥idu [u] € L(Q) ztotoZnime s libovolnym
jejim reprezentantem u € LP(f2) a budeme o prvcich z L?(§2) hovofit opét jako
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o funkcich. V dal§im tedy budeme pracovat pouze s prostorem L?(f2), 0 < p < oo;
tvrzeni ,,Pro omezenou mnoZinu {2 je

CH@) C LP(Q)¢

je oviem tfeba chapat tak, Ze celd tf¥ida [u], vytvofend spojitou funkci u, patii
do LP(9); dalsi prvky tfidy [u] ovSem nemusi byt spojité, li§i se vSak od spojité
funkce u na mnoZiné nulové miry.

Vyhodou této formalni zmény je skutecnost, Ze pro 1 < p < oo je prostor
L?(Q) normovanym linedrnim prostorem, definujeme-li normu ||u||, prvku (tfidy!)
u € LP(Q) formuli (2.24) resp. (2.25).

(DokaZte, Ze ||.||, pak ma vlastnosti (N 1) — (N 3); navic dokaZte, Ze L?(§2) je pro
0 < p < 1 metrickym prostorem, definujeme-1i metriku p, predpisem

oo, v) = /Q lu(z) - v(@)Pdz, 0<p<1,

tj. pp(u,v) = JJu —vlf5.)
Véta 2.14 (RIESZ-FISCHER). Prostor LP(f) je pro 1 < p < oo Banachiv

prostor.

Dtkaz (i) 1 < p < oo. BudiZ {ux}§2, cauchyovska posloupnost v LP(Q), a zvol-
me monotonni (rostouci) podposloupnost indexd {k;}2, tak, aby platilo

lluk — unllp < 27 pro k,n > k;.

Oznalime v; = uy,, tj. utvofime podposloupnost {v;}32, nasi posloupnosti {uz}32,.
Je tedy |[vigr — villp £ 27¢ a tudiZ

o0
> lvigr = vill < 0.

=1

Oznaéme
n

ha(2) = Y visa(z) = vile)].

=1

Podle Fatouova lemmatu je

n—+0o n—+00

/( lim hP(z))dz <liminf | A?(z)dz = (lim inf ||h,||,)"
Q 0 n—+00

a z Minkowského nerovnosti plyne

n n Q (oo}
rally = 1) loirs = willly < ) llvier = villy < D lloisa = villp < o0

=1 =1 =1
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Je tudiz

/( lim RE(z))dz < oo
Q

n—0oo

a v disledku toho
lim AP (z) < oo pro s.v. z € Q.

Vzhledem k definici funkci k., je tedy posloupnost {v;(z)}$2, cauchyovska pro s.v.
x € Q; je totiz :

vi(x) = v;(2) =vi() — visa (@) + viga (&) = visa(®) + - + Vi1 () — v3(2) =

= Z(vs(x) — vs41(2)) pro i < j,

s=1

a tedy

vi(2) = vi(@)| < Y Ivaa(@) — va(@)| = hjo1(z) — hiza (),

s=t

a tudiZ existuje funkce
v(z) = lim vi(z) pros.v. z €.
1—00

Opétovnym pouzitim Fatouova lemmatu dostavame:
/ lv(z) — vi(z)|Pdz = / lim |ug(z) — vi(z)|Pdz <

<liminf [ |vg(z) — vi(z)[Pdz = (li’rcn inf |k — vi[,)? <
Q —00

k—o00
0o P
= (Z V41 — vk“r) :

k=1
Posledni vyraz konverguje k nule pro ¢ — oo, a proto i

/ |v(z) — vi(z)|Pdz = ||[v — v|l; = 0 pro i — oo,
Q

tj. posloupnost {v;}2, konverguje v L?(f).
Podle lemmatu 2.1 pak konverguje i pivodni posloupnost {ux};.

(ii) Tvrzeni véty pro p = oo plyne z vlastnosti stejnomérné konvergence.

Zavedeme jesté prostor lokdlné integrovatelnych funkci.
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Definice 2.22 Budiz 0 < p < oo a  oblast v R". Symbolem

Li(?Y)

loc

oznalime mnoZinu viech méfitelnych funkei u = u(z) definovanych na 2 (pfesnéji
tfid ekvivalence) takovych, Ze

|u(z)Pde < oo
Qt
[tj. w € LP(Q2*)] pro kaZdou omezenou oblast ¥, pro kterou plati
@ CcTFca

Pfiklad 2.13 (i) Budiz N =1 a Q = (0,1). Funkce u(z) = 1 nepatii do L'(9),
ale pat¥i do L} (D).
(i1) Budiz N =1 a Q = (0,00). Funkce u(z) = z nepatii do LP(Q), ale patii
do LY (), p > 1.
0O

Cvigeni 2.5 (i) Doka¥te, %e pro omezenou oblast & C RN plati pro 1 < p <
Sg=< oo
(2.32) LI(Q) C LP(2).

(ii) DokaZte, Ze pro 1 < p < oo plati
LP() C Lb (%)
(iii) DokaZte, %e pro omezenou oblast 8 C R" plati
C*(Q) C LP() pro kazdé k € N.
Bez diikazu uvedeme nasledujici tvrzent.

Véta 2.15 Budiz 1 < p < oo a budif Q omezend oblast v RN. Budiz u € LP(Q)
a dodefinujeme funkci u nulou vné §). Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje éislo § =

= 6(¢) > 0 tak, Ze pro h € IRN,“hH< d, je
1

(2.33) ( /9 lu(z + k) — u(x)l"dz) ’ <e.

Poznadmka (i) Rikédme té%, Ze funkce u € LP(Q) je spojitd v priméru stupné p.
(ii) Véta 2.15 plati i pro neomezené oblasti §, jejichZ mira meas () je konelna.

Analogii véty 2.13 o kompaktnich mnoZinach v prostorech spojitych funkci je
nasledujici tvrzeni.
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Véta 2.16 Budif M uzaviend podmnoZzina prostoru (LP(2), ||.||,)- K tomu, aby
mnozina M byla kompaktni, je nutné a stadi, aby
(1) funkce u € M byly stejné omezené, tj. existuje cislo Cy tak, Ze pro vSechny
funkce u € M je
lully < C;

(ii) ke kaZdému e > 0 existovalo 6 > 0 a omezend uzaviend podmnozina F C
tak, Ze pro vSechna u € M je

(2.34) / lu(z)|Pdz < €
Q\F
a
(2.35) / |u(z + ) — u(z)|Pdz < &” pro h € RV, [ﬂhjr< 8.
Q P

Poznamka Podminku (2.35) miZeme vyslovit téZ takto: ,Funkce u € M jsou
stejné spojité v priméru stupné p“ [funkci u opét prodlouzime nulou vné Q!].
Podminka (2.34) je aktualni pouze tehdy, je-li oblast {2 neomezena.

Ve cvideni 2.5 (iii) jsme ukézali, Ze kazda funkce u € C*(Q) uZ pat¥i do LP(Q).
Plati dokonce vice:

Véta 2.17 BudiZ1 < p < co. Pak je mnozina Cg°({1) hustd v LP(2). Je-li oblast
Q C RN omezend, je mnozina C*(Q) hustd v LP(Q).

Poznamka Pfedchazejici véta tedy fika, Ze pro kaZdou funkei u € LP(Q) a pro
kazdé ¢ > 0 existuje funkce v € C§°(2), resp. v € C°(Q) tak, Ze plati:

(2.36) lu—v|l, <,

tj. funkce z L?(§2) mtZeme s libovolnou pfesnosti aproximovat funkcemi z C°(12),
resp. C*(§2). Odtud také plyne, Ze prostor LP(f2) je zuplnénim linedrniho nor-
movaného prostoru _

(€@, I1I»)

ktery sdm neni uplny (viz priklad 2.8).

Vétu 2.17 nebudeme dokazovat, ale uvedeme jednu z moznosti, jak lze apro-
ximujici funkei v, pro kterou plati (2.36), sestrojit.

Definice 2.23 BudiZ ¢ = ¢(z) funkce definovan v R" a majici tyto vlastnosti:
¢ € CE(RY), ¢(z) > 0 pro viechna z € RV,

2.37
(2.37) /]RNcp(x)dxz 1, suppy C {z € RV, “x[‘g 1}.
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Budiz ¢ R omezen oblast a polozme pro u € LP(Q) a pro € > 0

(Ra)(a) =™ [ (52 )i,

Zobrazeni R, nazyvame regularizditorem (nebo regularizujicim ¢ili zhlazujicim
operatorem).

Tento nazev vyplyva z nasledujicich vlastnosti funkce R.u, které uvedeme bez

dukazu:
R.u € C*(RY), lim || Reu — ull, = 0.
E— +

Funkci R.u (s € > 0 dostate¢né malym) tedy miZeme zvolit za funkci
v € C*(Q), pro niZ plati (2.36).
Jako pfiklad funkce ¢, kterd méa vlastnosti (2.37), uvedme:

_ coel/(=l=1) prol xa“< 1,
(P(.’L') - | '
0 pro LELZ 1

s vhodné zvolenou kladnou konstantou cy.

Pf‘i&lad: 2.14 BudiZ Q omezend oblast vRY a1 < p < 00. UvaZujme na prostoru
C'(92) normu ||.|| danou pfedpisem
1
P P
) dac) .

i
(Pfesvédite se, Ze to je skutelné norma!) UtvoFme posloupnost funkci

’ N
ul, = ( / (lu(w)l”+z
437? Q =1
u, € C'(Q), danych pfedpisem

Ou(z)
a.’l),‘

1
Lo 1\*
un(x)=6![x=1f’+;)P, n=1,2,....

Lze ukazat, Ze tato posloupnost je cauchyovska vzhledem k uvedené normé, ale
jeji limita
u(z) = lim un(z) =([]

n—0oo

nepat¥i do C'(f2), pokud oblast  obsahuje potatek. Takto definovany linedrni
normovany prostor (C?(9),]|.]|) tedy neni Banachdv a pfi limitnim pfechodu se
muZe stat, Ze tento prostor ,opustime®. Musime ho proto ziplnit, a to nas vede
k daldimu délezitému prostoru.

]
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Definice 2.24 Budiz Q oblast v RV, 1 < p < 0o a k pfirozené &slo. Pro funkci
u € C*°() oznaéme

(2.38) lullep = > I1D%ull,

lof<k

U . ’ ’ 4 ’ “7 7 o
a zavedme linedrni normovany prostor X nasledujicim zpusobem:

(2.39) X ={ue C®N), |lulltp < oo}
Symbolem
whe(Q)
oznaéime zaplnéni prostoru X [vzhledem k normé ||.|| z (2.38)] a nazveme tento
prostor Sobolevovym prostorem. kf?

Poznamky (i) Je tfeba zdiraznit, Ze podminka |lullx, < oo v (2.39) je pro
definici prostoru X podstatna; obecné totiz muaze byt pro u € C®(2) vyraz
|||k, nekoneény.

(ii) Vzhledem k tomu, Ze v normé (2.38) vystupuji pouze derivace nejvyse
k-tého Fadu, mohli bychom misto mnoZiny C*(2) uvaZovat ,vét$i“ mnoZinu
C*(Q). Lze viak ukazat, Ze ziplnénim normovaného linearniho prostoru

Xi = {u € C*(Q), |lullk, < oo}

bychom dostali tyZ prostor Wk?().

(11i) Priklad 2.14 ukazuje, Ze prostor X neni Gplny; Soboleviv prostor oviem
uz diky své definici je Banachovym prostorem.

(iv) Budeme-li uvaZovat omezenou oblast ( a funkce u € C*°(Q2) nebo
u € C*¥(), bude uZ norma (2.38) kone¢na. Linedrni normovany prostor

Ye = (C*Q), Il-llks)

ovSem neni Uplny (viz pfiklad 2.14, kde je k£ = 1). Provedeme-li ztplnéni tohoto
prostoru Y, dostaneme aplny (tj. Banachlv) prostor, ktery oznalime na chvili

HE?(Q).

Lze ukazat, e obecné se tento prostor lisi od prostoru W*P(Q). Oba prostory
se ovSem shoduji pro celou fadu oblasti Q, vystupujicich v praxi; zhruba feleno
se jedna o omezené oblasti, jejichZ hranice N2 je dostateéné hladka (nad)plocha.
Proto se také prostory H*?(Q)) nazyvaji Sobolevovy prostory.

Definice 2.25 Budiz Q oblast v R", 1 < p'< 00, a zavedme linedrni normovany
prostor

Z = (C3° (W), |I-1lx.»)

53



s normou danou vzorcem (2.38). [Uvédomte si, Ze pro u € C§°(f2) je uz automa-
ticky |lu|lk,, < oo!] Symbolem
Wi (@)

ozna&ime zuplnéni prostoru Z [vzhledem k normé ||.||x,» z (2.38)].

Poznamky (i) Zde neni tfeba rozliSovat mezi omezenou a obecnou (neomezenou)
oblasti. ProtoZe je

Co () C C%(9),

resp. _
‘ C° () € C*(Q) pro omezenou oblast £,
je .
Wo(2) C Wh(Q),
resp.

WyP(Q) C H*?(Q).

(ii) V normé ||.||x» vystupuji normy vsech derivaci D*u, |a| < k, v prostoru
LP(Q). Lze ukézat, %e v prostoru WSP(Q) lze zavést jedté dalsi normu

(2.40) ullles = 1D ull,,

lal=k

kde se uvaZuji pouze derivace nejvyssiho (k-tého) fadu, a Ze tato norma je ekvi-
valentni s normou ||.||x,» ze vzorce (2.38).

Je$té jedna definice Sobolevova prostoru. Sobolevovy prostory W¥P(()
a WEP(Q) jsme zavedli pomoci ztiplnéni prostort hladkych funkei C*(2) a C ().
To mé& za disledek, Ze popis prvka Sobolevovych prostort (jako limit cauchyov-
skych posloupnosti) je obtiZzny a definice ndm nedava mozZnost udélat si o téchto
prvcich nazorny obraz. Pokusime se to ,napravit®.

UvaZujme cauchyovskou posloupnost {u,}%2, prvki z C®(Q2) N Wkr(Q), tj.
necht plati

R [

kde ||.||x,» je norma dana vzorcem (2.38). Vzhledem k definici této normy je pro
kazdy multiindex o, |a| < &,

|1 D%uy —~ Da“m”p < lun = um"k,m

a tedy je posloupnost {D%u,}3%, cauchyovskd v LP(2). Prostor L?(f2) je podle
véty 2.14 uplny, a proto existuje limita

Vo = lim D%u, v LP().

n—00
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Tim jsme k nasi cauchyovské posloupnosti {u,}22, sestrojili kone¢nou mnoZinu
{va, lo| <k}

funkei v, € LP(Q2). Bylo by jisté Zadouci, aby funkce v, pro |a| > 1 byla deri-
vaci D*veg funkce ve, odpovidajici multiindexu © = (0,0,...,0). To vSak neni
zaruceno, nebot vime jen tolik, Ze ve € LP({2), a nemame ani zarulenu jeji dife-
rencovatelnost (viz téZ priklad 2.14).

Ukazuje se v3ak, Ze funkce v, souvisi s funkci vg nasledujicim zajimavym

zpusobem: ‘
Pro kazdou funkci ¢ = ¢(z) € C(Q) plati

(2.41) | /ﬂv@(a:)D“(p(x)dx=(—1)'“'/{)va(m)c,o(x)d:c.

DokaZme to: Podle pravidla o integrovani per partes (resp. podle Greenovy formu-
le) plati pro kaZdou pevnou funkci u € C*(£2) a pro libovolnou funkci ¢ € C§°(Q)
vztah

(2.42) /ﬂ u(z)D*p(z)dx = (—1)l /9 D*u(z)yp(z)dz ;

zde jsou D%p a D*u derivace v b&Zném smyslu. Zvolime-li v (2.42) za funkci u
na$i funkci u,, z cauchyovské posloupnosti {u,}2,, bude platit

Q

[ m@De(e)ie = (-1 [ D*u(o)p(a) d
Q .

a to pro kazdén = 1,2,.... Pfejdeme-li zde k limité pro n — oo, dostaneme vztah
(2.41), nebot u,, — ve a D*u, — v, v LP(R2). [Provedte tuto ivahu za cvileni
podrobné; pfedevsim si uvédomte, jakou roli hraje pfedpoklad ¢ € C$°(Q)!] .

Definice 2.26 Budiz  oblast v RN a u € LL (Q). Funkci w € L} (), pro ni%
plati vztah

w(z)D%o(z)dz = (=D | w(z)o(z)dz
/ﬂ()w()d (1) / (2)p()d

Q

pro kaZdou funkci ¢ € C§°(§2), nazveme zobecnénou derivaci funkce u vzhledem
k multiindexu a a oznaéime ji D*u :

w = D%u.

Misto terminu zobecnéna derivace se pouZiva téZ terminu derivace ve smyslu
distribuci.

Poznamka Vzhledem k tomu, co bylo feSeno vySe - viz formuli (2.42) -, je
pro hladké (tj. diferencovatelné) funkce zobecnéné derivace totoZna s klasickou
derivaci; uZivani obvyklého symbolu D*u by tedy nemélo vést k nedorozuménim.
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Vyhodou tohoto nového pojmu je skuteénost, Ze (zobecnéné) derivace miZeme
zavést pro obecnéjsi t¥idy funkci. [Presvédéte se, Ze funkce u = u(z), definovana
pro z € (—1,1) piedpisem

u(z) = |z,

ma zobecnénou derivaci prvniho fadu

du
— =sgn z,

dz
tedy funkci nespojitou.]

Definice 2.27 Budiz Q oblast v RV, k p¥irozené &slo, 1 < p < co. Soboleviiv
prostor

Whr(Q)
definujeme jako mnoZzinu vSech funkei u = u(z) € L?(2), jejichZ zobecnéné deri-
vace D%u pro viechny multiindexy o takové, Ze |a| < k, patfi opét do LP(1Q).

Takto definovany Soboleviiv prostor je linedrni mnoZina [také pro zobecnéné
derivace plati obvykla pravidla: D*(u+v) = D*u+ D*v, D*(Au) = AD%u |, je to
normovany linearni prostor, definujeme-1i normu opét predpisem (2.38) [kde D%u
jsou ovSem nyni zobecné&né derivace] a je vzhledem k této normé Banachovym
prostorem.

Poznamky (i) Posledni tvrzeni je vlastné disledkem véty 2.14, nebot prostor
W*?(Q)) miZeme chipat jak podprostor kartézského soucinu

LP(Q)) x LP() x --- x LP(2)

konelného poctu Lebesgueovych prostori L?(f) [pocet téchto prostord je dan
poltem multiindext a délky & ].
(i1) Vzhledem k definici je

W (Q) c LP(Q).

Pro funkci u € LP(Q) pFitom ma smysl uvaZovat zobecnéné derivace D*u, nebot
LP(Q) C LL () (viz cvideni 2.5 (i)).

(ii1) To, Ze uZivame pro takto definovany Soboleviv prostor opét oznadeni
W*?(§), je dano tim, Ze pro ,rozumné“ oblasti ) dostavame pii vSech defini-
cich tutéZ mnozinu. Definice 2.27 je ovSem ponékud nazornéjsi, nebot pracuje
s pojmem derivace. '

Soudasné odtud plyne, Ze mnoZina M vSech funkci u € C*(Q), pro né&z je
lullkp < 00, je v Sobolevové prostoru WF?(Q) husta, tj. kazdou funkci z W*?(Q)
1ze s libovolnou pfesnosti aproximovat [v normé (2.38)] funkci z M. Specialné je
pro omezenou oblast § (s hladkou hranici 8) v prostoru W*?(§)) hust4 mnoZina

CH(Q).
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(iv) V prostoru WEP(Q) je uz podle definice hustid mnoZina C3°(Q). Také
prostor WgP(Q2) bychom mohli zavést bez procesu ziiplnéni, ale museli bychom
k tomu zavést pojem stopy funkce u € LP(2) na hranici 9% : u|0S? [uvédomte
si, Ze 0N je mnoZina nulové miry!]. Nebudeme zde pojem stopy zavadét, jen po-
dotknéme, Ze lze Wy ? () chépat jako podmnoZinu viech t&ch funkei u € WEP(Q),
pro né& je (ve smyslu stop) DPuldQ = 0 pro |B| < k — 1.

(v) Plati zfejmé inkluze

(2.43) C&(Q) C WHP(Q) ¢ Wh(Q) C LP(Q);
pfipomenme, Ze pro k = 0 je
Wor(Q) = WP (Q) = LP(Q).
Pro k > 1 jsou oviem prostory W*?(Q) a WEP(Q) obecné rizné, tj. druh4 inkluze
v (2.43) je ostra. Jedinou vyjimku tvo¥i piipad Q = R".

(vi) V literatufe se ast&ji neZ s normou (2.38) miZeme setkat s normou

1
P

(2.44) [y = | Y ID°ul] ;

lol<k
presvédéte se, Ze normy (2.38) a (2.44) jsou ekvivalentni.
P¥iklad 2.15 BudiZ Q omezen4 oblast v R", obsahujici pocatek. Funkce
u(z) =Uxﬂ"’\

patfi do W(Q2), pokud je0 <A< (¥ -1)a N >3.
a

Posledni pfiklad ukazuje, Ze u vlastnosti Sobolevovych prostord hraje roli
i dimenze oblasti §). Uvedeme nyni jen pro ilustraci jednu dileZitou vlastnost
téchto prostord, nazyvanou souhrnné véty o vnofeni.

Pro dva linearni normované prostory (X, ||.||x) a (Y, ||-|ly) bude zapis

X =Y

znamenat, Ze
(i) mnoZina X je podmnoZinou mnoZiny Y, tj.

Xcy,
i1) existuje kladna konstanta c tak, Ze pro vSechny prvky u € X je
J
lully < eflullx.
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[Rl’kéme, Ze prostor X je spojité vnoten do f)rostoru Y.]
Je-li  omezen4 oblast v R" s hladkou hranici 990, N > 2,1 < p < oo, pak
plati

(2.45) WhP(Q) — LY(Q)

s parametrem ¢ € (1, N—]X’;c—), je-li kp < N, a s libovolnym parametrem ¢q > 1, je-li
kp = N. Je-li kp > N, pak plati:

(2.46) W P(Q) — C®(9),
kde

A =k elik—-N o1,
P p

A € (0,1) libovolné, je-li k — % =lap>1,

A =1, jelik— Y1
p

Poznamky (i) Vnofeni (2.46) je tieba chipat takto: Prvek u € W*?(Q) je
vlastné tfida ekvivalentnich funkeci, liSicich se pouze na mnoZiné nulové miry.
Podle (2.46) pak v této t¥idé existuje prvek z prostoru C%*(Q).

(ii) Pfedpoklad N > 2 je podstatny. Budeme-li uvaZovat jednorozmérné oblas-
ti Q, tj. intervaly (a,b), plati pon&kud silnéj3i tvrzeni (napf. funkce u € W11()
je pro 2 = (a, b) uZ spojitd na (a, b)).

Dilezitym specialnim pfipadem nekoneénérozmérnych linearnich prostori jsou
prostory posloupnosti. Lze je vlastné chapat jak specidlni pripad prostoru funkci,

nebot posloupnost je vlastné funkce s defini¢nim oborem N = {1,2,...}. Uvedeme
vSak explicitné nékteré konkrétni prostory posloupnosti.

Definice 2.28 Budiz u = {{,}32, posloupnost (redlnych nebo komplexnich)
Cisel £, n=1,2,.... Oznalme

1 = {u :sup |{,| < o0}
n
prostor omezenych posloupnosti,
¢ = {u: existuje (konelnd) limita ,}LTO &}
prostor konvergentnich posloupnostt,

co = {u: lim &, = 0}
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prostor ,nulovych posloupnosti,

P=furY 6P <oo), 1<p<oo

n=1
prostor IP-posloupnostt,
s={u: nan; nk¢, = 0 pro viechna k =1,2,...}

prostor rychle klesajicich posloupnosti,

so = {u : &, # 0 pouze pro koneény pocet indexd n}
prostor finitnich posloupnosti.
Cviéeni 2.6 DokaZte, Ze plati inkluze

s5Cs ClPCcCcClI™

a Ze prostor [P je Banachiv prostor vzhledem k normé

% ’
o= (S6r)
n=1
zatimco prostory [, ¢ a ¢o jsou Banachovy prostory vzhledem k normé

l[lleo = sup |€nl-
n

o O o

2.3 Linearni funkcionaly, slabé-konvergence

Vedle pojmu prostoru hraje ve funkcionalni analyze dileZitou roli pojem operd-
toru, tj. zobrazeni T, p¥ifazujiciho prvku u z prostoru X prvek v = Tu z prostoru
Y'; zapiSeme to takto:

T:X—Y.

Dilezitym specidlnim pripadem operatoru je funkciondl, kdy prostor Y je mno-
Zina realnych Cisel R ¢i mnoZina komplexnich €isel C. Velmi podrobné je rozpra-
covana teorie linedrnich funkciondld.

Definice 2.29 BudiZ X linearni prostor. Zobrazeni
F:X—R,resp. F: X —»C
nazveme linedrnim funkciondlem, jsou-li splnény nasledujici podminky:

F(u+v) = F(u)+ F(v) pro kazdé dva prvky u,v € X;
F(Au) = AF(u) pro kaZdé u € X a pro kaZdé &islo A € R, resp. A € C.
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Piiklad 2.16 Zvolme za X prostor RV a necht jsou aj,as,...,ay pevna redln

&sla. Pro u = (21,2, ...,2x) € RY oznaime

(2.47) F(u) = a121 + az2z2 + - - - + anzn.

Ziejmé je F (reélny) linearni funkciondl. Je uréen n-tici ay,...,an; oznaéime-li
e; = (0,...,0,1,0,...,0) soufadnicovy vektor s jedni¢kou na i-tém misté

(:=1,2,...,N), je
F(e;)=a,-

a funkcional F' lze zapsat ve tvaru
N
F(u)=)_ F(e)z:.
i=1

Je-li naopak F n&aky linedrni funkciondl na RN a jsou-li a; = F(e) jeho
hodnoty pro prvky e;, 2 = 1,..., N, ma funkcional F tvar (2.47). To znameni, Ze
kazdy linearni funkcional F' na IR ma tvar (2.47) a Je jednoznac¢né uréen svymi
hodnotami v ,bodech” ey, e,,...,en.

0

P¥iklad 2.17 BudiZz X = C({(a,b)). Pfesvédéte se, Ze formulemi

(2.48) Flu) = / " ()t

a
G(u) = w(e),
kde ¢ je pevny bod z intervalu (a, b), jsou definovany linedrni funkcionaly.
Formule (2.48) definuje line4rni funkciondl i v prostoru X = L%(a,b) [uvé-
domte si, Ze vzhledem k (2.32) je L%(a,b) C L'(a,b) a funkce u € L*(a,bd) je tudiZ

mtegrovateln a).
0O

Definice 2.30 Budi? (X, ||.||) normovany lineérni prostor. Rekneme, Ze linearni
funkcional F' na X je spojity, jestlize pro kaZdou posloupnost {u,}32, C X
a prvek u € X spliujici

‘ lim u, =uvX

plati
(2.49) lim F(u,) = F(u).

Definice 2.31 Rekneme, Ze linedrni funkcional definovany na normovaném li-
nedrnim prostoru (X, ||.||) je omezeny, existuje-li kladna konstanta M tak, Ze pro

vSechna u € X plati
(2.50) |F(u)] < M||u]|.
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Poznadmka Pojem spojitosti a omezenosti bychom mohli zavést pro kazdy funk-
cionél, tedy nejen pro linedrni (pozdéji se s tim setkdme!). Pro linearni funkcionaly
vSak tyto pojmy spolu Gzce souvisi.

Véta 2.18 Linedrni funkciondl F : X — R (resp. C) na linedrnim normovaném
prostoru (X, ||.||) je spojity privé tehdy, je-li omezeny.

Dutkaz Spojitost plyne ihned z (2.50): je
|F(un) = F()] = |F(tn = 0)] < Ml[un — u.
Opaéna implikace je disledkem nasledujicich tfi pomocnych tvrzeni.

Lemma 2.4 Linedrni funkciondl F na (X, ||.||) je spojity prdvé tehdy, je-li spojity
v nulovém prvku o prostoru X, tj. plati-li implikace

(2.51) lim u, =0 v X = lim F(u,) =0.

Dukaz Je-li funkciondl F' spojity, je pro lim u, = o (podle definice 2.30)
lim F(u,) = F(o) = 0 [nebot 0 = 0.u a F?Zf: F(0.v) = 0.F(u) = 0]; pla-
:?gdy implikace (2.51).

Necht naopak plati (2.51). Je-li v = lim u,, pak pro v, = u,—uje lim v, = o.
Podle (2.51) je pak i n—*oo

0= nlglolo F(v,) = nll)r?o F(u,—u) = ,}LIEO(F(u") — F(u)) = lim F(u,) — F(u),

n—00

a to je vztah (2.49).
|

Lemma 2.5 Je-li linedrni funkciondl F na (X, ||.||) spojity v proku o, je mnoZina
¢isel |F(u)| pro prvky u z uzavien€ koule K(o,7) (r > 0) omezend.

Dikaz UvaZujme &isla |F(u)| nejprve pro u ze sféry S(o,r) [viz definici 2.3]
a pfedpokladejme, Ze mnozina téchto ¢isel neni omezena. Pak existuje ke kazdému

n = 1,2,... prvek u, € S(o,r) tak, Ze je |F(u,)] > n. ProtoZe F je linearni
funkcionél, je |F(2u,)| > 1. Déle je

1 1 r 1
—Un _- - n _— td 1. n) — .
|Inu||-—n||ul|—naeynlm(—nu) ov X

Podle (2.51) je pak lim F(2u,) = 0, ale to je ve sporu s nerovnosti |F(2u,)| > 1.
MnoZina {|F(u)|, v € S(o,7)} je tedy omezena, tj. existuje ¢islo M > 0 tak,
ze |F(u)] < M pro u € S(o,r). Je-li u € K(o,7), je ||ul]| £ r a pro u # o je

mre € S(o,7), nebot ||nrull = prrllull = r. Je tedy

()
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a protoZe F' je linearni, je IF(ﬁru)l = |"17”.1"F(u)| < M, atedy |F(u)| < ”%—uM <
< M (e totiz ﬂlr‘ll < 1!). Tato nerovnost je splnéna také pro u = o (zdvodnéte!).
n

Lemma 2.6 Je-li linedrni funkciondl F na (X,||.||) omezeny na kouli K(o,r),

tj. plati-li .
|F(u)| £ My prou € K(o,r), r>0,

je uZ omezeny, tj. plati (2.50) s konstantou M = A—;’l

Dikaz Pro dany prvek u € X, u # o, patfi prvek v = m ”u do K(o,r), a proto
plati
|F (v)l = IF(” i u)| = T HIF( u)| < My;
odtud vsak ihned plyne
)] < 2,

a to je (2.50) s M = A—;Il Posledni nerovnost plati zfejmé i pro u = o.
|

Méme-li tedy spojity linedrni funkciondl F : X — R (resp. C), je spojity

v 0 € X na zakladé lemmatu 2.4. Z lemmatu 2.5 pak plyne, Ze je omezeny na

kouli K(o,7), s polomérem r > 0. Jeho omezenost ve smyslu definice 2.31 je pak
disledkem lemmatu 2.6.

|

Definice 2.32 BudiZ F omezeny linearni funkcional na linedrnim normovaném
prostoru (X, ||.]|)- Cislo
(2.52) |Fll« = sup [F(u)]

ul|=1

nazyvame normou funkcionalu F.
Cviceni 2.7 DokaZte, Ze pro omezeny linearni funkcional F na (X, ||.]|) plati
(2.53) |F(u)|] < ||F|l«]lu|| pro kazdé v € X

[takZe || F||« je nejmensi konstanta M, pro kterou plati (2.50)] a Ze normu funk-
cionalu lze definovat téZ vzorcem

(2.54) IFl. = sup |F(u)]

llull<1

MnoZina vSech linearnich funkcionald na prostoru X je opét linedrni prostor,
definujeme-li soulet F' + G dvou funkciondli a A\-nasobek AF formulemi

(F+G)(v) = F(u)+ G(u) prowu€ X,
(AF)(u) = AF(u) pro u € X.
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Nulovym prvkem tohoto linarniho prostoru je nulovy funkciondl O, pfifazujici
kazdému prvku u € X nulu: -

O(u) = 0 pro kazdé u € X.

Budeme-li uvaZovat normowvanylinearni prostor (X, ||.||) a mnoZinu viech ome-
zenych (tj. spojitych) linedrnich funkcional na X, dostaneme tedy opét linearni
prostor, a to dokonce normovany linedrni prostor, definujeme-li normu pfedpisem
(2.54). [Ovéite, Ze || F||. mé skuteéné vlastnosti (N 1) — (N 3)!]

Definice 2.33 BudiZ (X,||.]|) normovany linearni prostor. Normovany linedrni
prostor vSech omezenych linearnich funkcionald F' na X nazveme dudlnim pro-
storem (k prostoru (X, |.||)) a oznatime ho X* nebo (X*,||.||.), kde definujeme

IFll« = sup |F(u)].

llufl<2

Véta 2.19 Dudlni prostor (X*, ||.||«) ¥ normovanému linedrnimu prostoru (X, ||.||)
je Banachiv prostor.

1
Piiklad 2.18 Uva¥ujme prostor R s euklidovskou normou |[u|| = (Zf\il xf) ’
a v ném line4rni funkcional F(u) = Y% | a;z; (viz p¥iklad 2.16). Tento funkcional

je omezeny (a tedy spojity), nebot podle Schwarzovy nerovnosti (viz pfiklad 1.8)

je
I /N 3
1= Y] < (Sl ) (L) = aes
=1 =1 =1
s konstantou .
N 3
- ()
=1 .
Je-li M > 0 a zvolime-li specialni vektor & = (%4, %,,...,Zn) takto:
o a; .
Ti=gm 1= 1,2,...,N,
bude ||&]| = 1 (ovéfte!) a
N N N
. a; 1 M?
FON= o= L0 = ot =g =
Je tedy

IF|le = sup |F(u)| 2 |F(&)] =

ul|=1
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ProtoZe souéasné je ||F||. < M (viz cvieni 2.7), dostali jsme pro normu naseho
funkcionalu F' vyjadfeni

N )
IFll.=M = (Z Iai|2>
=1

O

P¥iklad 2.19 Budiz X = C((a,b)) s normou ||lu|| = maxXa<i<s |u(t)|. Linearni
funkcionél F' dany vzorcem (2.48) je spojity, nebot je omezeny:

b b b -
W= [l < [ fuoldr < [ maxluold =
b
= [ e = (o= @)full

Je tedy || F|l« < b—a. Profunkcia(t)=1ljel|li| =1a|F(7)]= [fab ldt| = b—a,
a tudiz plati
El. = Sup |F(u)] 2 |F(&)] = b—a.
Je tedy ||F|l« = b— a.
0

Piiklad 2.20 Oznaéme X reélny prostor L”(Q), QCcRM, 1< p< oo, abudiz

v = v(z) pevné funkce z prostoru L?' (), p = -5 Funkcional
(2.55) F(u) = / u(z)v(z)dz, ué€ X,
0

je linedrni (to plyne z vlastnosti integralu) a spojity, nebot podle Holderovy ne-
rovnosti (2.29) je
|F(u)] < Nlull-Jlvlle,
a tedy také
(2.56) 1F |l < llollp-
Zvolme nyni specialné za u funkci

o0 R@Psgn v(2)
R e

(pfedpokladame, Ze v # o a tedy ||[v|[,» > 0). Pak je ||@||, = 1 (ovéite!) a

[ @) de = ol

F(i) = /,, iaua)ie = o
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ProtoZe ||F||. = sup |F(u)| > |F(@)] = ||v|lp, dostavame spoleiné s (2.56)
llullp<1
vztah

(2.57) 1]l = llollp-

Dokazali jsme tedy, %e pomoci libovolné funkce v € L*(Q0) mfZeme vzorcem
(2.55) definovat na LP(§2) spojity linearni funkciondl F' (zavisly na funkeci v),
pro jehoZ normu plati (2.57). Toto tvrzeni viak 1ze dokonce ,obratit“.

O

Véta 2.20 (F. RIESZ). Budif F spojity linedrni funkciondl na (redlném) pro-
storu LP(Q), 1 < p < oco. Pak ezistuje prdivé jedna funkce v € L¥(Q) tak, Ze
funkciondl F md tvar (2.55) a Ze plati (2.57).

Tuto vétu, jiZ se také ¥ikd Rieszova véta o reprezentaci linedrniho funkciondlu,
zde nebudeme dokazovat. Vzhledem k tomu, Ze mezi funkcionilem F' € (LP(Q))*
a prvkem v € L”(Q) existuje podle véty 2.20 vzijemné& jednoznaéné piifazeni
a pro normy plati rovnost (2.57), lze dudlni prostor (LP(Q))* a prostor L¥ ()
sp = ;f—l ztotoznit, coZ zapiSeme takto:

(2.58) @) = /@), 1<p<oo, §=-Ls

Poznamka Necht jsou (X, |[.]lx) a (Y,].|ly) dva normované linearni prostory
a necht existuje linedrni zobrazeni S prostoru X na prostor Y [tj. takové zobra-
zeni S : X — Y, pro které plati

S(u+v)=S5(u)+ Sw), S(Au)=AS(u)

pro vSechny prvky u,v € X a pro kaZdé Cislo A, a pro které lze kaZdy prvek
h € Y vyjadfit ve tvaru h = Su s n&jakym prvkem u € X}, které ma navic tuto
vlastnost:

(2.59) ”S“”YA = ||u]|x pro kaZdy prvek u € X.

Pak nazveme zobrazeni Sfizomorfizmem prostorti X a Y, a oba prostory miiZeme
formalné ztotoznit (tj. ztotoZnime prvek u € X s jeho obrazem Su € Y a prvek
h € Y s prvkem u € X, pro ktery je Su = h).

ZtotoZnéni prostoru X = (L¥(Q), ||.|l,+) s prostorem ((LP(Q))*, ||.)l.) =Y, vy-
jadfené rovnosti (2.58), je tfeba chapat pravé ve smyslu takovéhot&ﬁzomorfismu,
ktery je vyjadfen vzorcem (2.55): Prvku v € X pfifadime prvek F € Y, F = Sv,
formuli (2.55), a vztah (2.59) je pak vyjadien prévé rovnosti (2.57).

Vratme se nyni ke vztahu (2.58). ProtoZe role parametri p a p’ lze zaménit
(je totiz % + 1% = 1), plati také ,symetricky“ vztah
/
(2.60) (L) =LQ), 1<p <oo, p= p'p_l
1 -

[opét ve smys]u?zomorﬁsmu prostortt L?(£2) a (L¥'(R2))*].
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Definice 2.34 BudiZ (X,||.||x) linedrni normovany prostor a (X*,||.||l«) jeho
duélni prostor. Prostor Y dualni k X* oznafime X™** a nazveme druhym dudlnim
prostorem k prostoru X. ’

Priklad 2.21 Vzhledem k vzorcim —(“2/.58) a (2.60) lze druhy dualni prostor
k prostoru LP(2) ztotoZnit (ve smyslu,fizomorﬁsmu) s prostorem LP()) samot-
nym:
(2.61) (LP())™ = LP(Q), 1< p < oo.

O

Poznamka Lze obecné ukizat, Ze druhy duélni prostor (X**,||.||.«) obsahuje
linearni p,fodprostor Z,

- Z C X**,
ktery je izomorfni s vychozim prostorem X. ProtoZe izomorfni prostory lze zto-

toznit, plati tedy relace
(2.62) X C X™.

Izomorfismus S, kterym se prvku u € X priradi prvek Su € Z, tj. prvek Su € X,
je pfitom definovéan takto: Su je pravé ten prvek z X**, pro ktery plati

(2.63) (Su)(F) = F(u) pro F € X™.
Tento izomorfismus se nazyva kanonické zobrazeni.

Definice 2.35 Normovany linearni prostor (X, ||.||x) nazveme reflezivni, jestliZe
kanonické zobrazeni S : X — X** dané vzorcem (2.63), je zobrazenim prostoru
X na prostor X**. Jinymi slovy: Obraz mnoZiny X pfi kanonickém zobrazeni S,
(totiZ mnoZina Z C X**), je totoZny s celym prostorem X**. Lze to také vyjadfit
s pfihlédnutim ke vzorci (2.62) takto:

X =X

Priklad 2.22 (i) Z formule (2.61) plyne, e prostor LP(f)) je pro 1 < p < oo
reflexivni. -

(ii) Kazdy linearni funkcional F na X = R" (s euklidovskou normou) m4 tvar
(2.47) [viz pfiklad 2.16); je tedy jednoznalné urfen N-tici a = (a;,as,...,an) €
e RY a plati ||F||. = ||la]|x (viz p¥iklad 2.18). To viak znamena, %e (ve smyslu
izomorfismu)

(RY)" =RY a R")™ =R".

Euklidovsky prostor R" je tedy reflexivni prostor.

(iii) Prostor L*(f2) ani prostor L*®(2) nejsou reflezivni. Véta 2.20 sice plati
i pro p=1 (kdy klademe p' = 00), takZe 1ze ve smyslu izomorfismu psat

(L' ()" = L=(9),
ale neplati pro p = co (kdy klademe p’ = 1).
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Poznamka Predchazejici priklady ukazuji, Ze prostor X* dualni k danému pro-
storu X mé lasto podobny charakter jako prostor X sam: pro X = L?(Q),
1 < p < oo, byl X* (ve smyslu izomorfismu) totoiny s L¥ (), pro X = RV
byl X* totozny s R". Neni to oviem pravidlo: Zvolime-li X = C(Q), lze sice
ukazat, 7e funkcional F, dany [pro pevnou funkci v € C(f2)] vzorcem (2.55), je
spojity linedrni funkcional na C(Q), ale neni.to obecny tvar funkciondlu z [C(Q))*;
ten ma tvar tzv. Stieltjesova integralu

Fu) = / u(z)dg(z)

a tvar (2.55) je pouze specidlni pfipad tohoto obecného tvaru. Dudlni prostor
[C(©)]* m& tedy komplikovangjsi strukturu (je to prostor mér), a to je také jeden
z divodi, pro¢ davame pfednost prostorim typu LP().

DuileZitou vlastnosti spojitych linearnich funkcionald je skuteénost, Ze je lze
roz$itit na vétsi defini¢ni obor se zachovanim normy:

Véta 2.21 (HAHN-BANACH). Budiz (X, ||.||x) normovany linedrni prostor a Xo
linedrni podprostor prostoru X. BudiZ Fy spojity linedrni funkciondl definovany
na Xo. Pak existuje spojity linedrni funkciondl F' definovany na celém prostoru
X, ktery je na Xo totozny s funkciondlem Fy (tj. plati

F(u) = Fo(u) pro u € Xo;
rikdme, Ze F je rozsitenim funkciondlu Fy) a pro ktery plati
I1Elle = [l Foll.

Dilezitym dasledkem Hahnovy-Banachovy véty je nasledujici tvrzeni, které
zaruéuje existenci netrividlnich spojitych linearnich funkcionald.

Véta 2.22 Budi? (X, ||.||x) normovany linedrni prostor a ug # o pevny prvek
prostoru X. Pak existuje spojity linedrni funkciondl F' na X tak, Ze plati

F(uo) = |luollx a [[F|l«=1.

Dtikaz BudiZz X, mnoZina viech prvki tvaru Aug, kde A probihd mnoZinu reil-
nych (resp. komplexnich) éisel. Pak je X, linedrni podprostor prostoru X a pred-
pisem

Fo(u) = A||uo]lx pro u = dup € Xo

je definovan spojity linearni funkcional Fy na Xo. ProtoZe je pro u = Aug € X
|Fo(u)] = [Al-luollx = llAuollx = llullx,

je || Fol|« = 1. Existence funkcionalu F' nyni plyne z véty 2.21.
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Zatim jsme se seznamili s jedinym typem konvergence v normovaném linear-
nim prostoru (X, ||.||x) — s tzv. silnou konvergenci (konvergenci podle normy):
Pro posloupnost {u,}2%; C X a prvek u € X znamena

U, —mu vX &l limu, =u (v X),

U—00

ze '
lim ||lu, — u||x = 0.
n—oo

S timto typem konvergence v aplikacich obvykle nevysta¢ime; zavedeni duéalniho
prostoru X* nam umoziuje zavést dalsi typ konvergence — tzv. slabou konvergenci.

Definice 2.36 BudiZ (X, ||.||x) normovany linedrni prostor a {u,}22, posloup-
nost prvki u, € X. Rekneme, Ze posloupnost {u,}2, konverguje slabé k prvku
u € X, plati-li pro kaZdy spojity linearni funkcional F' € X* vztah

(2.64) nh_)rg) F(un) = F(u).
Zkracené to zapisujeme takto:

Uy, — U Pro n — 0o
a prvek u nazveme slabou limitou posloupnosti {un}s2;.

Z této definice ihned plyne, Ze posloupnost, ktera konverguje silné (tj. v nor-
mé), konverguje i slabé. Je totiz

|F(un) = F(u)l = |F(un — )| < |Fllllun — ullx.
Opaclna implikace vSak neplati, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.23 UvaZujme v prostoru L2(0,1) posloupnost funkci u,(z) = sinnrz,
n=12,.... Pak je ||u,|l2 = —lﬁ, a proto nemtiZe platit

u, — o v L*(0,1).

Je-li nyni F' libovolny spojity linearni funkciondl na L?(0,1), ma podle véty 2.20
tvar

F(u) = /01 u(z)v(z)dz,

s pevné uréenou funkci v € L*(0,1). Oznatime-li
1 1
cn = F(u,) = / un(z)v(z)de = / v(z)sinnre dz,
0 0

68



je (na zaklad& Parsevalovy rovnosti, viz napf. [9], viz téZ formuli (2.79))

1 1 & 1 &
o> ol = [ oHede =53 d =5 Fiun),
n=1 n=1

a proto musi platit

lim F(u,) =0 = F(o).

Proto¥e tento vztah plati pro kaZdy funkciondl F € [L?(0,1)]* [tj. pro kaZdou
funkci v € L?(0,1)], konverguje naSe posloupnost {u,}2,; slabé k nulovému prvku
0:

Up — 0 Pro n — 0o,

nekonverguje vsak k o silné.
O

Poznamka Pokud existuje slaba limita posloupnosti {u,}2, C X, pak je ur-
lena jednoznalné. Naznaéme diikaz tohoto tvrzeni. Pfedpokladejme sporem, Ze
up, — u v X a zaroveh u, — v v X. Potom v roviné (nebo na pfimce) urfené
prvky u a v snadno zkonstruujeme spojity linearni funkcional Fp, pro ktery plati

Fo(u) # Fo(‘l)).

Podle Hahnovy-Banachovy véty vSak existuje jeho spojité rozsifeni F, pro které
plati
[Fll«=l[Foll« a F(u)=Fo(u), F(v)=Fo(v).

To je viak spor (provedte podrobné).

Plati nasledujici dileZzita tvrzeni o slabé konvergentnich posloupnostech.

Véta 2.23 Budiz (X, ||.||x) linedrni normovany prostor a {u,}32, slabé konver-

gentni posloupnost. Pak je tato posloupnost omezena, tj. existuje éislo K > 0 tak,
Ze pron =1,2,... plati
(2.65) lunllx < K,

a pro jeji slabou limitu u plati nerovnost

[lullx < lim inf ||u,|/x.
n—o0

Slaba konvergence je charakterizovana vztahem (2.64), ktery musi platit pro
kaZdy funkcional F € X*. Ale i tento pozadavek lze nékdy oslabit:

Véta 2.24 Budiz (X, ||.||x) Banachiv prostor. Posloupnost {u,}2, C X kon-
verguje slabé k prvku u € X prdvé tehdy, je-li omezend [tj. plati-li (2.65) pro
n=1,2,...] a plati-li vztah (2.64) pro vSechny funkciondly F z husté podmnoZiny
M dualniho prostoru X*.
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V konkrétnich prostorech lze podat i jinou, detailné&j$i charakterizaci slabé
konvergence. Tak napf. v prostoru C(Q), opatfeném normou ||.||c ze vzorce (2]§),
konverguje posloupnost funkci u,(z) slabé k funkci u(z) pravé tehdy, plati-li
soucasné:

lun(2)] < K pro viechnaz € Qapron=1,2,...

(tj. posloupnost je stejnomérné omezend) a
lim u,(z) = u(z) pro kazdé z €
n—00

(tj. posloupnost {u,}2; konverguje k funkeci u bodové).

Slaba konvergence souvisi uzce s reflexivitou daného prostoru. Néasledujici véta
ma uplatnéni v fadé aplikaci.

Véta 2.25 (EBERLEIN-SMULJAN). Banachiv prostor (X, ||.||x) je reflezivni
prdvé tehdy, lze-li z kaZdé omezené posloupnosti vybrat slabé konvergenini pod-
posloupnost. :

Uvedme jesté jednu vétu, dileZitou v teorii i praxi pfibliZnych metod.

Véta 2.26 (BANACH-STEINHAUS). Budiz (X, ||.||x) Banachiv prostor a { F,,}22,
posloupnost spojityjch linedrnich funkciondli na X. Necht je posloupnost { F;,(u)}22,
omezend pro kazdy prvek u € X, tj. nech? existuji kladnd éisla K(u) tak, Ze plati

|Fo(u)] < K(u) pron =1,2,....
Pak je posloupnost funkciondlu F,, omezend v normé, tj. ezistuje kladné éislo K

tak, Ze plati
|Full« £ K pron=1,2,....

e O o

2.4 Hilbertovy prostory
V definici 1.4 jsme zavedli pojem skalarniho soudinu
(2.66) (u,v)

dvou prvki prostoru M a pojem unitarniho prostoru. Ukazali jsme také, Ze na
mnoziné M je definovana norma formuli

(2.67) llell = v/ (u,u)

[viz (1.35)].
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Definice 2.37 Unitarni prostor nazveme Hilbertovym prostorem, je-li iplny vzhle-
dem k normé (2.67), urené skaldrnim soudinem (2.66).

V dal$im budeme Hilbertiv prostor znaéit pismenem H; bude-li to tfeba,
budeme normu prvku u € H znadit — vedle (2.67) — téZ symbolem

el

Podle definice je kazdy Hilbertiv prostor uZ Banachovym prostorem. Opaé-
né implikace vSak plati pravé tehdy, spliiuje-li norma ||.||x Banachova prostoru
(X, ||-]lx) rovnost rovnobé&Znika (1.39).

Priklad 2.24 (Komplexnimi) Hilbertovymi prostory jsou
(i) mnoZina €V viech N-tic komplexnich &sel u = (zy, 23, . . ., zn), definujeme-

li pro v = (y1,¥2,.--,YN) € CV skalérni sougin pfedpisem
N
= Z TiY;;
=1
(i1) prostor [? nekoneénych posloupnosti u = {z;}32, komplexnich &isel z;

(viz definici 2.28), definujeme-li pro v = {y;}2, € {? skalarni souéin pfedpisem

oo
(u,v) = Z Ty
=1

(iii) prostor L?()) komplexnich funkei u = u(z), ¢ € Q (viz definice 2.20
a 2.21), definujeme-li pro v € L?(Q) skalarni souéin pfedpisem

(o) = [ u(e)oleds;

(iv) Soboleviiv prostor W*?2(§) komplexnich funkci u = u(z), z € Q (viz. de-
finici 2.27), definujeme-li pro v € W*2(Q) skalarni soucin pfedpisem

(u,v) = Z/D"‘ ).Dov(z)dz.

le|Lk
0O
Cvi&eni 2.8 Pro p # 2 nejsou prostory [P, LP(Q), W*?(Q) Hilbertovymi prosto-
ry, i kdyZ to jsou (pro p > 1) Banachovy prostory: pro odpovidajici normu totiZ

neni splnéna rovnost rovnobéZnika. PfesvédCte se o tom tim, Ze sestrojite vhodné
protipfiklady. Napf. zvolte v LP(—1,1) funkce u a v takto:

_ 0 proze(-1,0) _J1 proze(-1,0)
u(a:)—{l pro z € (0,1) ’ v(:v)—{o proz € (0,1)
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Skalarni soudin je ,funkci dvou proménnych u a v“. UkaZeme, Ze na téchto
proménnych zavisi spojité:

Véta 2.27 Budiz H Hilbertiv prostor a {u,}52,, {v,}52, dvé posloupnosti proki
z H. Necht

(2.68) limu,=u v H, limv,=v v H.
Pak plati
(2.69) lim (un,v,) = (u,v).

Dukaz Podle pravidel o poéitani se skalarnim soudinem (S 1) — (S 4) [viz definici
1.4] a podle Schwarzovy nerovnosti (1.36) je

0< I(u»v) - (umvn)l = |(u - umv) + (unav - vn)l <
< (u = tn, 0)| + [(tny v = va)| < Jlu — wall- ol + |lwnll-llv — vall-

Ale posledni vyraz konverguje k nule, nebot vzhledem k (2.68) plati ||lu—u,|| — 0,
llun]l = llu|| a ||v — va|| = 0 pro n — oo. Proto musi platit

|(u, v) = (tn,vs)| — 0 pro n — oo,

a to je (2.69).
|

V definici 1.5 jsme zavedli pojem ortogonalniho systému a ortonormalniho
systému. Pfipomehme, Ze posloupnost prvkd uj,uz,...,un,... prostoru H (ko-
ne¢nou nebo nekonelnou) nazveme ortogondinim systémem, plati-li '

(2.70) (ui,u;) =0 pro i#j,

a ortonormdlnim systémem, plati-li

0 .
@11) o) = {} 20N
1 pro:=y;

pro prvky u; ortonormalniho systému je tedy

lwll =1, i=1,2,....

Analogii Pythagorovy véty je toto tvrzeni:

Véta 2.28 Jsou-li prvky uy,us,...,u, souddsti néjakého ortogondlniho systému
v Hilbertov€ prostoru H, je

llu + w2+ -+ unll = flual* + uall* + - + [lua]®.
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Dutkaz Podle pravidel (S 1) - (definice 1.4) je

||i§:;uz-n2 <}j -)=i§nj<ui,uj)=

=1 j=1

=) (uj,u5) = Z i

vyuzili jsme zde vztahu (2.70).

V kaZzdém Hilbertové prostoru lze sestrojit ortogonalni a dokonce ortonormalni
systém. PopiSeme tuto konstrukci, které se fika Gramova-Schmidtova ortonorma-
lizace:

Budiz tedy uy, ug,...,u;,... koneéna nebo nekoneéna posloupnost linearné ne-
zavislych prvki Hilbertova prostoru H (tj. kazda koneéné n-tice prvka uy, ug, . .., uy
je linedrné nezévisld). Definujme posloupnost

€15€25...4€5,...

prvki prostoru H nésledujici rekurentnim postupem:

e 1 U
1= 53—t
fudll
ey = Ug — (el,uz)el

lluz — (e1uz)esl|’

(2.72) uz — (e1,us)er — (e, ua)es

ea =
° llus — (e1, us)er — (ez,us)eq|| ’
w;i — Yo (er, ui)ex .
i = i1 ; Z=4,5,...
lles — 2 k= (ex, wiex|
Prvky ey, es,..., e, vytvafeji tyZz linearni podprostor prostoru H jako prvky

b4 ’ ’ Ve ’ v/ . ve v : ’ Id
U1, Uz, .. ., Uy, pro kaZdé pevné pfirozené €islo n (tj. mnoZina viech linedrnich kom-
binaci )%, Aju; je totoZnd s mnoZinou viech linearnich kombinaci )7 uje;,

kde Aj,u; jsou libovolna ¢&isla), zfejmé je |le;|| = 1 pro i = 1,2,... [normy
ve jmenovatelich zlomkd ve vzorci (2.72) jsou nenulové, nebot jinak by prvky
U1, Uz, ..., u; byly linedrné zavislé] a snadno se lze pfesvédiit, Ze plati

(eie5) = 0 pro i # j.

Piiklad 2.25 (i) Systém polynomi u,(z) = "', n = 1,2,..., je linedrné nezé-
visly. Jejich ortogonalizaci v Hilbertové prostoru L?(—1,1) dostaneme soustavu
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Legendreovyjch polynomi P,(z), definovanych nap¥. formuli

2n — 1 1 dr!

2 _ n—1 —
3 oDl TV n=12.

P(z) =

Plati tedy . 0
[ Puo)Patorde = { pro 1 # m,

1 1 pron=m.

(i1) Oznalme Lz(z)(a, b) mnoZinu vSech (realnych) funkci v = u(z), pro néz
plati

b
[ ute)pta)ds < oo

pfitom je p(z) pevna kladna (tzv. vdhovd) funkce, definovana na intervalu (a, b).
Prostor Lz(x)(a,b) je Hilbertiv, definujeme-li skaldrni soudin dvou funkei u,v
vzorcem

b
(u,v) = / u(@)v(2)p(z)dz.

Zvolime-li (a,b) = (—00,00) a p(z) = ™% a provedeme-li Gramovu-Schmidtovu
ortonormalizaci systému {u,(z)}%2, = {z""!}2,, dostaneme systém Hermiteo-
vych polynomi Hy(z), definovanych formuli

2

(___l)n—l 1 %-2_ dn—l

Hn(x)—'—" 2n—1(n_1)!ﬁe Ex—’:‘Te , n=1,2,.. .
Plati tedy
* 2 0 ,
/ Ho(2) H()e™" da = { pro n 7 m
—oo 1 pron=m.

e O o

V dal$im se budeme zabyvat nekoneénymi fadami tvaru } .., u,, jejichZ Eleny
U, jsou prvky Hilbertova prostoru H.

Definice 2.38 BudiZ {u,}32, posloupnost prvkd Hilbertova prostoru H. Sym-
bolem

(2.73) > u,
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rozumime limitu (v H) posloupnosti {s,}%2, &astetnych souétd fady (2.73)
(2.74) =) i

Rekneme, %e fada (2.73) konverguje, konverguje-li posloupnost {s,},, a jeji
limitu

(o]

.s:nlirgsnz Zu,-, s € H,

n=1
nazveme souctem vady (2.73). JestliZe Fada nekonverguje, fekneme, Ze diverguje.
Véta 2.29 BudiZ {u,}, ortogondlni systém prvki Hilbertova prostoru H. Ne-
koneénd fadad o>, un konverguje prdvé tehdy, konverguje-li &iselnd faday oo | |lunl|?.
Je-li s = 3> | un, pak je

(275) sl = 3 .

Diikaz Podle véty 2.28 plati pfi oznaceni (2.74) pro n > m vztah
lsn —smll® =1 D wll®= D leall® =D lleall® = Y Mull*
1=m+1 t=m+1 =1 =1

To vSak znamena, Ze posloupnost {s,}°2, je cauchyovska (v Hilbertové prostoru
H) pravé tehdy, je-li &iselna posloupnost {0,}52, Easteénych souétd &iselné fady

o~ . n=1
Zn:l ”un“ ’
n
o0 =Y Jluill?,
=1

cauchyovska. ProtoZe Hilbertliv prostor H je Gplny, dostavame prvni tvrzeni véty.

Je-li s = ) 77 | un, konverguje posloupnost {s,}32, k prvku s (v H). Podle

véty 2.28 je ||sn]|? = Yo, ||luil|?. ProtoZe s = lim s,, je také |[s|| = lim ||s,||
n—00 n—00

(véta 2.27) é&ili ||s]|? = lim ||s,]|?. To vSak je vztah (2.75).
|

Definice 2.39 Budi? {e,}3; ortonormaélni systém prvkd Hilbertova prostoru
H. Je-li u libovolny prvek prostoru H, nazyvame {islo

(2.76) cr = (ex,u), k=1,2,...,

Fourierovym koeficientem (pfesnéji k-tym Fourierovym koeficientem) prvku u
a fadu

oo
(2.77) D caen
n=1 .

nazyvame Fourierovou fadou prvku u (vzhledem k ortonormélnimu systému {e,}2,).
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Poznamka Pozor, zatim nefikime nic o tom, Ze by soulet fady (2.77) musel
byt pravé prvek u, jeho% je Fourierovou fadou. K tomu, aby to platilo, musi byt
ortonormalni systém {e,}°2, dostateéné ,bohaty“, musi mit dostateény pocet
prvkd.

Budeme-li napiiklad uvaZovat v Hilbertové prostoru R? soustavu dvou vektort
e1 = (1,0,0) a e = (0,1,0), tvofi tyto vektory ortonormalni soustavu, ale vektor
u = (1,1,1) ma pfesto od vSech linearnich kombinaci vektori e; a e,

Arer + Azez = (A, A2,0)

vzdalenost ||u — (Arer + Aze2)]| = /(M1 — 1)2 + (A2 —1)2 + 1 > 1, a tedy pro néj
nemuze platit vztah
u = cie1 + czez,
ktery by odpovidal v pfipadé Fourierovy fady (2.77) vztahu u = Y>> cnen.
»Bohatost“ naseho ortonormalniho systému bude zaruena, bude-li iplny.

Definice 2.40 Ortonormalni systém {e,}22, prvki Hilbertova prostoru nazy-
vame tplny, neexistuje-li Zadny nenulovy prvek u € H (u # o!), ktery by byl
ortogonalni ke vSem prvkim systému {e,}52,. Jinymi slovy: ortonormalni sy-
stém {e,}$2, je Gplny, plati-li implikace

(en,u)=0pron=1,2,... = u=o.

Zakladnim tvrzenim teorie ortogonalnich rozvoji (rozvoju ve Fourierovu fadu)
prvka Hilbertova prostoru H je nasledujici véta.

Véta 2.30 BudiZ {e,}32, ortonormdini systém prvoki Hilbertova prostoru H. Pak
jsou ndsledugici vyroky ekvivalentni:

(1) Systém {e,}2, je iplny.

(i1) Pro kazdy prvek u € H plati

(2.78) u=) (e, u)e,

n=1

(tj. kaZdy prvek uw € H je souétem své Fourierovy tady vzhledem k systému

{en}sZs).

(iii) Pro kaZdy prvek u € H plati Parsevalova rovnost

(2.79) lul® =" I(en, u)|*

Diikaz zde nebudeme provadét; doporuéujeme viak ¢tenafi, aby si uvédomil,
Ze ekvivalence vyroki (ii) a (iii) je okamZitym ddsledkem véty 2.29.
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Pokud neméame zaruéenou konvergenci Fourierovy fady (2.77) k prvku u, mi-
sto Parsevalovy rovnosti plati pouze Besselova nerovnost:

[e e}
> len, w)l* < Jlulf®.

n=1

Pfiklad 2.26 (i) Systém {P,(z)}2, Legendreovych polynomi, zavedenych v pfi-
kladu 2.25 (i), je uplny v prostoru L?(—1,1). Pravé tak je Gplny v prostoru
L?*(—00,00) systém {H,(z)}2, Hermiteovych polynomi zavedeny v piikladu
2.25 (ii).

(i1) Systém funkci un(z) = cosnwz, n =1,2,..., je ortogonalni systém v pro-
storu L?(0,1), ale neni tam dplny: Presv&dite se, Ze funkce up(z) = 1 je ortogo-
nalni ke véem funkcim u,(z), n = 1,2,...; pfitom je zfejmé ug # o. Systém

(2.80) {cosnmwz},,

n=1

ktery dostaneme, kdyZ k systému {u,}32, pfiddme funkci ug, u% v L%(0, 1) aplny
je.
(iii) Systém

(2.81) {\/Iﬂe‘"’}:_w (2 = -1!),

je tplny ortonormalni systém v prostoru L2(0,27) a vibec v ka?dém prostoru
L*(a,a + 27), kde a je libovolné realné &islo.

(m]

Poznamky (i) Dikaz uplnosti konkrétniho ortonorméalniho systému v konkrét-
nim Hilbertové prostoru H neni vZdy snadny.

(i) Systémy (2.80) a (2.81) jsou systémy, které hraji duleZitou roli v teo-
rii (trigonometrickych) Fourierovych ¥ad; soucasné upozoriiujeme &tenéie, Ze to
jsou systémy typu {u,}32,, resp. {u.}2_.,, takZe nade definice, v niZ vystupuji
systémy typu {u,}32, se di zfejmym zpisobem modifikovat.

(iii) Misto systému (2.81) se Casté&ji setkame se systémem

1 . 1
sin z, cos x, sin2x, — cos 2z, ...,

\/2_71'\/_ VT VT VT

1 1
..,—=sinnz, —=cosnz,...
vz T T ’ ’

ktery je opét uplny ortonormélni systém v prostoru L%(0,27).

(2.82)

Definice 2.41 BudiZ H Hilbertav prostor a M podmnoZina prostoru H. Mno-
Zzinu v3ech prvki z € H, které jsou kolmé ke viem prvkém z M, oznalime M+
a nazveme ortogondlnim dopliikem mnoZiny M (v prostoru H.) Je tedy

(2.83) M* = {u € H, (u,v) =0 pro viechna v € M}.
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Lemma 2.7 Ortogondlni doplnék M+ je uzavieny linedrni podprostor Hilbertova
prostoru H.

Ditikaz Je-li u € M, je pro kaZdé &islo A
(Au,v) = Mu,v) =0 pro kaZdé v € M,

atedy také \u € M. Jsou-li uy,u; € M1, je také u;+u; € M+, nebot pro kazdé
vE M je )
(ur + ug,v) = (ug1,v) + (uz,v) =0+ 0=0.

MnoZina- M+ je tedy linedrni prostor. Je-li {u,}%, posloupnost prvké z M+
a plati-li lim u, = ug (v H), je také up € M+, nebot pro kazdé v € M je
n—o00 .

(uo,v) = (lim up,v) = lim (up,v) = lim 0 =0
n—o00 n—00 n—00
(pouZili jsme vétu 2.27 o spojitosti skaldrniho souinu).
u

Priklad 2.27 Budiz H Hilbertiv prostor a {e,}22, uplny ortonormaélni systém
v H. Budiz
M = {e,ez,... e}

podmnoZina prostoru H, tvofena prvnimi k prvky naSeho systému. Pak je orto-
gonélni dopln&k M* tvorfen viemi prvky u € H, které'lze zapsat ve tvaru

(2.84) u= i Cnen, kde zoo: en]? < o0;

n=k+1 n=k+1

konstanty c, jsou jinak libovolné. Plati totiZz

oo oo
(u, ej) = Z (Cnemej) = Z cn(en’ej) =0
n=k+1 n=k+1

pro j =1,2,...,k [pouZili jsme opét vétu 2.27 a vztah (2.71)], tj. u € M. Je-li
naopak u libovolny prvek z M+, plati podle véty 2.30, vzorec (2.78):

U= E(en,u)en.

n=1

Protoze u € M*, je (en,u) = (u,e,) = 0 pron = 1,2,...,k, a tedy mé u tvar

(2.84):

(e o]
u= Z Cnn S Cn=(en,u), n=k+1,k+2,....
n=k+1
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Podle véty 2.30 (vzorce (2.79)), je dale

N oo o0
lul? = 3 emwlP= 3 feal’,

n=k+1 n=k+1

a protoZe ||u||? < oo, konverguje také posledni fada.

Dokazali jsme tedy, Ze ortogonalni dopln€k mnoZiny, tvofené koneénym po-
¢tem prvki ortonormalniho systému, je tvofen vSemi Fourierovymi fadami, v nichz
vystupuji zbyvajici prvky naseho ortonormalniho systému.

O

Cviéeni 2.9 Dokazte, Ze kdyZz za M zvolime né&jakou nekonetnou podposloup-
nost ortonormalniho systému {e,}%2,, napf. M = {exn_1}2, = {e1,€s,€s5,...},
bude M* tvofen viemi Fourierovymi fadami, v nichZ vystupuji zbyvajici prvky
naSeho ortonormaélniho systému, a tedy v naSem pfipadé

[e ] [e o]
Mt ={ueH u= Zczkezk, Z leak|? < o0}
k=1 k=1

Definice 2.42 Necht jsou M; a M, dva uzaviené linearni podprostory Hilbertova
prostoru H a necht plati

(2.85) (u1,u2) = 0 pro viechna u; € M; a u; € M,

(tikdme pak, Ze podprostory My a M, jsou k sobé kolmé neboli ortogondini). Mno-
Zinu vSech prvka u € H tvaru

u = uy + ug, kde u; € My a uy, € M,
nazveme direktnim (ortogondlnim) soudétem podprostord M; a M, a oznaéime ji
M, & M,.

Cviceni 2.10 DokaZte, Ze direktni soucet uzavienych linedrnich podprostort

M,, M, Hilbertova prostoru H je opét uzavieny linedrni podprostor prostoru
H.

Véta 2.31 Je-li M; uzavieny linedrni podprostor Hilbertova prostoru H a M, = Mt
jeho ortogondlni doplnék, je prostor H direktnim souctem podprostori M, a Mj:

(2.86) H=M &M, t. H=MaeM;.

79



Priklad 2.28 Pojem ortogonalniho dopliiku a direktniho soudtu je zobecnénim
situace, kterou zname diivérné napf. z trojrozmérného prostoru: Zvolime-li H = R?
a My = {z = (21,0,0), z; € R} (tj. M, je osa z;), je ortogonalni doplnék dvou-
rozmérny prostor viech z € R® tvaru z = (0, A1, A2), (A1, A2) € R%. Ziejmé je

R® = M; ® M},
Zvolime-li za M; mnoZinu {z = (0, z2,0), z2 € R} (tj. M: je osa z;), je direktnim
soutem prostori M; a M, rovina z,z,, tj.
M, & M, = {z = (z1,22,0),2; € R,z, € R}.

V tomto p¥ipadé je tedy My @ M, C H = R3, a inkluze je zde ostrd.
0

Obecnym vyjadfenim nazorné situace z pfikladu 2.28 (nakreslete si obrazek!)
je toto obecné tvrzeni.

Véta 2.32 Budiz H Hilbertiv prostor a My, M, dva jeho uzaviené linedrni pod-
prostory. Necht plati

H =M & M,.
Pak plati tyto vztahy
M; N M, = {o},
(2.87) M, = My,
M, = M}t
a kazdy prvek u € H lze zapsat prdvé jednim zpisobem ve tvaru
(2.88) u=u; +us u; €My, uz; € M,.

Dutkaz Protoze M,, M, jsou linedrni podprostory prostoru H, je o € M;
ao € M, atedy o € M; N M,. Je-li naopak u € M; N M,, je podle formule
(2.85) z definice 2.42, (u,u) = 0, &li ||u||* = 0 &li u = 0. Tim jsme dokazali prvni
z formuli (2.87). :

Dikaz obou zbyvajicich formuli pfenechavame Ctenafi jako cvi€eni.

Zbyva tedy dokazat, Ze zapis prvku u ve tvaru (2.88) je jednoznalny. ProtoZe
u € H a H= M; & M,, existuje alesponi jeden takovy zapis podle definice 2.42:

u=uy +uz, uy €My, u; € M,.
Predpokladejme, Ze je také
‘ u=uv+vy, vy €M, vy € M,.

Je tedy u; + uy = vy + v, Cili u; — vy = vy - U Prvek u; — v, patfi do M,,
nebot u; € My, v; € M;. Podobné také v, — ¥ € My, tj. u3 —v; € My N M,
a vy — Uz = uy —v; € MyNM,. Podle prvni formule v (2.87) musi byt u; —v; = o,
vy — up = o &ili ug = vy, U2 = vy a rozklad (2.88) je tedy jediny.

|
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V dvodni kapitole jsme se zabyvali jednim problémem z teorie aproximace.
Jednalo se vlastné o pouZiti nasledujiciho tvrzeni.

Véta 2. 33 BudiZ M uzavieny linedrni podprostor Hzlbertova prostoru H. Ke kaz-
dému prvku uw € H existuje prdvé jeden prvek ug € H ktery md od prvku u
mintmdlni vzddlenost, tj. takovy, Ze plati -

(2:89) I = woll = i, lu = ol

Prvek w = u — ug patié do ortogondlniho dopliku M*. [Prvek uy pak nazyvame
primétem (projekci) prvku u na M.]

Piiklad 2.29 UvaZujme v (realném) Hilbertové prostoru H s plnym ortonor-
malnim systémem {e,}22, linedrni podprostor M vSech prvkd v € H tvaru

k
(2.90) v = Zanen,
n=1

kde k je pevné prirozené éislo a aq,ay,. .., a,{ jsou libovolna realn4 éisla.
Podle vzorce (2.78) z véty 2.30 lze prvek u € H vyjadfit ve tvaru

[e.]

u= chen, kde ¢, = (en,u).

n=1

Podle pravidel o poditani se skalarnim soudinem je
lu —oll* = (u = v,u—v) = JJull* — 2(u, v) + ||ul®

[pracujeme s redlnym Hilbertovym prostorem, a proto je (u,v) = (v,u)]. Podle
(2.79) a podle véty 2.28 je

Jlull* = Zlﬁnl2 llvll—ZIOznl2

n=1
a k k
(u,v) = (Z Crén, Z a&) =Y ) cnaien, &) = Y caoin.
n=1 n=1 i=1 n=1
Je tedy
llu —v]|* = Zc —Zchan Za _Z n— o) 4 Z
=1 n=1 n=k+1
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Ménime-li prvek v, ménime vlastné &isla aq, an,. .., ak, a je ihned vidét, Ze Eislo
s w2 . v’ . k vepe
|lu — v]|?, a tedy i &islo ||u — v||, bude nejmensi, bude-li >, _,(cn — an)? = 0 é&ili

an=¢p, n=12,...,k.

Tedy prvek uo € M, pro ktery plati (2.89), ma tvar

a je to pravé k-ty casteény soucet s Fourierovy fady prvku u.
Dokazali jsme tak, Ze mezi v§emi prvky tvaru (2.90) aproximuje dany prvek

v prostoru H praveé k-ty Castelny soulet jeho Fourierovy rady.
O

David HILBERT (1862 — 1943) se zabyval pfedev§im prostorem /2 v souvislosti
s feSenim soustav nekoneéné mnoha linearnich algebraickych rovnic o nekonecné
mnoha neznamych. Ukazuje se, e v jistém smyslu je prostor [ univerzdlnim
Hilbertovym prostorem.

Véta 2.34 BudiZ H Hilbertiv prostor a {e,}2, iplny ortonormdlni systém v H.
Konverguje-li ¢iselnd fada Y oo, |an|? (4. patFi-li posloupnost {an}2, do I?], exi-
stuje prdvé jeden prvek u € H, jehoZ Fourierovy koeficienty (vzhledem k systému
{en}s2,) jsou rovny éislim o, :

an, = (en,u), n=1,2,....

Spolu s tvrzenimi (ii) a (iii) véty 2.30 tedy véta 2.34 fika, Ze existuje vzajemné
jednozna&né zobrazeni mezi prvky u € H a posloupnostmi {a,}%, € I[?: Zobra-
zenim S je prvku u € H pfifazena posloupnost jeho Fourierovych koeficienti:

Su = {(en, u)}321-

Souéasné podle (2.79) je
P T

takZe se jedna ojizomorfismus. Proto miZeme Hilbertiv prostor H a prostor [
ztotoZnit, coZ formalné miZeme zapsat takto

H=1P]"

Poznamka Je tfeba zdiraznit, Ze predpoklad ezistence iplného ortonormadlniho
systému v H byl v predchazejicich avahach podstatny. Prostorim H, v nichZ
takovy systém existuje, fikime téZ separabilni Hilbertovy prostory.
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V literatufe se Casto setkaime s nasledujici definici separabilniho Hilbertova
(nebo Banachova) prostoru. Hilbertv prostor H (Banachav prostor X') nazveme
separabilni, obsahuje-li hustou spofetnou podmnozinu S. Pojem husté mnoZiny
chdpeme vzhledem k dané normé na H (resp. X) takto:

Vu € H(resp. Vu € X) F{un}oz, CS:
llun — ullg = 0 (resp. ||un — ul[x — 0).

Na z4dvér uvedme jesté vétu o obecném tvaru linedrniho funkciondlu v Hilber-
tové prostoru H : Je-li H Hilbertdv prostor se skaldrnim souéinem (.,.) a v pevny
prvek z H, je pfedpisem
(2.91) F(u) = (u,v), u€ H,

zfejmé urcen linearni funkcional. Ten je dokonce spojity, nebot podle Schwarzovy
nerovnosti je

|F(u)] < Jlull-l|vll,
a tedy je || F|l« < |[v]|-
Plati vsak mnohem vice.

Véta 2.35 (R. RIESZ). Je-li H Hilbertuv prostor a F' spojity linedrni funkciondl
na H, pak ezxistuje prdvé jeden prvek v € H tak, Ze pro vdechny prvky u € H je

F(u) = (u,v).

Navic plati
(2.92) 1Flls = {[v]].

Vzorec (2.91) tedy udava obecny tvar linedrniho funkciondlu na Hilbertové
prostoru H. Vzhledem ke vzajemnému pfifazeni funkcionalu FF € H* a prvku
v € H a vzhledem ke vztahu (2.92) miZeme prostor H a jeho duélni prostor H*
ztotoznit (ve smyslu izomorfizmu), tj. je

H*=H.

Odtud mj. ihned plyne, Ze Hilbertv prostor H je reflezivni.
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Kapitola 3

Operatory v Banachovych
a Hilbertovych prostorech

3.1 Zakladni vlastnosti operatora, linearni ope-
ratory

UZ v odst. 2.3 jsme se zminili o pojmu operdtoru, tj. o zobrazeni T, které pfifazuje

prvku u z prostoru X prvek v z prostoru Y'; toto pfifazeni zapiSeme takto:

(3.1) v =Tu

a fekneme, Ze operator T' zobrazuje prostor X do prostoru Y:
3.2) . T:X-Y.

V aplikacich matematiky stoji v popfedi problém reseni rovnic, a ve funkcio-
nalni analyze ma tento problém abstraktni vyjadfeni ve formé tzv. operdtorové
rovnice. Je-li dan operator T typu (3.2) a je-li v pevny prvek z prostoru Y, ptdme
se, zda eztstuje prvek u € X tak, Ze plati

(3.3) Tu=v,

a existuje-li, ptame se, jak ho najit (uréit). V této abstraktni formulaci je pocho-
pitelné odpovéd velmi obtiZna; proto tfidu prostort X,Y a operatord T, pro néz
budeme hledat feSeni operatorové rovnice (3.3), ponékud ziZime.

Piiklad 3.1 (i) Nejjednodu3sim operatorem je (realnd) funkce f(z1,z2,...,2ZN)
N redlnych proménnych. Prostor X je jeji defini¢ni obor D(f), D(f) c RY,
prostor Y je mnoZina R. ,,Operatorova rovnice® je tedy obycejna transcendentni
rovnice '

f(z1,22,...,2,) =¢, c€R.
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(i1) Soustavu N linearnich algebraickych rovnic

N
(3.4) ' Za,'ja:j=y,-, i=1,2,...,N,
i=1
kde & = (z1,%3,...,zn) € RY je nezndmy vektor a y = (y1,92,...,yn) € RN je

dany vektor pravych stran, miZeme téZ chapat jako operatorovou rovnici; opera-
tor

T:RYN - RN

je charakterizovan matici A = (a;;)N;_, a pro z € RN je Tz € RV pravé vektor y

i,J=
z formule (3.4).
(iii) Zobecnénim soustavy (3.4) je soustava nekonecné mnoha linedrnich rovnic
o nekoneéné mnoha nezndmych

(e}

(3.5) Ea,-jxj=y,-, 7:=l,2,....

7=1
Presvédcte se, Ze pokud nekonecna matice A = (a;;)%-, spliiuje podminku
[e.o] o0
2
> lail < oo,
=1 j=1

je formuli (3.5) pfifazen prvku u = {z;}2, € I? prvek Tu = v = {y;}2, € %
Nekoneéna matice A pak reprezentuje operator T

T:2=12

a soustava (3.5) je opét operatorové rovnice. Pravé takovymi rovnicemi se zabyval
HILBERT.

(iv) Zvolme za prostor X prostor C*({0,1)) a za Y prostor C((0,1)) (viz
definici 2.17 a definici 2.16) a prvku u € C?((0,1)) [tj. funkci u = u(t), t € (0,1)]
pfifadme prvek Tu = v € Y [tj. funkci v = v(t), t € (0,1)] pfedpisem

d*u

(3.6) Tu=-—.

Timto pfedpisem je urlen tzv. diferencidlni operdtor T,
T:C*({0,1)) — C({0,1)),

a diferencialni rovnici —u” = v lze tedy opét chapat jako operatorovou rovnici.
O
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JestliZe pro prostory X a Y plati X =Y, fikame, Ze operator
T:X-X
zobrazuje prostor X do sebe. Prvek u € X, pro ktery plati
(3.7) Tu = u,

tj. ktery se zobrazi saém na sebe, nazveme pevnym bodem operatoru T. Vztah (3.7)
muZeme zapsat ve tvaru
Tu—u=o

(pozor: pouze za predpokladu, Ze prostor X je linearni) a je to pak specialni
operatorova rovnice typu

Su = o,
kde operator S méa tvar Su = Tu —u, &ili S = T — I, kde I je tzv. identicky
operator, pfifazujici prvku u tentyZ prvek:

I: X—-X, Iu=u.

Radu praktickych problémt lze formulovat ve tvaru (3.7), tj. pfevedeme je
na hledani pevného bodu (nebo pevnych bodil) jistého operatoru T. Existence
pevného bodu ovSem nemusi byt vidy zarulena (operator T, pfifazujici prvku
u € RN prvek Tu = u + i, kde @ je pevnyj prvek z R", znamen4 geometricky
translaci &ili posunuti o vektor 4; snadno se presvédéite, Ze pro @ # o neezistuje
pevny bod operatoru T, zatimco pro & = o je kazdy bod u € R" pevnym bodem).
Pro jistou specialni tFidu operatora vSak muZeme existenci pevného bodu zarudit
a dokonce udat metodu, jak ho urdit.

Definice 3.1 Operator T, zobrazujici metricky prostor (X, p) s metrikou p do
sebe, se nazyva kontrahujici operdtor (kontrakce), existuje-li &islo a, 0 < a < 1,
tak, Ze pro vSechny prvky u,v € X plati '
(3.8) p(Tu,Tv) < ap(u,v).

Véta 3.1 (BANACH). BudiZ T kontrahujici operdtor, zobrazugict iplny metricky
prostor (X, p) do sebe. Pak ezistuje prdvé jeden pevny bod uo operdtoru T a plati

ug = "11.12 uy (4. '}Lrg p(un,up) = 0),
kde {un}32, je posloupnost uréend rekurentnim piedpisem

(3.9) Ungr = Tun, n=12,...

s libovolné zvolenym prvkem u; € X.
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Ditkaz Z definice posloupnosti {u,}2, a z podminky (3.8) plyne, Ze

p(u1,uz) = p(us, Twa),
p(uz,uz) = p(Tuq, Tus) < ap(ug,usz) = ap(u, Tuy),
p(uz, uq) = p(Tuz, Tus) < ap(uz,uz) < ®p(us, Tuy)
atd, obecné
p(Uny Ung1) < o™ p(ug, Tuy), n=2,3,....

Dale je pro m > n podle trojuihelnikové nerovnosti

Pty um) < p(tny Unt1) + p(Unt1s Untz) -+ + p(Um—1, Um) <
< (@™ 4a" 4+ a™ H)p(uy, Tuy) =
="M 14a+-+a™ " p(u,Tu;) <
<"1+ at ol + - )p(ur, Tuy) =

1
p(ur, Tu)

l—a

= an—l

a tedy p(Um,up) — 0 pro m,n — oo (nebot a < 1), &li posloupnost {u,}22,
je cauchyovskd. ProtoZe metricky prostor (X, p) je Gplny, je posloupnost {u,}32,
konvergentni, tj. existuje jeji limita uo.
UkaZeme, Ze ug je hledany pevny bod: ProtoZe plati
P(UO’ TUO) S p(uO) un) + P(un’ TuO) =
= p(uo, un) + p(TUn—1, Tup) <
< p(uo, un) + ap(Un—1, uo)

a posledni vyraz konverguje pro n — oo k nule, musi byt leva strana nulova:
p(uo, Tup) = 0, a tedy podle vlastnosti (M 1) metriky p je

Ug = TUo.

Zbyva dokazat, Ze pevny bod up je uréen jednoznacné. Predpokladejme tedy,
Ze existuji dva pevné body wug, uj :

up = T'ug, up = Tug.
Podle (3.8) je
| p(uo, ug) = p(Tuo, Tug) < ap(uo, ug)-

Kdyby bylo p(uo,uy) > 0, dostali bychom vztah 1 < @, a to je ve sporu s pfed-
pokladem 0 < o < 1. Musi tedy byt p(uo,ug) = 0, ¢ili podle (M 1) up = ug,.
|
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Piiklad 3.2 V prednésce z obylejnych diferencialnich rovnic jsme feSeni Cau-
chyovy (poéateéni) ulohy

v = f(z,), ¥(z0) =10

prevedli na feSeni integralni rovnice

(3.10) y(z) = yo + /x f(t,y(t))dt

(viz [10]). Zavedeme-li pro funkci u = u(t) € X = C({(zo — h,zo + h)) operator
T : X — X pfedpisem

(3.11) awm=m+/3wwm¢

je feSeni y rovnice (3.10) pravé pevnym bodem operatoru 7. Dikaz existence fe-
Seni i metoda jeho konstrukce, jak jsme ji tehdy realizovali, sledovala pfesné ideje
diikazu véty 3.1. [Uvédomte si, za jakych podminek jé operator T' z (3.11) kon-
trahujici na prostoru C({zo — h,zo + h)) s metrikou p(u,v) = maxj,_g,|<s |u(z)—
—v(z)| a jakou roli pfitom hrélo ¢&islo & > 0]

Metricky prostor (X, p) ve vété 3.1 nemusi byt linedrnim prostorem. Prostory
X, Y, s nimiZ jsme se v pfikladech 3.1 a 3.2 setkali, ovSem byly linearni, a my se
v dal$im omezime dokonce na Banachovy a Hilbertovy prostory.

Operatory T z pfikladu 3.1 (ii) - (iv) mély tuto vlastnost: pro libovolné dva
prvky u,v € X a pro &isla A, g bylo

(3.12) T(Au + pv) = ATu+ pTv

(uvédomte si, Ze zde bylo dileZité, Ze prostory X a Y jsou linearni!). Pravé
takovymi operdtory se budeme pfevaZné zabyvat. (Pozor: operator T z (3.11)
vlastnost (3.12) obecné nema!).

0

Definice 3.2 Necht jsou (X, ||.]|x) a (Y,]|-]ly) dva Banachovy prostory a budiZ
Xo lineérni podprostor prostoru X. BudiZ T operator, zobrazujici Xo do Y:

T:Xo,—Y.
JestliZe pro vSechny prvky u,v € X a pro libovolna &isla A, p plati vztah (3.12),

fekneme, Ze operator T je linedrni operdtor.
MnoZinu Xy nazveme definiénim oborem operatoru T a oznadime ji

D(T)
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(od anglického domain). MnoZinu vSech prvki v € Y, které jsou obrazy néjakého
prvku u € Xj, nazveme oborem hodnot operatoru T a oznacime ji

R(T)
(od anglického range). Je tedy _
R(T) = {v € Y : v = Tu pro néjaké u € Xo}.

MnoZinu vSech prvka u € Xj, které se zobrazi na nulovy prvek o prostoru Y,
nazveme jddrem operatoru T a oznalime ji

Ker T.

Je tedy
Ker T = {u € Xo; Tu = o}.

Poznamka Definiéni obor D(T') operitoru T zavadime, protoZe operator T ne-
musi byt definovan na celém prostoru X, tj. miZe byt

Xo =D(T) C X, ale Xo ?éX

Zvolime-li napfiklad X = L?(0,1), je operator T z piikladu 3.1 (iv) definovan
pouze pro u € Xo = C?((0,1)), tj. je Xo # X. '

Priklad 3.3 Identicky operator I, pfifazujici prvku u € X tyZ prvek, tj. takovy,
ze .
" JTu =u pro kazdé u € X,

zobrazuje prostor X na sebe. Budeme-li chtit zdtraznit, Ze identicky operator je
definovn na X, tj. ma definiéni obor D(I) = X, zdlraznime to oznaéenim

Ix.

Identicky operator je linearni operator.
a

Linearni operatory muZeme za jistych podminek séitat, nasobit ¢islem a skla-
dat (,nasobit®).

Definice 3.3 (i) Soucet T + S dvou (linearnich) operatori 7 : X —»Y
a S : X —Y definujeme vzorcem

(T + S)(w) =Tu+ Su, u€e X (presnéji u€ D(T)ND(S5))
(ii) A-ndsobek AT (linearniho) operatoru T &islem A definujeme vzorcem

(AT)(u) = A(Tu), ue X (plesnéjiue D(T))
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(iii) Soucin ST dvou (hnearmch) operatori T : X =Y a §:Y—2Z, kde
X,Y, Z jsou linearni prostory, je definovan vzorcem

(ST)(u) = S(Tu), ueX.
(Ptedpokladdme, %e D(T) = X, R(T) =Y, D(S) = Y = R(T).) Misto o sou-

¢inu operatord S a T hovofime téZ o sloZeném operdtoru. (Pozor: pfi skladani
operatort zaleZi na pofadi!)

(iv) JestliZe operator T zobrazuje prostor X na sebe (tj. T : X — X, D(T') =
= R(T) = X), lze tvofit mocniny T™ operatoru T' (n =0,1,2,...) takto:

T° =I(=IX))
T =T,
T =TT,...

T = TT", n=23,....

(v) Je-liT : X =Y (linearni) operator, zobrazujici prostor X na Y, a existuje-
li operator S : Y — X, zobrazujici Y na X tak, Ze plati

(3.13) ST =1Ix, TS =y,
pak nazyvame S operitorem inverznim k T a znaéime ho T7! :
S=T""1

Cvi€eni 3.1 DokaZte nasledujici tvrzeni:

(i) MnoZina vSech linedrnich operatord T': X — Y tvofi vzhledem ke séitani
a nasobeni {islem dle definice 3.3 (i), (ii) linearni prostor.

(ii) Jsou-li S a T linearni operatory a ma-li smysl sloZeny operator ST, je také
ST linearni operator.

(i1i) Je-li T linearni operator a existuje-li inverzni operator 71, je také 7'~1
linearni operator. Inverzni operator je urlen jednoznacné. ,

(iv)Jsou-liT : X —» Y aS:Y — Z linedrni operatory, k nimZ existuji inverzn{
operatory, pak existuje inverzni operator i k jejich souéinu ST : X — Z a plati

(ST)™ =T7's7%,

Poznamka Znalost operdtoru T~! inverzniho k operatoru T je vlastné ekviva-
lentni s moZnosti fesit operatorovou rovnici

Tu=wv.

PouZijeme-li totiZ na obé& strany predchézejici rovnosti operator T, dostaneme

vztah
T 'Tu=T
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¢ili vzhledem k (3.13)
Ixu=T"1v &l u=T "o
Prvek u je nyni hledané feseni.

Podobné jako u funkcionald miiZeme zavést pojem spojitého operitoru a ome-
zeného operatoru:

Definice 3.4 Budiz T : (X, ||.||x) = (Y, ||-llv)- Rekneme, %e operator T je spojity,
jestliZe plati

Up = u vX

un,u € D(T) } = Tu, > TuvY (pron — o0)
tj. jest-l'iive ze vztahu lim ||u, — u]|x = 0 plyne
n—00

lim ||Tu, — Tully = 0.

f{ekneme, Ze operator T je omezeny, existuje-li konstanta Ko > 0 tak, Ze pro
viechna u € D(T) plati
(3.14) ITully < Kollullx.

Infimum vSech hodnot Kp, pro které plati nerovnost (3.14), oznaéime ||T|| a na-
zveme normou operdtoru T.

Pro linedrni operatory plati obdoba véty 2.18:
Véta 3.2 Linedrni operdtor T je spojity prdvé tehdy, je-li omezeny.

Piiklad 3.4 (i) V prostoru X = C'((0,1)), opatfeném normou ||ullx = maxo<i<1 |u(t)|,
definujme operator K predpisem

1
(3.15) (Ku)(z) = / K(z,t)u(t)dt,
. 0 )
kde K(z,t) je spojita funkce, definovana na Etverci @ = (0,1) x (0,1). Pfesvédéte
se, Ze operator K je linearni a Ze zobrazuje prostor X do sebe. Operator K

nazyvame integrdlnim operdtorem a funkci K = K(z,t) nazyvame jidrem.
Operator K je omezeny: Plati totiz

()@l =1 [ K tuol < [ 1Kol <
< [ 1K) e oldt = [ 1K (@ pldtul
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pro kazdé z € (0,1). Pfejdeme-li v pfedchazejici nerovnosti k maximu, dostaneme
vztah

1
Il = gmas K ()@ < lullx gua, [ 1K (2,0l

a to je nerovnost (3.14) s konstantou Ko = maXo<z<1 fol |K(z,t)|dt. Operétor
K je tedy omezeny - a tudiZ podle véty 3.2 spojity — operator z C((0,1)) do
sebe. Lze ukazat, %e vyse uvedené &islo Ky je dokonce pfimo normou operatoru
K :||K|| = Ko.

(i) UvaZujme nyni operator K ze vzorce (3.15) na prostoru X = L?(0,1). Pak
K zobrazuje prostor L?(0,1) opét do sebe, a to dokonce za slabsiho pfedpokladu
o jadru K : misto spojitosti K staéi predpokladat, Ze Cislo

1 1
(3.16) K? = / / K (z,)2dz dt
0 0

je koneéné. Podle Holderovy nerovnosti pak plati
1 1 1
: / |(Ku)(x)|2d:c=||Ku||§(=/ ]/ K(z,t)u(t)dt)*dz <
0 o Jo
1 1
< / ( / 1K (2, ). Ju(t)|dt)de <
o Jo
1 1 1
< [([ i@ora [ P =
o Jo )
1 1
=l [ [ 1K dtde = KEul
o Jo

To ukazuje, %e operator K je omezeny — a tedy spojity — i jako operator z L*(0,1)
do sebe. Cislo Ko z (3.16) je dokonce p¥imo normou operatoru K.

[Uvédomte si rozdil mezi pfipadem (i) a (ii): Jednad se o tyZ operdtor (tj.
operator dany tymz pﬁipisem), ale operator je definovan na ruznych prostorech
a méa také rizné normyl]

(iii) UvaZujme diferencialni operator z pfikladu 3.1 (iv), tj. operator

d*u

T dz?’

Tu =

oviem tentokrat jako operéator, zobrazujici prostor X = L%(0,7) do sebe. Defi-
ni¢nim oborem D(T') operatoru T je mnoZina C%({0,7)) C L?(0, 7). Tento ope-
rator neni omezeny (a tedy — protoZe je line?émf — ani spojity). Zvolime-li totiZ
up(z) =sinnz,n=1,2,..., je L

d’u,

(Tun)(2) = ==

= n?sinnz = nu,(z),
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a tedy je

BanITule = ([ |Tun(x)|2dx)% ([ Iun(x)lzdw)% = .

Kdyby nyni existovala konstanta Ky tak, aby platilo (3.14) (s Y = X), vedla by
volba funkce u, s n > /Ky ke sporu s nerovnosti (3.17).
O

Vime, Ze feSeni operatorové rovnice souvisi s existenci inverzniho operatoru.
Plati nyni ‘

Véta 3.3 (BANACH). Je-li T omezeny linedrni operdtor, zobrazujici Banachiv
prostor X na Banachiv prostorY (tj. D(T) = X, R(T) =Y) a je-li prou,v € X,
u # v, také Tu # Tv, pak existuje inverzni operdtor T™' a je také omezeny.

Véta 3.4 Je-li T omezeny linedrni operdtor, zobrazujici Banachiv prostor X do
sebe, a plati-li ||T|| < 1, pak operdtor (I — T)™! inverzni k operdtoru I — T (I je
identicky operdtor na prostoru X) existuje, je omezeny a lze ho vyjddrit ve tvaru

[e o]
(3.18) (I-T)'=) T

k=0
Ditkaz (idea). ProtoZe je ||T|| < 1, je Y roo IT*|l € Sopo, IT)IF < 0o (dokaZte
si jako cviéeni, Ze pro sloZeny operator ST plati ||ST| < |IS|.|T||, jsou-li S
a T omezené operatory a maji-li zde uvedené vyrazy smysl). Z konvergence fady
S v IT*|| plyne, Ze vyraz 332, T* definuje linedrni omezeny operator. Pro kazdé
prirozené Cislo n je

(I-T)> T*=> THI-T)=1-T"".
=0 k=0
Pfejdeme-li k limité pro n — oo, bude vzhledem k tomu, Ze | T"!|| < ||T||*** — 0,
platit
(I-T)Y T*=>"TI-T)=1,
k=0 =0
a odtud uZ plyne formule (3.18).
]

Definice 3.5 Jsou-li (X, ].]|x) a (Y, ]|.|ly) linedrni normované prostory, oznatime
symbolem

L(X,Y)
mnozinu vSech spojitych linearnich operatorti, zobrazujicich X do Y. Je-li X =Y,
piSeme misto £(X, X) pouze
L(X).
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Cviéeni 3.2 DokaZte nasledujici tvrzeni:

(i) Mnozina L£(X,Y) tvofi vzhledem k operacim s¢itani a nasobeni &islem
z definice 3.3 linearni prostor.

(if)JeliT e L(X,Y)a S e L(Y,Z),je ST € L(X, 2).

(i) Je-li T € L(X),je T" € L(X) pron=1,2,....

(iv) Je-li T € L(X,Y) a existuje-li inverzni operator T, nemusi byt
T-!' e L(Y, X).

(v) Vzhledem k normé

IT|| = sup ||Tully

flullx <1

je prostor £(X,Y) normovany linearni prostor. Je-li prostor Y uplny, je také
L(X,Y) Gplny (tj. Banachtiv) prostor. '

Jako doplnék k bodu (iv) pfedchoziho cvieni uvedme jesté toto tvrzeni:

Véta 3.5 Budiz T € L(X,Y) a ozna¢me Y; prostor R(T), Y1 C Y. Operdtor
Ty : X - Y, definovany predpisem Tyu = Tu pro u € X, je spojity linedrni
operdtor, zobrazujici X na Y;.
Spojity inverzni operdtor Ty ! existuje prdvé tehdy, existuje-li islo ¢ > 0 tak,
Ze pro vsechna u € X je '
IThully 2 cf|ullx.

Rada praktickych problémt vede na integrdlni rovnice. Typickym piikladem
je tloha nalezeni funkce u = u(z), = € (0,1), pro kterou plati

(3.19) u(z) — /\/0l K(z,t)u(t)dt = f(z), z € (0,1).

Zde jsou K(z,t) a f(x) dané funkce, A je (obecné komplexni) parametr, a vystu-
puje zde integralni operator K z pfikladu 3.4. Rovnici (3.19) miZeme tedy zapsat
ve tvaru

u—AKu=f
nebo za pouZiti identického operatoru I ve tvaru

Tu=f, kdeT =1- \K.

Existence feSeni této operatorové rovnice zavisi podstatné na vlastnostech ope-
ratoru T, tj. na vlastnostech integralniho operatoru K z formule (3.15). Jednou
z takovych vlastnosti je tzv. kompaktnost (ve starsi literatufe totdlni spojitost).

Definice 3.6 Jsou-li X a Y linedrni normované prostory a T : X — Y linearni
operator, fekneme, Ze operator T je kompaktni, je-li uzavér T'(M) obrazu kazdé
omezené mnoZiny M C X kompaktni mnoZinou v prostoru Y [tj. existuje-li pro
kaZdou omezenou posloupnost {u,}%; prvkd z X podposloupnost {un, }52,, pro

niz posloupnost {Tun, }32, konverguje v prostoru Y.
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Véta 3.6 Je-li linedrni operdtor T : X — Y kompakini, je spojity (tj. omezeny).
Diikaz Zvolme za mno¥inu M uzavienou jednotkovou kouli K(o0,1) v X, tj.
M={ueX:|u||x <1}

ProtoZe operator T je kompaktni, je mnoZina T (M) omezena, tj. existuje Eislo
K, > 0 tak, Ze plati
(3.20) |ITully £ Ko pro u € M.

Je-li prvek u # o, leZi prvek u* = mu v M, a z (3.20) plyne

Ko 2 [Ty = sl Tully

(vyuZili jsme linearity operatoru T a vlastnosti (N 2) normy), €ili
ITully < Kofullx.

Tato nerovnost plati i pro u = o, a tedy plati pro vSechna u € X. Operator T je
tedy omezeny a podle véty 3.2 i spojity.
|

Piiklad 3.5 (i) KaZdy linearni operator T': X — Y, pro ktery je mnoZina R(T)
konecénérozmérny linearni podprostor prostoru Y, je kompaktni.

(i1) Integralni operator K z pfikladu 3.4 (i) - viz vzorec (3.15) - je kompaktni.
Zdeje X =Y = C((0,1)) a pro dikaz kompaktnosti operatoru K vyuZijeme vety

2.13 (ARZELA a ASCOLI).
a

Véta 3.7 Je-li X normovany linedrni prostor a Y Banachiv prostor a je-li {T,}2,
posloupnost kompaktnich operdtori z L(X,Y), kterd konverguje v prostoru L(X,Y’)
[viz cvileni 3.2 (V)] k operdtoru T € L(X,Y), pak je také operdtor T kompaktni.

Véty 3.7 se vyuZiva ke konstrukci kompaktnich operatora 7' pomoci jedno-
dussich kompaktnich operatora T,,, n = 1,2,.

DileZitym prostfedkem pro vysetfovani operatorovych rovnic je pojem dual-
niho (adjungovaného) operatoru.

Definice 3.7 Nechtjsou X, Y linearni normované prostory a X™*, Y™ jejich duéalni
prostory. Pro spojity linearni operator T' : X — Y budiZ operator T* : Y* — X*
definovan vztahem f,J d

(3.21) T*F = f{l}% pro kazdé F € Y™,

[tj. pro kaZdy spojity linedrni funkciondl F' € Y* je definovan spojity linedrni
funkcional T*F € X* vztahem

(3.22) (T*F)(u) = F(Tu) pro kazdé u € X.

Operator T™, pfifazujici funkcionalu F' € Y™ funkciondl T*F € X*, se nazyva
operatorem dudlnim k operdtoru T.
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Pozndmka T*F je vzhledem k formuli (3.21) definovan jako sloZeni (soucin)
dvou operatorti: operdtoru T : X —Y a operatoru (funkcionalu) F : Y — R,
a protoZe oba operatory jsou spojité a linearni, je sam také spojity a linearni.

Véta 3.8 Je-li T € L(X,Y), je T* € L(Y*,X*) a plati
17l = 7.

Piiklad 3.6 (i) Budi X = RY, Y = RM. Ka#dy operdtor T € L(X,Y) je

reprezentovan matici typu M x N

Prveky = (y1,2,-..,ynm) € RM, pfifazeny operatorem T prvku z = (z1, z2,...,2ZN) €
e RY, y = Tz, je uréen takto:

N
Y; =Zt]~kxk, j= 1,2,...,M.
k=1

Duélni operator T*, zobrazujici prostor Y* do X*, je vzhledem k tomu, Ze plati
Y*=Y=RM, X*=X=R",

urlen opét matici, tentokrat typu N x M :

Lze snadno ukazat, Ze plati
Bk = ks

tj. matice A* je matice transponovand k matici A.
(i1) Je-li funkce K (s,t) spojita realna funkce na obdélniku (¢, d) X (a, b), zob-
razuje operator I, dany formuli

b
(Ku)(z) =/ K(z,t)u(t)dt, z € (c,d)

redlny prostor X = L?(a,b) do prostoru Y = L%(c,d) a je linedrni a spojity
(viz pfiklad 3.4 (ii)). Duélni operator K* zobrazuje prostor Y* do prostoru X*.
ProtoZze X 1Y jsou Hilbertovy prostory, je X* = X a Y* =Y a operator K* je
dan formuli

d
(K*v)(z) = / K(t,z)v(t)dt, z € (a,b),

kde v € L*(c, d).

96



Cviéeni 3.3 DokaZte nasledujici tvrzeni pro T, 5 € L(X,Y):
G) (T + 8)* =T*+ S*, '
(i) (AT)* = AT™,
(iii) (Ix)* = Ix-,
(iv) Jsou-li X a Y Banachovy prostory, je

(T-—l)* — (T*)_l.
(v)JelliT € L(X,Y)a S € L(Y,Z),je ST € L(X,Z) a plati
(ST)" =T*S".

3.2 Linearni opeef’é\%’cmy na Hilbertovych pro-
storech, vlastni ¢isla a vlastni vektory

V dal$im se budeme zabyvat vyhradné (linedrnimi) operatory, které zobrazuji
Hilbertuv prostor H do sebe:
T:H—H.

ProtoZe Hilbertdv prostor je specidlni pfipad normovaného linearniho prostoru
(Banachova prostoru), maji pojmy a tvrzeni, uvedené v pfedchazejicim textu,
smysl 1 pro Hilbertav prostor.

Skalarni souéin prvki u,v € H a normu prvku u € H budeme znadit symboly

(w,0) & |lulf;

pfipomenime, Ze plati

llell = v/ (u, ).

P¥iklad 3.7 Zvolme za prostor H Lebesguetv prostor L?(0,1).
(i) Diferencidlni operdtor T, dany vzorcem
d*u
Tu = —3-32—2,
je lineérni, zobrazuje H do H, a je zde D(T') = C?((0,1)) a R(T) = C({0,1)), tj.
definiéni obor je ¢asti Hilbertova prostoru H; tento operator neni omezeny. (Viz
pfiklady 3.1 (iv) a 3.4 (iii).)
(ii) Integrdlni operdtor K, dany vzorcem (3.15), je definovan pro vSechna
u € H,tj. D(K) = H. Je to opét linearni a (pro jadro K spliiujici jisté podminky)
spojity operator z H do H. (Viz pfiklady 3.4 (ii) a 3.6 (ii).)
(iii) Budiz g = g(z) pevna spojitd funkce, definovana pro z € (0,1), a defi-
nujme operator T pro u € L?(0,1) vzorcem

(3.23) (Tu)(z) = g(z).u(z).
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Zde je D(T') = L*(0,1) a R(T) C L?*(0,1), nebot

I Tu|l = (/01 I(Tu)(w)l2dfc)% = (/01 Ig(x)l2-IU(w)|2dw)% <

1
1 2
2 2 —
< ( e lg()1*|u(=)] dw) =

= (maslocor) % ([ |u(z>|2dx)% e

Je tedy ||Tu|| < Kollul|, kde Ko = (maxo<i<1 l9(t)|?)2, tj. operator T je omezeny,
a protoZe je linearni, je i1 spojity.
(iv) Operator D, pfifazujici funkci u jeji derivaci,

du
3.24 Du = —
(3.21) u=2
je opét linearni operator z H do H s definiénim oborem D(D) = C* ((0,1)).
Stejné jako operator T z bodu (i) neni omezeny: Pro funkce u,(z) = ",

0 <z<1,plati
1

n
”un” - /——Qn + 1, f_—2n — 1

tj. Jlunll = 0 a ||Duy,|| = oo pro n — oo, a tudiZ nemize existovat konstanta Ko
tak, aby bylo ||Du,|| £ Ko||un|| pro vSechna pfirozena &isla n.

| Dun|| =

a

UZ nékolikrat jsme zdaraznili, Ze (separabilni) Hilbertiv prostor H je pfi-
rozenym ,nekoneénérozmérnym* zobecnénim euklidovského prostoru RY. Tato
podobnost se projevuje i ve tvaru linearnich operatori T': H — H, piedevsim ve
srovnani s pfikladem 3.6 (i):

Budiz H Hilbertdv prostor s Gplnym ortonormalnim systémem {e, }2,. Déle
budiz T : H — H linearni operator s definiénim oborem D(T') = H. Prvek Te;
patfi opét do H, a lze ho tedy podle véty 1.30 rozvinout ve Fourierovu fadu

(3.25) Ter =)  anken,
n=1
kde
(3.26) ank = (en,Tex), (n,k=1,2,...).

Je-li prvek u € H tvaru

(3.27) u= Zajej,
=1
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kde m je pfirozené &islo a a; jsou dana Eisla, je vzhledem k linearité operatoru T'
a vzhledem k formulim (3.25), (3.26)

Tu=T (i a,e]) = iajTej z‘iajianjen =

j=1 j=1 n=1
m 0o
E E AnjQrjey = E E UnjOtj€n = E E UnjQj
7=1 n=1 n=1 j=1 n=1 1=1

Prvek Tu = v patfi do H, a proto ho lze rozvinout ve Fourierovu fadu:
- .
Tu= chen, cn = (en, Tu),

a srovnani s pfedchazejici formuli dava tento vztah:

Cp, = Zanjaj,
Jj=1
tj.
(3.28) (en,Tu) = Z(en,T€Z)(€jf, u), n=1,2,...,
=1 e

nebot z (3.27) plyne, Ze a; = (e;, u).

Vztah (3.28) plati pro specilni prvky u € H tvaru (3.27). Je-li vSak operator
T navic jesté omezeny a tedy spojity, lze pomoci limitniho pfechodu (m — o)
ukazat, Ze pro kazdé u € H plati

oo

(3.29) (en, Tu) = z(en,Tej)(ej,u), n=12....

i=1

ProtoZe podle véty 2.30 je Tu = Y. (en,Tu).en, je spojity linedrni operdtor
T : H — H urcéen nekoneénou matici éisel

(3.30) anj = (en,Tej), n,7=12,....

Konkrétni tvar této matice zavisi pochopitelné na volbé ortonormélniho systému
{en}n2
nfn=1-

Budiz T : H — H spojity linearni operator s definiénim oborem D(T') = H.
Pro pevny prvek v € H oznaéme

(3.31) F,(u) = (v,Tu), u€ H.
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ProtoZe operator T je linedrni, je F, linearni funkcional na H. ProtoZe operator
T je omezeny, je podle Schwarzovy nerovnosti

[£(u)] = |(v, Tu)| < |lo|| 1 Tull < [lo]| Kollul,

a funkcional F, je také omezeny, €ili spojity.
Podle Rieszovy véty 2.35 existuje pravé jeden prvek w € H tak, Ze

(3.32) F,(u) = (w,u) pro ka?dé u€ H,
pfi¢em? je || Fy|[« = ||w]|.
Prvek w je tedy jednoznalné uréen prvkem v, coZ zapiSeme ve tvaru
w=T"v.

Vztah (3.32) pak miZeme vzhledem k (3.31) a (3.32) zapsat takto:
(3.33) (v,Tu) = (T"v,u), u,v€ H.

Cviceni 3.4 Dokazte, Ze T™* je spojity linearni operator, zobrazujici H do H,
s D(T*) = H.

Definice 3.8 Operator T*, definovany vztahem (3.33), se nazyva adjungovanym
operdtorem (k operatoru T').

Adjungovany operator T* ma vlastnosti, uvedené ve cviceni 3.3 a vété 3.8
(uvédomte si, Ze v naSem pfipadé je X =Y = H a podle véty 2.35 je ve smyslu
izomorfismu H* = H).

Véta 3.9 Je-li H Hilbertuv prostor a T : H— H linedrni kompaktni operdtor, je
i adjungovany operdtor T* kompaktni.

Vsimneme si nyni linearnich, ale neomezenych operatora z H do H. Ty vétsi-
nou nebyvaji definovany na celém prostoru H [viz pfiklad 3.7 (iv): operator D byl
definovan na C*({0,1)), ale Hilbertiv prostor H byl prostor L?(0,1)] a definice

vvvvv ’

adjungovaného operatoru je sloZitéjsi.

Definice 3.9 Budiz T : H — H linearni operator, jehoz definiéni obor D(T') je
husty v H. Oznalme D(T*) mnoZinu viech téch prvki u € H, k nimZ existuje
prvek w € H tak, Ze pro vSechna v € D(T') plati

(3.34) (u, Tv) = (w,v).
Pro kazdé u € D(T*) pak piSeme
(3.35) w=T"u

aoperator T* : H — H, pfifazujici prvku u € D(T™*) C H prvek w € H pfedpisem
(3.34), nazyvame operatorem adjungovanym k T.
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Poznamka Lze ukazat, Ze D(T*) je linearni podprostor Hilbertova prostoru
H a %e prvek w, pro ktery plati formule (3.34), je uréen jednoznacné. Operator
T* je pak linearni operator, zobrazujici mnoZinu D(T*) do H, ale nemusi byt
spojity. Je-li D(T) = H a je-li operator T omezeny, je také D(T*) = H a T* je
adjungovany operator ve smyslu definice 3.8. ‘

Definice 3.10 BudiZz T : H — H linearni operator definovany na husté podmno-
zin& D(T') prostoru H. Rekneme, Ze operator T je symetricky, je-li D(T) C D(T™)
a plati-li

T*u = Tu pro vSechna u € D(T).
Jinymi slovy: Operator T je symetricky, plati-li pro vSechny prvky u,v € D(T)

rovnost

(3.36) (u,Tv) = (Tu,v).

Véta 3.10 (HELLINGER a TOEPLITZ). Je-li T : H — H linedrni operdtor
s defini¢nim oborem D(T) = H a plati-li pro vSechna u,v € H vztah (3.36), je
operdtor T omezeny.

(Jinymi slovy: Symetricky linedrni operdtor, definovany na celém Hilbertové
prostoru H, je u# automaticky spojity.)

Definice 3.11 Linearnioperator T : H — H, definovany na husté mnoZiné D(T') C
H, se nazyva samoadjungovany, je-li symetricky a plati-li

D(T) = D(T™),
tj. jeli T* = T.

U neomezenych operatort se samoadjungovanost dokazuje hife neZ symetrie;
pro omezené operatory, definované na celém prostoru H, oba pojmy splyvaji.
Kriteria samoadjungovanosti zde nebudeme uvadét; omezime se na jeden ptiklad.

Pf¥iklad 3.8 Budiz H = L*(—00,00) [tj. funkce u = u(z) jsou definovany pro
viechna reéln &sla z]. Budiz D(T') Soboleviv prostor W2?(—co, c0) [tj. mnoZi-
na funkci, jejichZ druhé (zobecnéné) derivace patii do L*(—o00,00)] a definujme
operator T predpisem

(Tu)(z) = —u"(z), —o0 <z < 0.

MnoZina D(T') je hustd v L*(—o0,00) a operator T je samoadjungovany.
Zvolime-li H = L?(0,1) a definujeme-li operator T’ predpisem

(Tu)(z) = /: u(t)dt, 0<z <1,

je D(T) = H a Tu € H (dokazte!). Operator T v3ak neni samoadjungovany.
0O
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Pro kompaktni samoadjungované operatory plati

Véta 3.11 BudiZ H separabilni Hilbertuv prostor a T : H — H samoadjungovany

kompaktni operdtor. Pak ezistuji &isla Ay, Aay.. ., An,y... a proky er,e2,...,€n,...
tak, Ze plati
(3.37) Te, = Men, n=1,2,....

Prvky e, lze volit tak, Ze tvori duplny ortonormdlnt systém. Je-li prostor H neko-
necnédimenziondlni, plati
lim,—0An = 0.

Poznamka Uvédomte si, Ze (obecné nekoneénd) matice, pfifazena operatoru T
- viz (3.30) - je diagonalni matice, nebot pro jeji prvky plati

An proj =n,

nj = (eny Te;) = (eny Aje;) = Aj(ens ) = {0 proj#n

(vyuzili jsme vztah (3.37) a toho, Ze systém {e;}%2, je ortonormaélni).

Cisla \; nazyvame vlastnimi ésly operatoru T a prvek e; nazyvime vlast-
nim vektorem (odpovidajicim vlastnimu &islu X;, ¢ = 1,2,...). O vlastnich &is-
lech a vlastnich vektorech bude podrobné pojednano v prednasce ,Funkcionalni
analyza® v pfistim semestru; zde uvedme jen jednu vétu, jejiz dikaz je velice
jednoduchy.

Véta 3.12 BudiZ T symetricky operdtor v Hilbertové prostoru H, pak plati:

(i) VSechna vlastni ¢isla operdtoru T jsou redlnd.

(i1) Viastni vektory, odpovidajici riznym vlastnim cislim, jsou vzdjemné kol-
me.

Dikaz Plati-li Tu = Au, u # o, je v disledku symetrie - viz (3.36) -
Mull? = Mu,u) = Ow,u) = (Tu,u) = (u, Tu) =
= (u, M) = X(u,u) = Mu|.

ProtoZe ||ul|? > 0, musi byt A = X &li &slo A je realné.
Plati-li Tu = Au, Tv = pv, u # 0 a v # o, jsou &isla A a p realna a plati

Aw,v) = (Au,v) = (Tw,v) = (v, Tv) = (v, p) = F(u,v) = p(y,v)

a tedy
(A = 1)(u,v) = 0.

ProtoZe je A # p, musi byt (u,v) = 0, tj. prvky u a v jsou navzajem kolmé.
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Definice 3.12 Budiz T : H — H symetricky operator. Rekneme, Ze operator T
je kladny, plati-li pro viechna u € D(T') nerovnost

(3.38)" (Tu,u) > 0,

pfiéemZ pro u # o je (T'u,u) > 0.
Rekneme, Ze operator T je kladné definitni, existuje-li konstanta £ > 0 tak,
Ze pro viechna u € D(T) je

(3.39) (Tu,u) > &lul|*

Operator T, ktery je kladné definitni, je zfejmé kladny. Opaéna implikace
ovSem platit nemusi: viz nasledujici pfiklad 3.9 (i).

P¥iklad 3.9 (i) Zvolme H = [? a budiZ T operétor, reprezentovany nekoneénou
matici A = (aij)ij=1,2,.. Pro u = {z;}2, € I? je prvek w = T'u definovan jako
posloupnost w = {y;}2, € 12, pro kterou je

o0

yi=Za,~j:cj, i=1,2,...

J=1

viz pfiklad 3.1 (iii); pfedpokladame, Ze

(3.40) Z Z Ia,-j|2 < 0.
i=1 j=1

ProtoZe je

T8 e
.

"

(Tu,w) = Z Z aij-'lnyj;', | (u,Tw) = Z Z a;iz:y;,

=1 j=1 =1 j=1
bude operator T symetricky, bude-li platit
a,-jzaj,-, i,j=1,2,..., ’

tj. je-li matice A symetricka.
UvaZujme specialni operator T', uréeny matici A s prvky a;; takovymi, Ze

ai; =X >0, a;; =0 pro 1 #j.

oo

(Tu,u) = Z Aiz?;

=1

Pak je T symetricky a je



operator T je tedy kladny. Neni viak kladné definitni: Zvolime-li totiz za prvek
u prvek ¢; = {0,0,...,0,1,0,...} s jedni¢kou na ¢-tém misté, je

(Tej,e;) = Aj = |lej]I*X;.

Kdyby byl T kladné definitni, muselo by piatit (3.39) a pro u = e; by z (3.39)
plynulo

(3.41) Aj2k>0proj=1,2,....
Ale podle (3.40) je 3 52, A2 < oo, a tedy lim A2 =0, &ilii lim A; =0, a to je ve
J—00 j—o0

sporu s (3.41).
(ii) Budiz H = L?*(0,c) a zvolme za operator T diferencilni operator

(3.42) Tu=—-u"
s defini¢nim oborem
D(T) = C3({0,¢)) = {u € C*({0, ¢)); u(0) = u(c) = 0}

(presvédite se, e D(T) je linearni mnozina!). Protoze je (integrace per partes)

(Tu,v) = /0 (Tu)(2).0(z)dz = — /0 " W(2)o(2)dz =
_ /0 " (! (@)ds — [W(e)o(€) — w(0)0(0)] = /0 ") (2)de
(je totiz u, v € D(T), a tedy je v(c) = v(0) = 0) a podobné
(u, Tw) = /0 (o) (T)(2)ds = — /0 (o) (2)dz = /0 (2 () dz,
je (T'u,v) = (u, Tv) a operitor T je symetricky. Je také Hadny, nebot

(Tu,u) = /Oc[u'(:c)]zd:c > 0;

je-li (Tw,u) = 0, musi byt [u'(z)]> = 0 &ili u(z) = konst., ale protoZe u € D(T),
je u(0) =0, a tedy u(z) = 0. Je dokonce kladné definitni, nebot plati nerovnost

lull? = / fu(@)Pdz < / e (2) Pz = X(Tu, w),

a to je nerovnost (3.39) s konstantou x = .
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Cviéeni 3.5 DokaZte, Ze obecnéjsi diferencialni operator D, dany pfedpisem

(3.43) (Du)e) =~ (#0) 32 ) + ol

s danymi funkcemi p € C'((0,¢)), ¢ € C((0,1)), a s defini¢nim oborem D(D) =
= CZ((0,c)) [viz ptiklad 3.9 (ii)], zobrazuje Hilbertiv prostor H = L?*(0,c) do
sebe a je symetricky.

Predpokladame-li, Ze plati

(3.44) p(z) >0, ¢q(z) >0 pro z € (0,c),
je opel;étor D kladny; poZzadujeme-li navic, aby platilo
(3.45) p(z) > po>0 pro z€ (0, c),
je dokonce kladné definitni s konstantou « = .

Poznamka Operator T ze vzorce (3.42) je specidlnim pfipadem operatoru D
z (3.43). ProtoZe je

Cc

(Duu) = / " p(@) v (e)de + / ¢(2)u(z)Pde > / " plo) o' (z) P,

je pfi splnéni podminky (3.45)

(3.46) (Du,u) > po /0 " 10(@) P da.

Poznamenejme rovnéz, ze za predpokladd p € C'((0,¢)) a (3.44) je jiZz podminka
(3.45) splnéna automaticky s néjakym py > 0 (na zakladé Weierstrassovy véty
zduvodnéte sami).

V kapitole 2 jsme zavedli Soboleviiv prostor W,%(0,c) s normou

fulha = ([ lu’(w)lzd:v>%

(viz (2.40)). Nerovnost (3.46) tedy miZeme zapsat takto
(3.47) (Duyu) 2 pollull} ..

V dalsim bude tato nerovnost hrat dileZitou roli.
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3.3 Minimum kvadratického funkcionalu
Zbytek prednasky bude vénovan feSeni operatorové rovnice

(3.48) Tu=w,

kde T je linearni operator T : H — H, s definiénim oborem D(T') C H.

Definice 3.13 BudiZ T : H — H operator s definiénim oborem D(T') a budiz
w pevny prvek z H. Funkciondl F' s definiénim oborem D(F) = D(T), dany
predpisem

(3.49) F(u) = (Tu,u) — 2(w,u) pro u € D(T),

nazveme kvadratickym funkciondlem (uréenym operdtorem T').

Priklad 3.10 (i) Je-li T operator z pfikladu 3.9 (i) aje-liw = {t;}2, € I? (= H),
ma funkciondl F' ze vzorce (3.49) tvar

= i i aiTiT; — 2 i tizi, u={zr;}2, € H.
i=1 j=1 i=1

Vyskyt soudint z;z; ukazuje na Lvadratzcky charakter funkcionalu F.
(ii) Je-li D operéator ze cviéeni 3.5, ma funkcional F z (3.49) pro pevnou funkci
w € L*(0,c) tvar '

= [P + @) - 20(e)u(a)lds.

2 2

Kvadraticky charakter funkcionalu F je opét zdiraznén vyrazy u  a u®.

.0

Vsude v dal$im budeme predpokladat, Ze H je realny Hilbertiv prostor a e
linearni operator T': H — H je

o symetricky,
. klddn;j resp. kladné definitni,
e jeho definiéni obor D(T') je v H husty.

Vedle operatorové rovnice (3.48) budeme fedit nasledujici tzv. variaéni ilohu, tj.
ulohu najit minimum kvadratického funkciondlu F z (3.49) na mnoZiné D(F) =
= D(T), &li prvek uo € D(T) takovy, Ze

(3.50) F(uo) = urerg(r%) F(u).

O prvku ug pak fikame, Ze realizuje minimum kvadratického funkciondlu F.
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Poznamka To, Ze hledame minimum funkcionalu F' a nikoliv maximum, ma
hluboky smysl. Je-li totiZ @& # o n&jaky prvek z D(T), je pro kaZdé realné &islo ¢
také ti € D(T) a plati

F(ti) = (T(t), ti) — 2(w, ti) = t*(Ta, @) — 2t(w, @)

(vyuZili jsme linearity operatoru T a pravidel o poéitani se skaldrnim souéinem;
pfipomefime, Ze uvaZujeme pouze redlné prostory). Je tedy

F(ti) = At* + Bt,

kde A = (T@, %) je kladné Cislo, protoZe operator T je kladny a prvek @ je
nenulovy. To v8ak znamen4, Ze F(ti) — oo pro |t| = oo, a funkciondl F' tedy
nemuze nabyvat mazima.

Hlavni tvrzeni této éasti rika:

Véta 3.13 Za vyse uvedenych predpokladi o operdtoru T plati:
K tomu, aby prvek ug 7esil operdtorovu rovnici (3.48), tj. aby platilo

(3.51) Tup = w,

je nutné a stacéi, aby prvek uo € D(T') realizoval minimum kvadratického funkcio-
ndlu F, tj. aby platilo (3.50).

Prvek ug je uréen jednoznacné.
Dutkaz A. Nutnost. Necht plati (3.50). Je tedy

pro kaZdé t € R a kaZdé v € D(T') [mnoZina D(T') je podle pfedpokladu linedrnim
prostorem, protoZe operator T je linearni; proto také ug + tv € D(T)]. Nyni plati

F(uo + tv) = (T(uo + tv), up + tv) — 2(w,up + tv) =
= (Tug + tTv, up + tv) — 2(w, up + tv)

(je totiz T'(uo + tv) = Tuo + T'(tv) = Tuo + tTv, nebot operator T' je linedrni),
a podle pravidel (S 2) a (S 3) z kapitoly 1 je

(Tuo + tTv, uo + tv) = (Tuo, uo) + t(Tv, ug) + t(Tuo,v) + t*(Tv,v),

(w, uo + tv) = (wa U‘O) + t(w’ ’U);

protoZe operator T je kladny, je i symetricky, a proto pomoci pravidla (S 1)
z kapitoly 1 je
(Tv,uo) = (v, Tug) = (Tuo, v).
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Nakonec tedy mame
F(uo + tv) = t*(Tv,v) + 2¢(Tuo, v) + (Tuo, uo) — 2t(w,v) — 2(w, uo),
a protbée F(uo) = (T'uo, uo) — 2(w, up), ma nerovnost (3.52) tvar
t3(Tv,v) + 2t[(Tuo,v) — (w,v)] >0
¢ili (opét pomoci pravidel (S 2) a (S 3))
t2(Tv,v) + 2t(Tup — w,v) > 0

Posledni vztah plati pro vsechna t € R. Na levé strané vsak je kvadraticky vyraz
at? + Bt + v, kde je a = (Tv,v)y > 0 diky kladnosti operatoru T. Ma-li byt
takovy vyraz neustale nezdporny, musi byt jeho diskriminant D = % — 4ay
nekladny. V naSem pfipadé vsak je v = 0, takZe podminka D < 0 ma tvar
B? = 4(Tup — w,v)? < 0; musi tedy byt = 0 &ili

(3.53) (Two — w,v) = 0.

Tento vztah plati pro kazdé v € D(T'). ProtoZe vSak mnoZina D(T') je husta v H,
je ’
Tup—w=o0 &li Tup=w (zdivodnéte!).

Pro ug tédy musi platit (3.51).
B. Postacéitelnost. Necht plati (3.51) a budiZ u libovolny prvek z D(T"). Oznaé-
me v = u — Up, tj. u = up + v. Pak je
F(u) = F(uo +v) = (T(uo + v),uo + v) — 2(w,up + v) =

= (Tuo, uo) + 2(Tuo,v) + (Tv,v) — 2(w;up) — 2(w,v) =

= F(uo) + 2(Tup — w,v) + (Tv,v)
(potitame podle stejnych pravidel jako v &asti A dakazu véty). ProtoZe plati
(3.51), je Tup — w = o a pfedposledni sitanec v pfedchazejicim vyrazu je roven

nule. Dostavame tedy

F(u) = F(uo) + (Tv,v),
a protoZe operator T je kladny, je (Tv,v) > 0 &ili
F(u) > F(up) pro kazdé wue€ D(T).

To v3ak uZ je vztah (3.50).

C. Jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze minimum funkcionalu F je realizovano
dvéma prvky uo a uj. Pak tedy plati jak Tup = w, tak i Tuj = w. ProtoZe
operator T je linearni, je '

(3.54) T(uo — ug) =Tup— Tug = w—w = o;
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protoze je operator T kladny, je

(T'(uo — ug), uo — ug) = 0.

Z (3.54) vsak plyne, Ze je (T'(uo — ug), uo — ug) = 0, a to je podle definice mozné
jen tehdy, je-li ug — ufy = o &ili
Ug = Ug.
Prvek up je tedy urlen jednoznalné.
|

Piiklad 3.11 (i) Zvolme H = R a Tu = au, u € R, s defininim oborem
D(T) = R; a je kladné &islo. Pak je (Tu,u) = au.u = au?; operator T je linearni
a kladny. Pro dany prvek (éislo) w € R je F(u) = au® — 2wu a véta 3.13 Fika, Ze
uloha fesit (linearni) rovnici

ou=w
je ekvivalentni s Glohou hledat minimum funkce F.

(i) Pro operator T : I*—[? z pfikladu 3.9 (i), ktery je urlen nekonenou
matici A = (a;j)i j=1,2,., je podle véty 3.13 tloha fesit soustavu linedrnich rovnic
(3.55) Y ajzi=t, i =1,2,...,

i=1
tj. operatorovou rovnici Tu = w, kde w = {t;}2, je pevny prvek z [
au = {z;}2,, ekvivalentni s dlohou hledat minimum vyrazu

‘ F(u) = ZOO: Z a;;ziT; — 2 Z tz;
i=1 j=1 i=1
[viz pfiklad 3.9 (i)]. Presvédclte se, Ze k soustavé (3.55) dospéjeme ze vztahl
OF(u) _
Oz;

(iii) Pro operdtor D ze cvi€eni 3.5 je operdtorovd rovnice Tu = w vlastné
okrajovd tloha

(3.56)

0, i=1,2,...

—(pu')’ + qu = w na intervalu (0, c),
{ u(0) = u(c) =0,

nebot prvek u musi lezet v D(T'), a tedy musi byt u(0) = u(c) = 0. ProtoZe
mnoZina D(T) = C3((0,c)) je hustd v prostoru L?*(0,c), jsou splnény viechny
predpoklady véty 3.13 a podle této véty je Gikol najit feSeni okrajové tlohy (3.56)
ekvivalentni s @ilohou najit funkci up € C2((0,c)), pro ni% funkcional

(3.57) F(u) = /0 c[10(:8)lu'(ﬂf)l2 +q(2)u(2)]* - 2w(z)u(z)]dz

nabyva svého minima.
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Dulezitd poznamka Véta 3.13 dokazuje ekvivalenci dvou uloh, ale u Zadné
z téchto dloh neni zaruleno, Ze feSeni také skutecné ezistuje. '

Priklad 3.12 Uvazujme operator D z pifkladu 3.11 (iii); pro jednoduchost zvol-
me jesté p(z) = 1, q(z) = 0. Uloha najit minimum funkcionalu

Flu) = / (@) —20(e)u())de

pro u € C2((0, c)) je ekvivalentni s feSenim velmi jednoduché okrajové iilohy
(3.58) —u”"=w na (0,¢), u(0)=u(c)=0.

Zde je w pevny prvek z L%(0,c), a posledni okrajov4 tloha zfejmé& nemd YeSeni
v C2((0,c)), neni-li funkce w spojitd.

My v3ak umime okrajovou tlohu (3.58) fesit, i kdyZ funkce w neni spojita:
staci, aby existovaly integraly ve vyrazu

[ X
w(z) =2 / (c - w(t)dt + <=2 / buo(t)dt
CJz ¢ 0
[pfesvédéte se o tom, Ze tato funkce skuteéné Fedi dlohu (3.58)!]. Tato funkce u
ovSem nemusi mit obecné& spojitou druhou derivaci, a proto nepatii do CZ((0, c)) =
= D(D).
Bylo by proto vhodné rozsirit vhodnym zpusobem definiéni obor operatoru D
a tim i defini¢ni obor funkcionalu F'; je to i pfirozené: z formule (353&) je vidét,
Ze pozadavek u € C2((0,c)) je zbytené& silny, nebot se tam vyskytuje jen pruni
derivace, a ani ta nemusi byt spojita; stati, kdyz bude u' € L?(0,c).
0

Definice 3.14 BudiZz T kladné definitni operdtor z H do H a necht je jeho
defini¢ni obor D(T') husty v H. Na prostoru H necht je definovan skalarni soucin

(u,v). -

Definujme nyni na D(T') novy skalarni soulin, ktery oznalime
(u’ v)Ta u,v € D(T))

timto predpisem
(uvv)T = (Tu,v).

[DokaZte jako cvifeni, Ze tento novy skalarni souéin spliiuje podminky (S 1) -
(S 3) z definice 1.4. VyuZijte symetrie, linearity a kladnosti operatoru T

Timto novym skalarnim sou¢inem jsme z linearniho prostoru D(T") ulinili uni-
tdarni prostor. Neni-li tento prostor uplny, provedeme jeho ziplnéni, tj. doplnime
mnozinu D(T) dal$imi tzv. idedlnimi prvky z H tak, Ze skalarni sou€in (u,v)r
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bude definovan i tehdy, bude-li u nebo v patfit k dopliiujicim idealnim prvkdm.
Dostaneme tak Hilbertiv prostor, ktery oznalime

Hr
a nazveme energetickym prostorem.

Cviceni 3.6 DokaZte, Ze energeticky prostor Hr ma tyto vlastnosti:
(i) Plati
HrCH

a mnozina D(T) je hustd v Hr [pozor: hustotu zde chapeme vzhledem k novému
skaldrnimu soudinu (., .)r!]
(ii) Definujeme-li na Hr energetickou normu ||.|r pfedpisem

%//5-39.2 ) lullr = v/(w,w)r, u € Hr,

platii-'pro kazdé u € Hr nerovnost

(3.59) lull < %nunT

(tato nerovnost soucasné dokazuje, ze je Hr C H!).
Konstrukci dopliiujicich prvkd [které patfi do Hr, ale nikoliv do D(T')] zde
nebudeme popisovat. Obecny popis mnoZiny Hr je dan timto tvrzenim.

Véta 3.14 Prvek u € H patii do Hr tehdy a jen tehdy, existuje-li posloupnost
{un}, prvkd z D(T) tak, Ze
lim “um - Un”T =0 a lim ”un - u” =0.
n—oo

m,n—00

Priklad 3.13 Pro H = L?*(0,c) a operdtor T : Tu = _u" 5 definiénim oborem
D(T) = C3((0,¢)) je

(u,v)7 = / Tuw dz = —/ u"v dz.
0 0

V prikladu 3.9 (ii) jsme ukazali, Ze je

(wo)r = [ wa(e)ds,

a tedy je

Iulf = [ W),
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Posledni dva vzorce maji smysl nejen pro u € D(T'), ale pro $irsi tfidu funkei u,
jejichz derivace u' ezistuje a patfi do L*(0,c). To v3ak je prostor W'?(0,c) (viz
kapitola 2), a v naSem pfipadé lze ukazat, Ze

Hr = Wy*(0,c¢)

(viz definice 2.25).
Budeme-li na D(T') = CZ((0, ¢)) uvaZovat obecné&jii operator
D : Du = —(pu')’ + qu ze cvifeni 3.5, bude

(u,v)p = / (pu'v’ + quv)dz
0

Ity = [ p(w) + au?)d,
ale energeticky prostor Hp bude stejny jako u operatoru Tu = —u” :
Hp = W2(0,¢).
O

Definice 3.15 Budiz H Hilberttiv prostor, w pevny prvek z H, T : H— H
linedrni operator a Hr jeho energeticky prostor. Pro u € Hr definujme (kvadra-
ticky) funkcional F : Hr — R pfedpisem

(3.60) F(u) = llullz - 2(w, v).

Pro u € D(T) je ||ul|¢ = (Tu,u), a tedy je F(u) = (Tu,u) — 2(w,u) (viz
vzorec (3.49)). Funkcional F je tedy rozsirfenim funkcionalu F z (3.49) z mnoZiny
D(T) na HT.

DilezZité ovSem je, Ze pro funkcional F ma varialni uloha feSeni:

Véta 3.15 Budiz T : H— H kladné definitni operdtor s definiénim oborem hus-
tym v H. BudiZ Hr prislusny energeticky prostor.

Pak ezistuje prdvé jeden prvek uo € Hr tak, Ze pro funkciondl F ze vzorce
(3.60) plati
(3.61) F(ug) = min F(u).

uEHT
Dtkaz BudiZz w pevny prvek z H, vystupujici v definici funkcionalu F. Vyraz
l(u) = (w,u), u€ Hr,

je linearni funkcional. Podle Schwarzovy nerovnosti a podle nerovnosti (3.59) je
1
= < = —_—
|{(w)] = [(w, u)| < [lw]]jull |lw||\/EHUIIT,
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tj. | je také omezeny funkcional na Hr. Podle véty 2.18 je tedy ! spojity linearni
funkcional nad Hilbertovym prostorem Hr, a podle Rieszovy véty 2.35 existuje
pravé jeden prvek uo € Hr tak, Ze plati I(u) = (uo, u)r, tj.

(w,u) = (uo, u)T.

Pak vsak je (pouii\)érne definice energetické normy a pravidel (S 1) — (S 3) pro
energeticky skalarni sou€in)
F(u) = |ull7 = 2(w,u) = (v, u)r — 2(uo,u)r =
= (u, u)r — 2(uo, u)T + (U0, uo)T — (U0, U0)T =

= (uo — u, o — u)r — (uo, o)1 = [[o — ull7 — ||uoll7
a posledni vyraz bude nejmensi, bude-li vyraz ||luo — u||% nulovy, tj. bude-li
U = Ug.

Pak je
min F(u) = F(uo) = —||uo|/>

UEHT

a véta je dokazana.
|

Poznamka Prvek uo € Hr, ktery realizuje minimum funkciondlu F z (3.60)
a jeho¥ existenci jsme pravé dokéazali, nazyvame zobecnénym fesenim operatorové
rovnice

Tu=w.

O zobecnéném feSeni hovofime, protoze vyraz Tug nemusi mit smysl, je-li sice

ug € Hr, ale u ¢ D(T).

113



Doporucena literatura

[1) L. Collatz, Funkciondlni analyza a numerické matematika, SNTL, Praha
1970

[2] A.N. Kolmogorov, S. V. Fomin, Zdklady teorie funkci a funkciondini analyzy,
SNTL, Praha 1975

[3] A. Kufner, Geometrie Hilbertova prostoru, SNTL, Praha 1973 a 1975
[4] A. E. Taylor, Uvod do funkciondini analyjzy, Academia, Praha 1973
[5] P. Drabek, Integrdlni rovnice, SNTL, Praha 1991

[6] J. Matusd, Ortogondlni systémy, SNTL, Praha 1982

[7] K. Rektorys, Variaéni metody v inZenyrskych problémech a v problémech
matematicke fyziky, SNTL, Praha 1974

[8] A. Kufner, O. John, S. Fu&ik, Function. Spaces, Academia, Praha 1977
[9] P. Drabek, S. Mika, Matematickd analyza II, skripta ZCU, Plzei 1992

(10] A. Kufner, Obycejné diferencidlni rovnice, skripta ZCU, Plzet 1993

114






Predmluva

Predkladame ¢tenafi zaznam pfednéasek pfedmétu Funkcionalni analyza, ktery byl ve $kol:
nim roce 1993/94 poprvé zafazen do-zimniho semestru a ktery byl uréen zejména studentiim
zameéfeni matematické a pocéitadové modelovani. Tento uéebni text navazuje bezprostfedné
na skripta P. Drabek, A. Kufner: Uvod do funkcionalni analyzy, ZCU Plzei 1993. Abychom
zdfiraznili logickou souvislost obou pfedmétd, byl vyse zminény ,Uvod“ uveden jako pre-
rekvizitni pfedmét pro tuto pfednasku a zdrovefi jsme tento text uspofadali tak, Ze &islovani
kapitol a odstavcl navazuje na é&islovani ve vySe zminénych skriptech. Prvni tfi kapitoly,
obsazené v predchozich skriptech, se zabyvaji linedrnimi objekty. Jsou tam studovany li-
nearni prostory, linearni funkcionaly a linedrni operatory. V téchto skriptech se budeme
s vyjimkou Gvodni (Etvrté) kapitoly zabyvat pfedeviim metodami nelinedrni funkciondl-
ni analyzy. Zatimco teorie linedrnich operatord je v dnesni dobé jiZ pomérné podrobné
rozpracovana, v teorii nelinedrnich operatori se setkivame stale s celou fadou otevienych
problémi, které je moZno pomérné snadno formulovat, ale jejichZ feseni odolava pokusim
mnoha matematikt na celém svété. Pritom je tfeba zduraznit, Ze se jedna o problémy, kte-
ré vyplyvaji z praktickych tloh inZenyrské praxe, matematické fyziky, ekonomie, biologie,
chemie, mediciny, sociologie atd. Vyhoda funkcionalni analyzy spoéiva v tom, Ze je schopna
fadu takovych matematickych model pojmout abstraktné a pomoci svého aparatu je vyfre-
Sit. Dnes$ni moderni svét vyZaduje, aby se védci zabyvali stile pfesnéjsimi modely, a ty pak
vedou k nelinedrnim ilohdm, z nichZ mnohé je moZno interpretovat ve tvaru nelinearnich
operatorovych rovnic. Proto chceme podstatnou ¢ast téchto skript vénovat pravé otazkam
fesitelnosti takovych rovnic a zasvétit Ctenare do tajemstvi nékterych zakladnich — ale
uziteénych — metod nelinearni funkcionalni analyzy.

Na tomto misté je tfeba zdlraznit, Ze pfednaska je jenom #vodem do nelinearni funk-
cionélni analyzy. Ctena¥, ktery mé zéjem seznamit se podrobné&ji s touto tematikou, mize
prostudovat doporucenou literaturu, pfipadné nékteré prameny v ni uvedené.

Dékujeme pantim Miroslavovi Altmanovi a MiloSovi Brejchovi, studentim 4. ro¢niku
zaméfeni matematické a poditadové modelovani, za peclivé pfepsani rukopisu do systému

IATRX.

Plzen, Cerven 1994

Autofi
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Kapitola 4

Zakladni pojmy ze spektralni teorie
linearnich operatora

Necht T je linearni operator z Hilbertova prostoru H do H. Cislo A € € nazveme vlastnim
¢islem operatoru T, existuje-li nenulovy prvek u € H tak, Ze

(4.1) Tu= \u
neboli
(4.2) Tu— du=o.

Prislusné feseni u # o rovnice (4.1) nazveme vlastnim prvkem operatoru T (odpovidajicim
vlastnimu &islu ). Ctenéf se miZe setkat s nasledujicimi tvary rovnice (4.1):

Thu=o0 nebo (T —-Al)u=o,

kde T\ = T — M (I je identicky operator) je linearni operator z H do H, zavisejici na
(komplexnim) parametru A.

Pozorovani Snadno zjistime, Ze jsou-li v a v vlastni prvky operatoru T odpovidajici
témuZ vlastnimu &slu A, je vlastnim prvkem (odpovidajicim témuZ M) i libovolna jejich
linearni kombinace (ovéfte!).

Na zakladé této skuteénosti miZeme nadile pfedpokladat, Ze jsou-li uy,...,u, € H li-
nearné nezavislé vlastni prvky operatoru T, odpovidajici témuZ X, tvo¥i jiZ ortonormalni
systém. V opaéném pfipadé miZeme totiz pouzit Gramovy-Schmidtovy ortonormalizace
(viz odst. 2.4) a dostaneme novy systém, jehoZ prvky budou opét linearné nezavislymi
vlastnimi prvky operatoru T' odpovidajicimi vlastnimu éislu A.

4.1 Samoadjungované operatory

Z definice 3.11 samoadjungovaného operatoru T' a z vlastnosti (1.28) skaldrniho soudinu

vyplyva rovnost B
(4.3) (T-M)"=T-AI.
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Operator T) je tedy samoadjungovany pravé tehdy, kdyz je &islo A realné (zdivodnéte!).

Véta 4.1 Viastni éisla samoadjungovaného operdtoru T jsou redlnd a lezi v intervalu
(mT,MT), kde
mr = inf (Tu,u), Mr = sup (Tu,u).

[Fell=1 flufj=1

Dikaz Necht A je vlastni &islo operatoru T. Potom A € R, a z definice vlastniho ¢isla
dostavame existenci prvku u € H, u # o, takového, Ze ‘

Tu=M\u.
Vynasobime-li tuto rovnost skalarné prvkem u, dostaneme

(Tu,u) = O, ) = M w) = Aul?,

a tedy
)\ _ (T’Lt, ’LL)
Jull®
ProtoZe u # o, plyne odtud ihned
mr < (T'w,u) < Mr.
Jlell?

Poznamka Plati

(Tu, )] < [ Tull - flull < IT|lflul?

(zdtvodnéte!). Pro ||u|| = 1 tedy [(T'u,u)| < ||T||, odkud plyne mr > —||T||, Mz < ||T||-
Da se ukazat, Ze plati
IT|| = max(|mz|, |Mr]).

Véta 4.2 Viastni prvky samoadjungovancho operdtoru T, odpovidajici riznym vlastnim
¢islim, jsou ortogondlni.

Dikaz Necht Tu = Au a Tv = pv, kde X # p. Plati tedy
AMu,v) = (Au,v) = (Tu,v) = (v, Tv) = (u, pv) = p(y,v)
(zdtvodnéte podrobné uvedené vztahy!). Odtud
(A )(u,0) =0,

a protoZe A # u, dostdvidme (u,v) = 0.



Je-li A vlastni &slo operatoru T, neexistuje podle véty 3.5 inverzni operator (T' — AI)~'.
JestliZe A neni vlastnim &islem, tento operdtor existuje, ale nemusi byt spojity (viz cvide-
ni 3.2(iv)).

Definice 4.1 Ty hodnoty A, pro které existuje spojity inverzni operator
T = (T - AI)™!

a pro které je R(T») = H (tj. pro neZ ma rovnice

(4.4) Tu—du=v

feSeni pro kaZdé v € H), se nazyvaji reguldrni hodnoty operatoru T. VSechna &sla ),
ktera nejsou regularnimi hodnotami operatoru 7', tvofi mnoZinu, ktera se nazyva spektrem
operatoru 7. Spektrum budeme znacit o(T).

Pozorovani Vlastni ¢isla operatoru T patfi do jeho spektra.

Priklad 4.1 Identicky operator I je samoadjungovanym operatorem (zdivodnéte!) a rov-
nice (4.2) ma tvar
Iu—Jdu=o0 ¢&li (1-Au=o.

Odtud vyplyva, Ze jedinym vlastnim ¢islem operatoru I je ¢islo A = 1 a vlastnim prvkem
je ka%dy nenulovy prvek u € H. Pro A # 1 existuje inverzni operator T " :

1
I'U, t_]T/\—l=T———/\—I

1
u="Tytv = v

T—A " 1=

Rovnice Thu = v mé tedy pro A # 1 feSeni pro kazdé v € H (tj. R(T») = H) a pfitom T '
je spojity operator (zdivodnéte!). KaZzda hodnota A # 1 je regularni hodnotou operatoru I
a jeho spektrum tvofi jediné vlastni &slo A = 1: (1) = {1}.

a
P¥iklad 4.2 UvaZujme operator T : 2> — I? definovany piedpisem
1 .1, 2
Tu =4 ~u, ¢ pro ka?dé u = {u,} € I*.
n
Tento operator je samoadjungovany (zduvodnéte!) a pfitom plati mr = 0, My = 1.

Skuteéné, plati

[oe] 1 o0 o0
(Tu,u) = Z UL, = Z —|u,|* < Z lun|® = ||ul|?, tj. Mr < 1.
n=1 n n=1 n n=1

Pritom nemuZe byt My < 1, nebot pak bychom dostali

(T, u) < Mrllull® < |lul?
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pro viechna u € [?, ale pfitom pro u = e; = {1,0,0,...} je
(Ter,e1) = 1 = [lea|?,
coZ by byl spor. Déle je (T'u,u) > 0, a proto také mg > 0. UkdZeme, Ze nemiiZe byt mz > 0.
Kdyby tomu tak bylo, vezmeme tak velké pfirozené éislo N > 0, Ze N < mr. Pro prvek
ey = {0,0,...,0,1,0,...} (s jedni¢kou na N-tém misté) je pak
1

1
(Ten,en) = N ~llen|l* < mrllen|l?,

coZ je ve sporu s tim, Ze musi platit
2
(Tw,u) 2 mr|ul]
pro viechna u € I, tj. i pro u = ey.

Pro vlastni ¢isla operatoru T tedy podle véty 4.1 plati: 0 < A < 1. Rovnice Tu = lu
ma v tomto pripadé tvar

1 1
(4.5) —Up = AUy, t]. (— — A) U, =0
n n
1
pron =1,2,3,.... Z vyrazt (4.5) plyne, Ze A, = — jsou vlastnimi Cisly operatoru T a e,
n

- 1 .
jsou jim odpovidajici vlastni prvky. Na druhé strané, je-li A # — (n = 1,2,...), maji
n
rovnice (4.5) jen FeSeni u, = 0 (n = 1,2,...), tedy rovnice (4.2) ma jen trividlni FeSeni
u = o.
Zaroven vsak ¢&islo A = 0 patfi do spektra o(T'). Vzhledem k zavedenému oznacleni je
T = Ty. Existuje sice operator inverzni

T PP
definovany vztahem
To",lu = {nu,} prou = {u,} € 2,
11
ale neplati R(To) = H. Prvek v = {1, 230 } totiZ patii do I?, ale rovnice

Tou =v

nemé v [ feSeni (zdfivodnéte!). Navic inverzni operator ;' neni omezeny (a tedy ani
spojity), nebot je
Ty 'e, =ney, n=1,2,...,

odkud plyne
175 "enll = n = nlea|.

Nemtuze tedy existovat islo C > 0 takové, aby platilo
175 ull < Cllul|
pro kazdé u € I%.



Posledni pfiklad ukazuje, Ze spektrum operdtoru mize byt bohat$i neZ je mnoZina jeho
vlastnich &isel.
Nasledujici tvrzeni charakterizuje regularni hodnoty operatoru T'.

Véta 4.3 Cislo ) je requldrni hodnotou samoadjungovaného operdtoru T prdvé tehdy, kdysz
existuje Cislo ¢ > 0 takove, Ze
(4.6) I Tw — duf| 2 cjull

pro vSechna u € H.

Spektrum operatoru T : H — H charakterizuje nasledujici tvrzeni.

Véta 4.4 Cislo X je bodem spektra samoadjungovaného operdtoru T privé tehdy, kdyz
ezistuje posloupnost {un,} C H, ||un| =1 tak, Ze

(4.7) |Tun —Aug]l =0 pro n— oo.
Dtkaz Podminku (4.6) maZzeme formulovat také takto:
|Tu— Aul| > ¢>0

pro ta u € H, pro néz je ||u|| = 1. Nesplnéni této podminky je ekvivalentni splnéni
podminky (4.7), a tedy ekvivalentni tomu, Ze A neni regulédrni hodnotou operatoru 7' (&li

je bodem spektra o(T)).
|

BliZsi charakterizaci bodd spektra a regularnich hodnot samoadjungovaného operatoru
T : H — H podavé nasledujici véta.

Véta 4.5 Komplezni ¢isla s nenulovou imagindrni édsti A = a +16, B # 0, jsou regu-
larnimi hodnotami samoadjungovaného operdtoru T'. Spektrum operdtoru T lezi na redlné
ose v uzavieném intervalu (mg, Mr), pfidemZ oba krajni body do spektra pati.

Dtkaz Jeliv=Tu=Tu- Au, je

(u,v) = (v, Tu — Au) = (u, Tu) — Mu,u) = (Tu,u) — Mu,u),

(v,u) = (Tu = My u) = (Tu,u) — A(u,u),

a tedy B
(4,0) = (v,u) = (A = A)(u, u) = 2iBlu]|*.

Podle Schwarzovy nerovnosti dostavame
21811lull* = I(u,v) = (v,u)| < [(u, v)] + (v, w)| < 2juf]lv]l.

Pro ||u|| # 0 odtud plyne |[v|| > |B]||u|| a tato nerovnost plati i pro u = o. ProtoZe v = Thu,
je
I Toull = |Bl|ull, v € H.
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To je v8ak nerovnost (4.6) s konstantou ¢ = || > 0. Cislo A = a+: je tedy podle véty 4.3
regularni hodnotou operatoru T ¢ili nelezi ve spektru.
Pro A > My je A — Mt = ¢ > 0 a na zakladé definice ¢isla M7 mame

(Tau, u) = (Tu,u) = ANu, u) < Mrllull* = Mul|* = —c||u®
¢ili
[(Tou, w)] > cllul®

(zdavodnéte!). Protoze podle Schwarzovy nerovnosti je souasné
(Taw, w)| < ([ Taulfflu]l,

davaji obé& posledni nerovnosti podminku (4.6) &ili éisla A > M7 jsou regularni. Stejnym
zpusobem se dokaZe, Ze pro A < mr je splnéna podminka (4.6) s ¢ = mr — A, a tedy také
viechna é&isla A < mr jsou regularni (zddvodnéte!).

Z vyse uvedenych Gvah vyplyva, Ze do spektra ¢(T") mohou patfit jen takova A, pro
néz plati my < A < Mr.

Necht nyni A = Mr. Podle definice ¢isla Mt existuje posloupnost {u,} C H, |u,|| =1
splhujici

(Ttn,un) — Mr.

Potom plati
| Tun — Mrug)|® = (Tun — M1, Tty — Myuy,) =

= (Ttn, Ttn) — Mr(tn, Ttp) — Mp(Ttn, upn) + M2(tn, u,) =
= || Tun||* — 2Mr(Tun, un) + M7 |Jtin||* < TP flnll® — 2M7(Tteny un) + M Juin]|*
Necht |mr| < |Mr|. Podle poznamky za vétou 4.1 je pak |[Mr| = ||T||. Mame tedy (vzhle-
dem k tomu, Ze ||u,|| = 1):

0 < ||Tu, — MTunll2 < 2M12~ — 2M71(Ttn, ty) -

ProtoZe (Tun,un) — My, konverguje pravéa strana v posledni nerovnosti k nule. Je tedy
splnéna podminka (4.7) a &islo M7 patfi do spektra o(T). Je-li |mz| > |Mr|, definujeme
novy operator takto:

B=T—-mrl.

Potom dostavame
(Bu,u) = (Tu,u) — mz(u,u),

a tedy Mp = Mr — mr, mp = mg — mgp = 0 (zddvodnéte!). Pro operator B tedy plati
|Mp| > |mp| a podle vySe dokdzaného tedy existuje posloupnost {u,} C H, l|u,| =1 tak,
ze plati

|| Bun, — Mpuy,|| — 0 pron — oo.

ProtoZe vSak Bu, — Mgu, = (T — mrl)u, — (M7 — m7)u, = Tu, — Mru,, mame také

|Tun — Mruy,|| — 0.
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Odtud plyne, Ze Mt pat¥i do spektra také pro |Mr| < |mr|.
Podobné se dokéZe, Ze také mr patfi do spektra o (7).
|

Poznimka Z véty 4.5 vyplyva, Ze spektrum o(7T') samoadjungovaného operdtoru T je
neprazdnad mnoZina (patf{ tam pfinejmensim &isla m7 a Mr). Neplyne odtud vsak, Ze musi
existovat vlastni ¢islo operdtoru T"! Existuji operatory T, u nichZ je spektrum tvoreno viemi
Cisly z intervalu (mr, Mr) a u nichZ pfitom neexistuje Zadné vlastni Cislo.

Priklad 4.3 Operator T : L*(0,1) — L*(0,1) definovany na realném prostoru L*(0,1)
predpisem :
(Tu)(t) = tult), t € (0,1)

mé vyse uvedenou vlastnost. DokaZte!
Vypodteme nejprve Cisla m7 a Mr. Podle definice mr plati

1
mr = _inf (Tu,u)= inf tu®(t)dt > 0.

[lull2=1 lfullzz=1Jo

Uvazujme posloupnost funkei u, € L*(0,1) definovanych piedpisem

1
\/T_la te (01—>a
n
1
0, te (L),
n

1
/ ui(t)dt =1
0

un(t) =

n=12,.... Potom

a zaroven
/lt 2(4) dt jllnt 2(4) dt < - /1 2(4) dt =
= — u = —
o un 0 un ~nJo n‘ n’
tedy
1
/ tul(t)dt — 0
0
(zddvodnéte podrobné). Odtud pak vyplyva, Ze

mT:O.

Podobné ukazte sami, Ze
Mr=1.

Prfedpokladejme, Ze A je vlastni &islo operatoru 7. Potom musi existovat nenulova
funkce uy € L*(0,1) (tj. funkce, ktera je v intervalu (0,1) riizné od nuly na mno%in& M
kladné miry!) tak, Ze

Tu,\ = /\u,\,
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i.
tux(t) = Mux(t) pro skoro vSechna t € (0,1).

Posledni vztah miZeme psat ve tvaru
(t — A)ux(¢) =0 pro skoro viechna t € (0,1).

Tato rovnost v§ak nemtZe byt splnéna pro skoro vSechna t € M (zdivodnéte!). To je spor.

Operator T tedy nema Zadné vlastni ¢islo.
Podle véty 4.5 plati 0 € o(T) a 1 € o(T). Zvolme nyni libovolné A € (0,1). Potom

1
existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng je (/\ - — A+ —) C (0,1). Pro tato n tedy
n n

muZeme definovat funkce u, = u,(t) pfedpisem

\/z te<A—1,A+l>;
2 n n

un(t) =
0, pro ostatnit € (0,1).
Un

l | |
[ r |

1 1 1
0 A—— A At —

n n

Potom plati

1
/ w2(t)dt =1
0

a zaroven |

1. 1 n
2 2 —
I Tn — M2 = /0 (t— N2 (t) dt < E/0 uA(t)dt = —
(zdGvodnéte podrobné). Odtud
|ITun — Aty ||z — 0 pro n — 400,

a tedy podle véty 4.4 je A € o(T).
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Necht nyni A & (0,1). Oznalme
c=dist{A, (0,1)} >0

(tj. c je vzdélenost A od uzavieného intervalu (0,1)). Potom

: 1 1
| Tw — M3 = / (t— AN)2(t) dt > / u*(t) dt,
0 0

odkud
[Tw — Aul|zz > c||ul|L2

Podle véty 4.3 je tedy A regularni hodnotou operatoru T'. Poznamenejme, Ze tato skuteénost
vyplyva téz pfimo z véty 4.5 nebot T' je samoadjungovany operator (zdivodnéte!).
O

MnoZinu Ker(T)) viech té&ch u € H, pro né% plati
Tywu=(T-X)u=o

nazyvame jddrem operatoru 7).

D4 se ukézat, Ze plati nasledujici tvrzeni.
Véta 4.6 Pro kazdé (komplexni) cislo A plati
H =R(T)) & Ker(T).
Disledek Cislo A je vlastnim éslem operdtoru T' tehdy a jen tehdy, je-li H # m

P#iklad 4.4 Definujme operator T : I* — [* pfedpisem: Pro u = {u;}, v = {v;} e e

Tu = v, kde
o0
v = E Q;Uj, Z=1,2,....
i=1

Predpokladejme nejprve, Ze a;; = 0 pro ¢ # j a «; jsou redlna &isla, 1 = 1,2,3,.. ..
Predpokladejme dale, Ze mnozina ¢isel a;; je omezend, a oznacme
m =infeay;, M =sup ;.
i i

Operator T je spojity:

ITull® = flv]l* = Z Joil* = Z o sl * < (sup i) Z fual* = (sup fea*) ]l

Déle plati (T'u,u) Zv,u, Zan‘|u,~|2, a tedy -
mz Iull2 (Tu,u) < MZ lui|? .
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ProtoZe soucasné (Te;, e;) = i, je m = mp, M = Mr.

Rovnice Thu = o se da vyjadrit jako soustava rovnic
(48) (a,-,-—)\)u,-:O, i=1,2,... .

Odtud plyne A; = a;;, ¢ = 1,2,..., a tedy oy; jsou vlastni &isla operatoru T'. Vlastnimu
¢islu A; odpovida vlastni prvek e;. SouCasné vyplyva ze soustavy (4.8), Ze Zadné jiné vlastni
Cislo neexistuje (zdivodnéte!). Nyni vySetfime spektrum o(7"). Utvofme viechny moZné
konvergentni posloupnosti {p }, jejichZ prvky vybirdme z &isel Ay, Ag, . ... Je-li p = kll’rg Kk,

jep € o(T). Je totiz px = A, , kde {ni} je podposloupnost posloupnosti {1,2,3,...}, atedy
Ten, = Any€n, = fikEn, -

Dale plati

Jim (11— p)ew, = o,

nebot
l(er = p)enyll = |k — plllenl = lux — | — 0,

a tedy
“Tenk - luenk” = ”Te'"-k — Pkeny t Pklny, — ouenk” = “(/J'k - lu)enk” -0

pro k — oo. Soucasné kromé takto definovanych Cisel p jiz Zadné jiné &islo do o(T') nepatfi.
Je-li totiz A takové Cislo, Ze v intervalu (A—§, A+ 6) s néjakym & > 0 neleZi zadné z vlastnich
¢isel ), je pro viechna u = {u;} € I?

Tu—Au= {(A —ANu;}, kde |\, = A| > 6,

a tedy
I1Tw = Aufl* = 31N = AP |wil® > 62 3 |uil* = 6%Jjul|®.
Znamena to, Ze je splnéna podminka (4.6) s éislem ¢ = §, a &islo A je tedy regularni

hodnotou.
0

Poznamka Specidlnim pripadem operatoru T z predeslého pfikladu je operator s koe-
1 - 7’ 4
ficienty an, = — (viz téZ ptiklad 4.2). Posloupnost {—} je tedy posloupnosti vlastnich
n n
Cisel a jediné dalsi Cislo, které lze vyjadrfit jako limitu néjaké podposloupnosti posloupnosti

—,..., pfiCemz

vlastnich Cisel, je islo 0. Spektrum je tedy tvofeno vyhradné cisly 0, 1, 27377

0 neni vlastnim dislem.

12



Priklad 4.5 UvaZujme vSechna raciondlni lisla z intervalu (0,1) a sefadme je do posloup-
nosti {r,}. UvaZujme déle operator T z pfikladu 4.4 a poloZme ay, =1r,, n = 1,2,....
Viastnimi éisly T jsou tedy vSechna raciondini éisla z intervalu (0,1). Dale lze kaZzdé &is-
lo z intervalu (0,1) vyjadfit jako limitu posloupnosti racionalnich &sel. Odtud plyne, Ze
spektrum tohoto operatoru tvofi cely interval (0,1). VSechna iracionélni &isla z intervalu
(0,1) tedy patfi do spektra, ale nejsou vlastnimi &isly.

0O

Cvicenf 4.1 Vysetiete operator T : > — [I?, ktery prvku
u = {ul, U2y, Uz, Ugy .o oy Udp—15U2p,y - - } € l2

prifazuje prvek
2
Tu = {’LLQ, U, Uqy U3y ooy Udp, Udp—1y - - } € .

Ukazte, zZe jde o samoadjungovany operator, a vysSetfete jeho spektrum.

Cviceni 4.2 UvaZujme operator T definovany v pfikladu 4.4 s obecnymi hodnotami «;,
1,7 = 1,2,.... DokazZte, Ze operator T je kompaktni, pokud plati

(e} o0
ZZ,O@'P < 0.

=1 j=1

Névod: Definujte operator T, : > — [* tak, Ze predpis v = T,u znamena
[e o]
v; =2a§;)uj, 1=1,2,...,
j=1

kde az(-;z) = a;; proz < n, az(-;l) = 0 pro ¢ > n. Obor hodnot R(7}) je konenédimenzionalni.

Dokazte, ze
IT-T? < Y Dl = 0.

i=n+1 j=1

Nakonec pouzijte vétu 3.7.
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4.2 Kompaktni operatory

Necht kompaktni operator T': H — H zobrazuje Hilbertav prostor H do sebe. Symbolem
Ker(T)) jsme oznadili mnoZinu vSech feSeni rovnice

(4.9) Tyww=Tu— u=o0
(kde X je komplexni &islo).
Cviceni 4.3 Ukazte, Ze Ker(T)) je uzavienym linedrnim podprostorem prostoru H.

Plati nasledujici tvrzeni.

Véta 4.7 Budiz T : H — H kompaktni operdtor. Je-li A # 0, je mnozina Ker(T))
konecnérozmérnym podprostorem prostoru H.

Dikaz Neni-li A vlastnim &islem T, pak Ker(T)) obsahuje pouze nulovy prvek o € H a vé-
ta je dokadzana. Necht tedy A je vlastnim Cislem operatoru T' a predpokladejme, zZe Ker(T))
neni kone¢nérozmérnym prostorem. Pak musi existovat nekoneéné posloupnost{u, } linear-
né nezavislych prvka z Ker(T)). MiZeme téZ pfedpokladat, Ze tato posloupnost je or-
tonormalni (zdivodnéte!). Je tedy |lux|| = 1 a z kompaktnosti operatoru T vyplyva, Ze
z posloupnosti {Tu,} lze vybrat podposloupnost konvergentni v H. Soutasné viak je

Tu, = /\uﬁ a Ty, = M, .
Pro n # m tedy je
1T um — Tun||* = [[Atm — Al = | Mum — ua)|* =

= AP lfum = uall® = AP (ltm]® + luall*) = 2]

(zde jsme vyuZzili toho, Ze (um,u,) = 0). ProtoZe |A| > 0, nemiZe byt posloupnost {T'u,}
ani zadna jeji podposloupnost cauchyovska, a tim spiSe nemuze konvergovat. To je vSak
spor, nebot T' je kompaktni operator. Mnozina Ker(T)) tedy nemuze byt nekone¢nédimen-
zionalnim prostorem.

|

Definice 4.2 Dimenzi prostoru Ker(7)) nazyvame ndsobnosti vlastniho cisla .

Poznamka 7 véty 4.7 vyplyva, Ze nasobnost nenulového vlastniho cisla kompaktniho
operatoru je vzdy konecné prirozené Cislo.

Piiklad 4.6 UvaZujme operator T : 1* — I*, ktery prvku

2
u = {ug, U2, U3y, Upn,...} €1

14



pfifazuje prvek

1 1
Tu= {O,ul,—2—u2,...,n—_—1—un_1,..v.} € 12.

Tento operator je kompaktnim operatorem (zdtvodnéte!). UkdZeme, Ze nemd Zddné vlastni
¢islo: Rovnost Tu = Au znamena, Ze

02/\U1,

Uy = /\Uz,
1

- =\
2“'2 us,
1

n —

Up—1 = /\una

7 téchto rovnic postupné vyplyva, e u; =0, u3 =0,..., up =0,..., tj. u =0 € %,
a

Poznamka Srovname-li operator T z prikladu 4.6 s operatorem definovanym v poznam-
ce nasledujici za prikladem 4.4, zjistime, Ze struktura mnoZiny vlastnich Cisel miZe byt
pro ruzné operatory rozmanita. Vice informaci o mnoziné vlastnich ¢isel obdrZime , budeme-
li nadale uvazovat pouze kompakini a samoadjungované operatory.

Véta 4.8 Je-li T kompaktni samoadjungovany linedrni operdtor z H do H, je kaZdy ne-
nulovy bod jeho spektra vlastnim cislem.

Dutkaz Necht A € o(T), A # 0. Podle véty 4.4 pak existuje posloupnost prvka {u,} C H,
lua]| = 1, takova, Ze
(4.10) Tu, — AMu, — 0 pron — oo.

Z omezenosti posloupnosti {u,} a z kompaktnosti operatoru 1" vyplyva, Ze existuje pod-
posloupnost {T'u,, }, kterd konverguje k néjakému prvku v € H. Z (4.10) pak dostavame

1 1 1
h (Tun, — (Ttn, — Aup, )] — X(v —0) = XU

Unk =

a ze spojitosti operatoru T plyne, Ze

1 1
v = lim Tu,, = T(lim u,, ) = T(X’U) = XT’U ,

k—rc0 k-0

- . |1] : . . % :
¢ili Tv = Av. Soucdasné je T = khm llun, || = 1 (zdGvodnéte!), a tedy v # o. Cislo A je

proto vlastnim &islem a v je jemu odpovidajici vlastni prvek.
|
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Poznamka Véta 4.8 nedava Zddnou odpovéd na otazku, zda bod A = 0 — pokud patii
do spektra o(T') — je ¢ neni vlastnim &islem. V nésledujicim pfikladé ukiZeme, Ze jedno-
znacnéa odpovéd na tuto otazku neexistuje.

Priklad 4.7 (a) Operator T definovany v pfikladu 4.2 je kompaktni (ukaZte to!) a ma tu
vlastnost, Ze A = 0 neni jeho vlastnim Cislem, ale patii do spektra o(T).
(b) Uvazujme nyni operator T': 1* — [* pfifazujici prvku

u={uy,ug,...} €1

prvek
. 1 1 1 1
Tu = uy,0,—-u3z,0, -us, 0, ——ur, 0, —ug, ... p .
{ 1 U0y 2Us 7uT: U, g }
Uvédomte si, Ze jde o specialni pfipad operatoru z prikladu 4.4. Tento operator je kompaktni

a samoadjungovany (dokaZte to!) a ma vlastni &isla A, = (—1)”“———1 (n=1,2,...).

2n —

Odpovidajicimi vlastnimi prvky jsou eg,_;. Ale také A = 0 je vlastnim ¢&islem s vlastnimi
prvky ez, eq €6, - - - .
Vsimnéte si, Ze dimenze prostoru Ker(7)) je pro A = A, rovna jedné, zatimco pro A = 0

je Ker(T,) nekoneénédimenzionalni prostor.
a

Poznamka Pro kompaktni samoadjungovany operator nemuZe nastat situace z prikla-
du 4.6, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.9 Kazdy kompaktni samoadjungovany linedrni operdator T': H — H md alespon
jedno vlastni éislo.

Dtkaz Je-li Tu = o pro vSechnau € H, je Tu = Ou, a A = 0 je tedy vlastnim &islem. Je-li
v H alespon jeden prvek u takovy, Zze Tu # o, je alespon jedno z &isel mp a M7 z véty 4.1
ruzné od nuly (zduvodnéte!). Toto &slo patfi podle véty 4.5 do spektra operdtoru T, a tedy

podle véty 4.8 je vlastnim &islem.
|

Skutecnost, Ze se vlastni ¢isla u obou operatoriu z predchazejiciho prikladu hromadila v okoli
bodu 0, neni ndhodnéa. Da se dokazat nasledujici obecné tvrzeni.

Véta 4.10 Necht e > 0. Vné intervalu (—e,e) miZe leZet jen konecny pocet vlastnich ¢isel
kompaktniho samoadjungovaného linedrniho operdtoruT : H — H.

Dikaz Tvrzeni dokdZeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje nekonecné mnoho ruznych
vlastnich Cisel A, operatoru T takovych, Ze |\,| > €. Potom existuje nekone¢né mmnoho
vlastnich prvka u.,:

Tu, = AU, .
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Zaroven lze predpoklidat, Ze |lun| = 1, a podle véty 4.2 je (un,um) = 0 pro Ap # Ap.
Zaroven plati

1Tun = Tt = [Antin = Amtem]* = [Antinl® + Amtim]|* =
= Pl llual® + AP lumll = [Aal® + A |* > 262

pro viechna m a n, m # n. Z posloupnosti {Tu,} tedy nelze vybrat konvergentni pod-
posloupnost. To je viak spor, nebof T je kompaktni operator a {u,} le?{ na jednotkové
kouli.

|

Poznamka VSechna nenulovi vlastni éisla kompaktniho samoadjungovaného operatoru
muiZeme setadit tak, Ze plati

Al 2> [Xe] 2> |As] > ... 2> A > ... > 0.

Tato posloupnost mize byt i kone¢na, existuje-li jen kone¢ny pocet nenulovych vlastnich
Cisel. .

Vlastnimu é&islu A\; odpovida koneény polet k; linedrné nezavislych vlastnich prvkd,
které mizeme povazovat za ortonormalni. Tyto prvky oznaéme

(4.11) Up, Uy« ..y Uk, -

Vlastnimu ¢&islu A(# A1) odpovida opét koneény polet k; linedrné nezavislych ortonor-
malnich vlastnich prvka

(4—12) Uky+1y Uky 429+ -+ Uky+ky -
Piitom prvky systému (4.11) jsou kolmé k prvkim systému (4.12), takZe systém, ktery
utvorime ze vSech téchto prvki dohromady, je opét ortonormalni.

Tak muzeme pokracovat pro vlastni &isla A3, Ay,..., aZ dostaneme ortonormalni po-
sloupnost {u,} (kone¢nou nebo nekoneénou) prvki z H, které jsou vesmés vlastnimi prvky
operatoru T'. 7 této konstrukce zarovehi vyplyva, Ze neexistuje dalsi vlastni prvek, ktery by
odpovidal nenulovému vlastnimu &islu.

Nékdy je tfeba uvaZovat vlastni &isla véetné jejich nasobnosti, a proto je lelné vytvorit
novou posloupnost vlastnich éisel, do niZ zafadime vlastni ¢islo A; tolikrat, kolik &ini jeho
nasobnost (tj. dimenze prostoru Ker T),): "

AL AL AL A Ag, e Ag, Ag Mgy Ag Ay

~—
ki —krit ko —krat k3 —krat

Tuto novou posloupnost oznalime {p;}. Bude pro ni platit:

|| > |pa] > ual > ... >0

a kazdému &islu pg z této posloupnosti bude odpovidat prdvé jeden vlastni prvek z orto-
normalni posloupnosti {ug}:
Tuk = HrpUg .
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Uvahy provedené v predchazejici poznamce miiZzeme shrnout v nasledujici vété.
Véta 4.11 Spektrum kompakiniho samoadjungovancho operdtoru T je tvoreno konecnou

nebo nekonecnou posloupnosti nenulovych redlnyjch viastnich &isel py (kterd miZeme seradit

vvvvv 4

podle klesajicich absolutnich hodnot) a popfipad€ jesté cislem 0. KaZdému vlastnimu éislu
pi odpovidd prdvé jeden vlastni prvek uy. Posloupnost {uy} je ortonormdlni.

O ¢disle A = 0 muZeme vyslovit nasledujici tvrzeni.

Véta 4.12 Je-li posloupnost {y} nekoneénd, patii bod A =0 do spekira o(T).

Dikaz Je-li {ux} nekoneéné posloupnost, plati

fim =t
(zdavodnéte!). Potom
ITuk = 0 well = |lpsun]l = |ulllwall = [px] =0,

tj. 0 € o(T).
|

By

Véta 4.13 Je-li posloupnost {pr} konecnd, patii ¢islo A = 0 do spektra o(T') jen tehdy,
Je-li vlastnim cislem operdtoru T.

K dikazu této véty potfebujeme néktera pomocnd tvrzeni.

Oznacme H; mnoZinu vSech konvergentnich fad (ve smyslu normy prostoru H) tvaru
§ Qrug,
k

kde ay € R a {ux} je posloupnost vlastnich prvkd operatoru T'. Potom H; je Hilbertiv
prostor, v ném? prvky uy tvofi iplnou ortonormalni bazi. Zdivodnéte! (Je-li {ux} kone&-
né posloupnost, je H; prostorem koneéné dimenze.) Protoze H; je uzavfeny podprostor
prostoru H, lze provést ortogonalni rozklad prostoru H:

H = Hl S H2 )
kde H, = H;. Kazdy prvek u € H lze tedy psat jednoznaéné ve tvaru
u=v+w, vEH, weH,, (vw)=0.

Lemma 4.1 OperdtorT zobrazuje prostor Hy opét do Hy (tj. Tu € Hy pro kaZdé u € H,).
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Dikaz Jeliu € Hy, je
u = Zakuk, kde Z |ax]? < o0
k k

(zddvodnéte!). Spojitost a linearita operatoru T implikuje:

Tu=T (Z akuk) = Z oarTug = Zak,ukuk,
k k k

¢ili

Tu= Zﬂkuk y kde ,Bk. = QL.
k

Pfitom plati Z |Be|* < oo, nebot plati Z |ax|? < 0o a |ux| < |p1| pro viechna pfirozené

Cisla k. Prvek g’u tedy opét patii do H;. *
]
Lemma 4.2 Operdtor T zobrazuje Hy opét do H,.
Dikaz Je-li w € H; a v libovolny prvek z Hy, je
(4.13) (Tw,v) = (w,Tv) =0,
nebot T'v € H; podle lemmatu 4.1. Ze vztahu (4.13) vyplyva, ze Tw € Ha.
|

Lemma 4.3 Plati Tw = o pro vsechna w € H,.

Dutkaz Operator T : Hy — Hz je opét kompaktni a samoadjungovany operator (zdi-
vodnéte!). Bud tedy Tw = o pro vSechna w € H; nebo (podle véty 4.9) existuje nenulové
vlastni ¢islo Ag s vlastnim prvkem wg € Hy : Twg = Aowo. UkaZeme, Ze tato druhd moz-
nost je vylouCena. Muselo by totiZ platit (wq,us) = 0 pro vSechna k. Tim bychom dostali
novy vlastni prvek s nenulovym vlastnim &islem, ktery do posloupnosti {ux} nepatfi, a to
odporuje konstrukeci posloupnosti {uy}.

|

Tvrzenim lemmatu 4.3 jsme popsali uzavieny podprostor Ha; je to mnoZina viech vlast-
nich prvki, odpovidajicich vlastnimu éislu A = 0, doplnéna jesté nulovym prvkem o. Mohou
tedy nastat tyto dvé moznosti:

(i) MnozZinu H; tvofi jen nulovy prvek — pak je H = H; a vlastni prvky {ux} operdtoru T
tvofi iplnou ortonormalni posloupnost v H; &islo A = 0 pak neni vlastnim ¢islem operato-
ru T '

(ii) MnoZina H, obsahuje i nenulové prvky — pak je H # H; a Cislo A = 0 je vlastnim
¢islem operdtoru T'; posloupnost {ux} neni Gplnd v H.
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Dtikaz véty 4.13 Je-li posloupnost {x;} koneénd, k =1,2,...,N,jebud H # H;aA =0
je podle (ii) vlastnim &islem, nebo je H = H;. V druhém pfipadé viak prostor H je N-
rozmérnym prostorem s bazi uq, us,...,uyn. Potom pro u € H plati

N N
u= E apury a Tu= _S_ Qp PEUE -
k=1 k=1

Odtud
N N
I Tu—0-u|l? = ||Tull® = > lawpl® > |unl? D lewl?,
k=1 k=1

nebot
|| 2 |pal 2 ... 2 |pn] > 0.

Plati tedy:
ITu—=0-ul| > |un|llul
pro viechna u € H, tj. ¢islo A = 0 je regularni hodnotou operatoru 7.
]

Véta 4.14 (a) Ortonormdlni systém {uy} viech vlastnich prvki kompaktniho samoadjun-
govaného linearntho operdtoru T, odpovidajicich nenulovym vlastnim dislim, tvori uplny
systém v H prdvé tehdy, kdyz A = 0 nent vlastnim cislem operdtoru T

(b) Prvky Tu € H (4. proky z R(T)) lze rozloZit ve Fourierovu fadu podle ortonormdini
posloupnosti {uy}. Pro kaZdé w € H je

(4.14) Tu= Z"/kuk, kde v, = (T'u, uy) .
k

Dikaz Tvrzeni (a) plyne z tvrzeni (i) a (i) za dikazem lemmatu 4.3. Tvrzeni (b) vyplyva
z nasledujici avahy: kazdy prvek u € H lze psat ve tvaru u = v+ w, v € H;, w € H,. Pak
je

Tu=Twv+w)=Tv+Tw="Tv,

nebot podle lemmatu 4.3 je Tw = o. Podle lemmatu 4.1 je Tv € Hy a v H; je posloupnost
{ux} aplna. MiZeme tedy vyjadfit Tv ve tvaru Fourierovy fady

Tv = Z Ytk , Y = (T, ug) .

k

Poznamka ProtoZe T je samoadjungovany operator, plati
o= (T ) = (u, Ta) = (1 se) = g, )

zdivodnéte podrobné!). Vyjadreni (4.14) miZeme tedy psat ve tvaru:
p Y

Tu = Z fok (U wp ) ug -

k
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Poznamka Plati H = H; & Hz, kde H; je separabilni Hilbertiv prostor (zdtvodnéte!).
Je-li H, téZ separabilni s plnym ortonormalnim systémem {wy}, tvofi tyto prvky spolu
s {ux} novy ortonormalni systém {zx}, ktery je Gplny v H. ProtoZe wy jsou vlastni prvky
operatoru T' odpovidajici vlastnimu ¢&islu A = 0, mZeme tvrzeni (a) véty 4.14 doplnit
nasledujicim zpusobem:

,V separabilnim Hilbertové prostoru H tvori ortonormdlni posloupnost {z;} viech linedrné
nezdvislych vlastnich prvki kompakiniho samoadjungovaného lineirniho operditoru T z H
do H 1plny systém.“

Pro &islo A = 0 mohou teoreticky nastat tyto étyri moznosti:

(I) 0 € o(T), A =0 je vlastni éislo, dim Ker(T)) < oo;
(II) 0 € o(T'), A =0 je vlastni &islo, dim Ker(T)) = oo;
(IIT) 0 € o(T), A = 0 neni vlastni &islo;
) )

(IV) 0 & o(T).

Cviceni 4.4 (i) Dokazte, Ze pro operator T : I* — [*) ktery prvku u = {uy,us,u3...}
. . 1 1 7 s v

pritazuje prvek Tu = {0, Fu §u3, - .}, nastava moZnost (I).

(i1) Dokazte, Ze moZnost (II) nastane pro operator T z piikladu 4.7 a moZnost (III) nastane
pro operator T z piikladu 4.2.

(iii) Dokazte, ze operator T : R? — R? piifazujici dvojici (z1,z2) € R? dvojici (z3,21)
spliiuje (IV).

V dalsim textu se budeme vénovat otazce TeSitelnosti operatorové rovnice
(4.15) Tu—Au=f,

kde T' je kompaktni samoadjungovany linearni operator, zobrazujici Hilbertuv prostor H
do sebe.

Véta 4.15 Budiz T kompaktni samoadjungovany linedrni operator z H do H. -
(1) K tomu, aby rovnice (4.15) méla pro A # 0 reSeni pro kaZdou pravou stranu f € H, je
nutné a staci, aby homogenni rovnice

(4.16) Tu—Au=o

méla pouze trividlni feSeni (tj. aby A nebylo vlastni éislo operdtoru T ). Resend rovnice (4.15)
je pak urcéeno jednoznacné.

(2) Je-li X # 0 vlastni éislo operdtoru T, je rovnice (4.15) Tesitelnd tehdy a jen tehdy, je-li
pravd strana f ortogondlni ke vsem teSenim rovnice (4.16).
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Diikaz Necht A # 0. Potom je A podle véty 4.11 bud reguldrni hodnota, nebo vlastni &islo
operatoru T. Je-li A regularni hodnota, existuje podle definice spojity inverzni operator
(T — AI)7!, definovany na celém prostoru H. Rovnice (4.15) ma tedy FeSeni pro kaZdé
f € H. Jednoznaénost tohoto FeSeni dostaneme na zdkladé nerovnosti (4.6): Je-li Thu = f
a soulasné Thv = f, je podle (4.6)

0 = || Thu — Tyl = | Ta(u = v)|| 2 el|u =],

tj. u = v. Souasné s X je regularni hodnotou operatoru T i &slo A, takZe rovnice (4.16)
ma v tomto pfipadé pouze trivialni feseni.

Je-li naopak ) vlastnim &islem operatoru T, je podle véty 4.5 A = X a rovnice (4.16)
ma netrividlni feSeni. Rovnice (4.15) pak nemd TeSeni pro libovolné f € H napf. podle
véty 4.6. Tim je dokédzana éast (1) véty.

K diikazu €asti (2) pouzijeme vétu 4.6. Plati

(417) H = R(T,\) &%) I(CT(T)‘) .

Podobné jako v lemmatech 4.1 a 4.2 lze dokézat, Ze operator T' zobrazuje mnoZinu Ker(Ty)
do Ker(T)) a mnoZinu R(T)) do R(T)). Operadtor T, chdpany nyni (stejné jako v dikazu
lemmatu 4.3) jako operator z R(Ty) do R(T)), je opét kompaktni a samoadjungovany.
Pro takto chapany operator viak &islo A neni vlastnim &islem (vlastni prvky operdtoru T
totiZz leZi vSechny v prostoru Ker(T))), a proto je tato hodnota (A # 0) regularni hodnotou
operatoru T' (chapaného jako operatoru z R(Ty) do R(T))). Existuje tedy spojity inverzni
operator (T'— AI)™", definovany na R(T)), a rovnice (4.15) ma feSeni pro kazdé f € R(T) :

T,\uzf.

To vSak znamena, Ze f € R(T)) a je tedy (nebot f € R(T)) bylo libovolné):
R(Ty) = R(T)).

Vztah (4.17) pak miZeme psat ve tvaru
H= R(T,\) ) [(CT‘(T,\) .

Z tohoto rozkladu prostoru H jiz plyne tvrzeni (2): Je-li rovnice (4.15) feSitelna, patfi
prvek f = Tu — Au do R(T)) a je tedy ortogonalni ke vSem prvkim z Ker(T)), tj. ke vSem
feSenim rovnice (4.16). Je-li naopak prvek f kolmy ke vSem vlastnim prvkam, je kolmy
k celé mnozing Ker(T)) a patii tedy do R(T») = Ker(T))". To znamena, ¥e f ma tvar
Tug — Aug s néjakym uo € H, €ili rovnice (4.15) ma TFeSeni up.

|

Poznamka V pripadé (2) neni feseni rovnice (4.15) urdeno jednoznacné. Je-li uo néjaké
feSeni této rovnice, je feSenim téZ kazdy prvek tvaru ug + v, kde v € Ker(T)):

T(uo+v)— Muo+v)=Tug+Tv—Aug— A = (Tug— Aug) + (Tv—Iv)=f+o=f.

(Zdivodnéte podrobné!)



Poznamka Pocatkem tohoto stoleti $védsky matematik Erik Ivar FREDHOLM (1866-1927)
dokéazal fadu tvrzeni o feSitelnosti integralnich rovnic. Pozdéji se ukazalo, Ze tato tvrzeni
1ze zobecnit na rovnice tvaru (4.15). Proto se véta 4.15 nékdy nazyva Fredholmova alterna-
tiva. Jeji znéni totiZ popisuje Fesitelnost rovnice (4.15), nastane-li jedna ze dvou alternativ:

A je bud vlastni &islo, nebo A je reguldrni hodnota operatoru T'.

Poznamka Véta 4.15 platii tehdy, nahradime-li v jejim znéni vSude rovnici (4.16) rovnici
(4.18) Tu—Au=o.

Zname-li nyni vSechna nenulova vlastni ¢isla uy operatoru T' a vSechny jim odpovidajici
vlastni prvky uy (tvori ortonormalni posloupnost ), miZeme najit vzorce pro vyjadreni feseni
rovnice (4.15) v pfipadé A # 0:

Necht u je feSenim rovnice (4.15). Oznalme

€ = (u,ug).

Podle (4.14) muZeme psat

Tu= Z préru .

k

Rovnici (4.15) tedy miZeme zapsat takto:

Au=—f+Tu,
t.
(4.19) u:—§f+-i-Tu=—§f+§;uk§kuk.

Vynéasobime-li tuto rovnost skalarné prvkem wu,,, dostaneme

b = () = =5 () + 1 3 (e, ) =
k

1 1 1 1
= _X(fa un) + X/-Lnfn(un, un) - —X(f, un) -+ X/,Lnfn

(zdGvodnéte podrobné!). Posledni vztah miZeme upravit takto:

(4.20) §n(A = pn) = =(f, un).-

Rozlisime nyni dva pripady:
(I) Necht A # 0 neni vlastni lislo operatoru T'. Pak je A # pu, pro vSechna pfirozena n,
a z (4.20) tedy mazeme vyjadrit

1
fin — A

(4.21) &y = (fiun), n=1,2,... .
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Dosadime-li tyto hodnoty do (4.19), dostaneme pro feseni u rovnice (4.15) vzorec

1 1
(422) u:—Xf+X;uk'uj/\(f,uk)uk.

(IT) Necht nyni A # 0 je vlastni &islo operatoru 7. Pak je
)\:Pﬂr+l = Hrg2 = 000 = frgs
(X je vlastni ¢islo ndsobnosti s > 1) a vlastnimu &islu A odpovidaji vlastni prvky

(423) Ur41y Ur 42500y Upts .

Podle véty 4.15 existuje feSeni rovnice (4.15) pravé tehdy, kdyz je prava strana f kolma
ke v§em prvkim systému (4.23):

(fu)=0,2=r+1,r+2,...,r+s.

To znamend, Ze pron =r+ 1,7+ 2,...,r + s jsou rovnosti (4.20) splnény pro libovolnou
hodnotu &, (zdivodnéte). Pro ostatni hodnoty n je moZno z (4.20) vypoéitat ¢, podle
vzorce (4.21) a dostavame tedy tento vysledek:

r+s

1 1 Lok
4.24 = —— — Ui,
(4.24) w==3f+5 2 Mk_ﬂf,uk)uwi;lsu
k#r4+1,..,r+s -
kde ¢éisla €41, &rq2, - - -, Ergs jsou libovolnd. Posledni suma na pravé strané v (4.24) je obec-

nym fesenim homogenni rovnice (4.18).
Vyse provedené tivahy a vypocéty muzeme shrnout v nasledujici vétu.

Véta 4.16 BudiZ T kompakini samoadjungovany linearni operdtor z Hilbertova prosto-
ru H do H s D(T) = H. Necht je {ur} posloupnost vSech nenulovych vlastnich cisel operd-
toru T a necht je {ux} ortonormdini posloupnost vsech jim odpovidajicich vlastnich prvki.
Budiz ddle f dany prvek z H a A # 0. KaZd€ feseni u rovnice Tu— M = f md tvar (4.22),
neni-li X vlastni éislo operdtoru T, a tvar (4.24), je-li A vlastni ¢islo operdtoru T .

Poznadmka Oba vzorce (4.22) a (4.24) lze shrnout takto: ReSeni rovnice (4.15) mé vzdy

tvar ! 1
u= —*:\‘f+ -)\—zk:akwc,

kde

Mk
ap = ﬂk_/\(f’uk),

pro viechna k, pro néz je ur # A, a a; je libovolné Cislo pro vSechna k, pro néz je pp = A.
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Piiklad 4.8 UvaZujme integralni operator T : L*(0,1) — L*(0,1) definovany pfedpisem

(Tu)(t):/o K(t,m)u(r)dr,

kde funkce (jddro) K(t,7) je definovana vztahem:
T(l —t)

I‘,(t, 7') = t(l i T)
l ?

0<r<t<,

I

0<t<r<I.

Da se ukazat, Ze T' je kompaktni samoadjungovany linearni operator.
Hledejme vlastni ¢isla a vlastni funkce operatoru 7. Rovnici

Tu—du=o

muZeme zapsat ve tvaru

¢ I
(4.25) %/0 Tl —t)u(r)dr + %/t t(l— )u(r)dr — du(t) = 0.
Odtud vyplyva pro A # 0
u(0) =u(l) =0.

Derivovanim rovnice (4.25) podle t dostavame po Upravé

M/(t) = —%/0 Tu(T)dr + %/t (I —7)u(r)dr.

.....

Au’(t) +u(t) =0.
Integralni rovnici (4.25) jsme tedy pfevedli na bkrajovou ulohu

M (t) + u(t) = 0,

(4:26) u(0) = u(l) =0,

ktera je s ni ekvivalentni. Okrajova tloha (4.26) ma netrivialni feseni pouze pro

2
/\z,unzm, n=12,...;

jsou to funkce

Un(t) = sin I

[



a to jsou také vlastni &isla a vlastni funkce naseho integralniho operatoru T' (zdGvodnéte!).
Neni t&7ké se presvédiit, Ze funkce {fi,(t)}°2, tvoii ortogonalni systém v L*(0,1). Protoze

l
- 2n7rt l
W2 = dt =
[ /Osm —dt =1

(ovéfte!), tvori systém

ot 2 2t 2 . nmnt
uq(t) = \/ism—l—, (t)—\/;sm—l',-n;un(t)—\/;SIHT""

ortonormalni systém vlastnich funkei.
Vysetfujme nyni fesitelnost rovnice

Tu—Au=7f,

tj. integralni rovnice
!
(4.27) / K(t,u(r)dr — Au(t) = f(¢).
0

2
k2?2

které muzeme vyjadrit ve tvaru

Bf . kmt
()_"f \[Zzz AZW 1

fA/ /ft)sm—dt

pro néjaké n € N, musi funkce f spliiovat podminku

/f sinn—ﬂ-tdt—O

. t+\/§_ nmt
nﬂ—p vt

, k =1,2,..., potom ma rovnice (4.27) pravé jedno feseni,

Jestlize A\ # pg (:

kde

12
V piipadé, kdy A = ——
n?m

a TeSeni rovnice (4.27) m4 tvar

n n7r

kde c je libovolna konstanta.
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Kapitola 5

Diferencialni a integralni pocet
v Banachovych a Hilbertovych
prostorech |

5.1 Derivace ve sméru a Gateauxuv diferencial

Zkoumame-li vlastnosti funkce f : R"™ — R metodami diferencialniho poctu funkei jedné
proménn€ (tj. zkoumame chovani funkce f ziZené na jistou pfimku), dojdeme k pojmu
derivace ve sméru (a specialné k pojmu parcialni derivace). Pojem derivace ve sméru nyni
zobecnime pro zobrazeni mezi linearnimi normovanymi prostory. Néasledujici definice po-
chézi od francouzského matematika R.GATEAUXE [¢ti: Gatd] z roku 1913. Protoze tato
definice vznikla pfi zobecnéni pojmu derivace integralu pouZivaného ve variaénim poétu,
pouZiva se misto terminu derivace ve sméru také termin Gateauzova variace.

Definice 5.1 Necht X a Y jsou normované linearni prostory a f : X — Y. JestliZe pro ug
a h € X ma zobrazeni ¢ : R — Y definované pfedpisem ¢(t) = f(uo + th) derivaci v nule,

t]. existuje

t—0 t ’

pak ¢'(0) nazyvame derivaci zobrazeni f v bodé uo ve sméru h a znaéime §&f(uo,h).
Uvédomte si, Ze se zde jednd o limitu v prostoru Y, tj. také ¢'(0) je prvek prostoru Y.
Jestlize 6 f(uo, k) existuje pro vechna h € X, pak zobrazeni h — §éf(uo, h) nazyvame
Gateauziv diferencidl funkce f v bodé uy.

Priklad 5.1 Necht f: X — Y je linearni zobrazeni. Potom pro ug € X a h € X plati
6 f(uo, ) = f(h) .
Pfimo z definice totiz plyne:

f(uo + th) = f(o) _




O

Priklad 5.2 Necht f: R"™ — R. Potom 6 f(ug, ) odpovida derivaci ve sméru h v bodé ug

jak byla definovana v pfednasce Matematicka analyza II (viz [8]).
O

Poznamka Z praktickych divodi (napf. chceme-li obecné nelinearni zobrazeni aproxi-
movat v bodé ug zobrazenim linedrnim) nas budou zajimat takova zobrazeni, pro kterd je
Gateauxtv diferencial

(5.1) h 6 f(uo, h)

spojitym linearnim zobrazenim prostoru X do prostoru Y.

7 definice 5.1 vyplyva, Ze jsou-li X a Y realné normované linedrni prostory a méa-li f
v bodé uy Gateauxuv diferencial, je jiz zobrazeni (5.1) homogenni, tj. plati 6 f(uo,7h) =
= 76 f(uo, h) pro libovolné h € X a 7 € R (dokazte!). Obecné vSak nemusi byt aditivni, t;.
nemusi obecné platit 8 f(uo, b1 + h2) = 8f(uo, h1) + 6 f(uo, h2) pro k1, hy € X (a obecné
tedy neni linearni). Daji se také nalézt takova zobrazeni f, pro neZ je sice (5.1) linearnim
zobrazenim z X do Y, ale neni spojité.

Definice 5.2 Necht zobrazeni f : X — Y mé Gateauxav diferencil v bodé ug € X. Jestli-
ze zobrazeni (5.1) je spojité linedrni zobrazeni prostoru X do prostoru Y, pak fikdme, Ze

zobrazeni f ma v bodé uy Gdteauzovu derivaci a zobrazeni h — §f(ug,h), b € X, zna-
¢ime D f(uo). PiSeme pak éf(ug, h) = Df(uo)h. Zobrazeni D f(up) se nazyva Gateauzova
derivace zobrazeni f v bod€ ug. (Nékdy se pouZiva téZ terminu slabd derivace.)

Priklad 5.3 Necht ¢ : R — R ma spojitou derivaci. Vypoc¢téme Gateauxuv diferencial

1
zobrazeni f : u — / e(u(t))dt, u(t) € C((0,1)) (tj. v je prvek prostoru X spojitych
. .
1
funkei na uzavfeném intervalu (0,1) a f(u) = / e(u(t))dt, f: X — R). Zvolme pevné

0
prvek uo(t) € C((0,1)). Potom pro h € C((0,1)) dostavame:

8 f(uo, h) = lim Jo luo(t) + Th(t))dt — [y e(uo(t))dt _

70 T

/ Y o(uo(t) 4+ Th(t)) — Puo(t)) 4, _

= lim

T—0 T

o / pluo(t) + Th()¢!(uo(t)) + o(r) = p(uo(t)) .

T

7—0

= lim /0 [ (o (£))B(2) + o(1)] dt = /0 & (uo(£))h(2)dt .

7—0
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1
Zobrazeni h — / ©'(uo(t))h(t)dt je linedrni zobrazeni prostoru C({(0,1)) do R. Vzhle-
0

dem ke spojitosti derivace ¢’ je toto zobrazeni téZ spojitym zobrazenim pro libovolné

uo € C((0,1)). Existuje tedy i Gateauxova derivace v libovolném ug € C((0,1)).
|

Priklad 5.4 Necht K je spojita funkce na ¢tverci (0,1) x (0,1). Necht funkce g = g(r,¢)
je spojitd na mnoziné (0,1) X R a ma na této mnoZiné stejnomérné spojitou derivaci podle
druhé proménné {. Vypoltéte Gateauxovu derivaci zobrazeni 7' : C((0,1)) — C({0,1))
definovaného predpisem

1
(Tu) (t) =/ K(t,7)g(r,u(r))dr
0
(T se nazyva Hammersteinovym integrdlnim operdtorem). ,
Zvolme pevné prvek ug € C((0,1)). Potom pro h € C((0,1)) dostavame

§T (o, h) = lim o+ 7A) = Tuo) _

n—0 n
i Jo K7 l9(7, w(7) + k(7)) = 97 uo(r)] d7 _
n—0 n
e K (B unnh(o) + o)) d
n—0 n

1
= / I{(t,’l‘)?ﬁ(T, uo(7))h(7)dr .
0 9¢
Ovérte sami, Ze pro kazdé pevné ug € C((0,1)) je
1
h — Kt,ra—gT,uO'T h(T)dr
(
0 73

spojitym linearnim zobrazenim prostoru C((0,1)) do sebe. Odtud jiz plyne, Ze
DT (uo)h = 8T (ug, h) je Gateauxova derivace.
O

Priklad 5.5 Vypottéte Gateauxiv diferencial zobrazeni

1 t 4
fruw— / [/ us('r)dr] dt, u e C((0,1)) .
o LJo
Podle definice 5.1 je

5 (uo, b) = }]1—1}3 fol [fot (uo(7) + 77h('r))3 (ZTJ‘I dt — fol [ Otug(r)dfr W )

29



Jo [ @87) + 3ud()hryn + on)) dr] i = [ [ fy d(r)an]a

= lim _
n—0 n
3
., fol 12 [ Otug(r)cl'r] 7 [ o ug(T)h(r )d’r] dt + o(n)
= nl_)l’% n —

= 12/01 [/Otug(f)dTr [/Ot ug(T)h(T)dT] dt .

Pro kazdé pevné uo € C((0,1)) je 6 f(uo, h) spojité linedrni zobrazeni z C'((0,1)) do sebe,
tj. 6 f(uo, h) je Gateauxova derivace (zdivodnéte podrobné!).

0
Priklad 5.6 Vyﬁoététe Gateauxovu derivaci zobrazeni
1
g u H/ (W) dt, u € CY((0,1)) .
0
Podle definice 5.1 je
1
h(t
So(uo, 1) = i Jo Lo £ RO dt = Jy (50" dt _
T—0 T
i 2 Jo ()W (t)rdt + o(r) _
70 T
1
= 2/ ug(t)R'(t)de .
0
Ovéftte, e Gateauxova derivace existuje ve viech ybodech® uy € C*({0,1)).
O

Priklad 5.7 UvaZujme zobrazeni

fruo (/Otu(f)dff, we C0,1)), t € (0,1) .

Podle definice 5.1 muzeme formalné psat

8 f(ug, ) = lim (fo (alr) + 74(7) ) <f0 ol ) =

n—0 n

et o+ (£ )

= lim =
n—0 T]
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=2 /O tuo(r)dr. /0 t h(r)dr .

UkaZte, Ze 6f(uo, k) je spojité linedrni zobrazeni (pro pevné uo € C((0,1))) z prostoru
C((0,1)) do prostoru C'((0,1)). Zobrazeni f : C({0,1)) — C'((0,1)) tedy méa Gateauxovu
derivaci.

]

5.2 Fréchetuv (totalni) diferencial

Derivaci funkce jedné realné proménné v bodé muZeme interpretovat geometricky jako
smérnici tecny ke grafu této funkce. Pfeneseme-li tuto interpretaci na funkeci f : R? - R,
dojdeme k pojmu te¢né roviny ke grafu funkce dvou proménnych: Kazda rovina prochézejici
bodem (a, b, f(a,b)) € R?, kterd neni kolmé na rovinu z = 0, m4 rovnici z = f(a,b)+
+A(z — a) + B(y — b). Jeji ,smér“ je tedy dan linedrnim zobrazenim ¢ : R* — R, které je
definovano takto:

o(h,k) = Ah + Bk .

Ze vsech téchto rovin je te¢nou rovinou ke grafu funkce f v bodé (a, b) ta rovina, pro niz

F(@,9) = f(a,0) = (e —a,y = b) = o (Ve = a2 + (y = D)) , (,9) = (a,]) -

Z pfedmétu Matematicka analyza II ([8]) vime, Ze zobrazeni ¢ se nazyva totdlnim diferen-
cialem funkce f v bodé (a,b).

P1i této interpretaci mizeme snadno prenést pojem totalniho diferencialu na zobrazeni
f: X =Y, kde X aY jsou normované linearni prostory.

Nasledujici definice, kterou formuloval poprvé v roce 1925 francouzsky matematik
M.FRECHET, je zobecnénim vyse uvedeného pojmu pro zobrazeni f : X — Y.

Definice 5.3 Necht X, Y jsou normované linearni prostory. Necht zobrazeni f : X — Y
je definovano na okoli bodu ug € X. Rekneme, Ze zobrazeni f ma v bodé uy € X Fréchetuv
(totdlni) diferencidl, jestliZe existuje spojité linedrni zobrazeni f'(ug) : X — Y tak, Ze

62) o 1) = F(w) = Fluo)e = wo)lly _

u=uo |l — wollx

Zobrazeni f'(ug) se téZ nazyva Fréchetova (silnd) derivace v bodé& uo.

Poznamka 7 existence Fréchetovy derivace jiz vyplyva jednoznaénost zobrazeni
f'(wo) € L(X,Y) (prostor viech spojitych line4rnich zobrazeni z X do Y - viz [1]) s vlast-
nosti (5.2) a spojitost zobrazeni f v bodé up € X. (Ukazte podrobné!) Poznamenejme, ze
vyraz (5.2) miZeme téZ zapsat v ekvivalentnim tvaru

S (uo+ k) = fluo) = f/(wo)h +w(h),
kde [Jwo(R)ly = of[[klfx) pro ||Ajlx — 0.
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Poznamka 7 existence Fréchetovy derivace f'(ug) pro h # 0 vyplyva:

“ f(uo +th) — f(uo) _ W (uo +th) = fluo) = f'(uo)thlly
t y [£h]1x

IAllx — 0

— f'(uo)h

pro t — 0. Odtud plyne existence Gateauxova diferencialu 6 f a Gateauxovy derivace D f
a rovnost

f'(uo)h = Df(uo)h = &f(uo, k) .

Piiklad 5.8 Necht f € C'(R). UvaZujme zobrazeni F : C((0,1)) — C({0,1)) definované
predpisem

F:iur fou, tj. Fu)it)=f(u(?)), te(0,1).
UkaZte, Ze pro ug € C((0,1)) je F'(uo)h = f'(uo)h Fréchetova derivace zobrazeni F, tj.

1/ (uo + ) — f(uo) — f'(uwo) Rl = o([I2]]) -

VyuZijte toho, ze f € C'(R).
O

Protoze je zpravidla dukaz existence Gateauxovy derivace snazsi nez diukaz existence
Fréchetovy derivace, ma vyznam nasledujici postacujici podminka, kterd udava, kdy je
Gateauxova derivace jiz Fréchetovou derivaci.

Véta 5.1 Necht X, Y jsou normovane€ linedrni prostory a pro zobrazeni f : X — Y je
Gdteauzova derivace Df : X — L(X,Y) spojité zobrazeni v bod€ ug. Pak zobrazeni f md
v bod€ ug Fréchetiv diferencidl a je f'(uo) = Df(up).

Poznamka Budeme pouZivat nasledujici konvenci: Vyrok f md na mnoziné€ G Fréchetiv
diferencidl znamena, Ze f'(up) existuje pro kaZdy prvek wo € G. Fréchetovu derivaci f'
na mnoziné G-pak chapeme jako zobrazeni z G do L(X,Y).

Ddtsledek Necht X, Y jsou normovan€ linedrni prostory a pro f : X — Y je zobrazeni
Df spojiteé na oteviené mnoziné G C X. Pak zobrazeni f ma na G Fréchetiv diferencidl a
Fréchetova derivace f' je spojitym zobrazenim z G do L(X,Y).

Definice 5.4 Necht X, Y jsou normované linearni prostory a G je oteviena podmnoZina
prostoru X. Pak C'(G) je mnoZina viech zobrazeni f : X — Y, jejichz Fréchetova derivace
f" je spojitad na mnoZiné G (jakoZto zobrazeni G — L(X,Y)). MnoZinu C*(G) nazyvime

mnozinou vsech spojit€ diferencovatelnych zobrazeni na G.

Poznadmka Uv&domtesi, ze vyrok f € C'(G) je toté? jako vyrok f md spojitou Géateauzovu
derivaci na mnoziné G.

Poznadmka Mnozina C'(@) je linedrni prostor (ovéite!).
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Véta 5.2 (Diferencial sloZzené funkce) Necht X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.
Dale necht f : X —'Y md v bodé ugp € X derivaci ve smérun, a necht zobrazeni g:Y — Z
md Fréchetiv diferencidl v bodé vo = f(uo) € Y. Pak zobrazeni h = go f md v bod€ ug
derivaci ve sméru n a plati

6h(uo,n) = g'(f(uo)) 0 6f(uo,m) .

Dikaz tohoto tvrzeni je principialné stejny jako dikaz analogického tvrzeni v prostorech
konené dimenze (viz napf. [2]).

Poznamka JestliZe navic k predpokladiim véty 5.2 ma zobrazeni f v bodé ug Gateauxovu
derivaci (resp. Fréchetiv diferencial), plati

Dh(uo) = g'(f(u0)) o Df(uo) (resp. h'(uo) = g'(f(uo)) o f'(uo)) -

Uvazujme nasledujici situaci. Pfedpoklédejme, %e zobrazeni f : X — Y je t¥idy C* na
oteviené mnoziné G C X (tj.f € C'(G)) a necht

X=X1><X2,

kde X;, © = 1,2, jsou normované linedrni prostory. Pro (a;,a2) € G miZeme studovat
zobrazeni

f(ya2) s fua,a0)
flar,.) s uz = flag,ug) .

Tato zobrazeni maji spojitou Fréchetovu derivaci na okoli bodu a; (resp. bodu a3), nebot
napiiklad prvni z nich vznikne sloZenim zobrazeni f a zobrazeni u; — (u1,az). Frécheto-
vu derivaci prvnfho (druhého) zobrazeni v bodé a; (v bodé a;) budeme znatit fi(a;,as)
(f3(a1, a2)) a nazyvat parcidlni Fréchetovou derivaci podle prvni (druhé) proménné.

Naésledujici véta je opét analogii tvrzeni, které zname z prostord konecné dimenze.
Véta 5.3 Necht X;, X;, Y jsou normované linedrni prostory. Necht zobrazeni
f : X1 X X2 —Y

je spojité na oteviene mnoziné G C X1 x Xy. Pak f € CY(G) prdvé tehdy, kdyz jsou splnény
ndsledugici podminky:

(1) Vkazdém bodé (a1, az) € G existuji parcidlni Fréchetovy derivace fi(as, az), fy(a1,as).

(ii) Zobrazeni (a1,az) — fi(a1,a2), (a1,az) — fo(a1,az) jsou spojitd na mnoziné G
(hodnoty téchto zobrazeni jsou prvky prostori L(X;,Y) a L(X,,Y)).

33



Jestlize jsou tyto dvé podminky splnény, pak pro kaZdé (aq1,a2) € G a (hy,hy) € X1 X X
plati
f'(a1,a2)(ha, he) = fi(a1,a2)hy + fo(ar, az)h,

‘Poznamka Tvrzeni véty 5.3 lze zobecnit na kartézsky soucin libovolného koneéného po-
¢tu prostord.

Priklad 5.9 Predpokladejme, Ze f = f(z,y,z) mé spojité parcidlni derivace na mnoZiné

(a,b) x R Pro u € C'({a, b)) polozme

b
Flu) = [ 1 (@ u@)l(@)do
Pro kazdé u € C'({a, b)) existuje Fréchetova derivace zobrazeni F' a plati

b
F'(u)h = /a [%Z/—F (z,u(z),u'(z)) h(z) + -aa—g (z,u(z),u'(z)) h'(z)| d=

(zddvodnéte podrobné!).

Priklad 5.10 UvaZujme Hammersteinuv integralni operator z prikladu 5.4:
1
(5.3) (Tu)(t) = / K (t,7)g(, u(r))dr .
0

Vzhledem k predpokladim na K a g (stejnomérna spojitost parcialni derivace (—,;Z—) je

Gateauxova derivace DT (u) spojita na C((0,1)). Na zékladé dasledku véty 5.1 ma tedy
operator (5.3) Fréchetovu derivaci v kazdém bodé ug € C((0,1)) a plati

T'(uo)h :‘/0 K(t,T)g—Z(T, uo(7))h(7)dr .

5.3 Neéktera zobecnéni

Z predmétu Matematicka analyza V vime, Ze je-li g absolutné spojita funkce na intervalu
(0,1) a g' € L' (0,1), pak plati

(5.4) o(x) = 9(0) + / gt T e (0,1) .

Na zakladé tohoto tvrzeni muZeme vzorec (5.4) zobecnit pro zobrazeni f : X — R, kde X
je normovany linearni prostor, a to nasledujicim zpisobem.
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Pfedpokladejme, Ze f ma na tselce spojujici body a,a + h € X spojitou derivaci ve
sméru h, tj. pro g : t+— f(a +th), t € (0,1), je

gt 6f(a+th,h)

spojita funkce na intervalu (0,1). Pak je podle (5.4) platné nasledujici vyjadreni

1

fla+h)— fla) = / 6f(a+th,h)dt .
0
Pro zobrazeni f: X — Y (kde Y je také normovany linedrni prostor) vsak rozdil

fla+h) - f(a)

timto zptisobem vyjadfit nelze. Musime tedy prejit k takové definici integralu, ktera umoZziiu-
je integrovat zobrazeni s hodnotami v normovaném linedrnim prostoru.

Definice 5.5 Necht f : (a,b) — Y, kde Y je Banachtiv prostor. Prvek y € Y nazveme
Riemannovym-Gravesovym integrdlem zobrazeni f v mezich od a do b (znaéime jej /b fdt),
jestliZe pro kaZzdé € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna déleni ’

D = {to,...,tn € (a,b); a =1t <13 < ... <t, = b}
intervalu (a, b}, pro které je

v(D) = iillla-tfcn(ti —ti1) <6,

a pro kazdé ¥; € (t;_1,t;), 1 =1,...,n, plati

ly — Zf(ﬂi)(ti —ti)|l <e.

7

5(D)

Poznamka Pro funkce f: R — R splyva Riemanntiv-Gravestiv integral s Riemannovym
integralem.

Véta 5.4 Necht'Y je Banachiv prostor, f : (a,b) — Y je spojité zobrazeni na intervalu

b
(a,b). Pak e:cistuje/ fdt.

Diakaz ProtoZe f je spojité zobrazeni na uzavieném omezeném intervalu, je také stej-
nomeérné spojité. Ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro t,7 € (a,bd), |t — 7| < 6,
je If(t) — f(7)]| < e. Necht déleni D mé dé&lici body a = t5 < ... < t, = b, v(D) < §,
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d&leni D je zjemné&nim déleni D a pro uréitost mé délici body t;_1 = Té ) . < Tk(:?) = t,,

t=1,...,n. Pak

n k(1)
I5(D) = 22 [0 - 10 (7 - 7i2) | <
n k()
< M) = S (77 = 1) <e(b—a) .

=1 j7=1

b —
Zna', 1 =0,...,2", je podle pfedcha-

Ozna&ime-li nyni D, déleni s délicimi body t; = a +1
zejiciho odhadu posloupnost {S(D,)}, kde

Zf t - t‘t 1 3
cauchyovska v Y. ProtoZze Y je Banachuv prostor, existuje
y=1mS(D,) .
Zaroven vsak plati
ly — SO < lly = S(Da)ll + 1S(Dn) = S(DU Dy)|| + |S(D U Dr) — S(D)|| < 3e(b—a)

pro véechna dostatecné velka n, coZ dokazuje rovnost
b
y = / fdt .
a

Véta 5.5 Necht X je normovany linedrni prostor, Y je Banachiv prostor. Jestlize zobra-
zent f: X — Y md derivaci ve sméru b — a v kaZdém bodé€ usecky spojujici body a,b € X
a zobrazeni u — &f(u,b— a) je spojité na této dsecce (vzhledem k této usecce), pak

1
£0) = 5(0) = [ 81(a+1(b-a),b-a)dr.
0
Princip dtkazu Zobrazeni
g:t—éf(a+t(b—a),b—a), t €(0,1),
je spojité, takze podle predchazejici véty 5.4 existuje
1
=/ §fla+t(b—a),b—a)dt .
0

Na zakladé stejnomérné spojitosti g se ukaze, Ze pro libovolné £ > 0 je

ly = [f(6) = fa)] | < e
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Dusledek Necht X a Y jsou prostory jako ve vété 5.5 a f : X — Y je tFidy C' na
otevrené konvexni mnoziné G € X.

(i) Pak pro a,b € G plati

1£(8) = f(a)l < b —all sup [|f'(a+(b—a))l .
t€(0,1)

(ii) Jestlize navic je sup || f'(u)|| < K, pak f spliiuje Lipschitzovu podminku na G, tj. pro
u€G
a,b € G plati
1£(6) = fa)ll < K|[b—a .

Predpokladejme, Ze zobrazeni f : X — Y ma Fréchetovu derivaci v oteviené mnoZiné
G C X.Pak f' : X —» L(X,Y) a mlZeme definovat druhou Fréchetovu derivaci jako
Fréchetovu derivaci zobrazeni f' v bod& a € G, tj. jako prvek prostoru L(X, L(X,Y)).
Pti definici n-té Fréchetovy derivace bychom vsak museli pracovat s pomérné slozitym
prostorem, jehoZ struktura by byla zna¢né "nepruhledna”: napt. pro n = 3 jde o prostor

L(X,L(X,L(X,Y))) .

Proto je vhodné provést formalni ztotoZnéni takovych prostort s prostory tzv. multilinear-
nich zobrazeni, jejichZ struktura je zfejma.

Definice 5.6 Necht X, ..., X,,Y jsou normované linearni prostory. Zobrazeni
T:Xix..xX,—=Y

nazyvame multilinedrnim zobrazenim (nebo téZ n-linedrnim zobrazenim), jestlize T je li-
nearni v kazdé proménné:

T(uty ...y ot + Bul, ooy tin) = @ (Ury ooy Uiy oo tln) + BT (Uny vy Uy ooey Un)

pro libovolné o, 8 € € a w;,ul € X;, ¢t = 1,...,n. Multilinedrni zobrazeni nazyvame spoji-
tym, jestlize zobrazeni T je navic spojité v kaZdém bodé (uq, ..., u,) € X1 X... X X,. MnoZinu
vSech spojitych multilinedrnich zobrazeni X; x... x X,, — Y oznac¢ime jako N(Xj, ..., X,,Y)
a v pfipadé, ze X; = X, 1 =1,...,n, jako N,(X,Y). Je-li n = 2, piSe se Casto B(X3, X;,Y)

misto N(Xi, X2,Y), nebot se jednd o bilinedrni zobrazend.

Poznamka N(Xi,...,X,,Y) je linearni prostor. Pfesvédéte se o tom!

Lemma 5.1 Nech? Xi, X,,..., X,,Y jsou normovan€ linedrni prostory. Pak multilinedrni
zobrazeni T : X; X ... x X,, = Y je spojité, pravé kdyz existuje K > 0 tak, Ze pro véechna

(U1y ey Upn) € X1 X ... X X, plati

(5.5) 1T (w1, -y un)lly < K||ua

Xl...“un Xp -
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Duakaz Dikaz provedeme pouze pro n = 2.
(i) Postaditelnost: Zvolme (v, v2) € X1 x X,. Potom

T (w1, uz) = T(v1, v2)lly < || T (w1 — v1,u2)|ly + [T (v1, u2 — v2)|ly <

< K {llur = villx, llwzllx, + lloalln lue — vallx,] < K6 {llvallx, + 6 4 [loa]lx, ]

pro ||u; — villx, < 8, |luz — v2]lx, < & . Poznamenejme, Ze jsme v posledni nerovnosti
vyuZzili toho, Ze plati

lluallx, = lluz — vallx, + flvallx, <64 [loallx, .
(i1) Nutnost: Necht T je spojité v bodé (o01,0;). (Prol sta¢i uvazovat tento pfipad? Zda-
vodnéte!) Potom pro ||uy]|x, < 8, ||uzllx, < 6 plati
T (w1, wa)lly <1,

je-li § > 0 dostateéné malé. Necht nyni uy € X7\ {01}, uz € X5\ {02} jsou libovolné prvky,
potom

ur || x, ||uz||x, ) ) 1
17 )l = Ll S, iy < gl s

Poznamka ProT € N(Xi,...,X,,Y) je
IT|| = inf{K; K ma vlastnost (5.5)}
normou na linedrnim prostoru N(Xj,..., X,,,Y). Zfejmé plati

|7l = sup [|T(u1,...,un)ly .
Nugli<

1=1,...,n

(Zdtvodnéte!)

Lemma 5.2 Necht X1, X3,Y jsou normované€ linedrni prostory. Pro T € B(X;,X2,Y) a
uy € X, oznaéme
Tul LUy T(Ul,UQ), Ug € X2 .

Pak

()T : uy — Tu, uy € Xy, je spojité linedrni zobrazent pfostoru X1 do prostoru

K(X% Y))

(ii) zobrazeni T — T je linedrni izometrické zobrazeni prostoru B(Xi, X2,Y) na prostor

L(X1,L(X2,Y)).
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Dikaz Ad (i). Pro kazdé u; € X; plati
1T, ()| = 1T (u, w2) || < T[] |l well
tj. Tu, € L(X3,Y) pro kazdé uy € X;. Z vySe uvedené nerovnosti vyplyva, ze
1Tl < NTWuall

a tedy plati 3
(5.6) 1Tl < |7 -

Protoe T je zobrazeni lineérni, je tvrzeni (i) dokazano.
Ad (ii). Na druhou stranu pro libovolné u; € X, |lui|| =1, ¢ = 1,2, je

IT (ur, w2l < 1T ll < IT
tj. |T|| < T}l coZ spolu s (5.6) znamena, Ze ||T|| = ||T)|. Zbyva tedy ukézat, %e zobrazent
T—T

je zobrazeni na prostor £( X1, L£(X2,Y)). Zvolmetedy V € L( X1, L(X2,Y)) apro (uz,uz) €
X1 x X, polozme
T(Ul,U2) = V(Ul)U2 .

Potom T je bilinedrni zobrazeni (zdivodnéte!), podle lemmatu 5.1 je spojité a
Tu1 = V(’U,l) .
Plat{ tedy 7' = V.

Dusledek Prostory L(X,L(X,Y)) a B2(X,Y) = B(X,X,Y) lze formalné ztotoznit.
Poznamka Tvrzeni lemmatu 5.2 lze indukci zobecnit pro multilinedrni zobrazeni s n > 2.

Definice 5.7 Necht X, Y jsou normované linearni prostory, f : X — Y.f{ekneme, ze
zobrazeni f ma v bod& ug € X druhy Fréchetiv diferencidl, jestlize f’ existuje v okoli bodu
ug a existuje zobrazeni f"(ug) € By(X,Y) tak, ze plati

po 1o+ ) = £(uo0) = F"(uo)(h, ey _
Ih=o Thlx

0

Zobrazeni f"(ug) nazyvime druhou Fréchetovou derivaci zobrazeni f v bodé& ug; je tedy
F(uo)(h,.) : ks [(uo)(hy k), k€ X .

Rekneme, %e zobrazeni f je prvkem C*(G) pro otevienou mnozinu G C X, jestlize f” je
na G spojité zobrazeni prostoru X do By(X,Y).
Analogicky definujeme n-tou Fréchetovu derivaci f™(ug) a linedrni prostor C™(G). Déle

oznatime C*(G) = N2, C™(G).
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Véta 5.6 Necht pro f: X — Y existuje druhd Fréchetova derivace f"(up). Pak pro h,k €
X je
f"(wo)(h, k) = f"(uo)(k, R) .

Dtkaz tohoto tvrzeni je analogicky klasickému dikazu o zaménnosti parcidlnich derivaci
druhého fadu (viz napf. [2]).
|

Poznamka Predchazejici vétu je mozné zobecnit indukei tak, Ze za pfedpokladu existence
n-té Fréchetovy derivace zobrazeni f : X — Y v bodé up € X je n-linedrni zobrazeni
£ () symetrické vzhledem ke svym proménnym.

Priklad 5.11 UvaZujme zobrazeni
f:R™" =R,
(m)7 egm) e(m)

které je definovano v jistém okoli bodu a = (a1,...,am) € R™. Jeli ¢ o Epr
standardni baze v R™, pak zfejmé

(ot - 2o

(Zddvodnéte!). UvaZujme nyni obecnéjsi zobrazeni
f:R™ —=R"
(n) (n) e(m)

a oznacme e; ', €5 ,...,e,” standardni bazi v prostoru R". PiSeme-li

f(z) = (fi(2), s fa(2))

tj. f(z Z fi(z pro z € D(f) , dostavame

51 () = 2 g

=1

(Zdtvodnéte!) Je-li zobrazeni h — éf (a, k) linearni, tvofl Jacobiova matice

af:
61 (52) -

maticovou reprezentaci tohoto zobrazeni vzhledem ke standardnim bazim. Ma-li zobrazeni
f totalni diferencial (tj. Fréchetovu derivaci), je opét Jacobiova matice (5.7) jeho maticovou

reprezentaci a je ziejmé, Ze se jedna o linedrni zobrazeni z R™ do R".
O
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Priklad 5.12 Uvazujme opét zobrazeni
f : R’nl — R

a predpokladejme, Ze f ma v okoli U bodu a parcialni derivace. Bud h € R™ a t dostatecéné
malé a zapi$me rozdil f(a + th) — f(a) ve tvaru

Z [f(a1 + th,...,a; + thj,aj41, .y am) — flar + thy,..,aj-1 + thj_1, a4, ..., am)] -
=1

ProtoZe na kazdy ze s¢itanci lze pouzit Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté, existuji body
€ (0,1), 7 =1,...,m, pro které

m af
f(a + th) - f(a) =1t z hja—x'—(al + thl, ey @51 + th]'_l, a; + 'Ujhj, Qg1 eeey G,m) .
‘:l J
Jsou-li parcialni derivace funkce f spojité v bod€ a, vyplyva z predchazejictho vyjadreni,

ze

(Zdtvodnéte podrobné!) Analogicky pro zobrazeni f: R™ — R" je

- = afz 'n
Zzhjax

=1 j=1

Vyplyva tedy odtud, Ze spojitost parcialnich derivaci zobrazeni f : R™ — R"™ v bodé
a € R™ je postacujici podminkou pro existenci Gateauxovy derivace zobrazeni f v bodé a.
O

Poznamka Da se ukazat, Ze spojitost parcialnich derivaci zobrazeni f v bodé a zarutuje
dokonce existenci Fréchetovy derivace zobrazeni f v bodé a.

Priklad 5.13 UvaZujme zobrazeni

fR™"—-R.
Za predpokladu existence druhého diferencidlu f”(a) je f”(a) bilinedrni forma na prostoru
R™: Pro
m m
h= Zhici, k= ijej
=1 71=1
je

m

= Z hik; f"(a)(e;, €;) -

i,5=1
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Matici (Oz,']') .

ii=1..m o Kde oy = f"(a)(ei, €), nazveme reprezentaci bilinedrni formy f”(a) ve
W Eyeeny

standardni bazi. Pro nalezeni hodnot ¢;; uvazujme v prostoru R™ normu ||2|| = _max |hil.
Potom o
1/ (a+R) - f'(a) = f(a)(h, Ml crm ) =
of
= Imax 8:16]( a+h)— Za,]h|—0 I2|l) pro h—o.
To je ekvivalentni s tim, Ze
el 2l m
_leE(a+h) = 3h(a) = T, sl
lim =0,
||| —0 IRl
7 =1,...,m, neboli s tim, Ze derivace — e ,J =1,...,m, maji totalni diferencidl (tj. Fréche-
T
tovu derivaci) v bodé a. Odtud dale Vyplyva, ze
0*f
“i = 5:cj5;c,-(a) '

uvodanete. eprezentacl drunhe rrechetov erivace aj) ve standardni bazl je ESSova
Zdfvodnéte!) Reprezentaci druhé Fréchetovy deri i tandardni bézi je H

1 7. i,j_—l,...,’"l

Zaroven z uvedenych vysledkt vyplyva, ze f € C"(G) pro otevfenou podmnoZinu G C R™
praveé tehdy, kdyZ parcialni derivace n-tého fadu jsou na mnoZiné G spojité.

a

Analogicky jako jsme definovali n-tou Fréchetovu derivaci, mizZeme definovat vyssi deri-
vaci ve sméru ¢i Gateauxovy derivace vysSich fada.

Definice 5.8 Necht X, Y jsou normované linearni prostory, f : X — Y, up € X.
(i) Jestlize pro n € N a (hq,..., k) € X x ... x X existuje v bodé€ (0,...0) € R™ parcialni
derivace .
0" f(uo + Y =y tihs)
dt,01,...0t, ’

pak hodnotu této derivace nazyvame n-tou derivaci zobrazeni f v bod€ up ve sméru
(h1y ..., hy) a znaéime " f(ug; hy, ...y Bn).

(ii) JestliZe pro n € N a libovolné (hy,...,h,) € X X ... X X existuje 8" f(uo; b1, ..., hn)
zobrazeni

(hay ooy ) = 6™ F (g3 By oony o)

je spojité n-linearni zobrazeni z X x ... x X do Y, pak toto zobrazeni nazyvame n-tou
(Gateauzovou derivaci f v bod€ ug a znaéime D™ f(ug).
0
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Poznamka Pomoci pojmu n-té Gateauxovy derivace mizeme zobecnit Tayloriiv rozvoj
nasledujicim zptsobem: Je-li X normovany linearni prostor, Y Banachtv prostor, ug, h € X
a f ma tu vlastnost, Ze zobrazeni u — " f(u; hy, ..., hy) je spojité v kazdém bodé& useéky
spojujici body ug,uo + h (vzhledem k této tselce), pak plati

[

=) =

3

= Ug k 03
f(“0+h)"’f( )+ 6f(u,h> ’h)+

1 k—krat

=
Il

+ Ug + ) ces .
0 (n - ].)‘ 0 ’ ‘ﬁ/—’, -

n—krat

Dikaz se provadi indukei na zakladé Taylorova rozvoje funkce jedné realné proménné.

Priklad 5.14 Vypoctéte Fréchetovy derivace vSech fada zobrazeni

f:u H/o s2ub(s)ds , u e C((0,1)) .

Prvni Fréchetova derivace:

1

f'(uo)h = 5/ sPug(s)h(s)ds .

0

Druha Fréchetova derivace:
1
I (wo)(hy, ha) = 20/ sPud(s)hi(s)hy(s)ds .
0
Pata Fréchetova derivace:

O (uo)(hy, ..., bis) = 5! /1 s%hy(s)...hs(s)ds .

0

Sesta Fréchetova derivace a Féchetovy derivace vyssiho fadu jsou identicky rovny nule

(zddvodnéte!).
0

Cviceni 5.1 Necht F je zobrazeni z piikladu 5.9. Pfedpokladejme navic, Ze funkce f méa
v (a,b) x R? spojité druhé parcialni derivace. Dokazte, e pro libovolné vy € C((a,b))
existuje druha Fréchetova derivace zobrazeni F' a plati

b 32]0

F”(Uo)(h,k)=/a [ 552 (@ uo(2), uo(@)) ' (2)k(2)+
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5.4 Lokalni extrémy funkcionala

V tomto odstavci se budeme zabyvat funkciondly (obecné nelinedrnimi) z redlného nor-
movaného linedrniho prostoru X do R. Nasim cilem bude zobecnit pro tyto funkcionaly
metody vypoctu lokalnich extrémil pro funkce jedné redlné proménné, s nimiZ jsme se
setkali v pfedmétu Matematickd analyza I (viz [7]).

Definice 5.9 Necht X je reidlny normovany linearni prostor. Rikdme, Ze funkcional
f:X-=R

ma v bodé wug lokdini minimum (mazimum), jestliZe existuje okoli U bodu up takové, Ze
pro u € U\ {uo} je f(u) > f(uo) (f(u) < f(uo)). V pfipadé platnosti ostrych nerovnosti
hovofime o ostrém lokdlnim minimu (mazimu). Ma-li funkcional v bodé ug lokalni minimum
nebo lokdlni maximum, fikdme, Ze ma v bodé ug lokdlni extrém.

Plati nasledujici daleZité tvrzeni.

Véta 5.7 (Eulerova nutnd podminka) Necht funkciondl f : X — R md v bodé up € X
lokdlni extrém. Jestlize pro h € X existuje derivace ve sméru éf(uo, h), pak plati

(5.8) §f(uo,h) =0 .

Diakaz Pro funkci g : t — f(uo + th) je ¢'(0) = 6f(uo, h). Jestlize tedy ¢'(0) # 0 (tj.
neplati (5.8)), pak funkce g neméa v bodé 0 lokalni extrém, a tedy ani funkcional f nemize

mit v bodé ug lokalni extrém.
n

Poznamka Vétu 5.7 nelze obratit! Podminka (5.8) je pouze nutnou, nikoliv postacujici
podminkou existence extrému. Situace je analogicka jako v kone¢né dimenzi (viz téZ nasle-
dujici priklad 5.15). Jestlize f je funkcional a 6 f(ug, k) = 0 pro vSechna h € X, pak bod
uo jesté nemusi byt lokalnim extrémem. Takovy bod se nazyva kriticky bod funkcionalu f.

Nyni uvedeme jesté jednu nutnou podminku existence lokalniho extrému. PoZaduje
sice existenci druhé derivace ve sméru, ale zato je schopna ”rozlisit”, zda se jedna o lokalni
minimum nebo maximum.

Véta 5.8 (Lagrangeova nutna podminka) Nech? funkciondl f: X — R md v bodé up € V
lokdlni minimum (mazimum). JestliZe pro h € X existuje druhd derivace ve sméru § f(uo; h, k),
pak plati

(5.9) 8 f(uo; hyh) 20 (8% f(uos by k) <0) .

Diikaz Je-li g funkce z dfikazu véty 5.7, pak ¢”(0) = 6%f(uo; h,h) (zdfvodnéte!). Ny-
ni staci pouzit nutné podminky pro lokdlni extrém realné funkce jedné realné proménné

(provedte podrobné!).
|
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Z teorie funkci jedné realné proménné vime, Ze pouze s nutnymi podminkami existence
extrému nevystacime. Nasledujici tvrzeni udava jednu z postacujicich podminek.

Véta 5.9 (Lagrangeova postacujici podminka) Necht X je redlny normovany linedrni pro-
stor a bod ug € X je kritickym bodem funkciondlu f : X — R. Necht ezistuje okoli U bodu
ug tak, Ze zobrazeni u — D*f(u) je spojité na U.

(1) Jestlize existuge a> 0 takove, Ze pro kazdé h € X je
D*f(uo)(h, k) > al[A|* ,
pak f md v bod€ ug ostré lokdlni minimum.
(i1) Jestlize existuje o > 0 takové, Ze pro kazdé h € X je
D*f(uo)(h, h) < —af|h]* ,
pak f md v bod€ ug ostré lokdlni mazimum.

Dtikaz Pro kazdé h € X takové, Ze ug + h € U, ma smysl Taylorav rozvoj funkcionalu f
v bodé ug (viz poznamku za definici 5.8):

(5.10) Fluo + k) — fluo) = /01(1 — 4)D?f(uo + th)(h, k) dt .

(Zde volimen = 2 a vzhledem k nasim pfedpokladiim je 6° f(uo+th; h, k) =D?f(uy + th)(h,h).)
Z vyrazu (5.10) vyplyva, Ze k dikazu tvrzeni (i) stali dokazat existenci § > 0 takového, Ze
pro 0 < ||h]] < 6 je

(5.11) D?f(uo + h)(h,h) >0 .

Plati vsak
D?f(ug + h)(h, k) > D*f(uo)(h,h) — |D*f(uo + h)(h, k) — D* f(uo)(h, k)| >

> [a—|[D*f(uo + k) — D* f(uo)ll] I|R]I* -
Vzhledem ke spojitosti druhé Gateauxovy derivace D*f(u) v okoli U je pro malé § > 0
(a tedy pro ||A|| malé) hranata zavorka ostie véts{ nez nula. Odtud jiZ plyne (5.11) a tvrzeni
(1) je tedy dokazéano.
Tvrzeni (ii) se dokaZe zcela analogicky (zdivodnéte podrobné!).

Priklad 5.15 Uvazujme funkci
f:R™"—>R.

Jestlize ma funkce f v bodé a € R™ vSechny parcialni derivace prvniho fddu a lokalni
extrém, pak podle véty 5.7 plati

of of

5o (@)= = (@) =0,
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Vime z pfedmétu Matematicka analyza II ([8]), Ze v bodé& a € R™, ve kterém jsou viechny
parcialni derivace nulové, miZe, ale nemusi mit funkce f lokalni extrém. Véta 5.9 v tomto
pripadé doporucuje, za predpokladu spojitosti druhych parcialnich derivaci v okoli bodu
a, sestavit kvadratickou formu

6:v36z1

,3=1

(Viz téz priklad 5.13.) Vzhledem k tomu, Ze tato kvadraticka forma je homogenni stupné 2
(vzhledem k &), stali k dikazu toho, Ze f ma v bodé a lokalni minimum, zjistit, Ze existuje
a > 0 takové, Ze

f'(a)(h,h) 2 @

pro ||k|| = 1 (zddvodnéte!). ProtoZe jednotkova koule v R™ je kompaktni, stadi k tomu
overit, ze

f"(a)(h, k) > 0 pro ||A] =1

(zdivodnéte a uvédomte si, Ze toto by nestacilo, kdybychom misto R™ uvaZovali normovany

linearni prostor X nekonecné dimenze!). V linearni algebfe se dokazuje, Ze pro kaZzdou

kvadratickou formu na prostoru R™ existuje baze uy, ..., u,, prostoru R™ a &isla Ay, ..., A\,
m

takova, Ze pro vSechna h = E &iu; je

1=1

m a m
> g = L0
i,j=1 i=1

(reprezentace kvadratické formy v diagonalnim tvaru). Umime-li tedy kvadratickou formu
f"(a)(h, k) pfevést na diagonélni tvar, stali zjistit znaménka &isel Ay, ..., Ap,. Jsou-li nap¥i-
klad vSechna kladna, ma funkce f v bodé a ostré lokalni minimum. V pfipadé, Ze mezi
nimi existuje alespon jedno Llcxdne a alespon jedno zaporné, nema podle véty 5.8 funkce f
v bodé a lokalni extrém.

O
Priklad 5.16 UvaZujme konkrétni funkeci
f:RP—=R

tvaru
flz,y) =sinz +siny — sin(z + y),

of _of _,
dz Oy

46



pravé tehdy, kdyz

2 27 dr Ar
= (0,0 —_ — — — .
($7y) (’ ),(3 b 3)7(3’ 3>

V bodé (0,0) dostavame f”(0,0) = 0 a postup uvedeny v piikladu 5.15 nedava Zadny
vysledek. Snadno vsak zjistime, Ze f méni v okoli bodu (0,0) znaménko (ovéfte!), takZe
nema v tomto bodé lokalni extrém. Dale je

(f” (2—” -21> (hl,hQ),(hl,hz)) = —V3 (B 4 hahy + B2) =

373
ho\? 3K
h — —= 0
<1+2>+4 <
2T 27

pro (hi,h2) # (0,0) (zdivodnéte!) a tedy funkce f ma v bodé (—3~, 3

-3

) ostré lokalni
maximum.

41 47 , s e

—, — ) ostré lokalni minimum (zddvodnéte

Analogicky zjistime, Ze f ma v bodé ( 303

podrobné!).
0

Cviceni 5.2 Je-li funkcionédl f : X — R konvexni na normovaném linedrnim prostoru X,
tj. plati-li pro kaZdé dva body uj,us € X a pro t € (0,1) nerovnost

fQus + (1 = t)up) < tf(ua) + (1 - 1) f(u2)

potom kazdy kriticky bod f je bodem minima f na X. DokaZte!

Ndvod: Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklddat, Ze f(o) = 0 a 6f(0,h) = 0 pro kazdé
h € X. Predpokladejme, Ze v bodé o nema f minimum. Pak existuje u € X, pro které
f(u) = a < 0. Z nerovnosti f(tu + (1 —t)o) < tar (konvexita) plyne

fltw) = f(0) _
t — )

a tedy 6f(o,u) < a <0, coZ je spor.

Priklad 5.17 Hledejme lokalni extrémy funkcionalu

flu) = /O [ + u(o(d) + w(t)] d

na prostoru C((0,1)), kde w(t) a v(t) jsou zadané spojité funkce na intervalu (0, 1). Plati
1
6f(u,h) =/ [2u(t)h(t) + v(t)h(t)] dt
0
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pro viechna h € C((0,1)). Odtud vyplyva, Ze § f(u, h) = 0 pro vSechna h € C((0,1)) pravé
1
tehdy, kdyZ u(t) = —;)-v(t). Funkcional f méa tedy podle véty 5.7 pravé jeden kriticky bod

P4

up(t) = —%v(t).

Druha Fréchetova derivace funkcionalu f v tomto kritickém bodé ug existuje a plati

D?f(uo)(k, k) = 2/1 R*(t) dt

0

pro kazdé h € C((0,1)) (zdivodnéte podrobné!). Plati tedy

(5.12) D?f(uo)(h,h) >0

(a tedy také 6 f(uo; h,h) > 0) pro viechna h € C((0,1)). Neplati viak
D*f(uo)(h, h) > al[h]?

s Zadnym « > 0! (Zdivodnéte!) NemtZeme tedy pouZit vétu 5.9. Funkciondl f je vSak
konvexni, a tedy na zakladé predchazejiciho cvideni je kriticky bod uy bodem lokélniho
minima na C((0,1)). Zdivodnéte, pro¢ tento bod je zaroven bodem absolutniho minima

na prostoru C'({0,1))!
0O
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Kapitola 6

Zakladni véty nelinearni
funkcionalni analyzy

6.1 Véta o implicitni funkci

Predpokladejme, Ze f je realna funkce dvou proménnych z,y a plati f(zo,y0) = 0. Klasicka
véta o implicitni funkci udava postalujici podminky, pfi kterych lze z rovnice f(z,y) =0
v okoli bodu (zo, yo) vypolitat y jako funkci z. UkdZeme nyni, %e analogicka tloha se miZe
vyskytnout i v prostorech nekoneéné dimenze.

Priklad 6.1 UvaZujme pocdatecni tilohu

dy

(6.1) - =9y, y(0) =z,

kde g, éi;]- jsou spojité funkce na mnoziné (0,1) x R. Z teorie obycejnych diferencialnich

rovnic je znamo, Ze tGloha (6.1) je ekvivalentni s feSenim integralni rovnice

¢
(6:2) fa) =v(®) -2~ [ (ra(r)) ar =0

0
Kdyby bylo ¢(¢,0) = 0 pro libovolné ¢t € (0,1), pak f(0,0) = 0 a uloha zjistit existenci
feSeni y = y(t) rovnice (6.2) pro malé nenulové parametry z € R pfipomina klasickou vétu

o implicitni funkci. Zde vSak y = y(t) patfi do prostoru nekoneéné dimenze!
O

Véta 6.1 (Véta o implicitni funkci) Nech? XY, Z jsou Banachovy prostory a necht zob-
razeni f : X xY — Z je spojité v bod€ (zo,y0) € X x Y. Predpokldidejme, Ze f(zo,y0) =0
a Ze parcidlni Fréchetova derivace fy(zo,y0) : Y — Z je spojity izomorfismus prostoru Y
na prostor Z (viz odstavec 2.3). Necht dile '

fliXxY = LY, Z)
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je spojité zobrazeni v bodé (zo,yo). Potom ezistuji kladnd cisla €,6 tak, Ze ke kazdému
z € X, ||z — zo|| <6, existuje prdvé jedno u(z) €Y,

||u(:1c) - yOH <eg,
spliiujici rovnici
f(z,u(z))=0.

Navic zobrazeni u je spojit€ v bod€ .
Dutkaz Rovnici f(z,y) = 0 mGZeme zapsat v ekvivalentnim tvaru y = A(z,y), kde

Az, y) =y — 120, 30)] ™ 0 f(z,)

(zdivodnéte!). Dikaz spoéiva v tom, Ze se dokdZe existence a jednoznaénost fefeni y € YV
rovnice

(63) y= A(:E,y)

pomoci Banachovy véty o kontrakci (viz odst. 3.1). ProtoZe f a f; jsou spojita zobrazeni v
bodé (zo,yo), je zobrazeni A definovano na okoli bodu (zo,yo). Pro kazdé dostateéné malé
r>0apro(z,y) € X XY, ||z —xo| <7, ||y — ol <7 je

A,Z(xay) =1- [fé(mo,yo)]_l o fé(x’y) = [fé(l'U? yo)]_l o (fé(xo’yo) — fé(a:,y)) .

Dostavame tedy nasledujici odhad

14y (2, )l S 113 (z0, 50 || sup || f3(z0,90) = fo(ey)]l = g(r) -

flz~zo ji<r
ly=woll<r

Plati potom
(6.4) limg(r) =0,

r—0

[
(z,91)

o 2r
(I07 yO)
o

(xayZ)

2r

nebot f;(x,y) je spojité zobrazeni v bod& (z¢,yo). Z disledku (i) véty 5.5 vyplyva odhad
(6.5) [A(z,y1) — Az, 32)ll < a(r)llyr — vell
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pokud ||z — zo|| £ 7, |ly: — yoll < 7 (¢ = 1,2). Déle plati

1A(2, y0) = woll < | [fa(0,30)] " | sup || f(2,90)ll = p(r)

flz—zol|<r

a vzhledem k tomu, Ze f je spojité v bodé (zo, yo) a plati f(zo,y0) = 0, je také

(6.6) limp(r) =0 .

r—0

K(yo;e)

(z,90) (2o, ¥0)

26

2e

2r

Vzhledem k (6.4) existuje tak malé € > 0, Ze ¢(¢) = ¢ < 1. Z nerovnosti (6.5) plyne, Ze
zobrazenl A(z,.) je pro libovolné z € X, ||z — zo|| < ¢, kontrakci na mnoZiné

{y € Y;lly —voll <e} = K(yose) .

Zvolme jesté 6 > 0 takové, Zze § < € a navic p(§) < (1 — g)e. Potom pro kazdé z € X,
[z — o]l < ¢ plati

1A(z, y) = yoll < [|A(2,y) — A(e, 30) |l + || A, y0) — wol| <

< qlly — yoll +p(8) <ge + (1 —gle =¢,

a tedy A(z,.) zobrazuje K (yo;€) do K (yo;€). Podle Banachova principu kontrakce existuje
pro z € X, ||z — zo|| < §, pravé jedno y € K(yo;¢€), které je feSenim rovnice (6.3). Toto
feSeni oznaCime y = u(z).
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Ziejmé plati u(zo) = yo a zbyva tedy jesté dokdzat, Ze u je spojité v zo. Z rovnosti
u(z) = A(z,u(z)) plyne

l[u(z) = u(zo)ll < [ A(z,u(2)) — Az, w(zo))| + [|A(2; u(zo)) — A(o, u(o))|| <
< qllu(z) = u(@o)ll + || [f3(zo, 50)] ™ IIf(z, o)l -

Odtud pak dostaneme

Ju(e) = u(eol < 7= 11 4(e0, 0] 11,0 < 7= bl = ol

a z této nerovnosti podle (6.6) vyplyva spojitost u v bodé z,.
| |

Poznamka Banachova véta o kontrakci dava pfimo navod k numerickému vypoctu hod-
noty u(z): V pevném bodé z € X, ||z — zo|| < § definujeme

UO(SC) =Y ,

uk(x) = wee1 (z) — [f3(20,90)] 7" f(z, wema(2))

k=1,2,.... Potom plati nasledujici odhad:

(6.7) uw@—muﬂus1qug@mwn*muuwwns1iqma,

a tedy ug(z) — u(z) pro k — oo.

Poznamka Budeme-li navic ve vété 6.1 pfedpokladat, Ze f je spojité zobrazeni na okoli
bodu (zo,y0), pak lze €, 8 zvolit tak, Ze zobrazeni u je spojité na mnoZziné

(6.8) Us(zo) = {z € X; ||z — zo|]| < 6} .

To totiz vyplyva okamZité z toho faktu, Ze vSechna zobrazeni uy (z pfedchézejici poznamky)
jsou spojita na mnoziné Us(zo). Podle (6.7) posloupnost {ux} konverguje stejnomérné na
mnoziné Us(zo) k zobrazeni u, a tedy u je spojité na Us(zo).

Stejné jako v konefné dimenzi miZeme implicitni funkei derivovat, mame-li k dispozici
informaci o diferencovatelnosti zobrazeni f. Presnéji, plati nasledujici tvrzeni.

Véta 6.2 Predpokididejme ve vété 6.1 navic, Ze zobrazeni f je tiidy C* na néjakém okoli
bodu (zg,Yo). Potom lze g, § zvolit tak, Ze u € C'(Us(zo)), kde Us(zo) je definovdno vztahem
(6.8), a plati

u(2) = = [f(z,u(2)]” o fi(z,u(z)) .
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Princip dikazu Pro viechna z € Us(zg) plati rovnost
f(zu(z)) = 0.
Nulova tedy bude i Fréchetova derivace na tomto okoli:
Fi(z, u(@)) + fileu(2)) 0 w'(z) = 0.
Odtud postupné dostavame |
f(z,u(z)) o u'(z) = - fi(z, u(z)) ,
W(2) = ~ [f(z,u(@)] " o filz,u(z)) .

Priklad 6.2 Vratme se k pfikladu 6.1 a chapejme zobrazeni f definované vztahem (6.2)
jakoZto zobrazeni

f:RxC'({0,1)) — C'({0,1)) .

Potom je
¢
0
5 (7, y(r)h() dr .

fé(lﬁ,y)h—_—h(t)—’ o ay

y T dg . s e ¢ vawee v ,
Predpokladame-li, Ze funkce — je spojita, miaZeme se presvédcit, Ze zobrazeni

dy
f(z,y) : R x C1((0,1)) — L(C'({0,1)),C7((0,1)))
je spojité. Dale je zobrazeni

¢
0
13(0,00h = h(t) = | ZH(r,0)h(r)dr
o dy

zfejmé linearni a zobrazuje C'((0,1)) do C*({0,1)). Vztah f5(0,0) = 0 je ekvivalentni
tomu, Ze h je FeSenim linearni pocateni tlohy

5}

W(1) = 321, 0h(1), A(0) =0

Oy
(zddvodnéte!). Z teorie obylejnych diferencidlnich rovnic (véta o jednoznac¢nosti) viak vy-
plyva, Ze pak jiz nutné h(¢t) = 0, ¢ € (0,1). Odtud plyne, Ze f;(0,0) je prosté zobrazeni.
Rovnice

(6.9) £(0,0)h = x, x € C*((0,1))

je ekvivalentni po¢atedni uloze

K = SLL0MO + X0, t 01, h0) = x(0).
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Z teorie obylejnych diferencialnich rovnic (véta o existenci feseni pocateéni ulohy) opét vy-
plyva, Ze tato Gloha ma feSeni, a tedy pro libovolné x € C*((0,1)) existuje & € C*({0,1))
tak, Ze plati (6.9). Z definiéniho vztahu pro f;(0,0) pfimo plyne omezenost (&li spoji-
tost) tohoto zobrazeni. Aplikujeme-li Banachovu vétu o otevieném zobrazeni (véta 3.3),
dostavame ihned spojitost inverzniho zobrazeni [f4(0,0)]™". Zobrazeni

£3(0,0) : C'({0,1)) — C*({0,1))
je tedy izomorfismus. Ze spojité zavislosti FeSeni pocatecni ulohy na parametru a na poca-

tecni podmince a ze spojitosti funkce 5g_ plyne spojitost zobrazeni f;(z,y) v bodé (0,0) a

podobné spojitost zobrazeni f(z,y) v bod& (0,0) (zdivodnéte podrobné!). Proto miZeme
pouZit vétu 6.1 a dostavame existenci takového § > 0, Ze pro |z| < § existuje pravé jedno
feSeni y, = y,(t) pocatecni tlohy (6.1). Pfitom zobrazeni

T — yz(t)

chdpané jako zobrazeni z R do C'((0,1)) je spojitym zobrazenim v bodé 0.
O

Poznamka Predpokladame-li ve vété 6.2 navic, Zze f je tfidy C™ na néjakém okoli bodu
(1"0’ yo)o pOtOIn je u € CH(US(.’E())).

Definice 6.1 Necht f je zobrazeni Banachova prostoru X do Banachova prostoru Y. Zob-
razeni f nazveme difeomorfismem na oteviené mnoziné U C X, jestlize:

(i) f je prosté na U,

(i1) W = f(U) je oteviena podmnoZina v Y,
i) f e V),
(iv) f~1 e CY(W).

X

Véta 6.3 (O lokdlnim difeomorfismu) Budte X,Y Banachovy prostory a necht f : X —Y
je tiidy C' na néjakém okoli bodu zo € X . Predpoklidejme, Ze f'(zo) je spojity izomorfismus
prostoru X na prostor Y. Potom ezistuje okoli U C X bodu zo tak, Ze zobrazeni f je
difeomorfismus na U. Navic, je-li f € C™(U), pak inverzni zobrazeni f~' : Y — X je tiidy
C" na W = f(U).
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Princip dtkazu je zaloZen na aplikaci véty 6.1 (o implicitni funkci). Definujme zobrazeni
¢:Y x X — Y predpisem

o(y,z) = f(z) -y .
Zobrazeni ¢ pak vyhovuje pfedpokladim véty 6.1 (kde ovéem zaménime roli proménnych
z a y). Podle této véty tedy existuje okoli W bodu yo = f(zo) a okoli U; bodu z¢ tak, Ze
pro y € W existuje pravé jedno z € U, tak, Ze

e(y,z) =0, tj. f(z)=y.

PouZijme pro toto z oznaceni z = f~'(y) a budiz U = f~(W). Pak zobrazeni f|y je
prosté a f~! je zobrazeni k nému inverzni. MnoZina U je okolim bodu z; (je oteviena),
nebot

U=Unf'Ww).
7 véty 6.2, resp. z poznamky predchazejici definici 6.1, dostavame f~' € C'(W), resp.
ftec™w).
]

i

Priklad 6.3 V prostoru C((0,1)) uvaZujme nelinearni integralni rovnici

(6.10) z(t) — /01 K(t,s,z(s)) ds = y(t) ,

kde K = K(t,s,u) je spojita funkce na mnoziné (0,1) x (0,1) x R a mé tam spojitou
parcidlni derivaci K| (t,s,u). Pfedpokladejme déle, Ze

K(t,s,0) = K/(t,s,0)=0.
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Zobrazeni .
frz—2(t) - / K(t,s,z(s)) ds

0
ma v kazdém bodé z € C((0,1)) spojitou Fréchetovu derivaci

1
fi(z) : b= R(t) —/ K/ (t,s,z(s))h(s) ds .
0
Dale plati (vzhledem k pfedpokladim o K a K), ze f'(0) = I. Pfitom také f(0) = 0.
MiZeme tedy pouZit vétu 6.3 a podle ni pro dostatecné mal€ funkce y (v normé prostoru
C((0,1))) existuje privé jedno Feseni z € C((0,1)) rovnice (6.10).
O

6.2 Morseova-Sardova véta

V tomto odstavci se budeme zabyvat diferencovatelnymi zobrazenimi, tj. budeme pfedpo-
kladat, Ze f'(zo) existuje pro kazdé zo € X. Body, ve kterych jsou splnény pfedpoklady
véty 6.3 (o lokdlnim difeomorfismu), nazyvame requldrnimi body. V okoli takovych bodi se
zobrazeni f chova ,velmi slusné“, takZe se zde da dokazat fada jeho dileZitych vlastnosti
(viz napfiklad Fesitelnost rovnice (6.10) — pfiklad 6.3). Z pochopitelnych divodd se tedy
pri vySetfovani riznych modeld budeme snaZit pohybovat pravé v okoli takovych bodd.
Naopak, body, které tyto pozadavky nespliyji, se budeme snaZit eliminovat nebo alespon
budeme chtit ziskat informaci o tom, ,kolik jich je“.

Definice 6.2 Necht X , Y jsou normované linearni prostory. Bod zo € X nazyvame kritic-
kym bodem zobrazeni f : X — Y, plati-li f'(z0)(X) # Y. Prvek f(zo) pak budeme nazyvat
kritickou hodnotou.

Pfi vySetfovani ,velikosti“ mnoZiny vSech kritickych hodnot se omezime na zobrazeni
. Dm n
f:R™—=R",

nebot obecny pripad f : X — Y pfesahuje ramec téchto skript.

Oznatme p;(M) Lebesgueovu miru mnoziny M C R’ (tj. u:i(M) je tzv. i-rozmérna
Lebesgueova mira mnoZiny M). V naSem specidlnim pfipadé popisuje velikost mnoZiny
kritickych hodnot nasledujici véta.

Véta 6.4 (MORSE-SARD) BudQ C R™ oteviend mnoZina, f : R™ — R™ a f € C™11(Q).
Necht A C Q je mnoZina viech kritickych bodi zobrazeni f v mnoZiné Q. Potom

ta(f(A)) =0.

Poznamka 7 uvedeného tvrzeni vyplyvé, Ze mnozZina kritickych hodnot zobrazeni
f:R™ — R" je dostateéné mala ve smyslu Lebesgueovy miry.

56



Tvrzeni véty 6.4 je disledkem dvou specidlnéjsich tvrzeni. Poznamenejme, Ze v pfipadé
zobrazeni

fR™ >R
je bod a kritickym bodem f, jestliZe

flla)=0
(zdvodnéte!). Pak plati

Véta 6.5 (MORSE) Necht f : R™ — R je zobrazeni t¥idy C™ na oteviené mnozing
Q0 C R™. Necht ddile A je mnoZina vech bodi, ve kterych f'(a) = 0. Potom

m(f(A))=0.
Pripadem zobrazeni f: R™ — R™ (tj. m = n) se zabyva

Véta 6.6 (SARD) Necht 2 C R™ je oteviend mnozina a f : R™ — R™ je zobrazeni tridy
C! na Q. Necht dile A je mnozina vsech kritickyjch bodi zobrazeni f v mnoziné ). Potom

pm(f(A)) =0.
R™
- -
R™
//M\\
® - \A P
A ¢ f /’/ ®
s R

6.3 Véta o vazanych extrémech

V matematické analyze jsme se zabyvali vySetfovanim extrému funkci vice proménnych
vzhledem k néjaké podmnoZiné definiéniho oboru - §lo o tzv. extrémy s vazbami. Také tyto
véty maji svoje nekoneénédimenzionalni analogie, které se daji dokazat pro funkcionaly
f: X — R, kde X je Banachuv prostor.
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Definice 6.3 Bud M podmnoZina metrického prostoru X, f : X — R. Rekneme, ze
funkcional f ma v bod€ zo € X lokdlni extrém vzhledem k mnozZiné M, jestliZe existuje
okoli U bodu zq takové, Ze funkcional f ma v bodé zy extrém na mnozZiné M N U, tj plati
bud

f(z) < f(zo) pro viechnaz € M NU

(lokdlni mazimum vzhledem k mnoZiné M), nebo
f(z) > f(zo) pro vSechna z € M NU
(lokdlni minimum vzhledem k mnoZiné M).

Poznamka Ma-li mnoZina M specidlni tvar
M={zeX;T(z)=c},

kde T je zobrazeni, T': X — Y, Y je normovany linearni prostor a ¢ € Y je pevny bod,
nazyvame nékdy lokalni extrém funkcionalu f vzhledem k mnoZiné M lokdlnim extrémem
s vazbou

T(z)=c.

Analogii znamé véty o Lagrangeovych multiplikatorech pro vazby typu rovnosti je na-
sledujici tvrzeni.

Véta 6.7 Bud X redlny Banachiv prostor a f,g dva redln€ funkciondly definované v X,
zo € X. Necht funkciondl f md lokdIni extrém vzhledem k mnoZiné M = {v € X;g(v) =
= g(x0)} v bod€ z¢ a ezistuji Fréchetovy derivace f'(z0),9'(z0),9'(z0) # 0, a funkciondl g
Jje spojity na néjakém okoli bodu xo. Potom existuje A € R tak, Ze plati

f'(z0) = Mg’ (20)

Poznamka Reéalnému éislu A z predchazejici véty se Casto fika Lagrangeiv multiplikdtor
a vété samotné pak véta o Lagrangeové multiplikatoru. Jeji dikaz zde provadét nebudeme
a zajemce odkazujeme napf. na skripta [2].

Poznamka 7Z véty 6.7 plyne, %e k nalezeni vSech lokalnich extrémd funkcionélu f vzhle-
dem k vazbé g(v) = ¢ je nutné zjistit mnoZinu vSech A € R (oznalme ji A) takovou, Ze funk-
ciondl f — Ag ma kriticky bod zy (tj. f'(z)) — Ag'(zx) = 0) na mnozin& {v € X;g(v) = c}.
Z piednasky Matematickd analyza II si jisté étenaf pamatuje, Ze v pripadé X = RY byla
mnozina A vétSinou konefna. Vznika tedy otazka, jak vypada charakterizace mnoZiny A v
obecném pripadé.

V pripadé dim X = oo a pfi jistych dalsich predpokladech o funkcionalech f, g obsahuje
mnoZina A posloupnost nenulovych &isel, ktera konverguje k nule. V nékterych pifipadech
se da ukazat, Ze A je pravé spoletna mnoZina (napf. jsou-li f a ¢ homogenni funkcionély:
f(tz) = t*f(z), g(tz) = t°g(z), t > 0, z € X). Tyto problémy souvisi s vySetfovanim
vlastnich ¢isel nelinedrnich operatort a v této oblasti je dosud fada otevienych probléma,
nebot se jedna o teorii, ktera neni zdaleka uzaviena. O této problematice se mohou zajemci
vice dovédét napf. v [2], [3], [4] a v literatufe tam citované.
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Kapitola 7

Absolutni extrémy nelinearnich
funkcionala

7.1 Existencni véty pro absolutni extrémy

Tento odstavec a tuto kapitolu uvedme otazkou, zda ,rozumny“ funkcional f : X — R na-
byva na omezené a uzavrené podmnoziné D Banachova prostoru X své nejvétsi a nejmensi
hodnoty. Jinymi slovy, ptame se, zda pro néj plati jista analogie Welerstrassovy véty.

V piipadé, Ze mnoZina D je kompaktni, stacl podle Weierstrassovy véty z teorie met-
rickych prostora (viz [2]) pfedpokladat, Ze funkciondl f je spojity. Ma-li vSak Banachiv
prostor X nekone¢nou dimenzi, pak jeho kompaktni podmnoZiny jsou velice ,malé“, neob-
sahuji Zadny vnitifni bod, takze naptiklad uzaviena jednotkova koule v takovém prostoru
neni kompaktni.

Véta 7.1 Normovany linedrni prostor X md konecnou dimenzi pravé tehdy, kdyz kazdd
omezend podmnozina prostoru X je relativné kompakini (5. jeji uzdvér je kompaktni mno-

Zina v X ).

Tato véta je dokdzana napf. v [2]. My se zde spokojime pouze s jejim znénim a uvédo-
mime si, Ze pojem ,rozumného“ funkciondlu budeme muset v nekonecéné dimenzi chipat
pon&kud jinak ne? v pfipadé X = RM (kdy ,rozumny® = spojity). K tomu potfebuje-
me definovat nékteré zakladni pojmy. Pro jednoduchost se omezime na hledani extréma
na podmnozindch separabilniho Hilbertova prostoru H.

Definice 7.1 Bud M podmnoZina Hilbertova prostoru H.

(i) Rekneme, Ze mnozina M je slabé sekvencidlné uzaviend, pat¥i-li limitni prvek kaZzdé
slabé konvergentni posloupnosti prvka z M opét do M.

(i1) Rekneme, e mnoina M je slabé sekvencidln€ relativné kompaktni, jestliZze z libo-
volné posloupnosti {u,} C M lze vybrat podposloupnost {u,,} takovou, Ze {u,, }
konverguje slabé k néjakému prvku z H.
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(iii) Rekneme, Ze mnoZina M je slabé sekvencidlné kompaktni, jestliZe je slabé sekvencialné
uzaviena a slabé sekvencialné relativné kompaktni.

ZT¥ejmé plati nasledujici tvrzeni.
Lemma 7.1
(1) Kazdd slabé sekvencidlné uzaviend mnoZina je uzaviend.

(i1) KaZdd kompakini (resp. relativné kompakini) mnoZina je slabé sekvencidlné kompakini
(resp. slabé sekvencidlné relativné kompaktni).

Poznadmka (i) Ne kaZda uzavfend mnoZina je slabé sekvencialné uzaviena! Jako priklad
miuzZe slouzit mnoZina

S={uel |lu=1}.
To je uzaviend mnoZina. Pro posloupnost {e,} C S prvki tvaru
=(0,0,...,0,1,0,...)
s jednickou na n-tém misté plati
€n — 0

(zdivodnéte) a pfitom o & S. Proto S neni slab& sekvencialné uzavfena.
(i1) Podobné ne kazda slabé sekvencialné kompaktni mnoZina je kompaktni! Jako pfiklad
muzeme uvést mnoZinu

K={ueH; |lu| <1}.
Je-li totiz {u, } C K libovolna posloupnost, potom ||u,|| < 1. Vzhledem k reflexivité prosto-
ru H existuje vybrana podposloupnost {u,,} C {u,}, ktera slabé konverguje k néjakému
prvku u € H (Eberleinova-Smuljanova véta — véta 2.25): u,, — u. Potom ale

l|lul| < lién inf |lu,, || <1,

tj. u € K (viz véta 2.23). Podle véty 7.1 viak K neni kompaktni, pokud dim H = co.

uzaviené mnoziny " slabé sekvencmlne kompaktni mnoZiny
slabé sekvenc1alne uzaviené mnoziny kompaktm mnoziny

Da se dokazat nasledujici zajimavé tvrzeni, s jehoZ pomoci lze ,jidentifikovat® ty uza-
viené mnoziny, které jsou zaroven slabé sekvencialné uzaviené.
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Véta 7.2 Kazdd uzaviend a konvezni podmnozZina M redlného Hilbertova prostoru H je
slabé sekvencidlné uzavrend.

Dikaz této véty vyuziva Rieszovu vétu o reprezentaci (véta 2.35) a jisty disledek Hahnovy-
Banachovy véty (tzv. Mazurovu vétu) — viz [2].
|

Abychom mohli charakterizovat slabé sekvencialné kompaktni mnoZiny, potfebujeme,
vzhledem k ¢&asti (iii) definice 7.1, mit k dispozici dobré kritérium pro to, aby dana pod-
mnozina Hilbertova prostoru H byla slabé sekvencialné relativné kompaktni (kritérium
slabé sekvencialni uzavfenosti nam totiz dava véta 7.2).

Véta 7.3 KazZda omezena podmnozina Hilbertova prostoru H je slabé sekvencidlné relativ-
né kompaktni.

Dutsledek KaZdd omezend, uzaviend a konverni mnoZina v Hilbertové prostoru H je slabé
sekvencidlné kompaktni.

Dikaz tvrzeni vyplyva pfimo z pfedchazejicich vét 7.2 a 7.3.

Priklad 7.1 Uzavfena jednotkova koule v Hilbertové prostoru je slabé sekvencialné kom-

paktni mnoZina. (ZdGvodnéte!)
O

Cviéeni 7.1 DokaZte, Ze slabé sekvencialné kompaktni podmnoZina Hilbertova prostoru
H je omezena.

Cviceni 7.2 Prunik libovolného systému slabé sekvencialné uzavienych podmnoZin Hil-
bertova prostoru je slabé sekvencialné uzaviena mnozZina. Sjednoceni konené mnoha slabé
sekvencialné uzavienych mnozin je slabé sekvencialné uzaviena mnoZina. DokaZte!

Nyni budeme formulovat nékteré postacujici podminky k tomu, aby funkcional nabyval
na slabé sekvencialné kompaktni podmnoziné Hilbertova prostoru svého minima.

Definice 7.2 Bud H realny Hilbertiv prostor a M podmnoZina prostoru H. Rekneme, Ze
funkciondl f : H — R je v bodé ug € M slabé zdola polospojity vzhledem k M (resp. slabé
shora polospojity vzhledem k M), jestliZe pro kaZdou posloupnost {u,} C M, u, — uo
plati :

f(uo) < liminf f(u,) (resp. f(uo) > limsup f(u,)) .

n—oo n—o0o

Rekneme, ze funkcional f je slabé zdola (shora) poloépojity’ na mnozin€ M, jestliZe je slabé
zdola (shora) polospojity v kaZdém bodé mnoZiny M vzhledem k mnoZiné M.
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Pfiklad 7.2 (i) Norma realného Hilbertova prostoru H je slabé zdola polospojity funk-
ciondl na prostoru H (zdivodnéte!).

(ii) KaZdy spojity linedrni funkciondl f na redlném Hilbertové prostoru je slabé zdola
polospojity na prostoru H: Pak totiz podle Rieszovy véty existuje prvek v € H takovy, Ze

f(u) = (v,v)
pro viechna u € H, a proto plati implikace:

Un — Up = (Un, ) — (0, v) = f(un) = fluo).

O

Véta 7.4 Necht M je slabé sekvencidlné kompakini neprdzdnd podmnozina redlného Hil-
bertova prostoru H a necht f je slabé zdola polospoyity funkciondl na mnoziné M. Potom
f je zdola omezeny na M a existuje ug € M tak, Ze

fluo) = inf, f(u).
Dtikaz Existuje posloupnost {u,} C M tak, Ze

Jim f(un) = inf f(u).

ProtoZe mnoZina M je slabé sekvencialné kompaktni, existuje ug € M a vybrana podpos-
loupnost z posloupnosti {u,} tak, ze u,, — uo. Odtud plyne:

RS S b "
Vsechna dals$i tvrzeni tohoto odstavce budou vychazet z predchazejici véty, ktera je
v této souvislosti zdkladnim tvrzenim. V dal$im vykladu se soustfedime na nasledujici dva
problémy:
(a) vyjasnéni pfedpokladi véty 7.4;
(b) otazka existence minima funkciondlu na neomezenych mnoZinach.

Disledek véty 7.4 Bud M uzaviend konvezni omezend a neprdzdnd podmnozina redlného
Hilbertova prostoru H. Necht f je slabé zdola polospojity funkciondl na mnoZiné M. Potom
f je zdola omezeny na M a ezistuje ug € M tak, Ze

fluo) = inf f(u).
Dikaz provedte sami.

Uvédomte si, Ze pfedpoklad konvexity, uzavienosti a omezenosti mnoZiny se ovéruje
»PIjemnéji“ nez predpoklad slabé sekvencialni kompaktnosti. K vyfeSeni problému (a) tedy
zbyva studovat podminky postacujici k tomu, aby funkcional f byl slabé zdola polospojity.
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Lemma 7.2 Bud M podmnoZina redlného Hilbertova prostoru H. Funkcional f : H — R
je slabé zdola polospojity na mnozZiné M prdvé tehdy, kdyz pro kazZdé a € R je mnozina

E(a)={ue M; f(u) <a}
slabé sekvencidlné uzaviend v M.

Dikaz 1. Necht f je slabé zdola polospojity funkciondl na mnoziné M, a € R, {u,} C
E(a), u,, — up € M. Potom
f(uo) < liminf f(u,) <a

a tedy ug € E(a).
2. Necht E(a) je pro libovolné a € R slabé sekvencialné uzaviend, {u,} C M, u, — uo € M
a predpokladejme, Ze funkcional f neni v bodé ug slabé zdola polospojity, tj. Ze plati

liminf f(u,) < f(uo).

n—oo

Zvolme a € R takové, ze
liminf f(u,) < a < f(uo).

n~—~+00

Potom existuje vybrana podposloupnost {u,,} leZici v F(a) (zdivodnéte!). ProtoZe mno-
zina E(a) je slabé sekvencialné uzaviena, je up € E(a). Odtud plyne

fluo) < a < f(uo)

a to je spor.
n

Definice 7.3 Funkcional f : H — R nazveme konverni na konvexni mnoZiné M, jestliZe
pro kazdé u,v € M at € (0,1) je splnéna nerovnost

flu+ (1 =t)) <tf(u) + (1 —1)f(v).

Rekneme, Ze funkcional f je na mnoZin& M ryze konverni, jestliZe pro kazdé u,v € M,
u#vatée(0,1) plati

F(tu+ (1= 1)) < t(u) + (1 = £)f(v).

Véta 7.5 Konvezni a spojity funkciondl f definovany na konvezni podmnoziné M redlného
Hilbertova prostoru H je slabé zdola polospojity na M.

Idea diikazu Ze spojitosti a konvexity funkcionadlu f plyne, Ze mnozina
E(a) = {u € M; f(u) < a} je pro libovolné a € R uzaviena a konvexni v M. Podle
véty 7.2 je tedy slabé sekvencialné uzaviena. Tvrzeni je tedy disledkem lemmatu 7.2.

|

63



ObdrZené vysledky tedy muzeme shrnout takto:
sBud M uzaviend konvezni omezend a neprazdna podmnoZina realného Hilbertova prostoru
H. Necht f : H — R je konvezni a spojity funkcional na mnoZiné M. Potom f je zdola
omezeny na mnoziné M a existuje up € M tak, ze

ug) = inf f(u).
f(uo) = inf f(u)
Je-li navic f ryze konvezni, pak existuje prdaveé jedno ug s vyse uvedenou vlastnosti.“

Nyni obratime pozornost k pfipadu, kdy je tfeba udat postacujici podminku k tomu,
aby funkcional nabyval svého minima na celém prostoru.

Definice 7.4 Necht X je redlny normovany linedrni prostor. Rik&me, ze funkcional f :
X — R je slabé koercitivni na prostoru X, jestlize

e T (4) = -
Véta 7.6 Necht f : H — R je slabé zdola polospojity a slabé koercitivni funkciondl na re-
dlném Hilbertov€ prostoru H. Potom f je na prostoru H zdola omezeny a existuje ug € H
tak, Ze

o) = inf 7(w).
Dikaz Necht d > Hel]fi f(u). Existuje R > 0 tak, Ze pro u € H, ||u|| > R je

f(u) > d.

Potom

inf f(u) = inf f(u)

lluli<R ueH

(zduvodnéte!) a podle véty 7.4 existuje bod ug € H, ||us]| < R, pro ktery plati

f(uwo) = inf f(u) = inf f(u).

il <R ueH

Poznamka Misto predpokladu, Ze f je slabé zdola polospojity funkcional, muZeme ve vé-
té 7.6 predpokladat, Ze f je spojity a konvexni.

Cviceni 7.3 (i) DokaZte, Ze linearni funkcionél a norma realného Hilbertova prostoru jsou
konvexni funkcionaly!

(i1) Bud f konvexni funkciondl definovany na konvexni podmnoZiné M realného Hilbertova
prostoru H. DokaZte, Ze pro libovolné a € R je mnozZina F(a) = {u € H; f(u) < a}
konvexni!

(iii) UkaZte, Ze ve vété 7.6 lze misto slabé koercitivity f piedpokladat, %e pro ka?dy bod
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u € H existuje r > 0 tak, Ze pro viechny body v € H, ||[v|| > r je f(v) > f(u).

(iv) DokaZte, Ze pro kazdy spojity linearni funkcional f na realném Hilbertové prostoru H
existuje prvek u € H, ||u|| = 1, takovy, ze || f]| = f(u).

[Navod: Dokazte, Ze funkcional

w = |[fiHlell = f(w)

nabyva svého minima a toto minimum se rovna 0. Pak vyuZijte homogennosti normy a li-
nearniho funkcionélu f.]

7.2 P¥iblizné metody hledani minima funkcionélu

V predchazejicim odstavci bylo ukadzano, Ze za jistych pfedpokladi funkcionél definovany
na podmnoziné realného Hilbertova prostoru nabyva svého minima. V praktickych alohach
viak tyto existencni vysledky nestaéi a je nutné uréit bud jak velk€ je toto minimum, nebo
ve kterém bodé je ho nabyvdno. Vétsinou viak nelze tyto hodnoty urcit presné, a proto se
budeme v tomto odstavci struéné zabyvat metodami jejich pfiblizného vypoctu.

Definice 7.5 Nechf realny funkcional f je zdola omezeny na podmnoZiné A normované-
ho linedrniho prostoru X. Posloupnost {u,} C A nazyvame minimalizujici posloupnosti,
jestlize
lim f(u,) = inf f(u).
n=—00 u€A
Z praktického hlediska pro nas budou mit vyznam pouze takové minimalizujici posloup-
nosti, pomoci nichZz bude moZzné nalézt bod u* € A, v némz realny funkcional f nabyva
svého infima na mnoziné A. To se nam podafi , kdyZz napfiklad z nalezené minimalizujici
posloupnosti bude mozné vybrat (slabé & siln€) konvergentni podposloupnost v mnoZiné
A a funkcional f bude (slabé & silné) zdola polospojity (zdivodnéte samil).
Poznamenejme, Ze misto terminu silné zdola polospojity funkcional se pouZiva pouze
termin zdola polospojity funkcional; ten je definovan tak, Ze v definici 7.2 nahradime slabou
konvergenci konvergenci v normé. Podobnym zpisobem je definovan pojem shora polospo-
Jitého funkcionédlu. Proto je pro nas dilezité nalézt napf. takové poZadavky na funkcional
f, aby minimalizujici posloupnost byla omezena.

Lemma 7.3 Nech? funkcional f je slabé koercitivni na Hilbertove prostoru H. Pak kazZdd
minimalizujici posloupnost je omezend.

Dikaz Oznaéme

a = inf f(u).

ueH

ProtoZe f nemiZe byt konstantni (zdavodnéte), existuje w € H tak, Ze

fw) > a.
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{dyby minimalizujici posloupnost {u,}-2, nebyla omezena, pak by existovala vybrana
»odposloupnost {un, }3e;, pro kterou je ||un,|| > &, £ € N. Podle definice slabé koercitivity
e f(un,) > f(w) pro k > ko, a tedy neni

lim f(u,) = .

2ak ale {u,, }52; nemuZe byt minimalizujici posloupnost a to je spor.
Z praktického hlediska je pro nas vSak dilezitéjsi nasledujici tvrzeni.

Véta 7.7 Necht f je slabé koercitivni, spojity a ryze konvexni funkciondl definovany na re-
ilném Hilbertové prostoru H. Pak existuje prdvé jeden prvek u* € H, pro ktery

*\ 3 f
fu?) = inf f(u),
1 kaZda minimalizujict posloupnost slabé konverguje k proku u™.

Dikaz Existence prvku u* € H vyplyva z vét 7.5 a 7.6 (zdivodnéte podrobné). Jedno-
malnost pak plyne z ryzi konvexity funkciondlu f. Minimizujici posloupnost {u,}2; je
ymezena, coz znamena, ze existuje vybrana podposloupnost {un, }72;, kterd slabé konver-
ruje:

Up, — Ug.

k
’rotoze vSak f je spojity a konvexni, je podle véty 7.5 slabé zdola polospojity a plati tedy
f(uo) <liminf f(uy,) = inf f(u).

k—o0 u€H
% jednoznadnosti prvku u* pak plyne ug = u”, a tedy

Up, — U .

stejnou tvahou pak ukaZzeme, ze kazda vybrana podposloupnost z posloupnosti {u,} kon-
rerguje slab€ k prvku u*. Odtud pak jiz plyne

u —*u*
n .
||

Jesté vyhodnéjsi vak je, mame-li k dispozici silnou konvergenci minimalizujici posloup-
0sti.

/éta 7.8 Necht funkciondl f je definovdan na redlném Hilbertoveé prostoru H a mad v kaZdém
odé€ tohoto prostoru druhou Gdteauzovu derivaci, kterd je pozitivn€ definitni, tj. existuje
+> 0 tak, Ze pro vSechna u € H, h € H je

D2 (u)(h, ) 2 A
ak existuje prdave jeden prvek u* € H takovy', Ze
flu?) = inf f(u),

. kazdd minimalizujici posloupnost konverguje v normé prostoru H k prvku u”*.
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Dikaz Podle véty 5.5 pro u, u + h € H muZeme psat

(7.1) f(u—l—h)—f(u):/o Df(u+th)hdt

(poznamenejme, Ze plati Df(u + th)h = 6f(u + th,h)). Pro pevna ¢t € (0,1) a h € H
poloZme
o: 17— Df(u+7th)h, 7€(0,1).

Ovéfte sami, Ze funkce ¢ splituje v intervalu (0, 1) predpoklady Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté (viz [7]). Na zakladé této véty existuje £ € (0,1) tak, Ze

o(1) = p(0) = Df(u +th)h — Df(w)h = D* f(u + Eth)(h, th).
Dosazenim tohoto vyjadfeni do vztahu (7.1) obdrZzime

(7.2) flu+h) = f(u) = Df(uw)h + / tD? f(u + Eth)(h, h)dt .

0

Volbou u = o dostavame & 7n

J(h) = f(o) + Df(o)h + / tD* f(€th)(h, ) dt 2 f(0) + |Ik]| (S8 = 1DS(o))

pro h € H, coZ znamend, ze f je slab€ koercitivni funkcional (zdGvodnéte). PoloZime-li
u+ h = v, pak ze vztahu (7 2) vyplyva, Ze pro u # v je
(

(7.3) f(v) = f(u) = Df(u)(v —u) > 0.

Specialné pro u = tvy + (1 — t)vg, v1 # vo, t € (0,1) mame
f(v1) = f(u) > (1 = ) Df(u)(v1 - v2),
f(v2) = f(u) > =tDf(u)(v1 —v2).

Néasobenim prvé nerovnosti Cislem ¢, druhé nerovnosti ¢islem (1 — t) a sectenim zjistime,
ze f je ryze konvexni funkcional (provedte podrobné!).

Necht nyni u, — u. Pak podle (7.3) je

liminf f(u,) — f(u) > liminf D f(u)(u, —u) =0.

Odtud plyne, Ze f je také slabé zdola polospojity. Existence prvku u* nyni vyplyva z pied-
chazejici véty 7.8.%

Predpokladejme nyni, ze {u,}ne,; je n&akd minimalizujici posloupnost, a ve vztahu
(7.2) polozme u + h = u, a u = u*. ProtoZe f m4 v bodé u* minimum, je Df(u*)h = o
a tedy ‘

) = £ = [ 457"+ €t(un = 0o = 0y = ) 2 Tl = w7
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ProtoZe leva strana této nerovnosti ma za limitu nulu, plyne odtud

lim [lu, —u*|| = 0.

n—o0

Pfi numerickych vypocétech nam jde o efektivni konstrukei minimalizujici posloupnosti,
ktera konverguje k bodu u* € H s vlastnosti

f(u*) = inf f(u).

ueH

Z hlediska praktického pak sledujeme obvykle tato dvé hlavni kritéria:
1. Konstrukce takové minimalizujici posloupnosti co mozZna nejjednodussim zpisobem.
2. Konstrukce takové minimalizujici posloupnosti, kterd k u* konverguje co nejrychleji.

Vyhovét najednou obéma pozadavkim vétSinou nelze, nebot Casto jdou v jistém smyslu
»proti sobé&“. ZaleZi pak na konkrétnim tvaru funkcionalu f a na charakteru prostoru H,
jakou metodu zvolime. Z tohoto divodu existuje cela fada metod konstrukce minimalizujici
posloupnosti. Jedna z nejpouZivanéjsich metod je tzv. Ritzova metoda, kterou se budeme
nadale v tomto odstavci zabyvat.

Predpokladejme, Ze f je realny funkcional na redlném separabilnim Hilbertove prostoru
H a necht {u;} je Gplny systém v H (viz definici 2.40). Oznacme

H, = Lin{uq,...,u,}

tj. H, je linearni prostor dimenze n tvofeny vSemi linearnimi kombinacemi prvka uq, ..., u,,
a necht
a, = inf f(u).
n= inf f(u)

Ziejmé plati a,, > an41 (zdivodnéte). Podstatou Ritzovy metody je domnénka, Ze

(7.4) lim a, = 112;1 fu).

n—o00

Predpokladejme na okamzik, Ze (7.4) plati a Ze existuji prvky v, € H, takové, Ze

f(vn) = ay, .
Potom {v, }22, tvofi minimalizujici posloupnost. Tuto posloupnost pak hledime na zakladé

nutnych podminek, které musi byt splnény: Pfedpokladejme, Ze f ma na H, Gateauxovu
derivaci. Pak v bodé minima v, musi platit

(7.5) Df(va)h = (h, Df(vs)) =0
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pro kazdé h € H, (zdivodnéte). Takové h vSak miZeme vyjadrit ve tvaru

h = i hiu,- .
=1

Dosazenim do (7.5) pak dostavame
Z hi (uia Df(vn)) =0
1=1

Odtud plyne, Ze

(ui, Df(v,)) =0, 1=1,2,...,n.

Protoze v3ak také v, € H, muZeme vyjadrit ve tvaru
. n
(7.6) Vp = E a;u;,
j=1

budou neznamé koeficienty as, ..., a, (pomoci nichZ mizeme ziskat prvek v, ) feSenim tzv.
Ritzovy soustavy

(7.7) (u,-,Df (i:ajuj))z(), 1=1,...,n.

Je-li ay,...,a, feSenim soustavy (7.7), pak prvek v, tvaru (7.6) nazyvame n—tou Ritzo-
vou aprozrimaci.

Nésledujici tvrzeni uvadi do souvislosti existenci feseni soustavy (7.7) a existenci mini-
ma f na H,.

Lemma 7.4 Necht Ritzova soustava (7.7) md feseni aq,...,a,. JestliZe funkciondl f je
konvezni na prostoru H,, pak pro pFislusnou Ritzovu aprozimaci v, tvaru (7.6) plati

F(oa) = mip f().

n

Dikaz Oznalme
o(w) = f(ve +w) — f(vn), wé€H,.
JestliZze f nenabyva minima na H, v bodé v,, pak existuje w, € H, tak, Ze
o(w,) < 0.
Protoze je f (na H,) konvexni, je i ¢ konvexni, a tedy plati
(M) =  (wn + (1 = 1)0) < Ag(1wn)
pro A € (0,1). Odtud vyplyva

Awy,
O f(vn,wy) = Alirgl+ ja /\w ) < p(w,) < 0.

To je vsak spor s pfedpokladem, Ze v, je Ritzova aproximace (zdGvodnéte).

69



Nyni se vratme na zacatek naSich avah o Ritzové metodé a uvédomme si, Ze nam zbyva
vyfesit nasledujici dva problémy:

(i) Nalézt podminky, za kterych pro n € N existuje feseni Ritzovy soustavy.

(i1) Nalézt podminky, za kterych posloupnost takto ziskanych Ritzovych aproximaci tvofi
minimalizujici posloupnost.

Odpovéd na otazku (i) dava nésledujici tvrzeni.
P

Lemma 7.5 Necht funkciondl f je na prostoru H, slabé koercitivni a zdola polospojity a f
md v kazdém bodé prostoru H, linedrni Gateauziv diferencidl. Pak ezistuje n—td Ritzova
aproximace.

Dtikaz ProtoZe f je slabé koercitivni na H,, existuje &islo r > 0 tak, Ze

ulelgn flw) = xﬁ}igr f(w).
u€EHnp

MnoZina {u € H,; ||u|| < r} je kompaktni (zdivodnéte) a tedy (vzhledem k polospojitosti
f zdola) existuje bod v, € H,, takovy, Ze

flva) = inf f(u).

Z definice Gateauxova diferencidlu vyplyva, Ze
8f(vn,h) =10

pro vsechna h € H,, tj. v, je n-ta Ritzova aproximace.
|

Poznamka Vzhledem k tomu, Ze slaba a silnd konvergence na prostorech koneéné di-
menze splyvaji (zdGvodnéte!), je moZné v lemmatu 7.5 pfedpokladat, Ze f je slabé zdola
polospojity funkcional na prostoru H.

Odpovédi na otazku (ii) je nasledujici tvrzeni.

Lemma 7.6 Necht funkciondl f : H — R je konvexni a shora polospojity na redalném
separabilnim Hilbertové prostoru H. Bud {v,}re, posloupnost Ritzovych aprozimaci funk-
ciondlu f. Potom {v,}52, tvori minimalizujici posloupnost.

Dikaz Oznaéme
a = inf f(u)

ueEH

a necht {w,}>2; je néjakd minimalizujici posloupnost funkcionalu f. Protoze {u,}°2; je
uplny systém v H, pro libovolné n a é, > 0 existuje prvek z,, € H,, (m > n) takovy, Ze

Hzm - wn” < 671 .
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Zvolime-li 6, tak, aby pro u € H, ||lu — wy|| < é, bylo

f(u) < f(wn)““;l;

(volba takového §, je mozna diky polospojitosti f shora), podle lemmatu 7.4 je
i 1
= [( w < f(om) = min f(u) < fzm) < flwn) +—.

ProtoZe {f(v,)} je nerostouci posloupnost, vyplyva z posledni nerovnosti, Ze

lim f(vn) = a,

M —+00

tj. {vn}o2, tvofl minimalizujici posloupnost (zdivodnéte).

Vsechny naSe ivahy o Ritzové metodé miZeme nyni shrnout v nasledujicim tvrzeni.

Véta 7.9 Necht {u,}:2, je uplny systém v separabilnim redlném Hilbertové prostoru H
a necht funkciondl f : H — R je slabé koercitivni, konvezni, spojity na prostoru H
a md v kaZdém bod€ prostoru H linedrni Gateauriv diferencidl. Pak pro kaZdé n € N
existuje feseni Ritzovy soustavy (7.7) a posloupnost {v,}oe, Ritzovyjch aprozimaci tvoFi
minimalizujict posloupnost. Jestlize navic funkciondl f je ryze konvezni na prostoru H,
pak {v, }72, konverguje slabé k bodu u* € H takovému, Ze
f(u") = min f(u).
Dikaz Podle lemmatu 7.5 existuji Ritzovy aproximace a na zakladé lemmatu 7.6 tvori

minimalizujici posloupnost. Posledni ¢ast tvrzeni je obsaZzena ve vété 7.7.
n

Priklad 7.3 V tomto pfikladu budeme ilustrovat Ritzovu metodu na pf¥iblizném feSeni
linearni rovnice

(7.8) Tu=f.

Predpokladejme, Ze T je symetrické linearni zobrazeni Hilbertova prostoru H do sebe,
definované na husté podmnoziné D(T') C H. Pro f € H definujeme kvadraticky funkciondl

F: ur (Tu,u)—2u, f),
u € D(T') (viz odst. 3.3). JestliZe u, h € D(T), pak
§F(u,h) = 2(Tu — f,h),
co? znamena, ze pokud existuje ug € D(T') takové, Ze F(up) = min ) F(u), pak pro vSechna

weD(T
h € D(T) plati
6F(’U,0, h) =0.
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Protoze D(T) je hustd podmnoZina prostoru H, je nutné ug feSenim rovnice (7.8) (zdd-
vodnéte).
Zvolime-li uplny linedrné nezavisly systém {u,}

priblizné uréeni min F(u) tvar
ueD(T)

(o]
n=

1 € D(T), ma Ritzova soustava pro

(7.9) aj(Tuj,ui)z(f,ui), i=1,...,n.

1

n

J

Pfislusna n-t4 Ritzova aproximace bude existovat, pokud bude matice soustavy (7.9) re-
gularni. JestliZe budeme navic pfedpokladat, Ze T je pozitivné definitni, tj. existuje &islo
~ > 0 tak, Ze

(T, u) = yful®

pro viechna u € D(T'), pak A = 0 neni vlastnim ¢islem zobrazeni T (zddvodnéte), a spe-
cialné matice (T'uj,u;), 1,7 = 1,...,n, je regularni.

UvaZujme nyni rozsiteni kvadratického funkcionalu F' na energeticky prostor Hr, D(T') C
Hr C H, a oznatme ||ul|r = v/(u, u)r energetickou normu na Hr (viz odst. 3.3). Pomoci
skalarniho soudinu na Hr lze Ritzovu soustavu (7.9) pfepsat do tvaru

n

(7.10) Zaj(u,-,uj)T = (uo,us)r, t=1,...,n,

=1
kde uo € Hr je TeSeni rovnice (7.8), tj.

(u7f) = (u7u0)T

pro viechna u € Hy (viz [1], str. 113). Uvédomte si, Ze pro sestaveni soustavy (7.10) stadi
predpokladat, ze {u,}o>, C Hr! Ze soustavy (7.10) je patrné, Ze n—t4 Ritzova aproximace
v, ma tu vlastnost, Ze

(v —uo,ug)r =0, 1=1,...,n.

Jinymi slovy: n-ta Ritzova aproximace v, je ortogonalni projekci prvku ug v prostoru Hr
na podprostor H, = Lin{uy,...,u,}. JestliZe tedy {u,}oz, tvofi Gplny systém v prostoru
Hr, pak

lim ||[v, —wflr=0 a lim F(v,) = min F(u).

n—o00 n—00 wEHp
Dokazali jsme tedy, Ze pro f € R(T') tvofi posloupnost Ritzovych aproximaci minimalizujici
posloupnost a konverguje k feSeni rovnice (7.8) v normé prostoru Hr (a tedy v normé
prostoru H).

Z hlediska numerického vypoctu nejsou vsak timto tvrzenim ani zdaleka vyfeseny vse-

chny problémy. Podstatnou Casti praktického pouziti metody je napf. vybér takové po-
sloupnosti {un }ne;, aby fedeni soustavy (7.10) maélo zaviselo na nepfesném uréeni pravych

stran a koeficienti matice soustavy.
O
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Poznamka Soustavu analogickou soustavé (7.9) miZeme sestavit i bez pfedpokladu, Ze
T je linedrni zobrazeni. Je-li T': H — H a {u,}o2, je posloupnost prvkt mnoZiny D(T),

pak
n
Un = E a;u;y
J=1

nazyvame n-tou Galerkinovou aprozimaci FeSeni rovnice (7.8), jestliZe n—tice ay,...,a, je
FeSenim soustavy

(7.11) (T (ia]—uj),ui>:(f,ui), i=1,...,n.

i=1
P11 praktické aplikaci Galerkinovy metody je tfeba vyresit nasledujici dva problémy:

o dokazat existenci feSeni soustavy (7.11);
e dokazat konvergenci Galerkinovych aproximaci k pfesnému feSeni rovnice (7.8).

Poznamka Jak jiZ bylo feceno v prikladu 7.3, Ritzova metoda vychazi z hledani projekce
pfesného feSeni up v Hr na podprostor Lin{uj,...,u,}, coZ odpovidd hledani minima

funkce
(T (Z a;U; — uo) ,Z a;u; — Uo)
=1 =1

jakozto funkce neznamych koeficienti ay,...,a,. Oproti tomu tzv. metoda nejmensich
¢tvercu poZaduje urceni koeficientu ay,...,a, tak, aby své nejmensi hodnoty nabyvala

velié¢ina
T (Z a;u; — u()) T (Z ai”i) —f

1=1 =1

2 2

Oznacime-li ziplnéni mnoziny D(T') vzhledem ke skalarnimu soudinu (u,v)72 = (Tu,Tv)
jako Hp2, lze podobné jako v prikladu 7.3 ukazat, ze hledané koeficienty d1,...,d, jsou

takové, ze
n

Z d,"u,,‘

1=1
je ortogonalni projekce presného FeSeni ug na podprostor Lin{us, ..., u,}. Za pfedpokladu,
ze {un}o2, je Uplny systém v prostoru Hr: (a to je pravé tehdy, kdyZz je posloupnost
{Tu,}2, Gplnd v prostoru H), konverguji tyto projekce k feSeni up v normé& prostoru Hr:
(a tedy i v normé prostoru H, pokud T je pozitivné definitni zobrazenf).

Poznamka Existuje i fada dalSich pribliZnych metod konstrukce minimalizujici posloup-
nosti. Jednou z nejznaméjsich je metoda nejvétsiho spddu (nebo téZ metoda gradienti),
ktera vychazi z interpretace pojmu gradientu jako sméru nejrychlejsi zmény funkcionalu.
Podle konkrétni povahy problému se pak miZeme setkat s raiznymi modifikacemi zakladnich
metod: nap¥. metoda sdrufenych gradienti apod (viz. [11]).
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Kapitola 8

Nelinearni operatorové rovnice a
jejich reseni

Necht H je realny Hilberttv prostor a
T:H—H

je operator definovany na H s hodnotami v prostoru H. Bud f € H a zkoumejme, zda
existuje feSeni ug € H rovnice

(8.1) Tu=f.

Cilem této kapitoly je formulovat nékteré podminky postacujici k tomu, aby T'(H) = H.
Jinymi slovy, podminky postacujici k tomu, aby rovnice (8.1) méla feSeni pro libovolnou
pravou stranu f € H.

[lustrujme situaci na specidlnim-a dobfe znamém pfipadé, kdy H = R. Aby méla
rovnice (8.1) FeSeni pro kazdou pravou stranu, staci pfedpokladat, Ze T' : R — R je spojita
funkce a plati podminka

(8.2) lim Te=+00 a lim Tz= -0,
r—+00 T——00

nebo podminka

(8.3) lim T2 =—-0c0 a lim Tz=+00.

r—+400 T——00

Potom jiZ skuteéné T(R) = R (zddvodnéte!).

Je-li vSak dimenze prostoru H alesponi 2, pak podminky (8.2) a (8.3) nemaji Zadnou
analogii, nebot symboly 400 a —oo ztraceji smysl. Vsimnéme si vSak, Ze splnéni podminek
(8.2) a (8.3) zaruc¢ime pro T : R — R také podminkou

(8.4) lim |[Tz|=+oc0

| —=+o0

a podminkou, Ze T je monotonni funkce.
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Podminku (8.4) pak jiZz miZeme v normovaném linearnim prostoru (X, |.|]|) zapsat
analogicky nasledujicim zplisobem

8.5 Im ||Tull =c0.
(8:5) WJim 7wl

Definice 8.1 Necht H je realny Hilbertiv prostor. Zobrazeni T : H — H, které spliiuje
podminku (8.5), se nazyva slabé koercitivni.

Jako definici monoténni funkce (napf. pro neklesajici funkci) obvykle pouZivime impli-
kaci

(8.6) z,2yeR,z<y=>Te<Ty.

Pfevedeni této definice do normovaného linedrniho prostoru (X, ||.||) by znamenalo zavést
na mnoziné X usporadani. Abychom se tomu vyhnuli, vyuZijeme toho, Ze (8.6) je ekviva-
lentni s platnosti nerovnosti

(8.7) (z—y)(Tz—-Ty) 20

pro libovolna z,y € R. Budeme-li te¢ku ve vztahu (8.7) povaZovat za skalarni souéin v Hil-
bertové prostoru H = R, dojdeme pfirozenym zptusobem k pojmu neklesajiciho zobrazeni.

Definice 8.2 Bud H realny Hilbertv prostor se skalarnim soudinem (.,.). Rekneme, Ze
zobrazeni T : H — H je monoténni zobrazeni (operdtor), jestlize plati

(8.8) (u—v,Tu—Tv) >0
pro libovolnou dvojici bodia u,v € H.

Jednou ze zakladnich vét této kapitoly bude tvrzeni, Ze pro spojité monoténni a slabé
koercitivni zobrazeni T' ma rovnice (8.1) feSeni pro libovolnou pravou stranu f € H.

8.1 Variaéni metoda reSeni nelinearnich rovnic

Nejprve budeme definovat néktera specialni zobrazeni.
Definice 8.3 Zobrazeni T realného Hilbertova prostoru H do H se nazyva

(i) omezené, jestlize obraz kaZdé omezené podmnoZiny prostoru H je omezend podmno-
zina prostoru H;

(i1) koercitivni, jestlize
 (Tup)
lim

llull—=4o00  ||ul]

= +00 .
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Pozorovani Bud H realny Hilbertav prostor, f : H — R funkcional (obecné nelinearni)
a h € H. Pfedpokladejme, Ze existuje Gateauxova derivace D f (u) funkciondlu f v libo-
volném bodé u € H. K tomu, aby existoval prvek ug € H tak, Ze Df (ug) = h, je nutné a
stali, aby existoval bod ug € H vyhovujici rovnici Dg (uo) = 0, kde

(8.9) g:ur f(u)—(u,h) .
(Zdtvodnéte!)

Lemma 8.1 Bud g funkciondl definovany na redlném Hilbertové prostoru H a Dg jeho
Gateauzova derivace. Necht Dg : H — H je monotonni zobrazeni. Potom g je slabé zdola
polospojity funkciondl na prostoru H.

Dikaz Budte u,v € H. Podle véty o stfedni hodnoté existuje t € (0,1) tak, Ze plati
(8.10) 9(v) ~ g(w) = (v —w, Dyg(u +t(v ~u))) =

= (v —u, Dg(u)) + (v —u, Dg(u +t(v— u)) — Dg(u)) >

> (v, Dg(u)) — (u, Dg(u)),

nebot vzhledem k monoténnosti je (v — u, Dg (u+t(v —u)) — Dg (u)) > 0. Necht nyni
{un} je posloupnost prvka z prostoru H, ktera slabé konverguje k prvku u, tj. plati také

(un, Dg (u)) = (u, Dg (u)) -
Odtud a z nerovnosti (8.10) vyplyva, Ze

lim inf g(un) > g () — (1, Dg (w)) + lim (s, Dg () = g (u) -

n—oo

Lemma 8.2 Bud H redlny Hilbertiv prostor a Dg : H — H Gdteauzova derivace funk-
ciondlu g : H — R. Necht Dg je koercitivni a omezené zobrazeni. Potom funkciondl g je
slabé koercitivni.

Diikaz Podle véty 5.5 (o stfedni hodnoté) plati

(8.11) g(u)=g(0)+ /01 (tu, Dg (tu))% =g(0)+ /Onun (Tﬁ,DQ (TWZ—H)) i

=
pro libovolné u € H, u # o. ProtoZze Dg je koercitivni zobrazeni, existuje M > 0 tak, Ze

plati
! (TL,DQ (T_u_» 51
T\ [yl [ wll
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pro libovolné 7 > M a u € H, u # o. (Zdavodnéte!) Déle je

D (rgig) | =m <=

nebot Dy je omezené zobrazeni. Tedy podle (8.11) je

ol / / " - Mm + |lu]| -

pro libovolné u € H, u # o. Z posledni nerovnosti ihned plyne tvrzeni.

sup
T7€(0,M)
u€M ugo

Nasledujici dvé véty jsou stéZejni tvrzeni tohoto odstavce.

Véta 8.1 Bud H redlny Hilbertiv prostor a Df : H — H Gdteauzova derivace funkciondlu
f+ H — R. Predpoklidejme, Ze Df je monotonni, koercitivni a omezen€ zobrazeni. Potom

Df(H)=H .

Dikaz Podle naseho pozorovani sta¢i dokazat, Ze funkcional ¢ definovany vztahem (8.9)
ma kriticky bod (tj. bod ug takovy, Ze Dg(uo) = 0). ProtoZe vSak funkcional g spliiuje
predpoklady lemmat 8.1 a 8.2, je slabé zdola polospojitym a slabé koercitivnim funkcio-
nalem na prostoru H. Podle véty 7.6 nabyva funkcionél ¢ svého minima na prostoru H a
podle Eulerovy nutné podminky (véta 5.7) je tento bod bodem kritickym.

n

Véta 8.2 Necht H je redlny Hilbertiv prostor a f' : H — H je Fréchetova derivace funkcio-
ndlu f: H — R. Predpoklddejme, Ze f' je spojité, monoténni, slabé koercitivni a omezené
zobrazeni. Potom [ zobrazuje prostor H na prostor H.

Diikaz této véty zde provadét nebudeme. Ctenéf jej miiZe nalézt v doporudené literatufe.
Poznamenejme pouze, %e pfedpoklad spojitosti Fréchetovy derivace f' 1ze nahradit ponékud
slabsim predpokladem jeji tzv. ,hemispojitosti“.

Cviceni 8.1 Zobrazeni U : R* - R? definované piedpisem
U: (x,y) = (ya -—.'L‘)

je monoténni a slabé koercitivni. Neni vSak koercitivni. Dokazte!

Cviceni 8.2 UkaZte, Ze kaZzdé koercitivni zobrazeni T': H — H je i slabé koercitivni!
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8.2 Teorie monoténnich operatortu

V tomto odstavci se soustfedime na dikaz tvrzeni vét 8.1 a 8.2 pro tzv. nepotencidlni
operatory T : H — H, tj. zobrazeni T nebude nutné Gateauxova & Fréchetova derivace
néjakého funkcionalu f : H — R. Zakladnim tvrzenim je zde nasledujici véta.

Véta 8.3 Bud H redlny Hilbertiv prostor a T : H — H spojité, monoténni a slabé koer-
citivni zobrazeni. Potom

T(H) = H .
Dikaz této véty je zaloZen na nasledujicim tvrzeni se silnéjsimi predpoklady.

Véta 8.4 Bud H redlny Hilbertiv prostor a S : H — H spojité zobrazeni. Necht ezistuje
¢ > 0 tak, Ze prou,v € H je

(8.12) (Su — Sv,u—v) > clu—o|*.
Potom mad rovnice Su = f prdvé jedno teseni pro libovolné f € H. Specialn€ tedy plati
S(H)=H .

Dikaz této véty provedeme za dodateéného predpokladu, Ze S spliiuje Lipschitzovu pod-
minku, tj. existuje konstanta M > 0 tak, Ze

(8.13) |Su — Sv|| < Mlju— v
pro libovolné u,v € H. Existenci feSeni rovnice

Su=f,

-

kde f je libovolny prvek z H, pfevedeme na hledani pevného bodu zobrazeni
Seu=u—e(Su—f),
pro vhodné zvolené ¢ > 0, pro které je S. kontrahujici zobrazeni (definice 3.1). Plati:
[Sew — Sev|l* = [|(u — v) = & (Su~ Sv) ||* =

= |lu — v]|* — 2 (Su — Sv,u—v) + €*||Su — Sv||* <
< lu—v|* (1 - 2ec+ 2 M?)

(vyuZili jsme (8.12) a (8.13) - zdﬁvodnété!). Proe = % je konstanta

2
(1—2ec+e*M?) = (1 - —]\672—>
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mensi neZ 1, nebot bez jmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze M > c¢. Na zakladé
Banachovy véty o kontrakci (véta 3.1) existuje pravé jedno uy € H tak, Ze

Sequ =us,

neboli

Sug=f

(zdivodnéte!).

(et

Princip dikazu ”silnéjsi” véty 8.3 nyni spoéiva v tom, Ze zavedeme operatory

1
T..:H—-H T,:u—~ —u+Tu, ue H,
n
pro kazdé n € N. Kazdy z operatort T, zfejmé splituje podminku (8.12) (zdivodnéte!), a
tedy T,(H) = H. Pro dané f € H tedy ke kazdému n € N existuje prvek u, € H takovy,
ze plati

Tou, = f.

Ve zbytku dikazu se ukaZe, Ze {u,} je omezena posloupnost, Ze vybrana podposloupnost
slabé konverguje k néjakému prvku uo € H a Ze tento prvek je feSenim rovnice

Tu=f.

Poznamka Operator S, ktery splituje podminku (8.12), se nazyva silné monoténni. Sil-
né€ monoténni zobrazeni je prosté, koercitivni zobrazeni a jeho inverzni zobrazeni spliiuje
Lipschitzovu podminku. Skuteéné, snadno ovérime, ze Su = Sv implikuje u = v. Zvolime-li
v (8.12) v = o, obdrzime

(u, Su— So) > c|jul?

a odtud jiz okamZité plyne
- (u, Su)
lim

— T w
llull—oo |||

(zdivodnéte podrobné).
Oznadime-li S7! inverzni zobrazeni k zobrazeni S, mtizeme vztah (8.12) psat takto:

(ST - STV, U =V) 2SIV - S57V|?,

kde U = Su, V = Sv. Pomoci Schwarzovy nerovnosti odtud dostaneme

151U = SV < %; (57U = ST W,U - V)| <
< 2570 - SV - V],
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a tedy
1
IS0~ STV < U - V)

o , 1
Zobrazeni S tedy splituje Lipschitzovu podminku s konstantou — > 0.
c

Priklad 8.1 UvaZujme okrajovou ulohu

—u'(2)+ g(u() = f(z), 2 €(0,1),
(814) { «(0) = u(l) = 0,

kde ¢ : R — R je spojitd funkce a f € L*(0,1). Ulohu budeme chipat v zobecnéném
(slabém) smyslu a pfeformulujeme ji do tvaru operdtorové rovnice v Sobolevové prosto-
ru H = WO1 ’2(0, 1), ktery je redlnym separabilnim Hilbertovym prostorem. Dodejme pro
uplnost, Ze prostor H je definovan jako ztuplnéni prostoru

Z = {u € C'((0,1));u(0) = u(1) = 0}

lull = [Jlullls.2 = [/01 (@) dx] 1/2

(viz definici 2.25 a nésledujici poznamku (ii)).
JestliZe na8i rovnici vynasobime funkci v € H a integrujeme pfes (0, 1), potom integraci
per partes v prvnim ¢lenu a s vyuZitim okrajovych podminek dostaneme integralni identitu

(8.15) /Olu'() ()dz+/0 o(u(z) dx—/ I

Slabou formulact okrajové tlohy (8.14) pak rozumime tlohu najit funkci u € H takovou,
Ze integralni identita (8.15) plati pro kazdé v € H. Definujme operatory J,G: H — H a
prvek f* € H nasledujicim zpisobem:

vzhledem k normé

(Ju,v) = /O aw(z) d |

(Gu,v) = / g(u(a))v(e) do |

/f

pro kazdé u,v € H. Ovérfte sami, Ze jde skutecné o operatory z H do H a o prvek z prostoru
H! Za cvileni dale ovérte, Ze J je linearni a omezeny (a tedy spojity) operator, ktery je
silné monoténni a koercitivni a spliiuje Lipschitzovu podminku. Integralni identita (8.15)
(tj.nalezeni slabého feSeni okrajové tilohy (8.14)) tedy vlastné znamena feSeni operatorové
rovnice

Su=f*,
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kde
S=J+G.

Je-li ¢ = 0, potom na zakladé véty 8.4 existuje pravé jedno slabé reseni nasi okrajové

ulohy. Zajimavéjsi je pfipad ¢ £ 0. Potom je S = J 4+ G obecné nelinearni operator.
Predpokladejme, Ze g je omezend a neklesajici funkce (napft. g(t) = arctgt, t € R). Potom
S je silné monoténni operator:

(Su— Sv,u—v)=

1 1
= /0 (w'(z) = v'(2))" de +/0 l9(u(z)) = g(v(2))] [u(z) — v(2)] dz > |lu —v|*
pro libovolna u,v € H (zddvodnéte). Je-li navic g funkce splitujici Lipschitzovu podminku,
lg(s) —g(t)] < M|s —t], s,teR,
pak také operator S spliiuje Lipschitzovu podminku:

|Su — Sv|| = sup (Su— Sv,w) <

fhwll<1

< sup { [ (o) ~v@) o) do + [ lyate) - s(oteute) do } <

[lwli<1
1 1/2 1 1/2
< sup (/ lu' — v'|? dm) (/ (w')2 dx) +
Jlwll<1 0 0

+ </01 [9(u) = 9(v)]* dr)l/z </01 w? dr)l/z} <

1 1/2
<thu—oll+ ¢ ([ o= de) <+ Mol
0

pro libovolna u,v € H. Poznamenejme, Ze jsme vyuzili Holderovu nerovnost a nerovnost

1 1
/ [u|? dz < c/ [u')? dz |
0 0

ktera, plati pro libovolné u € H = W;?(0,1) (2 této nerovnosti totiz vyplyva ekvivalence
normy |||.|||1,2 s normou
1/2

||u||1,2=[Al(u'(x))2dm} +[/01u2(:c) dz} .

Z véty 8.4 tedy opét plyne, Ze naSe okrajova tiloha méa pravé jedno slabé FeSeni.
Ukazuje se, Ze podminky na funkci g je moZné podstatnym zptsobem ”zeslabit” pfi
zachovani existence slabého Feseni nasi okrajové ulohy. Misto véty 8.4 se pak vyuZiva "sil-

néjsi” véty 8.3, kterd nevyZzaduje silnou monoténnost ani splnéni Lipschitzovy podminky.
O

1/2
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8.3 Princip kontrakce a neexpanzivni zobrazeni

V prubéhu prednasky z funkcionalni analyzy jsme se nékolikrat setkali s tim, Ze misto
operatorové rovnice typu (8.1) je tfeba feit operatorovou rovnici ve tvaru

(8.16) Tu=u.

Zakladnim tvrzenim, které se tyka feSitelnosti rovnice (8.16), je Banachova véta o kontrakci
(nékdy zvana Banachova véta o pevném bodu) - véta 3.1. Pfipomefime, Ze zobrazeni
T : X — X tplného metrického prostoru (X, p) do sebe se nazyva kontrahujici, jestlize

plati
p(Tu,Tv) < gp(u,v)

pro libovolné dva prvky u,v € X s konstantou
g<l.

Snaha zobectiovat Banachiav princip kontrakce je motivovana fadou praktickych pro-
blémt a je vedena ve sméru ,zvétSovani konstanty ¢“ tak, aby vzniklo tvrzeni o pevném
bodé i pro ¢ = 1. '

Definice 8.4 Zobrazeni T : X — X uplného metrického prostoru (X, p) do sebe nazveme
neexpanzivni, jestlize pro kazdé dva prvky u,v € X plati

o(Tu, Tv) < plu,v)

Poznamka Nahradime-li kontrakci ve vété 3.1 neexpanzivnim zobrazenim, tvrzeni véty
platit nemusi, jak ukaZeme v nasledujicim pfikladu. Chceme-li tedy vyslovit vétu o pevném
bodu pro neexpanzivni zobrazeni, musime pfidat nékteré dalsi predpoklady.

Piiklad 8.2 Polozme X =R, p(z,y) = |z—y| a definujme zobrazeni T : R — R pfedpisem

T:x»—;x——arctgx—l—z.

2

Potom T je neexpanzivni zobrazeni:
|Tz — Ty| = |z —y — arctgz + arctgy| < |z — y| .
(Dokazte vyse uvedenou nerovnost a zdivodnéte, pro¢ T neni kontrakce!) P¥itom plati
Tz +# x

pro libovolné z € R.



|

Poznamka Asi nejjednodussi neexpanzivnim zobrazenim v obecném uplném metrickém
prostoru X, které nema pevny bod je ,posunuta identita“: Tu = u+¢, kde ¢ € X je pevné
zvoleny prvek.

Véta 8.5 Necht K je neprdzdnd, omezend, konvezni a uzaviend podmnozina redlného Hil-
bertova prostoru H. Necht T : K — K je neexpanzivni zobrazeni. Potom existuje bod
up € K tak, ze plati

TUO = Ug .

Princip dikazu této véty spociva predevsim v tom, Ze zobrazeni T 1ze vhodnym zpiso-
bem roz$ifit na cely prostor H: Existuje T': H — H takové,ze plati

(a) Tu=Tuprou € K;

(b) ||Tw — Tw|| < ||u— v]| prou,v € H;
(c) T(H)c K
(

dokazat to vSak neni jednoduché - viz [2]). ProtoZe T je vzhledem k (b) neexpanzivni v
celém H, je zobrazeni I — 7' monoténni a spojité (zdivodnéte). ProtoZze K je omezena
mnozina, plati

i flu—Full > lim (ful - [Tu]) = +oo,

(lufl—o0 [Jull—

a tedy [ — T je slabé koercitivni zobrazeni. Podle véty 8.3 tedy existuje bod ug € H tak,
ze ug — T'ug = 0, tj. )
Up = T'LLO .

ProtoZe vak Tuo € K, je také up € K a plati Tuo = Tug, tj. Tug = uy.
Podobné jako v pfipadé véty o kontrakci, je mozné i zde podat ,konstruktivni“ dikaz

véty 8.5, ktery poskytuje i jisty navod pro numericky vypocet pevného bodu:
Bud vy € K pevny prvek a pro s € (0,1) definujme zobrazeni

(8.17) Ts(u) = sT(u) + (1 — s)vo .
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Potom T,(K) C K (zdivodnéte) a
(8.18) |ITsu — Tsv|| < sllu—v||

pro u,v € K. ProtoZe H je uplny metricky prostor a K je uzavfena mnozina, je K s metri-
kou indukovanou skalarnim soucinem Hilbertova prostoru H aplny metricky prostor. Podle
Banachova principu kontrakce - véta 3.1 (T; je kontrakce s konstantou s - viz (8.18)) pro
kazdé s € (0,1) existuje pravé jedno u, € K takové, ze

(819) Tsus = Us .

Pron > 2 a s, =1 — — ozname u, = us,. Protoze K je slabé sekvencidlné kompaktni,

n
existuje vybrana podposloupnost {un;}, kterd slabé konverguje k prvku uo. DokaZeme, Ze
Tug = ug. Plati
un, = Tuo||* = ||tin, — o + uo — Tuol|* =

= ||un, — uo||> + |luo — Two||* + 2(un; — uo, uo — T'uo)

a tedy
1 [Jtn, — Tual? ~ fun, ~ ol) = fuo — Tl

Dale mame

[, = Twol| < [fun, = Ttiny || + [ Tttn; = Tiol| < [[ttn; = Tty || + ||tin, — uol] -

1
ProtoZe ze vztahd (8.17) a (8.19) (kde s =1 — —) plyne

nj

1
Tun; — Un; = ;(Tun,- — o) ,
J

je
jlin; | Tun,; — un,|| =0
a tedy
lim sup [Hunj — Tuol| — ||tn; — uol|] <0.
j—o0
Odtud tedy vyplyva
lluo — Tuo)|? = Jim [lun,; — Tuoll* = |lun; — uo||*] <0

a tim je véta dokazana.

Cviéeni 8.3 Bud H realny Hilbertiv prostor a T': H — H kontrahujici zobrazeni. Potom
zobrazeni

I-T:H—-H

je surjektivni zobrazeni. [Navod: PouZijte vétu 8.5.]
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Cviéeni 8.4 Necht
K={ueC({0,1);0 <wu(t) <1,u(0) =0,u(l) =1},

T :u(t) ¥ tu(t) .

Potom T je neexpanzivni zobrazeni zobrazujici K do K, které nema v mnozZiné K Zadny
pevny bod. Jak si vysvétlujete vztah tohoto tvrzeni a véty 8.57

8.4 Schauderovy principy (Schauderovy véty o pev-
ném bodu)

V tomto odstavci budeme pokracovat ve studiu fefitelnosti operadtorové rovnice (8.1) a
ukidZeme, jak se problém feSitelnosti v prostorech nekoneéné dimenze prevede na problém
FeSitelnosti téZe rovnice na prostorech konetné dimenze.

Zakladnim tvrzenim zde bude tzv. Brouwerova véta o pevném bodu, jejiz dikaz (ve
specialnim pripadé) provedeme pozdéji na zakladé teorie stupné zobrazeni.

Véta 8.6 (BROUWER) Bud K uzaviend, neprdzdnd, konvezni a omezend podmnoZina
v konecnérozmérném Banachové prostoru X. Necht F' je spojité zobrazeni mnoziny K do
K. Potom existuje ug € K tak, Ze

FUO = Ug .

V nasledujicim piikladu ukaZeme, Ze tvrzeni Brouwerovy véty obecné neplati, vypustime-
li pfedpoklad konecné dimenze prostoru X.

Priklad 8.3 (S. KAKUTANI) Necht H je separabilni Hilbertiv prostor, K = {u € H;||u|| <1
Necht {e,}, n = 0,%1,42,..., je ortonormalni baze prostoru H. Budiz U € L(H, H) takové
zobrazeni, Ze plati

Ue, = enq1 -

Takové zobrazeni je izomorfismus prostoru H na H (zdtvodnéte). PoloZme nyni
1
F:um 5(1 — |lull)eo + Uu .
Snadno se ukaZe, ze F je spojité zobrazeni a F(K) C K (ovéfte!). UkdZeme, Ze F' nemd

pevny bod. Pfedpokladejme sporem, Ze pro

+oo

U = E a;e;

1==—00

plati
Fu=u.
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Je tedy jednak

+o0
u—Uu = 2 (a; — ai-1)e;
jednak
1
u—Uu zu—Fu+§(1 — |Ju|eo ,
tj.
+00 1
> (e —aig)ei = 5 (1= llull)eo -
Odtud vyplyva, Ze musi byt
. 1
a;=a-y, t=-2,—3,..., a;=ag, t =1,2,..., ap—a_1 = 5(1 = lul)

(zdavodnéte). Protoze vSak fada
+o0

> al =]l
t=-—00
konverguje, musi byt a; = 0 pro viechna i € Z, tj. také u = 0. V tom pfipadé vSak pfimo
z definice F vyplyva, Ze F'(0) # o a to je spor.
O

Ukazuje se, Ze kdyZ v pfipadé nekonecnédimenzionalniho prostoru uvazujeme operator
T v jistém smyslu ”blizky” k operatoru s konecnédimenzionalnim oborem hodnot, potom
bude véta o pevném bodu platit i v tomto pfipadé.

Definice 8.5 MnoZina K C X (v Banachové prostoru X) se nazyva relativné kompakini,
je-li jeji uzavér K kompaktni mnozina v X.

Definice 8.6 Necht T' : X — X je operator zobrazujici Banachiv prostor X do sebe.
Pak T nazyvame kompaktnim operdtorem, je-li T spojité zobrazeni a T(M) je relativné
kompaktni mnoZina pro kazdou omezenou podmnoZinu M C X.

Vsimnéte si, Ze v pfipadé linearniho operatoru T' nemusime explicitné v definici kom-
paktniho operatoru vyZadovat jeho spojitost - viz definici 3.6 (zdivodnéte to!).

Poznamka Vzhledem k tomu, Ze oteviené mnoZiny (vzhledem k normé ||.|| na prostoru
X) tvofi topologii na X, mtZeme z kazdého otevieného pokryti kompaktni mnoZiny K
vzdy vybrat konefné podpokryti (viz pfedmét Matematickd analyza V). Odtud vyplyva,
ze je-li K relativné kompaktni mnozina v Banachové prostoru (X, ||.||), pak pro kazdé e > 0
existuji body vy, vs,...,v, € X tak, Ze pro libovolné v € K je

min |jv—wvf <e.
P

1=1,...,
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Pro neprazdnou mnozinu K lze body v, ...,v, vybrat z prvkd mnoziny K. V tomto
piipadé se mnoZina {vy, v, ..., v,} nazyva e-sit mnoziny K.
Je-li {vy,v2,...,v,} e-sit relativné kompaktni mnoZiny K, polozime
P
> ma(u)v; ;
FE:U,_,z—pl—’()’, ue K,
=1 m"(u)
kde
e—llu—vif, jeli Jlu—wvlf <e,
m,-(u) = . .
0, jeli Jju—wvl >e¢.

Potom dostavame nasledujici pomocné tvrzeni.
Lemma 8.3 Bud M omezend podmnoZina Banachova prostoru X aT : M — X kompakt-
ni zobrazent na M. Polozme K = T(M) a bud F, zobrazent na K definované vyse. Potom

plati
(8.20) |1Tu — F.Tu| < e

pro libovolné u € M.

e R R G—

/.——‘—_\\

N J \__K=Ton

Dukaz Pripomenme nejprve, ze je-li T kompaktni zobrazeni, je T'(M) relativné kompakt-
ni mnozina a zobrazeni F, tedy lze na této mnoziné definovat. Vzhledem k jeho definici
plati

|| Zf:l m"(Tu)Tu — f:l nli(TU)U,‘” <

P mi(Tu) -

1=1

| Tu — F.Tu|| =
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- S m(Tw)| T — i

B Zf:l m'l(Tu)

(Zdtvodnéte podrobné!) .
|

Véta 8.7 (Schaudertv princip) Bud K uzaviend, neprdzdnd, konvezxni a omezend podmno-

Zina Banachova prostoru X. Necht'T je kompaktni zobrazent definované na K a T(K) C K.

Potom existuje ug € K tak, Ze
TUQ = Ug .

T L. o P
Diikaz Pro kaZzdé n € N necht X,, oznacuje linearni obal —-sité mnoziny T'(K). Linearni

n
prostor X, s normou indukovanou prostorem X je Banachiv prostor koneéné dimenze.
PoloZme

K,=KnX,, T, =FNT : K, - X, ,

kde F1 je zobrazeni z lemmatu 8.3. MnozZina K, je uzaviena (v X, ), konvexni, omezena
n, 7 . so, 7 V4 . . v . .
a neprazdna a T, je spojité zobrazeni na K,. Vzhledem k definici F1 a protoze K, je
’ W ’ n
konvexni mnoZina, plati

T.(K.) C K

(zdivodnéte podrobné). Podle Brouwerovy véty pro kazdé n € N existuje u, € K, C K
tak, Ze

Up = Ty, .
Navic podle vztahu (8.20) plati
1
”Tun - un“ = ”Tun - Tnun” < ;
a tedy
(8.21) lim ||Tu, —us]|=0.

Protoze Tu € T(K) a T'(K) je kompaktni mnozZina, existuje vybrana posloupnost {un, }

a bod ug € T(K) tak, Ze

lim Tun, = uo .
k—o0

Podle (8.21) je v3ak také

lim u,, = ug . - Q- ) ‘ .-
k—o0
Protoze T je spojité zobrazeni, je klim Tup, = Tuog, tj.
— 00

TUO = Ug .
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UkaZeme nyni, ze z Brouwerovy véty vyplyva jesté jina véta o pevném bodu.

Definice 8.7 Bud E podmnoZina Hilbertova prostoru H. Rekneme, %e operator T : E —
H je slabé spojity na E, jestlize pro kazdé u € E a libovolnou posloupnost {u,} C E
takovou, Ze u, — u, plati Tu,, — Tu.

Poznamka Poznamenejme, Ze pojem slabé spojitosti operatoru T je slabsi neZ pojem
kompaktnosti 4 Presnéji, kazdy kompaktni operator T je slabé spojitym operdtorem, ale
opacna implikace neplati. Proto musime v nasledujici vété ,platit jistou dan“ za obecné&jsi
typ operatoru v podobé specialnéjsiho prostoru a specialnéj$i mnoZiny K.

Véta 8.8 (slaby SchauderGv princip) Bud H rediny separabilni Hilbertiv prostor,
K ={u € H;||u|| £ 1}. Necht T : K — K je slabé spojité zobrazeni na K takové, Ze
T(K) C K. Potom existuje uo € K tak, Ze

TUO = Up -

Dikaz Necht {e,} je ortonormalni baze v H. Polozme
H, = Lin{ey,...,en}, K, = KN H, .

Pron € N bud P, : H — H, ortogonalni projekce prostoru H na prostor H,, tj. spojité
samoadjungované zobrazeni takové, Ze

P,u € H, pro véechna ue€ H ,

P,u=u proviechna ué€ H, ,
(Pou —u,v) =0 pro viechna u € H,v € H, .

Zobrazeni T, = P, T zobrazuje konvexni, uzavienou, omezenou a neprazdnou mnozinu
K, do K, a je spojité. Podle Brouwerovy véty pro kazdé n € N existuje u, € K,, C K tak,
ze

Tty = Up .
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Protoze K je slabé sekvencidlné kompaktni mnoZina, existuje vybrana podposloupnost
{un, } a prvek ug € K tak, Ze

(8.22) P .Tup, = Thttn, = tUn, — Up -
ProtoZe T je slabé spojité zobrazeni, plati
Tun, — Tug.
Vzhledem k samoadjungovanosti zobrazeni P,, pak dostavame
(Po,Ttn,,v) = (Tun,, Po,v —v) + (Tup,,v) — (T'wo, v)

pro kazdé v € H (vyuzili jsme toho, Ze Tu,, — Tuo, Pp,v — v a|(Tun,,Prv—v)| <
<N Tun, || || Prpv — v|| — 0. Plati tedy
)

(8.23 P Tu,, — Tup .

Ze vztahi (8.22),(8.23) a z jednoznaénosti slabé limity vyplyva Tup = ue.
n

Poznamka (i) Dokdzané véty o pevném bodu plati v fadé pfipadd v obecnéjsich prosto-
rech. Tak napfiklad posledni tvrzeni (véta 8.8) plati po vypusténi pfedpokladu separability
a realnosti prostoru H a obecnéji pro kazdou neprazdnou uzavienou a omezenou konvexni
mnozinu K.

(ii) Na rozdil od Banachova principu kontrakce netvrdi véty 8.6 - 8.9 nic o jednoznaé-
nosti feSeni rovnice Tu = u. Existuji jednoduché pfiklady, které ukazuji, Ze v takovych
pfipadech muZe mit rovnice T'u = u dokonce nekonecné mnoho feseni.

Cviceni 8.5 DokaZte nasledujici tvrzeni: Je-li H konecnérozmérny Hilbertiv prostor, pak

zobrazent F' : H — H je spojit€ na mnoziné M C H prdvé tehdy, kdyZ je na mnoziné M
kompaktni.
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Kapitola 9

Teorie stupné zobrazeni

V predchazejici kapitole, kde jsme vySetfovali fesitelnost operatorové rovnice Tu = f, hral
velmi dileZitou roli predpoklad koercitivity (resp. slabé koercitivity) operatoru 7. Rada
praktickych problému vsak vede k operatorovym rovnicim, v nichZ operator tyto pred-
poklady nespliuje. Mluvime pak o nekoercitivnich ulohdch a pfi studiu jejich FeSitelnosti
hraje dileZitou roli teorie Brouwerova a Lerayova-Schauderova stupné zobrazeni.

9.1 Brouwertv stupen zobrazeni
Zasadni vyznam pro nas bude mit néasledujici tvrzeni.
Véta 9.1 Bud R > 0 a oznacdme
K(o,R) = {z € RV |ls| < B} , S(o,R) = {z € RV; |z]| = R} .
Budi# F spojité zobrazeni definované na K (o, R) s hodnotami v RY a takové, Ze
F(z)# o0 prokaZdé € S(o,R) .

Pak existuje cel€ cislo

d[F; K(o, R), o]

(které nazyvame Brouwertv stuper zobrazeni F' vzhledem ke kouli K (o, R) a bodu o nebo
jen kratce stupeni zobrazeni F') tak, Ze plati:

(a)
d[I; K(o,R),0] = 1.

(b) Jestlize
d[F; K (o, R),0] # 0

pak existuje zo € K (o, R) takové, Ze

F(zo)=o0.
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(c) (Invariance vzhledem k homotopii) Bud h,(z) = h(z,t) spojité zobrazeni mnoziny
K(o,R) x (0,1) do R™ takové, e pro viechna t € (0,1) a pro viechna z € S(o, R) je
h(z,t) # o. Potom

dlh; K (o, R),0] = U(t)

Jje konstantni funkci proménnét € (0,1). Specidlné plati

d[ho; K (0, R), 0] = d[h1; K(0, R), 0] .

(d) Je-li zobrazeni F' navic liché (tj. plati-li F(z) = —F(~z) pro viechna z € K(o, R)),
pak
d[F; K(o, R), 0]

je liché (a tedy nenulové) éislo.

Poznamka (pouziti a vyznam stupné zobrazeni) Je dileZité si uvédomit, Ze véta 9.1
zarucuje ezistenci feSeni rovnice

(9.1) F(z)=o0.

Nedava viak Zadny vzorec pro vypoéet stupné d[F'; K (o, R), 0]. Zékladni vyznam stupné
zobrazeni vyplyva z vlastnosti (b):

Necht je ddno zobrazeni F' na prostoru RY. Nasim tkolem je zjistit, zda rovnice (9.1)
ma FeSeni. JestliZe rovnice (9.1) mé FeSeni na S(o, R), pak neni tfeba dale nic zkoumat.
Jestlize plati F(z) # o pro vSechna z € S(o, R) (coZ je druhd eventualita), pak véta 9.1
nam dava navod k jednomu moZnému pfistupu. Pokud se totiZ né€jakym zptusobem podafi
zjistit, Ze zobrazeni F' méa vzhledem ke kouli K (o, R) a bodu o nenulovy stupen, pak jiZ z
vlastnosti (b) stupné zobrazeni plyne, Ze uvaZovana rovnice (9.1) mé alespofi jedno FeSeni
v mnoZiné K (o, R). Pravé toto je vyznam Brouwerova stupné zobrazeni.

V souvislosti s vyse provedenou avahou se vSak nabizi prirozena otazka: ”Jak pro kon-
krétni zobrazeni F zjistit, Ze jeho stupen je nenulovy?” Predevs§im vime, Ze kaZzdé liché
zobrazeni ma nenulovy stupen (vlastnost (d)) a specialné, Ze stupeh identity je 1 (vlast-
nost (a)). Pokud zobrazeni F' neni identita nebo alespon liché, pak nam nabizi dal$i moZnost
vlastnost (c): MiZeme se pokusit o "homotopické spojeni” naseho zobrazeni F' s néjakym
lichym zobrazenim.

Poznamenejme jesté, Ze dvé spojita zobrazeni Fy a Fi na mnoZiné K (o0, R) nazyvame
homotopickd, jestlize existuje spojité zobrazeni hi(z) = h(z,t) na K (o, R) x (0,1) tak, Ze
pro viechna z € K(o, R) plati

ho() = Fo(a), () = Fi(e)
a pro viechna z € S(o, R) a viechna t € (0,1) je
hi(z) # o .

Zobrazeni h;(z) s uvedenymi vlastnostmi se nazyva homotopie zobrazeni Fy a Fj.
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Princip dikazu véty 9.1. Véta 9.1 je jednim ze zékladnich tvrzeni algebraické topo-
logie. Zpusobt konstrukce stupné zobrazeni

d[F; K (o, R), 0]

s vlastnostmi uvedenymi ve vété 9.1 je nékolik. Konstrukei je moZné provést také pomoci
prostfedkd matematické analyzy (pfesnéji integralniho a diferencidlniho podtu) a jeji za-
kladni myslenky zde shrneme. Dikaz spoéiva ve tfech zakladnich krocich.

I.krok: Konstrukce Brouwerova stupné pro specidlni zobrazeni F.
Predpokladejme, Ze

(a) zobrazeni
F(2) = (F(e), - F(2))
je spojité na K (o, R), F(z) # 0 pro viechna z € S(o, R);

(B) vSechny parcialni derivace

=1,...,N
axj (Z’J 7 ? )
jsou spojité na K(o, R);
() rovnice
Flz)=o0
(tj. soustava rovnic Fi(z) = 0, 1 = 1,...,N) ma v mnoZiné K (o, R) pouze

koneéné mnoho feseni ¢ OF ...,f(m) a jakobian Jr(z), tj. determinant matice

) youry

je v kazdém z bodt M) ..., ¢0™ penulovy.

V tomto pfipadé poloZime

m (z)
d[F; K (o, R), Z“‘]” )

II.krok: Odstranéni predpokladu (7).
Necht zobrazeni F(z) spliuje predpoklady (a),(B). Je tfeba sestrojit posloupnost
zobrazeni {F,(z)}22, definovanych na K(o, R) tak, Ze plati
(i) Fn(z) spliiuje pfedpoklady (&), (£), (y) pro kazdé n € N;
(ii) Iim max ||Fu(z)— F(z)]|=0.

n—00 zeK(o,R)
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Existence posloupnosti {F,(z)}or, s vlastnostmi (i), (ii) plyne ze Sardovy véty (véta

6.6). Pro kazdé zobrazeni F, je podle kroku I definovan stupeti
d[Fn; K (o, R), 0]
a da se ukazat, Ze existuje koneéna limita

lim d[F,; K(o, R), 0]

a Ze hodnota této limity je stejna pro vSechny posloupnosti {F,,(z)}52; s vlastnostmi

(i),(i1). Proto mizeme polozit

d[F; K(o,R),0] = lim d[F,; K(o,R),0] .

ITL.krok: Odstranéni predpokladu (3).

Necht zobrazeni F'(z) spliiuje pfedpoklad («). Podle tzv. Weierstrassovy véty o stejno-
mérné aproximaci spojité funkce pomoci polynomu (viz napf. [10]) je moZno sestrojit
posloupnost zobrazeni F,(z), n € N, tak, Ze plati

(a) F, spliyje (), (f) pro kazdé n € N;
(b) lim max [[F.(z)- F(z)||=0.

n—0 2K (o,R)
Pro kaZzdé zobrazeni F), je podle kroku II definovan stupen
d[Fn; K(o, R), 0]
a da se ukdzat, Ze existuje koneéna limita

lim d[F,; K (o, R), 0]

n—00

a Ze hodnota této limity je stejna pro viechny posloupnosti { F,,(z)}oe, s vlastnostmi
(a), (b). Proto miZeme definovat

d[F; K(o, R),0] = lim d[Fy; K(o, R),0] .
Takto definované éislo
d[F; K(o, R), o]
je celé, nebot jsme dvakrat provadéli limitni pfechod v posloupnostech celych Eisel
(zddvodnéte) a lze dokazat, Ze ma skutecné viechny vlastnosti uvedené ve vété 9.1.
Presny dikaz je technicky velice néroénf a Ctenafl jej muZe nalézt napf. ve skriptech

[2].

Poznamka Vyse uvedeny princip konstrukce stupné ukazuje, Ze jeho wvypoclet pro kon-
krétni zobrazeni je témér vylouden. O to vic vystupuje do popiedi vyznam vlastnosti (a) a
(d) uvedenych ve vété 9.1. Jejich pouZiti si budeme ilustrovat v nasledujicim odstavci.
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9.2 Pouziti Brouwerova stupné zobrazeni
DokéaZeme nejprve nasledujici specialni verzi véty 8.6.

Véta 9.2 Bud F spojité zobrazeni na K(o, R), které kouli K (o, R) zobrazuje do K (o, R),

1.
F(K(o,R) C E(o,R) .

Potom ezistuje o € K (o, R) tak, Ze
F(LE()) =9 .

Dikaz V pfipadé, Ze existuje zo € S(o, R) tak, Ze F(zo) = 2o, neni co dokazovat. Necht
tedy .
t—F(z)#o

pro kazdé z € S(o, R). V tomto pfipadé je definovan stupen

d[I — F; K(o,R), 0] .
Polozme

h(z,t) = z — tF(z)
pro z € K(o,R) at € (0,1). Zfejmé je h(z,t) spojité zobrazeni na K (o, R) x (0,1).
Predpokladejme, Ze existuje z* € S(o, R) a t* € (0,1) tak, Ze

gt —t"F(z")=o.
Pak

0 =|lz* —t"F(z")|| = |l="]| = "] F(z)| = (1 =) R > 0

nebot ||F(z")|| £ R a ||z*|| = R. Plati tedy ¢t* = 1. To vSak je spor s pfedpokladem, Ze na
S(o,R) je z — F(z) # o. Tudiz
h(z,t) # o

pro vSechna z € S(o, R) a pro vSechna t € (0,1). Z vlastnosti (a) a (c) véty 9.1 okamzité
dostavame:

1 =d[I;K(o,R),0] =d[I — F;K(o,R),0] .
Proto miiZzeme pouZit vlastnost (b) z véty 9.1. Odtud plyne, Ze existuje zo € K (o, R) tak,
ze
F(.’IIQ) = X0 .
|

Zcela analogicky, jako jsme provedli pfedchazejici dikaz, je moZné dokazat nasledujici
vétu o pevném bodu (diikaz provedte sami jako cvileni).
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Véta 9.3 Bud F spojité zobrazeni na K (o, R) s hodnotami v R" a takové, Ze pro viechna
z € S(o, R) plati
(F(z),z) <0.

Potom ezistuje alespoti jedno zo € K (o, R) tak, Ze
F((Eo) =Zp .
Poznamenejme, %e (.,.) zna&i skalarni soudin v R".

Disledek véty 9.3. Bud F spojité zobrazeni na K (o, R) s hodnotami v RN a takové, Ze

pro vdechna z € S(o, R) plati
(F(z),z) 2 (z,2)

Potom ezxistuje alespoti jedno xo € K (o, R) tak, Ze

F (IE()) =0.
Poznimka (i) ProtoZe libovolné dva linedrni normované prostory stejné koneéné dimenze
jsou izomorfni, je moZno ve vétach 9.1 a 9.2 prostor R™ nahradit libovolnym Banachovym
prostorem konefné dimenze; ve vété 9.3 a v jejim dusledku pak libovolnym Hilbertovym
prostorem konecné dimenze.

(i1) Ve vété 9.2 je mozné kouli K (o, R) zaménit za uzavienou omezenou a konvexni pod-
mnozZinu Banachova prostoru koneéné dimenze (viz vétu 8.6).

9.3 Lerayuv-Schauderuv stupen zobrazeni

Stejnou metodou, jako byl dokazovan Schaudertv princip - véta 8.7. - je mozZno zobecnit
1 pojem Brouwerova stupné zobrazeni. Pfi pfechodu do prostoru nekonecné dimenze se
vSak musime omezit na specialnéjsi typy zobrazeni. Analogie véty 9.2 pro spojita zobra-
zeni v prostorech nekonecné dimenze totiZ neplati, ale je moZné ji dokazat pro zobrazeni,
ktera jsou v jistém smyslu blizka identité (tzv. kompaktni perturbace identity). Zakladni
vlastnosti jsou shrnuty v nasledujicim tvrzeni.

Véta 9.4 Bud X Banachiv prostor, R >0 a
K(o,R) = {u € X;||u|]| < R}, S(o,R) ={u € X;||ul]| = R} .
Bud T kompaktni operdtor definovany na K (o, R) s hodnotami v X a takovy, Ze
Tu+# u
pro kazdé u € S(o, R). Pak ezistuje celé ¢islo
d[I —T;K(o,R),0]

(které nazyvame Lerayiv-Schauderiv stupen zobrazeni I — T vzhledem ke kouli K(o, R) a
bodu o nebo kratce stuperi zobrazeni I — T') tak, Ze plati
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(a) d[I;K(o,R),0]=1.

(b) Jestlize
d[I - Ta I{(Ov R)7 0] # 0,

pak existuje ug € K(o, R) tak, Ze

T’U,O = Ug.

(c) Je-li S kompaktni zobrazeni na K (o, R) s hodnotami v X a plati-li
u—Tu—tSu#o
pro kaZdé u € S(o, R) a pro kazdé t € (0,1), potom
dlI -T;K(o,R),0)=d[I -T — S;K(o,R),0] .
(d) Je-li operdtor T navic lichy (tj. plati-li Tu = ~T(~u) pro véechna u € K(o,R)),

potom stupen

d[I —T; K(o,R), 0]

Jje liché (a tedy nenulové) éislo.

Poznidmka (i) Jeli X = R" (nebo X je Banachiv prostor konetné dimenze), pak
Brouweriv a Lerayav-Schaudertv stupen zobrazeni F' = I — T splyvaji.

(i1) Zptisob pouZiti Lerayova-Schauderova stupné zobrazeni je stejny jako zptsob pouZiti
Brouwerova stupné. Ilustraci podava nasledujici pfiklad.

Piiklad 9.1 UvaZujme okrajovou ulohu (8.14) z pfikladu 8.1, tj.

(@)t g(ulz)) = f(z), ze(01),
(92 { u(0) = u(l) - 0,

kde g : R — R je spojitd funkce a f € L*(0,1). V pifkladu 8.1 jsme ukazali, ze slaba
formulace této tlohy vede k operatorové rovnici

(9.3) Ju+Gu=f",

kde J,G: H — H, f* € H, H = Wy*(0,1). V tomto pfipadé tedy X = H a prostor, ve
kterém budeme pracovat, je dokonce Hilbertiv (a tedy Banachtiv). Vzhledem k tomu, Ze

(u,v) = /01 u'(z)v'(z)dz

je skalarni souéin na H (zdtvodnéte), plati Ju = u, u € H. Jinymi slovy, zobrazeni J je
identita na H. Definujeme-li operator S : H — H pfedpisem

Su=f"—Gu, ue H,
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pak miiZeme psat operdtorovou rovnici (9.3) v ekvivalentnim tvaru
(9.4) u—Su=o.

Pro vySetfeni feSitelnosti rovnice (9.4) nyni pouZijeme teorie Lerayova-Schauderova stupné
zobrazeni. Pfedpokladejme, Ze g je omezend funkce. Na zakladé tvrzeni o tzv. Némyckého
operdtorech (viz [3]) a na zakladé toho, e W;2(0,1) C L*(0, 1), pfiéem? p¥isluiné identické
zobrazeni (tzv. vnofent) z W,'2(0,1) do L*(0,1) je kompaktnim zobrazenim, lze ukézat, e
S : H — H je kompaktni operator. Z omezenosti funkce g pak vyplyva existence takové
konstanty ¢ > 0, Ze pro libovolné u € H plati

(9.5) [[Sull <e¢
(zddvodnéte). Definujme nyni homotopii h pfedpisem
h(u,t) =u —tSu
‘pro libovolné u € H at € (0,1). Potom existuje R > 0 takové, Ze
h(u,t) # o'

pro libovolné u € S(o,R) at € (0,1) (vzhledem k (9.5) stali volit R > ¢ - zddvodnéte). Z
-vlastnosti (c) véty 9.4 vyplyva, Ze
(9.6) d[I — S;K (o, R),0] = d[I; K(o, R), 0]

a zaroven z vlastnosti (a) véty 9.4 plyne
(9.7) d[I; K(o,R),0] =1.

Ze vztahl (9.6) a (9.7) okamZité dostavame, Ze stupet d[I — S; K (o, R), 0] je roven jedné,
a tedy podle vlastnosti (b) véty 9.4 existuje prvek uo € K (o, R) takovy, Ze

Ug — Sug =0 .
Odtud vyplyva, %e ug je FeSenim rovnice (9.3), a tedy prvek uo € Wy'*(0,1) je slabym

feSenim okrajové ulohy (9.2).
0O
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