Matematicka analyza 1

Opakovani SS
Priklad 1. Urcéete maximalni definiéni obor funkce f: R — R, dané pfedpisem

3—x
fix = ———— +Va? — 10z + 16.
log (4 — |z|)

Priiklad 2. Dokazte, ze /12 je iraciondlni ¢islo, tj. v12 € Q.

Priklad 3. Dokazte matematickou indukci, Ze pro kazdé n € N plati

vV (2n)! < 2"nl.

Priklad 4. Je dana funkce ¢:R\ {—1} — R:

_1—x
S l4z

g9(w)

Najdéte g(1), 9(0), 9(~2), g(z + 1), 555, 9 (), 9 (5), 29(z +3).
Najdéte = € D(g), pro které je splnéno g(z) =3, g(z) =z + 1.

Piiklad 5. Dokazte, ze pro libovolna ¢isla a,b € R plati
Jal = [bl] < Jo+ b1

Navod. Vyuzijte vztah a = a+ b — b.

Posloupnosti
Piiklad 6. Mé&jme posloupnost {ay}$; zadanou rekurentnim pfedpisem
a1 =1, apy =ax(k+1).

Najdéte jeji vyjadreni ve tvaru ay = f(k) (tj. uréete funkci f) a dokazte, Ze oba predpisy
jsou navzajem ekvivalentni.

Priklad 7. Podle definice omezenosti posloupnosti dokazte, Ze posloupnost

{(n—1)" — 4372,

je bud omezené, nebo neomezena.

Priklad 8. Vypoctéte

lim

n—oo

</9n2+12n+8
n+5 '
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Priklad 9. Vypoctéte

lim vn3+n2+1—n.

n—oo

Priklad 10. Vypoctéte

n*(n+ 1)! + (n + 3)!
nsoo  (n+5)(n+2)!

Piiklad 11. Vypoctéte

) 5n 2n+1
nll)rgo 3n—1 + Fn+l :

Piiklad 12. Vypoctéte
lim n%(\/n—i- 1++vn—1-2n).
n—ro0

Rady

Piiklad 13. Rozhodnéte o konvergenci fady
> iy
“~ n(n+2)

a urcete jeji soucet.
Piiklad 14. Rozhodnéte o konvergenci fady

n? 42

n=1

a zduvodnéte.

Priiklad 15. Rozhodnéte o konvergenci fady
o0 . 1 n!
'3 (1 + —) :
n=1 n

a zdivodnéte.
Navod. Pouzijte d’Alembertovo kritérium.

V nize uvedenych piikladech 16-19 rozhodnéte o absolutni i relativni konvergenci ¢i
divergenci fady a podrobné zdivodnéte (napiste, jaké kritérium pouZijete, a ovéite jeho
predpoklady).
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Priklad 16.

3

= (n—V2)yn
Priiklad 17.

[ n2
n+3
§ 3i=n .
(n+ 2)

n=1

Piiklad 18.

2. (3n+1)!

n=1

Piiklad 19.

o0

Vn+l—vyn—1
> (-1) 7 :

n=1

Zakladni vlastnosti a limita funkce f:R — R

Priiklad 20. Urcete, zda funkce f: R — R:
f(x) = sinz +sin V122

je periodickd na R, nebo neni. V pripadé, Ze ano, urcete zakladni periodu.

Priklad 21. Vypoctéte

1

. arcsin? 2z
lim —5 — —5 .
z=0\1+4+sin“z+sin“x+sin°x +---

Priklad 22. Vypoctéte

oot =222 —4x + 8
lim
=2 x4 —8x24+ 16

Piiklad 23. Vypoctéte limitu funkce

_y/cosT — y/cosT

sin?

f(z)

Jifi Benedikt, 2001

3/6



Matematicka analyza 1

pro x — 0.

Priiklad 24. Vypoctéte limitu posloupnosti

5+9+13+4 -+ (4n+5) ™
arcte 2n? —3n+ 1

n=1
Priklad 25. Je dana funkce f: D — R predpisem
f(z) = g — arccos 2z.

Urcete defini¢ni obor D a obor hodnot H funkce f.

Je funkce f licha, suda, monoténni? Zdtivodnéte!

Stanovte sup f(z), i%f f(z), max f(z), ngn f(z) (pokud existuji).
D

e Stanovte f~! a pe¢livé nakreslete graf f, f=!.

Derivace funkce f:R — R

Priklad 26. Urcete body nespojitosti funkce g a rozhodnéte, o ktery druh nespojitosti se
v jednotlivych pripadech jedna:

() = arcsin (1 — 2x)
g = 42 — 1

Priklad 27. 7 definice urcete derivaci f' funkce f(z) = /= v bodé x4 > 0.

Piiklad 28. Vypoctéte derivaci funkce

2 2 1
In(z? + 2 +1) + —= arctg vt

V3 V3

a vysledny vyraz upravte do co nejjednodussiho tvaru.

Priklad 29. Vypoctéte derivaci funkce f:R — R dané predpisem

= ({1525,

kde g je inverzni funkce k funkci h: (37, Zm) — (—1,1):

h(t) = sint.

Priklad 30. Pomoci I’'Hospitalova pravidla vypoctéte

n

.z
lim —, neN, a>0.

z—o00 e%
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VysSetrovani prubéhu funkce
V nésledujicich prikladech 31-35 vySetfete priibéh dané funkce a nacrtnéte jeji graf.
Piiklad 31. f:R—> R

22 —1
f(x):x2+1'

Priklad 32. ¢:R —» R:

xn

=1y €N

9(z)
Navod. Vysetiete pribéh funkce nejprve pro n sudé, pak pro n liché.
Priklad 33. R — R:

h(z) = log, e.

Piiklad 34. I:R —- R:

1+z

l(z) = i .
() = arcsin e

Piiklad 35. p:R —» R

T
-]
p(z) =In 85

Poznamka. O vySetfovani prubéhu funkce pojednava kapitola 8.3 skript
Drabek, P., Mika, S., Matematickd analyjza I, ZCU, Plzen,
zv1asté pak str. 153-154.

Integrace funkce f:R — R
V nize uvedenych prikladech 36-40 vypoctéte integral a vysledek ovérte derivovanim.
Priklad 36.

/x4+4w3+2x2—3x+2
323 — 5124+ 22 — 8

dzx.

Priklad 37.

/ dz
sin(z+1)+cos(z+1)+1
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Priklad 38.

2w
/ z? cos z dz.
0

Priklad 39.
/_1 dx
o V12 —1

Priklad 40.

3

i $ dt
dx 22 \/1—}-]54.
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