Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Priklad 1. Vypoététe parcidlni derivace prvniho fadu dané funkce u = wu(z,y), resp.
u = u(z,y, z) podle vSech nezavisle proménnych

(a) u =3z —sin(zy), [ug =3 — ycos(zy), uy = —xcos (zy)]
(b) u=2a""Y, [up = —yz™¥, u, = —27YInz]
— ; x _ vl ____xsgn

() u=arcsin [ue = 4570 uy = =544
(d) = [cos (zy)]™7, [us = uyz[ln cos (zy) — zy tg (zy)],
uy = uzz[lncos (zy) — zy tg (zy)], u, = uxyln|cos (zy)]]

() w=2’lny, == i, y = 3f — g, vysledek ovéfte vypoc¢tem parcidlnich derivaci

g

funkee u(f, g) = u(z(f, 9), y(f,9))- [up =22y + 3, g = —202Iny — 2]

Priklad 2. Vypoctéte v bodé M hodnoty parcialnich derivaci prvniho fadu funkce u podle
vSech nezavislych proménnych

(a) w=(1+2zy)*, M =(0,1), [uz(0,1) =0, u,(0,1) =0
(b) wu=vye™, M =/(0,2,4). [uz(0,2,4) =8, u,(0,2,4) =1, u,(0,2,4) = 0]

Priiklad 3. Vypoctéte uvedené parcialni derivace funkce u
(&)  w=sin (T +9°), Upe =7, Uys =7, [Ugy = —sin (z + y?), Uy, = —2ysin (z + y?)]
(b) u= ylnm’ Ugzr :?; Ugyy :?:

[Uzer = uln® Y, Upyy = [Inz — 1][InzIny + 1]y"2=2 + In zy2-1]
()  u=2z(1+2Y®), Uggg =7, Uy, =". [Ugzzr = 0, Uy, = 2%y (1 + z1lny)]
Pfiklad 4. Derivovanim vypocététe parcialni derivace danych funkci v = wu(x,y), resp.

u = u(t, x). Zjistéte, zda funkce u je FeSenim dané parcialni diferencidlni rovnice.
10u 10u u

() w=yh@E =y, o+ 5= =0 [ano]
R L
(b) u=y sin—, 2 8m+$y8y yu =0, [ano]
Pu u
(€)  u=+/22+192 @‘Fa—wzoa [ne]
2 2
(d) w=1In+z%+ 92, 8_1;4_8_1; =0, [ano]
ox dy
(e) u=uze'+ye® Ou + Ou -z Ou - Ou__ 0 [ano]
B Ve og3 oy? 0x0%y yaxQBy Y
1 Pu  0u
= l =
(f) u=In JotT g o + o 0, [ano]
0? 0?
(8) w=sin(z+at), a—tg + aQa—x?; =0, [ano]
0? 0?
(h)  u = cos (z + at), 8—751; + a28—xg =0, [ano]
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. 0* 507
(i) w=+z+at, atg +a’ - ~_ =y, [ano]
. Pu 0%
() w=(z—at)? ) +a e 0, [ano]
*u  ,0%
k) w=(z+1)3 T 0. [ano]

Ptiklad 5. Je ddna funkce v = z*y — 2y* + 6z a body M = (1,1,-1), P = (3,—-1,—2)
v R3. Uréete

(a) diferencidl du v bodé M, [du = 3hy — 3hy + 6hg = 3dz — 3dy + 6dZ]
(b)  derivaci v v bodé M ve sméru od M do P, [s= % = [%,—%,—%}T, % = 2]
T

v Y « v rad u(
(c)  smér a rychlost nejvétsi zmény u v bodé M, [||§radu(M = [%, —?, @] ;

| grad u(M)|| = 3v/6]
(d) rovnici te¢né roviny k hladiné prochazejici bodem M, [(x — x(©)T grad u(z®) =0,
0 = [1,1,~1]%; 3(z - 1) ~ 3y — 1) +6(s + 1) = 0]

(e)  rovnici tetné nadroviny v R* ke grafu funkce u nad bodem M. [u—wug =
= (z — )T grad u(z®), o = u(z®) = —62@ = [1,1, -1]T;
u+6:3(a:—1)—3(y—1)+6(x+1)]

Pfiklad 6. Je déna kulova plocha (sféra v R?®) o rovnici 22 +y? + 2% = 4. Stanovte te¢nou
rovinu k této kulové plose, ktera je rovnobéznd s rovinou o rovnici x + 2y — 3z +1 = 0.
[x4+2y —32—2y/14=0; —x — 2y + 3z — 2/14 = (]

Ptiklad 7. Je ddna funkce u = zy+yz+1, vektor v = [12, —3, —4]T a body A = (¢, yo, 20),
B =(3,3,5), C = (0,—2,—1). Uréete derivaci dané funkce v danych bodech podle vektoru
.

[grad u(A) = [yo, 3o + 20, o™, 25 = 8y — 330 — 320, 242 = 0, 242 = —13]
Priklad 8. Urcete derivaci funkce u v bodé M podle vektoru v.
(a)  u=arctg(zy), M =(1,1), v = ?(1, 1), [up(1,1) = g]
) w=ay®+ 2> —xyz, M =(1,1,2), v = %(1, V2,1). [uy(1,1,2) = 5]

Piiklad 9. Je diana funkce u = W abody M; = (—1,2,-2), My = (2,0,1). UrCete
smér a velikost nejvétsiho rastu funkce u = u(zx,y, z) v bodé M; a nejvétsiho spadu v bodé
M,. [grad u(M;) = é[l,?, —2]T, | grad u(My)|| = %

—grad u(Ms) = [2,0, } , || grad u(Ms)|| = 2+/5]

Ptiklad 10. Urcete vektor v, v jehoz sméru je derivace u, v bodé M = (3,0) maximalni;

u=InZ [v=1(0,1)]
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Priklad 11. Je dan gradient funkce u = u(z,y). Stanovte tuto funkci u.

1 I
(a) grad u = [m, W] s [’U/(.T), y) = arctgl‘ + arctgy + C]
(b)  gradu = [y,z —y’]". [u(z,y) = 2y — % +C]

Piiklad 12. V bodech A = (0,0), B = (2,0) urcete hodnoty vSech derivaci prvniho a
druhého fadu funkce v = g(z): u — ze* +x = 0.

Priiklad 13. Najdéte totalni diferencial funkce u :
1
(a) u:iln(x2+y2) [du = i (v da +y dy)]

(b) u= g;g [du:;Ty<dx—\/§dy)]

(¢) u=u(z,y), cos’x +cos’y +cos’z = 1. [du = sin 2z dz + sin 2y dy)]

" sin 2u (
Piiklad 14. Pomoci totdlniho diferencidlu p¥iblizné uréete hodnotu A = /1,023 + 1,973.
[A = 2,95]

Piiklad 15. Najdéte tecnou rovinu 7, norméalovy vektor m a norméalu n grafu funkce

=+/14— 22— y? v bodé M = (3,1,7).

[r=3z+4y+22:—14=0; n=(3,4,2); n= %33 = 171 = 2]

Priklad 16. Urcete totdlni diferencial druhého fadu v = u(z,y), dané implicitné rovnici
[d2u — u(ydw+udy)]

r=uln. o(atu)

Y
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