Integralni pocet funkce vice proménnych

Piiklad 1. Zménte poradi integrovani ve dvojnésobnych integralech a zndzornéte oblast
integrovani:

W [ ([ reva) e (s as) ay+ [ (] .0 ds) o
w [ ( /_f(zy) dy) a1 (in flep)de) dy+ | (ff fla,y)de))
© jfl</f tfzfcuy)dx) a, (T e )

2 y 4 2 2 2
© [ ([ rena)a| ( | e dx) . S (f 7 v)ay) aal
1 1 2 y 1 \z
1 3—2y 1,22 3(3-2)
w [ (] faw dx) dy S ([ f@wydy)de+ [ (7] flzy)dy)dal
0 Ji 0 0 0
Priiklad 2. Vypoctéte integraly
4 23;
(a) ( xydy) dz, [90]
// z¥dzdy, kde Q@ = (0,1) x (1, 3), [/ =1n2]
(c) I= // 2'y® dz dy, kde D je oblast ohrani¢ena piimkamiy =z, y ==, 2 = 0,
D
[ =0]
y
// T+ 2 sdrdy, Q:2x=0,z=1,y=1, y=2, %w]
dx dy _ _ _ _ 1.9
//Q$_2y+32a x_oax_Qay_an_la [21115]
// sin(z +y)dzdy, Q:y=z, =0, y =, [0]
Q
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// (3—1y)drdy, Q:2%+y* =4, [127]
Q
// dedy, Q:y* =4+, v+ 3y =0, [£25]
Q
// zy dz dy, kde Q je zaddna nerovnostmi 0 < z < 1, z < y < /z nebo
Q
0<y<1,y’<z<y L]
() / sin /22 + y2dady, Q= {(z,y) € R? : 72 < 2% +¢* < 47°}, [—672]
Q
k) I= / V4 — 22 — y2dx dy, kde D je étvrtina kruhu 2 + 4? < 1 (v prvnim
kvadrantu [I =2(8 —3V3)]
2 1
1) ATl 5 dzdy, kde D je ¢tvrtina kruhu z? +y? <1 (v prvnim
1—a2—y2
kvadrantu [ =%(m+2)]

// —dxdy, r=2, y=uz, xy = 1. [[:%]

Ptiklad 3. Vypoctéte miru (obsah) oblasti uréenych ¢astmi danych kiivek
2

(b) y=2%, y=27%, y=4, 12— 2]
(c) y?=daz+4ad?, z+y=2a (a>0), [6402]
(d) (2 +9*)? ==y 4]

Piiklad 4. Vypoctéte trojnasobné integraly a znazornéte oblast integrovani

) /(/(/d) dy) a, 2
o ([ (o))
o [olfelf o)
@ [ (/ ([ tanaac) dy) d. %)
| (/0 (Ogm dz) dy) dz, [2n(3 — )
LU o)) :
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Piiklad 5. Zaménte potradi integrace

(a) /Oa (/Oa—$ (/Oa—w—y f(z,y, 2) dz) dy) dz, [Ofa (aofy(aofxyf(x’ Y, 2) dz) dm) dy =
’ flz,y,2) dx) dy) dz=..]
(b) /12 ([_ (/0$2+y2f(x,y,2) d2> dy) dz, [

:c2+y2

f( J f(xay,z)dz)dx)dy+

.

12+y2

f f(x,y,z)dz) dx) dy =...]

0

’—‘%@ o NI

+
— —e—
o,

/N

@%r—t

(mofyf(x,y,z) dz) dx) dy =..]

(©) /01 (/yl (/Oeryf(x,y,z) dz) dy) du.

Priiklad 6. Vypoctéte trojné integraly
dzdyd
(a) /// ( A kde oblast V je ohranic¢ena rovinami x =0, y =0, z =0,
v

T+y+z+1)%
r+y+z=1, [%(hﬂ_%)]
(b) / / / rdrdydz, kde oblast V je ohrani¢ena soufadnicovymi rovinami a rovinami
v
T+y+z=b r=a,y=a(a:b=6:7), [5;(2a* — 4a®b + 4ab® — b*), a = £b]
(c) ///VacZyz3dxdydz, Viz=ay, y=z, y=1, 2=0, [ﬁ]
(d) /// zyzdz dy dz,
Q
Q:2”+y’+2°=1,2=0,y=0,2=0,2>0,y>0, 2>0, (]

(e) /// rdzdydz, kde Q je oblast v 1. oktantu omezend paraboloidem z = 2% + 32
Q

a rovinou z = 2. [%]

Piiklad 7. Pirevodem do cylindrickych soutadnic vypoctéte integraly
(a) /// ryderdydz, Q:z4+y+2=3, 224+9°=1, 2=0, [0]
Q

(b) ///Q\/dedyd%ﬂx2+y2:22,x:y,Z:1,$Sy’z20’ [lﬂ—_Q]
(C) ///szdxdde,Q0§x§2,0§y§\/m’()§z§a’ [SGQ]
@) ///Q (2 +y?) dzdy dz, kde Q je ,horni polovina koule z° +y* + 2% < 7?.[fmr?]

Piiklad 8. Prevodem do sférickych soutfadnic vypoctéte integraly
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(a) ///Q ryzdxdydz,

Q:x2+y2+22=1,$=0,y=0,ZZO,»’UZOa?JZO,ZZOa [ﬁ]
(b) /// Va2 +y?+ 22drdydz,
Q
Qe +y’+27 =2 0=0,y=0,2=0,2>0,9y>0, 2> 0. [45]

Priiklad 9. Pomoci substituce feSte trojndsobné integraly

(a) /_22 (/OW? (/Ozzdz) dy) dz, (4]
(b) /01 (/Om(acQ—i-yQ) (/Omzdz> dy> dz. (=]

Navod. Substituce x = rcos ¢ cos .

Piiklad 10. Pomoci dvojnasobného integralu vypoctéte objemy téles ohrani¢enymi plo-
chami (nacrtnéte si piislusny obrazek)

(a) z=0,y=0,2=0,z+y=1, z2=1+x+y, 2]
b) y=1,2=0, y=1% z=21"+1° [35]
() 2°4+y>=2 z=x+v, 7]
(d) 25z° + 9y® = 4502, 252° + 9y® = 22527, [207]
() z=uwy, a’=y, 22 =2y, v’ =z, y> =2, [%]
() 22+y°+22=22 2 +y* =22 22 +y> <22 [7]

Navod. Pouzijte cylindrickych i sférickych soutadnic.

Piiklad 11. Pomoci trojnésobného integralu vypoctéte objemy téles ohrani¢enymi plo-
chami

() 2=4-9° z=y"+2 (5]
b)) z=2*+y% z2=2+20% y=2 y=2z, v =1, [%]
(C) (:):2 +y2 + 22)2 — a?’a:, [r_gﬁ*]
Navod. Pouzijte sférickych souradnic.

0 (Ge5ed) < :
() (r4+y+2)t=azyz, 2>0,y>0, 2>0. | =2200)
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