Seminar z diferencialniho poc¢tu

Priklad 1. Pro vSechna pfirozena ¢isla n plati
5/n — 3 = 5 n® — 4.
Uvedenou implikaci dokazte tfemi zptisoby: pfimo, nepfimo a sporem.

Piiklad 2. Vzhledem k definici mnoziny vSech racionélnich ¢isel
p
Qz{;:pEZ, qEN}

dokazte, ze pro libovolné redlné ¢islo a € R plati: a € Q pravé tehdy, kdyz a mé konecny
nebo periodicky desetinny rozvoj.

Priklad 3. Na zakladé definice usporadani na mnoziné realnych ¢isel dokazte platnost
tvrzeni

(Va,b € R) —(a <bAb<a).

Néavod: Dokazte, Ze pro zadnou dvojici a, b realnych &isel a dvojici indexi &, € Zg nemiiZe
platit @y < by a zéroven b; < a;.

Priklad 4. Podle definice absolutni hodnoty dokazte platnost tvrzeni

(Vz,y € R) lz +y| < |z]+ |yl

Priklad 5. Pro posloupnost {a,}52, mame nasledujici definici konvergence

{an};2; je konvergentni <= (Ja Ve >0 3Iny € NVn € N,n > ng) |a, —al <e.

V definici zaménte druhy, tieti a ¢tvrty kvantifikdtor (dostanete 7 moznosti) a urcete, jakou
vlastnost posloupnosti {a,}°, bude takovy vyrok charakterizovat (zdtivodnéte!).

Priklad 6. Méjme dva libovolné polynomy p, g,

p(n) = apn® + ap_1n* 1+ - +ayg,
q(n) = bn! + b_n=t + -+ by,

kde k,l € {0,1,2,...} jsou stupné polynomi p, ¢q. Pfedpokladdme pouze, Ze ax,b; > 0.

V zéavislosti na stupnich a koeficientech polynomi urcete

lim {/——=.

Své tvrzeni dokaZte.
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Priklad 7. Dokazte, Ze pro kazdé = € R plati

cosh®? z — sinh®z = 1,
cosh? z + sinh? z = cosh 2z,
2 sinh x cosh x = sinh 2z.

Priklad 8. Dokazte, ze pokud existuje nenulova lim %, kde zyp € R, g = +00 nebo
T—>T0

xg = —00, pak f a g jsou stejného rfadu v bodé zy, tj.

f=0(9) a g=0(f) pro T — Ig.

Priklad 9. Mé&jme funkci f: R — R. Necht existuje f'(x) pro vSechna z € D(f). Dokazte,
ze

e je-li f sudd funkce, pak f’ je sudé funkce,

e jeli f licha funkce, pak f’ je lich4 funkce.

Poznamka. Sudost a lichost ovérte podle definice!

Priklad 10. Mg&jme funkce f, g: R — R. Necht existuji f'(xo), ¢'(xo). Déle bud g(zq) # 0.
Dokazte, ze pak existuje derivace funkce % v bodé z, a plati

f ' ) — f'(z0)g(w0) — f(w0)g'(20)
(g) () = 9 (o) '

Navod. Pouzijte definici derivace funkce v bodé.

b
Piiklad 11. DokaZte, ze existuje-li / f(x)dz (tj. f € N({a,b))), pak f ma nésledujici
vlastnost: ‘
Yyo : (f(a) —yo)(f(b) —y) <0 = 3z € (a,b) : f(x0) = w0,

tj. na intervalu (a, b) nabyva funkce f vSech hodnot mezi f(a) a f(b).
Navod. Pouzijte Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté.
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