Gemini Chat

Mam nasledujici kod v Lean4.

v
MUzes$ mi ho prosim doplnit o komentare a vysvétlit,
jak cely dlikaz funguje?
* Tady je vas Lean 4 kod s komentafi a vysvétlenim, jak dikaz funguje:
Lean |_|:|

import Mathlib

-- Ddkaz tvrzeni, Ze n-té Fibonacciho ¢islo je men$i neZ 2 na n-tou.
-- Tvrzeni: pro kazdé prirozené C¢islo n plati fib n < 27n
theorem fib_lt_two_pow (n : N) : Nat.fib n < 2 A~ n := by
-- Dlkaz se provadi pomoci silné indukce (strong_induction_on) nad n.
-- Silna indukce nam umoznuje predpokladat, Ze tvrzeni plati pro vsech
na k < n.
induction n using Nat.strong_induction_on with
| hnih => -- 'h' je nazev pro indukéni krok, 'ih' je indukéni hypoté
za
-- Rozebereme pripady pro n: ©, 1 a n+2.
match n with
| @ => -- Zakladni pfipad: n = @
-- Chceme dokazat: fib 8 < 270
-- Vime, ze fib @ = @ a 270 = 1. Tedy © < 1, coz plati.
simp [Nat.fib, pow_zero]
| 1 => -- Zékladni pfipad: n = 1
-- Chceme dokazat: fib 1 < 271
-- Vime, ze fib 1 =1 a 221 = 2. Tedy 1 < 2, coz plati.
simp [Nat.fib, pow_one]
| n+ 2 => -- Indukéni krok pro n >= 2 (tedy n + 2, kde n je libovol
né prirozené c¢islo)
-- Pouzijeme rekurentni definici Fibonacciho posloupnosti: fib (n+
2) = fib (n+1) + fib n
rw [Nat.fib_add_two]
Nyni chceme dokazat: fib (n+1) + fib n < 2~(n+2)

-- Indukéni hypotéza (ih) nam Tika, Ze pro kazdé k < n+2 plati fib
<2 & |

-- Aplikujeme indukéni hypotézu pro n (vime, Ze n < n+2 pro n >=
o)



have h_n_simple : Nat.fib n < 2 A~ n := ih n (by simp) -- 'by simp'
potvrzuje, Ze n < n+2

-- Aplikujeme induk¢éni hypotézu pro n+l (vime, Ze n+l < n+2 pro n

>= 0)
have h_n_plus_1_simple : Nat.fib (n + 1) < 2 * 2 ~ n := by
-- Dllkaz této nerovnosti krok za krokem:
calc
-- Z indukéni hypotézy pro (n+l) vime: fib (n+1) < 27~(n+1)
Nat.fib (n + 1) <2 A~ (n + 1) := ih (n + 1) (by simp)
-— A vime, Ze 27(n+1l) = 2 * 2”~n (pouzitim pravidla a*(x+y) = a
Ay ok aAy)

_=2%22n := by rw [Nat.pow_succ']

-- Pomocna rovnost pro pravou stranu dokazované nerovnosti: 2~(n+
2) W= 1 ROy
have two_pow_n_plus_2_simple : 2 ~ (n + 2) =4 % 2 ~ n := by
-- Dlkaz této rovnosti krok za krokem:
calc
-—= 2A(n+2) = 27n * 272 (pouzitim pravidla a*(x+y) = a”x * a’y)
2A(n+2)=2A2nx%x2A72 :=Dby rw [Nat.pow_add]
-— 272 je 4
_ =2 " n * 4 := by norm_num
-- Zaménime poradi (komutativita néasobeni)
_=4%2A"~n := by rw [Nat.mul_comm]

-- Zjednodu$Seni vyrazd v cilové nerovnosti.

-- ‘simp only' je pouzit pro selektivni zjednodusSeni, aby nedoSlo
k prilisné automatické redukci.

simp only [Nat.fib_add_two, Nat.pow_succ', Nat.pow_add, Nat.pow_tw
o]

-- Nyni madme dokazat: (Nat.fib (n + 1) + Nat.fib n) < 4 % 2%n

-- Pouzijeme linarith, coZ je automaticky reSitel pro linedrni ner
ovnosti.

-- Linarith pouZije nerovnosti h_n_simple a h_n_plus_1_simple k pr
okazani cile.

-- Mame:

-- 1. fib n < 2%n

-- 2. fib (n+1) < 2 * 27n

-- SeCtenim levych stran: fib n + fib (n+1)

-- Seltenim pravych stran: 2”n + 2 * 2%n = 3 * 27n

-- Tedy: fib n + fib (n+l1l) < 3 * 22n

-- Vzhledem k tomu, Ze 3 * 2”n < 4 * 2~n (protoze 3 < 4),

-- linarith snadno odvodi poZadované fib (n+1l) + fib n < 4 * 27p

linarith [h_n_simple, h_n_plus_1_simple]

-- Komentovana definice Fibonacciho posloupnosti (pouze pro referenci, n

o a



eni soucasti dukazu)

-- def fib : N » N

-—- | @=>0 -- fib 0 je @

-— | 1=>1 -- fib 1 je 1

-—— | n+ 2=>fib (n + 1) + fib n -- fib (n+2) je soudet pfedchozich dv
ou Fibonacciho éisel

Jak cely dikaz funguje?

Tento dikaz tvrdi, ze kazdé Fibonacciho &islo fib(n) je mensi nez 2. Pouziva se
pro to silna indukce (strong induction).

Co je silna indukce?

Na rozdil od standardni indukce, kde pro dikaz tvrzeni pro n predpokladame platnost
tvrzeni pouze pro . — 1, silna indukce ndm umozriuje predpokladat, ze tvrzeni plati
pro vsechna pfirozena Cisla $k \< n$. To je obzvlasté uzite¢né u rekurentnich definic,
jako je Fibonacciho posloupnost, kde hodnota fib(n + 2) zavisi na fib(n + 1) i
fib(n).

Struktura dukazu:

1. zakladni pripady (Base Cases):
" n = 0: Musime ukazat, ze $fib(0) \< 270$.
" fib(0)=0a2°=1.
" $0\<1$, coz plati.
© n = 1: Musime ukazat, ze $fib(1) \< 2*1$.
" Fib(l) =142 =2,
© $1\< 23, coz plati.
Leandv prikaz simp automaticky oveéfi tyto jednoduché aritmetické pravdy
pomoci definic Nat.fib, pow_zero a pow_one .
2,

Indukéni krok (Inductive Step):

" Chceme dokazat, Ze tvrzeni plati pro libovolné n + 2 (kde n
gel, takze n + 2 pokryva vSéechnan
ge2), za predpokladu, ze plati pro vSsechna $k \< n+28$.

Indukéni hypotéza (IH): Predpokladame, Ze pro vSechna $k \< n+2$ plati
$fib(k) \< 2°k$.

" Cil: Dokazat, ze $fib(n+2) \< 2*{n+2}$.

" Pouziti definice Fibonacciho &isel:
Nejprve pouzijeme definici Fibonacciho ¢isel: fib(n + 2) = fib(n + 1) +

fib(n).



Tuto zménu provede rw [Nat.fib_add_two] .
Nyni je cilem dokazat $fib(n+1) + fib(n) \< 2*{n+2}$.

" Aplikace indukéni hypotézy:
Protoze $n\< n+2$ a $n+1\< n+2$ (pro n
ge0), mizeme aplikovat indukéni hypotézu na fib(n) a fib(n + 1):
h_n_simple : $fib(n) \< 2*n$ (protoze $n \< n+2$)
h_n_plus_1_simple : $fib(n+1) \< 2*{n+1}$ (protoze $n+1\< n+29$)

Pfetvofeni nerovnosti pro fib(n + 1):

Dale si uvédomime, ze 2! Ize prepsat jako 2
cdot2™, To nam dava:

$fib(n+1) \< 2 \\cdot 2"n$.

Pretvoreni prave strany cile:
Podobné si upravime pravou stranu cilové nerovnosti 2"2. Vime, ze 272 = 27

cdot2? = 2n
cdotd = 4
cdot2™.

Kombinace nerovnosti pomoci linarith :
Nyni mame tyto fakta:

L $fib(n) \« 2°n$
2. $fib(n+1) \< 2 \\cdot 2*n$
3. Cilje ukazat: $fib(n+1) + fib(n) \< 4 \\cdot 2°n$

Kdyz seCteme levé strany nerovnosti (1) a (2), dostaneme:

$fib(n) + fib(n+1) \< 2*n + 2 \\cdot 2*n$

$fib(n) + fib(n+1) \< 3 \\cdot 2*n$

ProtoZe vime, ze $3 \\cdot 2"n \< 4 \\cdot 2"n$ (jelikoz $3 \< 4% a 2" je kladné),
mlzZeme uzavrit, Ze:

$fib(n) + fib(n+1) \< 4 \\cdot 2°n$.

Toto je presné to, co jsme chtéli dokazat. linarith je taktika v Leanu, ktera
automaticky resi linearni nerovnosti, a je schopna odvodit tuto zavére¢nou
nerovnost z poskytnutych dilCich nerovnosti.

Cely dukaz je tedy systematickym rozborem pripad( a pouzitim silné indukce k
postupnému dokazani, ze Fibonacciho Cisla rostou pomaleji nez mocniny dvojky.

_ Nechte Gemini napsat dokument nebo kod, ktery budete moct
=2 . X
upravit



