Dokaz mi prosim, Ze kazdy n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti je mensi nez 2*n.

Chceme dokazat, Ze kazdy n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti  Fn je mensinez 2n, {j. Ze pro vechna
pfirozena ¢isla n plati:

Fn <2n.

Definice Fibonacciho posloupnosti

Fibonacciho posloupnost je definovana rekurentné takto:

F1=1, F2=1, Fn=Fn-1+Fn-2 pronz3.
Duakaz matematickou indukci

Pouzijeme matematickou indukci k dikazu tvrzeni.
1. Zakladni pfipad

Nejprve ovéfime nerovnost pro pocate€ni hodnoty n:

* Pro n=1:

F1=1<21=2

* Pro n=2:

F2=1<22=4.
Zakladni pFipady plati.
2. Indukéni krok

Pfedpokladame, Ze tvrzeni plati pro vSechna k=n,t.:

Fk <2k provs’echnak <n.

Nyni dokazeme, Ze tvrzeni plati i pro n+1:

Fn+1 =Fn +Fn-1 < 2n + 2n-1.

VSimnéme si, Ze:

2n+2n-1=2n(1+21)=2n-23<2n-2=2n+1.

(Protoze 23<2)

Tedy:

Fn+1 « 2n41



Zaveér
Podle principu matematické indukce plati

Alternativni odhad pomoci uzavieného tvaru

Fibonacciho posloupnost ma uzavieny tvar (Binetlv vzorec):

Fn < 2n pro vSechna pfirozena Cisla n.

Fn= 5¢n-yn, kdedp=21+ 5=1618 aw=21- 5=-0.618.

Protoze [yl < 1, plati |lpn| <1, a tedy:

Fn= 5¢n- 5Byn< 5édn+ 51.

VSimnéme si, Ze ¢ < 2 (protoZe 5=2.236, tak ¢ = 1.618). Proto:

Fn< 52n+ 51<2n pronz1.

Tento pfistup také potvrzuje, ze Fn <2n.
Poznamka

Ve skute€nosti plati dokonce siln&jsi nerovnost:

Fn < 2n-1,

coZ |ze opét dokazat indukci. Nicméné plvodni tvrzeni

Ukaz mi grafické porovnani rlstu.

Fn < 2n je také pravdivé a jeho dikaz je jednodussi.

Zde je grafické porovnani ristu Fibonacciho posloupnosti
Grafické znazornéni
Pouzijeme nasledujici hodnoty:

n Fn (Fibonacci) 2n

11 2
2 1 4
3 2 8
4 3 16
5 5 32
6 8 64

Fn a exponencialni funkce 2n:
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Pozorovani:

1. Fibonacciho posloupnost roste exponencialné, ale mnohem pomaleji nez  2n.

2. Pro n z 1 plati Fn < 2n, coz odpovida matematickému dikazu.
3. Zatimco 2n roste jako 2,4,8,16, ..., Fibonacciho Cisla rostou pomaleji:
1,1,2,3,5,8, ....

Alternativni graf (linearni $kala)

Pokud bychom chtéli vidét rast v linearnim méfitku, rozdil by byl je$té vyraznéjsi:

. 210 = 1024, zatimco F10 = 55.
. 220 = 1048576, zatimco F20 = 6 765.
Zaver

Graf potvrzuje, Ze Fibonacciho Eisla rostou exponencialné, ale pomaleji nez 2n. To odpovida dikazu, Ze
Fn < 2n pro viechna nz1.



