Gemini Chat

Dokaz mi prosim, ze kazdy n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je mensi nez 2*n.

* Jasné, dokazeme, Ze kazdy n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, oznaceny F;,, je
mensi nez 2™. Pouzijeme k tomu metodu matematické indukce.
Fibonacciho posloupnost je definovana takto:
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F,=F, {+F, opron>2

Dukaz matematickou indukci

1. Baze indukce:
Oveérime tvrzeni pro prvni dva ¢leny posloupnosti:

"Pron=1F =1A2'=2Platil < 2.
Pon=2F=F+F=1+0=1.A22=4.Platil < 4.
Tvrzeni platipron = lan = 2,
2. Indukéni predpoklad:
Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozena &isla k az do n, tedy ze:

" F, < 2F provéechna k < n.
Konkrétné pro nas dalsi krok to znamena:

) F'n,fl < 2n—1
" B 2
3. Indukeni krok:
Musime dokazat, e tvrzeni platiipron + 1, tedy ze F,,; < 2"+,

Pouzijeme nas induk¢ni predpoklad:

Y, D
) Fn—l < 2n71

Sectenim téchto dvou nerovnosti dostaneme:



Fn+1 = bl 1 % 2% |20

Nyni upravime pravou stranu nerovnosti:

AL 4 anl —9. 2n71 L 2n71 - (2 4 1) . 2n71 —3. znfl
A protoze 3 < 4, plati:

B Pii=H i 4 - A

4. 2n—1 — 22 : 2n71 — 22+n71 - 2n+1

Z toho plyne, ze:

Fn+1 < m 4+ an—1 Zid gn—1 B ol o an—1 — 9n+l

Tedy:

Fn+1 = 2l

Zaver:
Na zakladé principu matematické indukce jsme dokazali, ze kazdy n-ty ¢len
Fibonacciho posloupnosti je mensi nez 2™ pro véechna pfirozena Cislan > 1.

Ukaz mi grafické porovnani riistu.

Grafické porovnanirastu F'_n a 2"

Zde je grafické znazornéni rlstu Fibonacciho posloupnosti (F'_n) ve srovnani s 2™. Z
grafu je patrné, Ze 2™ roste mnohem rychleji nez F'_n, coz vizualné potvrzuje nase
tvrzeni, ze $F\ n\< 2*n$.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Funkce pro vypocet Fibonacciho posloupnosti
def fibonacci(n):
iF [ == Gk
return ©
elif n ==
return 1
else:
anbE=1 O
for _ in range(2, n + 1):
a, b=Db, a+b
return b

# Generovani dat
n_values = np.arange(6, 15) # 0d @ do 14 pro lepS§i vizualizaci pocatecni
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fib_values = [fibonacci(n) for n in n_values]
power_of_2_values = [2¥kn for n in n_values]

# Vytvoreni grafu

plt.figure(figsize=(16, 6))

plt.plot(n_values, fib_values, marker='o', linestyle='-
label="$F_n$ (Fibonacciho posloupnost)"')
plt.plot(n_values, power_of_2_values, marker='x', linestyle='--
='red', label='$2”n$"')

, color="'blue',

, color

# Nastaveni popiskd a nazvd

plt.title('Porovnani rlstu Fibonacciho posloupnosti a 2%n')
plt.xlabel('n')

plt.ylabel('Hodnota')

plt.xticks(n_values)

plt.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

plt.legend()

plt.yscale('linear') # MlZete zkusit i 'log' pro jiny pohled na rané hod
noty

plt.show()

Vysveétleni grafu:

Modra plna cara s krouzky reprezentuje hodnoty Fibonacciho posloupnosti (
F_n). Mizete vidét, jak pozvolna zac¢ina a pak se jeji rast zrychluje.

Cervena prerusovana éara s kfizky reprezentuje hodnoty 2". Je zjevné, Ze tato
funkce roste mnohem agresivnéji nez Fibonacciho posloupnost, a rychle se od ni
vzdaluje.

Tento graf nazorné ukazuje, ze pro vSechnan
gel je hodnota F'_n vzdy pod hodnotou 2.



