Gemini Chat

Mam nasledujici kod v Lean4.

v
MUzes$ mi ho prosim doplnit o komentare a vysvétlit,
jak cely dlikaz funguje?
* Rozhodné! Rad ti k tvému Lean4 kédu pridam komentare a vysvétlim, jak dikaz
funguje.
Fragment kodu 10

import Mathlib

-- Definice konvergence posloupnosti

-- Posloupnost 'a' konverguje k ‘'c', pokud pro kazdé € > ©

-- existuje prirozené ¢islo N takové, Ze pro vSechna n = N

-- je absolutni hodnota rozdilu a n a ¢ mensi nez €.

def ConvergesTo (a : N » R) (c : R) :=
Ye>0,IN,¥YnzN, |[an-c| <=t

-- Dlkaz véty o limité soudétu posloupnosti
-- JestliZze posloupnost 'a' konverguje k 'c' (ha)
-- a posloupnost 'b' konverguje k 'd' (hb),
-- pak posloupnost (a n + b n) konverguje k (c + d).
theorem limit_add
sab :N>R:<Scd: R?
(ha : ConvergesTo a c) (hb : ConvergesTo b d) :
ConvergesTo (A n =>an + bn) (c +d) :=
by
-- Zacatek dikazu. Cilem je ukazat, Ze pro libovolné £ > © .
intros € €_pos
-- ... existuje N takové, Ze pro vSechna n = N plati |[(a n + b n) - (c
+d)| < €.

-- Potrebujeme €/2 pro pouziti v definici konvergence pro a 'b'.
-- DokazZeme, Ze €/2 je kladné, protoze € je kladné.

have €2_pos : € / 2 > © := by linarith

a

-- Pouzijeme definici konvergence pro posloupnost 'a' s &€/2.
-- 'obtain' ném rozbali existenci (3 N, ...) na konkrétni hodnotu 'Na’
a dikaz 'haN'.



-- 'haN' je dlikaz, %e pro vSechna n = Na plati |a n - ¢c| < g/2.
obtain (Na, haN) := ha (g / 2) €2_pos

-- To samé pro posloupnost 'b'. Ziskame 'Nb' a 'hbN'.
-- 'hbN' je dikaz, Ze pro vSechna n = Nb plati |b n - d| < &/2.
obtain {(Nb, hbN) := hb (g / 2) €2_pos

-- Zvolime N jako maximum z Na a Nb.

-- Tim zajistime, Ze pro n = N plati zdrovefi n = Na i n = Nb.

let N := max Na Nb

-- 'use N' nam rika, Ze toto je to 'N', které hledame pro splnéni exis
tenéni podminky v definici konvergence.

use N

-- Nyni musime dokézat, Ze pro v3echna n 2 N plati |(an + b n) - (c +
di| < &;

intros n hn

-- Aplikujeme dikaz 'haN' na naSe 'n'.

-- Potrebujeme ukazat, Ze n = Na. Vime, Ze n 2 N a N = Na, takZe to pl
ati.

-- 'le_trans' je tranzitivita relace "mensi nebo rovno".

-- 'le_max_left _ _' dokazuje, Ze max(Na, Nb) je vétsi nebo roven Na.

have ha_appl := haN n (le_trans (le_max_left _ _) hn)

-- To samé pro 'hbN' a 'Nb'.
have hb_appl := hbN n (le_trans (le_max_right _ _) hn)

-- Nyni samotny vypocet a odvozeni nerovnosti.
calc
-— Prvni krok: Preskupime c¢leny uvnitf absolutni hodnoty.
— (an+bn)-(c+d)=((@n-c)+ (bn-d
lan+bn-(+d)|=]|(Gn-¢c)+ (bn-4d)| :=by ring_nf
-- Druhy krok: Pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost: [x + y| = |x]| +

—-—Zde x =(an-c¢c)ay=((bn-d.

_<|lan-c| +|bn-d| :=abs_add _ _

-- Treti krok: PouZijeme nase dikazy ha_appl a hb_appl.

-- Vime, Z2e |lan-c| <€/2 a |bn-d| < e/2.

-- 'add_lt_add' rika, Ze pokud x < X ay <Y, pak x + y < X + Y.
_<g/ 2+ €/ 2 := add_lt_add ha_appl hb_appl

-- Ctvrty krok: Jednoducha aritmetika.

_ = €& := by ring

Jak cely dukaz funguje:

Dlkaz limit_add v Lean4 formalné ovéfuje, Ze souéet dvou konvergentnich
posloupnosti konverguje k souctu jejich limit. Pouziva definici konvergence (epsilon-
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gelta aemnnice), Kiera Je KIcova pro analyzu posioupnostl.
Zde je rozbor jednotlivych krokl a jak odpovidaji myslence dikazu z klasické
matematiky:

1.

2,

Definice konvergence ( ConvergesTo ):

Rika, ze posloupnost a_mn konverguije k ¢ (zapisujeme
lim_ntoinftya_n = c), pokud se pro kazdé, jakkoli malé, kladné &islo
varepsilon (epsilon) daji &leny posloupnosti a_n libovolné pfibliZit k c.

Formalné to znamena, Ze existuje index IV takovy, Ze pro vechny indexy 1
vétsi nebo rovné IV je vzdalenost mezia_n a c (tj. |a_n — c|) mensi nez
varepsilon.

Véta k dokazani ( theorem limit_add ):

Chceme dokazat, ze pokud
lim_ntoinftya_n = ca
lim_ntoinftyb_n = d, pak
lim_ntoinfty(a_n +b_n) =c+d.

To znamena, ze musime ukazat, Ze pro libovolne
varepsilon 0 existuje IV takové, ze pro véechna n
geNN plati $|(a\_n + b\ _n) - (c + d)| \< \Warepsilon$.

3. Struktura dukazu ( by intros € € pos ... ):

intros € €_pos : Dlkaz zacina tim, Ze predpokladame libovolné kladné
varepsilon. Nasim cilem je najit IV.

have €2_pos : € / 2 > @ := by linarith : ProtoZe a_n a b_n konverguj,
muazeme si "rozdélit"
varepsilon na dvé ¢asti. Tradiéni trik v téchto dikazech je pouzit
varepsilon /2 pro kazdou z dil¢ich konvergenci, aby se jejich soucet ve
vysledku rovnal celkovému

varepsilon. linarith je taktika, ktera dokazuje jednoduché linearni
nerovnosti.

obtain (Na, haN) := ha (e / 2) €2_pos : Zde aplikujeme definici
konvergence na posloupnost a_n. Protoze a_n konverguje k ¢, vime, ze pro
nase

varepsilon /2 existuje n&jaké IN_a takové, Ze pro viechna n

geN _a plati $|a\_n - c| \< \warepsilon/2$. Lean ndm to poskytne jako Na
(konkrétni index) a haN (dlkaz, Ze nerovnost plati pro n

geN _a).

obtain (Nb, hbN) := hb (e / 2) €2_pos : To samé provedeme pro
posloupnost b_mn, ¢imz ziskdme IN_ba hbN (dlkaz, ze $Ib\_n - d| \<
\Warepsilon/2$ pro n



geN _.b).

let N := max Na Nb : Potfebujeme, aby obé nerovnosti ($la\ n - c| \<
\Warepsilon/2$ i $|b\_n - d| \< \Warepsilon/2$) platily soucasné. To zajistime tim,
e zvolime N jako maximum z N_a a N_b. Pokud 1
geN, pak nutné n
geN_ain
geN_b.

n,

use N :Timto Lean "vi", Ze jsme nasli to hledané IV z definice konvergence.

intros n hn : Nyni musime dokazat, ze pro jakékoli n takove, ze n
geN ( hn ), plati nade cilova nerovnost.

have ha_appl := haN n (le_trans (le_max_left _ _) hn) : Aplikujeme
dlkaz haN . Abychom ho mohli pouzit, potfebujeme ukazat, Ze toto konkrétni n
je vétsi nebo rovno N _a. Vime, zen

geN (z hn)aze N

geN_a N N_a N_b le_max_lef

s le trans

le. Tim ziskame ha_appl , coz je diikaz, Ze $la\_n - c| \< \warepsilon/2$.

have hb_appl := hbN n (le_trans (le_max_right _ _) hn) : Analogicky
ziskdme hb_appl , coz je dlikaz, Zze $|b\_n - d| \< \\arepsilon/2$.

calc ... :Toto je sekvence rovnosti a nerovnosti, které vedou k cilovému
vysledku:

|l (an +bn) - (¢c+d)|] =|(an=-c¢) + (bn-d)| := by ring_nf .
Algebraické preskupeni ¢lenll uvniti absolutni hodnoty. ring_nf je taktika,
ktera provadi algebraické zjednoduseni.

_slan-c|l + |bn-dl :=abs_add _ _:Aplikace trojuhelnikoveé
nerovnosti (| + Y|
le|z| + |y|). Toto je kliGovy krok v diikazu limit souétu.

ha_
appl  hb_appl $la\_n - c| \<\warepsilon/2$ $|b\ n-d|\<
\\varepsilon/2$). Pokud se¢teme dvé striktni nerovnosti, vysledek je také
striktni nerovnost. add_1t_add je pro to pravidlo.

_ = € := by ring : Posledni zjednoduseni

varepsilon /2 +

varepsilon /2 =

varepsilon. ring je taktika pro zjednodugeni aritmetickych vyraz(.
Shrnuti:

Dlkaz postupuje tak, ze pro jakékoli malé
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varepsiion "nutime” obe posloupnosti (a_n a b_n) byt dostatecne blizko svym
limitam (blize nez

varepsilon/2). Diky trojuhelnikové nerovnosti se pak rozdil souétu posloupnosti od
souctu limit stane mensim nez soucet jednotlivych odchylek (tj. mensi nez
varepsilon /2 +

varepsilon /2 =

varepsilon), coz dokazuje konvergenci. Lean4 pak formalné ovéfuje kazdy logicky
krok a pouziti axiomU/vét (jako je trojuhelnikova nerovnost).

Doufam, ze ti to pomohlo Iépe pochopit kod a dikaz! Dej védét, pokud mas dalsi
otazky.

Nechte Gemini napsat dokument nebo kod, ktery budete moct
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’ upravit



