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1 Odvozeńı transformačńıho kĺıče lineárńıch
2D transformaćı

Ćılem této části je podrobně popsat nejvýznamněǰśı postupy výpočtu transformačńıch koefici-
ent̊u pomoćı známých identických bod̊u. Zaměř́ıme se předevš́ım na metody, které byly implemen-
továny v rámci této práce. Popsán bude jak obecný postup vyrovnáńı, tak konkrétńı tvary matic
pro jednotlivé transformačńı metody. Ćılem této kapitoly je popsat předevš́ım jednoduché lineárńı
2D metody. Tyto zp̊usoby většinou nejsou použ́ıvány př́ımo k transformaci mezi dvěma známými
souřadnicovými referenčńımi systémy, ale jsou často použ́ıvány např. pro referencováńı rastrových
dat, která maj́ı pouze sńımkový souřadnicový systém (naskenované staré mapy, fotografické sńımky).

1.1 Metody vyrovnáńı

Pro jednoznačné určeńı transformačńıho kĺıče z nadbytečného počtu identických bod̊u byla
použita metoda nejmenš́ıch čtverc̊u MNČ. Tato metoda byla aplikována na minimalizaci souřadnicových
rozd́ıl̊u mezi ćılovými a přetransformovanými výchoźımi body.

V následuj́ıćım textu budou popsány vzorce, které byly použity pro jednotlivá vyrovnáńı me-
todou zprostředkuj́ıćıch pozorovańı. Dále bude také zmı́něn složitěǰśı př́ıpad vyrovnáńı metodou
zprostředkuj́ıćıch pozorováńı s podmı́nkami pro výpočet koeficient̊u afinńı transformace s podmı́nkami
(např. pro volbu nulového zkoseńı).

Pro daľśı rovnice použijeme toto označeńı (dle [Kab07]):

x = (x1 . . . xk)T sloupcový vektor hledaných veličin
x0 = (x10 . . . xk0)T sloupcový vektor přibližných hodnot neznámých
dx = (dx1 . . . dxk)T sloupcový vektor př́ır̊ustk̊u přibližných hodnot
Fi(x) funkčńı vztah mezi hledanými x

a měřenými li veličinami
li naměřená zprostředkuj́ıćı veličina
vi oprava naměřené zprostředkuj́ıćı veličina
f̄i vyrovnaná hodnota zprostředkuj́ıćı veličiny
i index i-té zprostředkuj́ıćı rovnice

V př́ıpadě transformaćı jsou zprostředkuj́ıćı (měřenou) veličinou souřadnice identických bod̊u a
neznámými jsou transformačńı parametry. Vı́ce o konkrétńıch tvarech výraz̊u v daľśıch sekćıch.

Dále plat́ı:

Fi(x) = f̄i

Fi(x1, . . . , xk) = li + vi

Fi(x10 + dx1, . . . , xk0 + dxk) = li + vi (1)

Levou stranu výrazu (1) rozvedeme do Taylorova rozvoje1 a zanedbáme členy 2. řád̊u a vyšš́ı:

Fi(x0) +
(
Fi
dx1

)
dx1 + . . .+

(
Fi
dxk

)
dxk = li + vi

Po úpravě dostáváme:

ai1dx1 + ai2dx2 + . . .+ aikdxk + Fi(x0)− li = vi, (2)

kde i = 1, . . . , n, n je počet linearizovaných zprostředkuj́ıćıch rovnic oprav a k je počet hledaných
neznámých. Výraz Fi(x0)− li = Li je tzv. absolutńı člen.

1 Provedeme-li vhodnou substituci (např. jako transformačńı koeficienty nevoĺıme př́ımo geometrické parame-
try), źıskáváme lineárńı vztah, a tud́ıž nemuśıme použ́ıt Taylorova rozvoje. V př́ıpadě, kdy potřebujeme ale zavést
podmı́nky př́ımo pro geometrické koeficienty (např. stočeńı rovno nule nebo shodná změna měř́ıtek pro obě osy
apod.), Tayler̊uv rozvoj použ́ıt muśıme.
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Rovnice (2) můžeme zapsat maticově takto:

Adx + L = v,

kde

A =


a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ank

 , dx =


dx1

dx2

...
dxk

 , (3)

L =


F1(x0)− l1
F2(x0)− l2

...
Fn(x0)− ln

 . (4)

Po aplikaci metody nejmenš́ıch čtverc̊u (odvozeńı viz [Kab07]) źıskáváme pro vyrovnané neznámé
vztah:

dx = −(ATA)−1(ATL). (5)

Tento zp̊usob byl implementován pro výpočet lineárńıch 2D transformaćı (podobnost́ı, afinńı,
projektivńı) a dále prostorové 3D transformace (tzv. Burša-Wolf), přičemž konkrétńı matice jsou
uvedeny v následuj́ıćıch kapitolách. Pro př́ıpad, kdy chceme zavést podmı́nky pro neznámé, je
výpočet následuj́ıćı:

Podmı́nky pro opravy neznámých definujeme pomoćı obecného vyjádřeńı:

b11v1 + . . . +b1nvn + U1 = 0 (6)
...

br1v1 + . . . +brnvn + Ur = 0,

kde Ui jsou hodnoty uzávěr̊u - tzn. rozd́ıl mezi hodnotou vypoč́ıtanou z přibližných hodnot a
hodnotou požadovanou, která je stanovena podmı́nkou. Koeficienty označené jako bii tvoř́ı pak
matici B. Můžeme tedy psát:

Bv + U = 0. (7)

Pro společné vyrovnáńı zprostředkuj́ıćıch měřeńı s podmı́nkami dostáváme (odvozeńı viz [Kab07]):

(
dx
k

)
=
(

ATA BT

B 0

)−1( ATL
U

)
, (8)

přičemž k je vektor korelát - při provedeńı výpočtu dle popsaného postupu jej však neńı nutné
určovat (jeho význam je podrobněji popsán v [Kab07]).
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1.2 Obecné vyjádřeńı lineárńıch 2D transformaćı

V této části se budeme zabývat implementovanou skupinou lineárńıch 2D transformaćı a předevš́ım
zp̊usobem výpočtu transformačńıho kĺıče z nadbytečného počtu identických bod̊u. Popsány budou:

• Podobnostńı transformace

• Afinńı transformace

• Afinńı transformace s podmı́nkami

• Projektivńı transformace

• Speciálńı př́ıpady afinńı transformace

Obecný výraz pro všechny tyto metody lze napsat pomoćı obecného maticového vyjádřeńı pro-
jektivńı (lineárńı) transformace x′ = Px, kde

x′ =

 qx′

qy′

q

P =

 p00 p10 p20

p01 p11 p12

p02 p12 1

 , x =

 x
y
1

 ,

přičemž x′, y′ jsou souřadnice v ćılové soustavě, x, y ve výchoźı, pnn jsou transformačńı koeficienty
a q je pomocný parametr (tzv. homogenizuj́ıćı složka).

V následuj́ıćıch odstavćıch budou uvedeny vztahy pro výpočet transformačńıch koeficient̊u na
základě známých identických bod̊u pomoćı MNČ. Ačkoliv je toto odvozeńı poměrně jednoduché,
uvád́ıme jej zde předevš́ım z d̊uvodu dokumentace implementovaných algoritmů. Ćılem je také
vytvořit jednotný soupis všech vztah̊u pro tyto metody.

Pro konečný výpočet koeficient̊u lze použ́ıt algoritmus vyrovnáńı zprostředkuj́ıćıch měřeńı (viz
část 1.1). Ćılem následuj́ıćıch sekćı je tedy předevš́ım popsat tvar matic A, dx a L. Pro konečný
výpočet vlastńıch transformačńıch parametr̊u pak stač́ı použ́ıt vztah (5).

1.3 Podobnostńı transformace

Př́ımou podobnostńı transformaci1 lze vyjádřit pomoćı rovnic:

x′ = m cosαx − m sinαy + Tx
y′ = m sinαx + m cosαy + Ty,

(9)

kde m je měř́ıtko, α je úhel rotace a TxaTy jsou posuny. Po vhodné substituci můžeme psát maticové
vyjádřeńı:  x′

y′

1

 =

 a −b c
b a d
0 0 1

 x
y
1

 .

Jelikož se jedná již o lineárńı vztah, neńı nutné provádět linearizaci pomoćı Tylerova rozvoje
dle vzorc̊u (2) a lze vypoč́ıtat neznámé př́ımo bez nutnosti zjǐst’ováńı přibližných hodnot.

Neznámými jsou tedy př́ımo transformačńı koeficienty a, b, c, d. Necht’ tedy matice dx má tvar:

dx =


a
b
c
d

 .

1Dále je použit pro takovou transformaci jen termı́n podobnostńı transformace
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Potom matice A má tvar:

A =



x1 −y1 1 0
...

xn −yn 1 0
y1 x1 0 1

...
yn xn 0 1


. (10)

Vzhledem k volbě nulových přibližných hodnot můžeme psát Fi(x0) = 0 a tedy (dle 4) matice
L má tvar: 1

L = −



x′1
...
x′n
y′1
...
y′n


. (11)

Použit́ım vztahu (5) dostáváme tak př́ımo vyrovnané neznámé bez nutnosti daľśı iterace. Důvodem
je lineárńı vztah mezi neznámými a měřenými veličinami.

1.4 Afinńı transformace

Afinńı transformaci lze vyjádřit pomoćı vztahu: x′

y′

1

 =

 a b c
d e f
0 0 1

 x
y
1

 .

Na základě obdobné volby neznámých jako v 1.3 můžeme psát tvar matice dx:

dx =


a
b
c
d
e
f

 .

Potom matice A má tvar:

A =



x1 y1 1 0 0 0
...

xn yn 1 0 0 0
0 0 0 x1 y1 1

...
0 0 0 xn yn 1


. (12)

Matice L je pak shodná s matićı podobnost́ı transformace, viz vztah (11). Použit́ım vztahu (5)
dostáváme tak př́ımo vyrovnané neznámé.

1 V implementaci tohoto zp̊usobu bylo znaménko prvk̊u matice L vytknuto a uplatněno až ve vztahu (5).
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Pro optimalizaci výpočtu v rámci implementace lze matici A zjednodušit a poč́ıtat neznámé
a, b, c a d, e, f odděleně. Matice A má pak tvar:

A =

 x1 y1 1
...

xn yn 1

 ,

přičemž d́ılč́ı matice neznámých jsou:

dx1 =

 a
b
c

 , dx2 =

 d
e
f


a dále matici L lze rozdělit takto:

L1 = −

 x′1
...
x′n

 ,L2 = −

 y′1
...
y′n

 . (13)

1.5 Afinńı transformace s podmı́nkami

Při požadavku položeńı podmı́nek pro afinńı transformaci zpravidla plat́ı, že tyto podmı́nky jsou
kladeny na geometrické parametry. Afinńı transformaci lze definovat pomoćı těchto geometrických
parametr̊u:

Sx měř́ıtko ve směru osy X,
Sy měř́ıtko ve směru osy Y,
αx úhel rotace pro osu x,
αy úhel rotace pro osu y,
Tx posun ve směru osy X,
Ty posun ve směru osy Y.

Namı́sto dvou úhl̊u rotace lze také použ́ıt pouze jeden (např. αx) a dále přidat parametr zkoseńı
q - potom q = αx − αy.

Jednou z často použ́ıvaných forem afinńı transformace je varianta, kdy parametr zkoseńı je roven
nule (definice tohoto parametru viz dále). Tento zp̊usob se často využ́ıvá právě při referencováńı
satelitńıch sńımk̊u apod. Obecně lze tuto úlohu řešit bud’ př́ımým vyloučeńım tohoto parametru,
nebo použit́ım vyrovnáńı zprostředkuj́ıćıch měřeńı s podmı́nkami. V následuj́ıćıch odstavćıch bude
odvozeno vyrovnáńı včetně podmı́nek tak, jak bylo i implementováno. Výhodou je obecný př́ıstup
k řešeńı daného problému. Výsledek pak umožňuje definovat i jakékoliv jiné podmı́nky.

Pro určeńı transformačńıch koeficient̊u je použit obecný algoritmus vyrovnáńı zprostředkuj́ıćıch
měřeńı s podmı́nkami dle [Kab07].

Jelikož je nutné pracovat př́ımo s geometrickou formou transformačńıch parametr̊u, je výchoźı
vztah afinńı transformace tento:

x′ = Sx cosαxx − Sy sinαyy + Tx
y′ = Sx sinαxx + Sy cosαyy + Ty,

(14)

kde x′, y′ jsou ćılové souřadnice, x, y jsou výchoźı souřadnice.
Pro daľśı postup vyrovnáńı byla matice dx neznámých zvolena takto:

dx =


dSx
dSy
dαx
dαy
dTx
dTy

 . (15)
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Na základě této volby byla odvozena matice A. Jednotlivé derivace potom jsou (i = 1, . . . , n,
kde n je počet identických bod̊u): (

dx
Sx

)
i

= xi cosαx(
dx
Sy

)
i

= −yi sinαy(
dx
αx

)
i

= −Sxxi sinαx(
dx
αy

)
i

= −Syyi cosαy(
dx
Tx

)
i

= 1(
dx
Ty

)
i

= 0

(16)

(
dy
Sx

)
i

= xi sinαx(
dy
Sy

)
i

= yi cosαy(
dy
αx

)
i

= Sxxi cosαx(
dy
αy

)
i

= −Syyi sinαy(
dy
Tx

)
i

= 0(
dy
Ty

)
i

= 1.

(17)

Matice A má tedy tvar:

A =



(
dx
Sx

)
1

(
dx
Sy

)
1

(
dx
αx

)
1

(
dx
αy

)
1

(
dx
Tx

)
1

(
dx
Ty

)
1

...
...(

dx
Sx

)
n

(
dx
Sy

)
n

(
dx
αx

)
n

(
dx
αy

)
n

(
dx
Tx

)
n

(
dx
Ty

)
n(

dy
Sx

)
1

(
dy
Sy

)
1

(
dy
αx

)
1

(
dy
αy

)
1

(
dy
Tx

)
1

(
dy
Ty

)
1

...
...(

dy
Sx

)
n

(
dy
Sy

)
n

(
dy
αx

)
n

(
dy
αy

)
n

(
dy
Tx

)
n

(
dy
Ty

)
n


. (18)

Zbývá ještě naplnit matici L. Dle vztah̊u (4) a (14) můžeme psát:

L =



fx(x0)− x′1
...

fx(x0)− x′n
fy(x0)− y′1

...
fy(x0)− y′n


, (19)

kde x0 je vektor přibližných hodnot neznámých.
Pro zařazeńı podmı́nek do vyrovnáńı je ještě nutné určit tvar matice B a U. Chceme-li např.

definovat podmı́nku, že parametr zkoseńı q má být roven nule (tzn. muśı platit αx −αy = 0), bude
rovnice (7) mı́t tento tvar:

(vαy − vαx)− q0 = 0,

kde q0 je přibližná hodnota parametru q.
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Matice B bude mı́t pak tvar (vzhledem ke vztahu (15)):

B = (0, 0,−1, 1, 0, 0) .

Chceme–li, aby parametr zkoseńı q měl po vyrovnáńı hodnotu q = 0, bude matice U1×1 mı́t
tvar:

U = (αx0 − αy0) .

Výsledné opravy pak dostaneme pomoćı vzorce (8). Máme–li k dispozici odpov́ıdaj́ıćı přibližné
hodnoty, můžeme opravy poč́ıtat iterativně. Přibližné hodnoty lze źıskat např. výpočtem afinńı
transformace bez podmı́nek, jak je popsáno v části 1.4.

1.6 Projektivńı transformace

Projektivńı transformaci v rovině lze vyjádřit pomoćı vztahu: mx′

my′

m

 =

 a b c
d e f
g h 1

 x
y
1

 ,

kde m 6= 0 je libovolné č́ıslo (tzv. homogenizuj́ıćı složka). Vzhledem k lineárńı formě vztah̊u můžeme
opět zvolit:

dx =



a
b
c
d
e
f
g
h


.

Potom matice A má tvar:

A =



x1 y1 1 0 0 0 −x′1x1 −x′1y1

...
xn yn 1 0 0 0 −x′nxn −x′nyn
0 0 0 x1 y1 1 −x′1x1 −x′1y1

...
0 0 0 xn yn 1 −x′nxn −x′nyn


. (20)

Matice L je pak shodná s matićı podobnost́ı transformace - viz vztah (11). Použit́ım vztahu (5)
dostáváme tak opět př́ımo vyrovnané neznámé.

1.7 Speciálńı př́ıpady afinńı transformace

V této části bude popsáno odvozeńı speciálńıho př́ıpadu afinńı transformace, při kterém docháźı
pouze ke změně měř́ıtek v obou směrech a k posunu - neńı tedy uplatněno zkoseńı a rotace. Z
geometrického hlediska jde o šikmou dilataci.

Použijeme–li ve vztahu (14) nulové koeficienty pro stočeńı, źıskáme transformačńı rovnici ve
tvaru:  x′

y′

1

 =

 a 0 b
0 c d
0 0 1

 x
y
1

 .
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Necht’ tedy matice neznámých dx má tvar:

dx =


a
b
c
d

 .

Potom matice A má tvar:

A =



x1 1 0 0
...

xn 1 0 0
0 0 y1 1

...
0 0 yn 1


. (21)

Výsledný postup výpočtu neznámých je shodný s obecným výpočtem afinńı transformace.
Použit́ım vztahu (5) dostáváme opět př́ımo vyrovnané neznámé. Pro optimalizaci výpočetńı složitosti
je možné matici A opět rozdělit a poč́ıtat koeficienty odděleně.
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2 Transformace pomoćı gridu

Transformace pomoćı gridu (grid based methods) jsou transformačńı metody, které lze využ́ıt
předevš́ım v př́ıpadě, kdy nelze definovat matematicky přesný vztah mezi výchoźım a ćılovým
systémem. Metoda je založena na principu známých (resp. odhadnutelných) hodnot posun̊u v do-
statečně husté a pravidelné śıti (gridu). Určeńı posunu konkrétńıho bodu lze pak vypoč́ıtat pomoćı
interpolace na základě známých vektor̊u posun̊u ve vrcholech buňky gridu, ve které se bod nacháźı
(viz obr 1). Metody na tomto principu jsou poměrně rozš́ı̌rené a jsou implementovány ve většině
GIS produkt̊u, ovšem samotné konfiguračńı soubory (obsahuj́ıćı grid posun̊u) jsou k dispozici pouze
pro některé referenčńımi souřadnicové systémy.

Obrázek 1: Transformace pomoćı gridu

Výpočet posunu konkrétńıho bodu má tedy tyto kroky:

• Urč́ıme buňku gridu, ve kterém se nacháźı bod určený k transformaci (bod P ).

• Na základě známých vektor̊u posunu ve vrcholech buňky (bodyA,B,C,D) a známých souřadnic
bodu P lze pomoćı lineárńı interpolace ve směru X a ve směru Y źıskat posuny bodu P v
obou směrech. Tato metoda se označuje jako bilineárńı interpolace.

V př́ıpadě volby pravoúhlého gridu je nalezeńı buňky, ve které se bod nacháźı, velice jednoduché.
Samotná interpolace uvnitř buňky také neńı náročná. Hodnoty posun̊u v samotném gridu jsou
určeny na základě posun̊u mezi identickými body. K tomuto určeńı lze využ́ıt některý z algoritmů
interpolace, přičemž vybrané algoritmy a jejich vlastnosti jsou předmětem daľśıch část́ı.

V př́ıpadě plynulého rozložeńı odchylek a dostatečně podrobného gridu lze tuto metodu považovat
za nereziduálńı. Tato metoda naopak selhává v př́ıpadě, kdy rozložeńı odchylek má mnoho lokálńıch
extrémů - vzhledem k lineárńı interpolaci, která je použita pro źıskáńı posunu uvnitř jednotlivých
buněk. Z tohoto d̊uvodu je nutné před nasazeńım této metody dostatečně analyzovat množinu
identických bod̊u a rozložeńı jejich odchylek. Konkrétńı možnosti testováńı jsou popsány v kap ??.

Mezi metody pracuj́ıćı na tomto principu patř́ı v GIS zejména metody NADCON a NTv2.
Těmito zp̊usoby se podrobněji zabývaj́ı následuj́ıćı části.
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Za zmı́nku též stoj́ı fakt, že velice obdobný algoritmus byl použit v padesátých letech minulého
stolet́ı pro transformaci Českého vojenského systému S–42 a S–JTSK. Samotný výpočet byl však
realizován manuálně pomoćı tabulek (podrobné vysvětleńı viz [CM99]). Jedńım z d̊uvodu nasazeńı
této metody byla také výpočetńı náročnost odvozeńı globálńıho kĺıče sedmiprvkové transformace
(metody Burša–Wolf).

2.1 Metoda NADCON

NADCON (zkratka názvu North American Datum Conversion [nad]) je metoda transformace
zeměpisných souřadnic (φ, λ)1 z výchoźıho systému na souřadnice (φ, λ)2 v ćılovém systému. Tato
metoda je použ́ıvána např. v USA předevš́ım pro převod mezi systémy NAD 27, Old Hawaiian,
Puerto Rico, Alaska a systémem NAD 83. Metoda NADCON je také použita při transformaci
mezi p̊uvodńım systémem NAD 83 (značený NAD 83 (1986) ) a celostátńı HPGN (High Precision
Geodetic Network) [nad].

Pro určeńı posun̊u je použito dvou soubor̊u s koncovkou laa a loa, přičemž prvńı z nich specifi-
kuje posuny zeměpisné š́ı̌rky a druhý posuny zeměpisné délky. V hlavičce souboru jsou také obecné
parametry gridu (postupně to je počet sloupc̊u, počet řádek, počet hodnot pro osu Z, minimálńı
zeměpisná délka, š́ı̌rka sloupce, minimálńı zeměpisná š́ı̌rka, š́ı̌rka řádky gridu a nepoužitý volitelný
parametr) [Arcb]. Ukázka souboru je znázorněna v ukázkce 1.
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Listing 1: Ukázka části definičńıho souboru metody NADCON
1 NADCON EXTRACTED REGION NADGRD

2 167 198 1 12.89116 .01000 48.84586 .01000 .00000

3 -2.843056 -2.848042 -2.853026 -2.858007 -2.862987 -2.867963

4 -2.872938 -2.877910 -2.882880 -2.887848 -2.892814 -2.897777

5 -2.902739 -2.907699 -2.912656 -2.917612 -2.922565 -2.927518

6 -2.932468 -2.937416 -2.942364 -2.947309 -2.952254 -2.957196

7 -2.962138 -2.967080 -2.972020 -2.976961 -2.981899 -2.986839

8 -2.991778 -2.996718 -3.001658 -3.006598 -3.011541 -3.016483

9 -3.021429 -3.026375 -3.031322 -3.036274 -3.041228 -3.046185

10 -3.051145 -3.056108 -3.061075 -3.066046 -3.071020 -3.075999

11 -3.080983 -3.085971 -3.090962 -3.095960 -3.100963 -3.105970

Pro daľśı použit́ı lze také grid soubory převést do binárńıho tvaru pomoćı utility NADGRD.
Vı́ce viz [nad].

Pro výpočet posunu bodu v konkrétńı buňce je použita lineárńı interpolace v obou směrech
souřadnicových os (tzv. bilineárńı interpolace). Metoda NADCON je implementována v produktech
ArcGIS a GeoTools. Pro program Proj.4 je nutný přepočet gridu do mı́rně odlǐsného formátu -
samotný algoritmus výpočtu posunu konkrétńıho bodu však z̊ustává stejný.

2.2 Metoda NTv2

Tato metoda je velmi podobná metodě NADCON, ale rozd́ıl je v možnosti gridu, jehož hustota se
pr̊uběžně měńı. Velice podrobný popis k této metodě lze nalézt např. ve zdroji [eth]. Tato metoda je
využ́ıvána u několika evropských systémů (např. Švýcarsko pro převod mezi systémy LV03 a LV95)
viz [eth].

Formát soubor definuj́ıćı vlastńı grid je znázorněn v ukázce 2.
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Listing 2: Ukázka části definičńıho souboru metody NTv2
1 SUB_NAME MELB

2 PARENT NONE

3 CREATED 7/1998

4 UPDATED 7/1998

5 S_LAT -138780.000000

6 N_LAT -134406.000000

7 E_LONG -526104.000000

8 W_LONG -519354.000000

9 LAT_INC 54.000000

10 LONG_INC 54.000000

11 GS_COUNT 10332

12 5.414650 -4.727520 0.002171 0.000617

13 5.413610 -4.728820 0.001615 0.000235

14 5.413050 -4.729720 0.001563 0.000233

15 5.413010 -4.730170 0.002045 0.000383

Soubor obsahuje obdobné informace jako konfiguračńı soubor metody NADCON. Jeho úplný
popis lze nalézt v [MC08].

Důležitým faktem je, že oba zp̊usoby použ́ıvaj́ı k vlastńımu výpočtu posunu v konkrétńım bodě
metodu tzv. bilineárńı interpolace. Z tohoto faktu plyne, že v př́ıpadě shodných parametr̊u źıskáme
shodné výsledky.

3 Vybrané zp̊usoby určeńı transformačńıho gridu z iden-
tických bod̊u

V předchoźı sekci byl popsán zp̊usob výpočtu posunu bodu určeného k transformaci na základě
známé pravidelné mř́ıžky posun̊u (gridu). Následuj́ıćı text popisuje zp̊usob, jak lze tuto mř́ıžku
odvodit na základě známých identických bod̊u. Budou zde popsány předevš́ım algoritmy, které jsou
součást́ı vyvinutých programových nástroj̊u.

3.1 Interpolace Thin Plate Spline

Interpolace TPS vycháźı z analogie chováńı tenkého kovového plátu při ohýbáńı. Fyzikálně si
lze představit deformaci tohoto plechu ve směru z kolmo na tento plát.

V př́ıpadě 2D transformaćı jsou body ohybu identické body a jejich z souřadnićı je jejich rozd́ıl
v jednom či druhém směru souřadnicových os.

Matematicky lze tuto interpolaci popsat následuj́ıćım zp̊usobem (dle [Jez08] , [Boo89] a [Elo]):
Je dáno n bod̊u (r̊uzných a nekolineárńıch) v rovině: Pi = (xi, yi) a jejich obrazy P ′i = (x′i, y

′
i),

i = 1, . . . , n. Hledáme funkci f(x, y), která minimalizuje ohybovou energii na dané oblasti Ω, tj.

E =
∫∫

Ω

[(
∂2f

∂x2

)2

+ 2
(
∂2f

∂xy

)2

+
(
∂2f

∂y2

)2
]

dxdy.

Řešeńı bude ve tvaru:

f(x, y) = a1 + a2x+ a3y +
n∑
i=1

wiU(|Pi − (x, y)|), (22)

kde funkce U(|Pi − (x, y)|) je fundamentálńı řešeńı dané biharmonické rovnice. Označ́ıme-li rij =
|Pi − (x, y)|, pak pro rij 6= 0:

U = r2
ij ln(rij)

a pro rij = 0 je U = 0.
Z vlastnost́ı biharmonické rovnice vyplývaj́ı daľśı tři podmı́nky:

n∑
i=1

iw = o ,

n∑
i=1

x · iw = o ,

n∑
i=1

y · iw = o.
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Dále sestav́ıme matici K - prvky této matice jsou: Kij = U(rij), přičemž jde nepochybně o
symetrickou matici s nulami na diagonále. Dále vytvoř́ıme matici P a O:

Pn×3 =


1 x1 y1

1 x2 y2

1
...

...
1 xn yn

 ,O3×3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

a dále:

vn×1 =


z1

z2

...
zn

 ,o3×1 =

 0
0
0

 ,w?
3×1 =


w1

w2

...
wn

 ,a?
3×1 =

 a1

a2

a3

 ,

kde n označuje počet známých bod̊u, xi, yi jsou souřadnice těchto bod̊u a zi je známá hodnota
interpolované veličiny v daném bodě i - v př́ıpadě transformace je zi souřadnicový rozd́ıl v konkrétńı
dimenzi mezi výchoźım a ćılovým identickým bodem (např. pro rozd́ıl ve směru osy x je zi = x′i−xi).

Hledané vektory koeficient̊u urč́ıme následuj́ıćım zp̊usobem:(
K P
PT O

)(
w?

a?

)
=
(
v
o

)
.

Zvoĺıme-li:

L =
(

K P
P T O

)
,

můžeme psát výsledek jako: (
w
a

)
= L−1

(
v
o

)
,

pomoćı vypočtených koeficient̊u a1, a2, a3 a w1, w2 . . . wn můžeme určit interpolovanou hodnotu v
bodě o souřadnićıch x, y vzorcem (22).

Obrázek 2 znázorňuje výsledek transformace geografické śıtě pomoćı náhodně volených bod̊u
metodou TPS.

3.2 Metoda na principu triangulace a afinńı transformace

Metoda triangulace ve spojeńı s afinńı transformaćı (někdy označovaná RubberSheeting) patř́ı
mezi zp̊usoby transformace ’po částech’, ale lze ji využ́ıt i jako metodu pro výpočet gridu.

Metoda na bázi triangulace a afinńı transformace má následuj́ıćı kroky:

• Územı́ je rozděleno na d́ılč́ı trojúhelńıky tak, že výchoźı souřadnice identických bod̊u určuj́ı
vrcholy těchto trojúhelńık̊u. K tomuto rozděleńı lze využ́ıt některý algoritmus pro vytvořeńı
Delaunyho triangulace. Delaunyho triangulace je pro řešeńı podobných úloh velmi výhodná z
hlediska vytvořené śıtě trojúhelńık̊u, nebot’ splňuje tzv. úhlové max–min kritérium. Stručně
lze ř́ıci, že Delaunyova triangulace maximalizuje minimálńı úhel, který se ve vytvořených
trojúhelńıćıch vyskytne – viz [dBvKOS97].

• Každému z těchto trojúhelńık̊u odpov́ıdá trojúhelńık tvořený ćılovými body.

• Na základě výchoźıho a ćılového trojúhelńıka je spočten kĺıč afinńı transformace a t́ımto kĺıčem
jsou transformovány všechny body uvnitř daného trojúhelńıka.

Tuto metodu lze chápat i jako metodu interpolačńı a lze tak pomoćı ńı také generovat grid pro
transformaci. Přechod na transformaci pomoćı gridu je výhodný předevš́ım pro transformaci rastr̊u
(pro trojúhelńıkovou śıt’ je výpočetně náročněǰśı identifikovat, v kterém trojúhelńıku transformovaný
bod lež́ı). Ukázka výsledku transformace je znázorněná na obázku 3 .
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Obrázek 2: Interpolace Thin Plate Spline

3.3 Metoda Inverse Distance Weigted

Metoda IDW je zp̊usobem interpolace, kdy hodnota v neznámém bodě je určena na základě
váženého aritmetického pr̊uměru 2.

Matematicky lze tuto interpolaci popsat následuj́ıćım zp̊usobem:

F (x, y) =
n∑
i=1

wifi,

kde n je počet bod̊u se známou hodnotou a fi je hodnota hledané funkce v těchto bodech, wi je
funkce vyjadřuj́ıćı váhu. Tato váha udává vliv hodnoty ve známém bodě na hledanou hodnotu v
bodě [x, y]. Pro interpolaci IDW je wi:

wi =
h−pi∑n
j=1 h

−p
j

,

přičemž p je volitelný kladný parametr (obvykle p = 2) a hi je vzdálenost mezi bodem se známou
hodnotou a hledaným bodem - tedy:

2 Metoda transformace založená na interpolaci IDW se také objevuje v geodézii pod názvem Jungova transformace.
Viz např. uváděné vzorce Jungovy transformace v [CM99].
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Obrázek 3: Metoda Rubber Sheeting
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Obrázek 4: Interpolace Inverse Distance Weighted

hi =
√

(x− xi)2 + (y − yi)2,

kde (x, y) jsou souřadnice bodu interpolace a (xi, yi) jsou souřadnice bodu se známou hodnotou.
Obrázky 5 znázorňuj́ı vliv parametru p na výslednou transformaci.
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(a) p = 1

(b) p = 2
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(c) p = 3

(d) p = 4

Obrázek 5: Vliv volby parametru p
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[met] Domovská stránka projektu MetaCRS. Dostupné z http://wiki.osgeo.org/wiki/MetaCRS.

[nad] NADCON - Version 2.1 [online]. Dostupné z www: http://www.ngs.noaa.gov/PC_PROD/
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