Materiál k přípravě na AJF  – 9, 10. a 13. kapitola skript ke cvičení (písemka č. 3)

1. Bohrův model atomu vodíku (10. kapitola)
Bohrův model atomu vodíku je založen na představě, že elektron obíhá kolem jádra po kružnici. Na rozdíl od klasického modelu však připouští existenci pouze určitých přesně definovaných drah. Na těchto přesně definovaných drahách elektron nezáří (to je v rozporu s klasickou fyzikou a Bohr to nijak fyzikálně nevysvětlil), neztrácí tudíž energii a může se tam udržet na věky věků. Pro každou z těchto kruhových drah je možné díky Bohrovu modelu spočítat následující veličiny: poloměr dráhy, rychlost elektronu, frekvenci oběhu kolem jádra, periodu oběhu kolem jádra a konečně energii elektronu na i-té dráze 
[image: image1.wmf]i

E

. Nejvýznamnější je poslední uvedená veličina, neboť ta může být nepřímo měřena. Bohrův model totiž předpokládá, že přechod z i-té na j-tou dráhu (kde i>j) je spojen s vyzářením fotonu, jehož frekvenci 
[image: image2.wmf]n

 je možné stanovit pomocí vzorce 
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 je Planckova konstanta)  

Po provedení výpočtu se ukazuje, že spočítané frekvence (a tedy i vlnové délky spočtené podle vzorce 
[image: image5.wmf]n
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, kde c je rychlost světla) přesně odpovídají hodnotám, které byly pozorovány dříve experimentálně (poprvé již v roce 1885 Balmerem – Balmerova série ve viditelném spektru) a dříve byly počítány pomocí odpozorované Rydbergovy konstanty). Bohrův model atomu umožňuje přesně spočítat Rydbergovu konstantu a dokázal tak vysvětlit spektrum atomu vodíku (spektrem se rozumí soubor všech frekvencí, které se objevují při záření atomu). Bohužel se ukázalo, že tento model selhal při vysvětlování spekter složitějších atomů, rovněž nedokázal nijak vysvětlit některá další fakta, která byla pozorována. Proto byl později nahrazen Schrődingerovým modelem atomu, který už zcela odmítá klasické představy a plně odpovídá kvantové mechanice, kde platí jiná pravidla.

Jak provést výpočet výše uvedených veličin? Pro jednoznačné určení poloměru n-té dráhy 
[image: image6.wmf]n

r

 a rychlosti na n-é dráze 
[image: image7.wmf]n
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 potřebujeme najít dvě rovnice. První z nich je zcela podle klasické fyziky a vychází z toho, že velikost elektrické síly 
[image: image8.wmf]e
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, kterou působí atom (ten je v případě atom vodíku tvořen jedním protonem s nábojem +e) na obíhající elektron s nábojem -e, musí být rovna velikosti odstředivé síly 
[image: image9.wmf]o
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 působící na elektron (gravitační sílu zanedbáváme, protože je extrémně malá v porovnání se silou elektrickou) Pro uvedené síly platí klasické vzorce:


[image: image10.wmf],

,

4

1

2

2

0

n

n

o

n

e

r

v

m

F

r

e

e

F

×

=

×

×

×

×

=

e

p


kde 
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 je permitivita vakua, 
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 je hmotnost elektronu. První rovnici pro výpočet poloměru n-té dráhy 
[image: image14.wmf]n
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 a rychlosti elektronu na n-té dráze 
[image: image15.wmf]n
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 pak můžeme zapsat ve tvaru: 
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Tato podmínka je zcela v souladu s principy klasické fyziky, sama o sobě by však nestačila k určení požadovaných poloměrů a rychlostí (měli bychom jen jednu rovnici pro dvě neznámé). Bohr se rozhodl přidat druhou podmínku, která už je naopak zcela proti klasické fyzice a využívá Planckovy konstanty 
[image: image17.wmf],
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 která byla určena v roce 1900 a umožňuje vyjádřit kvantování elektromagnetického záření. Požadoval, aby velikost momentu hybnosti elektronu 
[image: image18.wmf]L

 byla rovna n-násobku redukované Planckovy konstanty 
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2

p

×

=

h

h

s

 jejíž číselná hodnota je 
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 Pozor, dále v textu musíme rozlišovat obě konstanty! Moment hybnosti 
[image: image21.wmf]L

je obecně dán vektorovým součinem radiusvektoru 
[image: image22.wmf]r

 a vektoru hybnosti 
[image: image23.wmf],

p

 platí 
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 V našem případě pro jeho velikost dostáváme 
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 Druhou rovnici (vycházející z uvedené tzv. Bohrovy kvantovací podmínky tak můžeme zapsat ve tvaru):
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Máme tedy dvě rovnice pro dvě neznámé 
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 a 
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 A) výpočet poloměru n-té dráhy

Tuto soustavu budeme řešit následovně: Druhou z rovnic umocníme na druhou, čímž dostáváme
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 Takto získanou rovnici dále vynásobíme výrazem 
[image: image32.wmf].
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   Tím získáme:
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             (2a)
Proč jsme prováděli právě tyto úpravy? Je vidět, že levá strana právě získané rovnice (2a) je stejná jako levá strana první rovnice (1), se kterou jsme zatím nepracovali. Rovnají-li se levé strany, musí se pochopitelně rovnat i pravé strany obou zmiňovaných rovnic. Dostaneme vztah, z něhož již snadno určíme poloměr n-té dráhy 
[image: image34.wmf]:
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Máme tedy určen poloměr n-té dráhy elektronu v Bohrově atomu modelu vodíku. Vidíme, že tento poloměr je úměrný druhé mocnině pořadí dráhy 
[image: image36.wmf].
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 Poloměr 1. dráhy 
[image: image37.wmf]m
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 se nazývá Bohrův poloměr a často se označuje a. Hraje velkou roli např. při výpočtech podle Schrődingerova modelu atomu vodíku (viz dále). Poloměr n-té dráhy lze pak určit jako 
[image: image38.wmf](
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B) výpočet obvodové rychlosti na n-té dráze

Nyní spočítáme rychlost elektronu na n-té dráze 
[image: image39.wmf].
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 Tu určíme velmi rychle vydělením výše uvedených rovnic (1) a (2). Dostáváme:
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Vidíme, že rychlost na n-té dráze je nepřímo úměrná pořadí této dráhy 
[image: image41.wmf].
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Nejvyšší rychlost je na první dráze. Zároveň je vidět, že i tato rychlost je méně než 1% rychlosti světla 
[image: image42.wmf]c
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).  To znamená, že není třeba použít speciální teorii relativity a výpočet je z tohoto pohledu v pořádku.
C) výpočet úhlové rychlosti a frekvence oběhu

V dalším kroku určíme frekvenci 
[image: image44.wmf]n

 oběhu elektronu na n-té dráze. Pro úhlovou rychlost oběhu 
[image: image45.wmf]w

 platí vztah 
[image: image46.wmf].
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 Stačí tedy dosadit dříve spočtené výrazy pro poloměr a rychlost na n-té dráze. Mezi úhlovou frekvencí 
[image: image47.wmf]w

 a námi hledanou  frekvencí 
[image: image48.wmf]n

 platí vztah 
[image: image49.wmf].
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 Dostáváme tedy:
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Vidíme tedy, že frekvence oběhu je nepřímo úměrná 3. mocnině pořadí dráhy. 

D) výpočet periody oběhu

Když známe frekvenci, je již velmi jednoduché spočítat periodu oběhu na n-té dráze 
[image: image51.wmf].
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 Platí totiž vztah 
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 (perioda je doba trvání jednoho oběhu!). Po dosazení dostáváme:
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Vidíme, že perioda oběhu na n-té dráze je přímo úměrná 3. mocnině pořadí dráhy. 

E) výpočet energie elektronu na n-té dráze

Na závěr stanovíme energii elektronu na n-té dráze. Je třeba si uvědomit, že elektron má energii  jednak kinetickou 
[image: image54.wmf]kn

E

 (protože se pohybuje), jednak energii potenciální elektrickou 
[image: image55.wmf]pn

E

 (protože se nachází v silovém poli kladně nabitého jádra). Gravitační potenciální energii můžeme ignorovat, protože gravitační síla je v těchto rozměrech extrémně malá v porovnání se silo elektrickou (viz příklad 10.1. ve skriptech). 

Celková energie elektronu na n-té dráze 
[image: image56.wmf]n
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 je dána součtem obou uvedených složek, platí tedy  
[image: image57.wmf].
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 Pro kinetickou energii však platí klasický vzorec 
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 je dříve určená rychlost elektronu na n-té dráze a 
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 jeho hmotnost. Pro potenciální energii 
[image: image61.wmf]pn

E

 nabité částice s nábojem 
[image: image62.wmf]q

v poli opačně nabitého bodového náboje 
[image: image63.wmf]Q

 (jádro, které je v případě vodíku tvořeno jediným protonem, samozřejmě pokládáme za bodový náboj) platí vztah 
[image: image64.wmf],
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 kde 
[image: image65.wmf]r

 je vzdálenost obou nábojů. V našem případě mají oba náboje (jádro i elektron) stejnou velikost náboje 
[image: image66.wmf],
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 vzdálenost obou nábojů je poté konstantně poloměr n-té dráhy 
[image: image67.wmf].
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 Pro celkovou energii na n-té dráze poté můžeme psát:

[image: image68.wmf].
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Po dosazení za dříve určené hodnoty poloměru n-té dráhy 
[image: image69.wmf]n

r

 a rychlosti na n-té dráze 
[image: image70.wmf]n

v

 dostáváme:


[image: image71.wmf].
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Vidíme, že energie elektronu na n-té hladině je záporná (to je v pořádku, v opačném případě by elektron nebyl k jádru vázán a unikl by z jeho dosahu) a je nepřímo úměrná druhé mocnině pořadí dráhy. Tato energie se většinou vyjadřuje nikoliv pomocí redukovaní Planckovy konstanty, ale pomocí klasické Planckovy konstanty 
[image: image72.wmf]h

. V tomto vyjádření dostáváme:
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Elektron nacházející se na 1. dráze má tedy nejmenší energii zhruba -13,6 eV . Tuto energii je tedy nutno dodat k tomu, aby bylo možné tento elektron odtrhnout od jádra a tím vytvořit kladný iont vodíku. Mluvíme o tzv. ionizační energii atomu vodíku či o prvním ionizačním potenciálu (protože mluvíme o první dráze). V dalších dvou příkladech ukážeme, jak vysoká by musela být teplota, aby se atomy mohly ionizovat při vzájemných srážkách. K tomu je třeba, aby jejich tepelná energie byla rovna ionizační energii.

Příklad 10. 6. První ionizační potenciál hélia je roven 
[image: image74.wmf] 
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Na jakou teplotu 
[image: image75.wmf]T

 je třeba zahřát hélium, aby se atomy plynu mohly navzájem ionizovat? Boltzmannova konstanta je 
[image: image76.wmf].
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ŘEŠENÍ: Hélium je jednoatomový plyn, má tudíž 3 stupně volnosti (může se pohybovat ve třech směrech, nemá však žádné vnitřní stupně volnosti pro vibrační či rotační pohyb, ty se objevují až u víceatomových molekul). Na jeden stupeň volnosti pro tento typ pohybu připadá podle tzv. ekvipartičního teorému střední energie 
[image: image78.wmf],
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 kde 
[image: image79.wmf]k

 je tzv. Boltzmannova konstanta. Střední energie atomu hélia se tedy rovná 
[image: image80.wmf].
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 Tato energie musí být rovna prvnímu ionizačnímu potenciálu hélia, přičemž platí, že 
[image: image81.wmf].
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[image: image82.wmf].
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Hélium by k tomu, aby došlo k vzájemné ionizaci nárazem, bylo nutné zahřát zhruba na teplotu 
[image: image83.wmf].
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Příklad 10.7. Při jaké teplotě bude střední kinetická energie molekul v plynném vodíku rovna vazebné energii atomu vodíku (jinými slovy ionizační energii či prvnímu ionizačnímu potenciálu), která je 
[image: image84.wmf]eV.
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ŘEŠENÍ: Vodík je dvouatomový plyn. Počet jeho stupňů volnosti určíme následující úvahou: Pro translační pohyb máme 3 stupně volnosti (je trojrozměrný prostor), z hlediska rotace si můžeme vodíkovou molekulu představit jako činku, její rotaci lze tedy popsat dvěma úhly, máme tedy 2 rotační stupně volnosti. Pro vibraci (vzdalování a přibližování obou atomů v molekule) by zbýval 1 stupeň volnosti. Z důvodů, které zde nebudeme rozebírat (zabývá se jimi statistická fyzika) se však tento vibrační stupeň volnosti při uvažovaných teplotách výrazněji neuplatní. Budeme tedy uvažovat, že atom vodíku má 5 stupňů volnosti.

Na jeden stupeň volnosti pro tyto typ pohybu připadá podle tzv. ekvipartičního teorému střední energie 
[image: image85.wmf],
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[image: image86.wmf]k

 je tzv. Boltzmannova konstanta, 
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 Střední energie molekuly vodíku se tedy rovná 
[image: image88.wmf].
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 Tato energie musí být rovna prvnímu ionizačnímu potenciálu hélia, přičemž platí, že 
[image: image89.wmf].
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Střední kinetická energie molekul v plynném vodíku bude rovna vazebné energii atomu vodíku při teplotě 
[image: image91.wmf].
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2) Spektrum atomu vodíku (9. kapitola)
Pomocí Bohrova modelu atomu vodíku jsme odvodili výraz pro energii elektronu obíhající na n-té dráze (jinými slovy, energii n-tého stavu). Při přechodu z vyšší i-té hladiny na nižší j-tou hladinu se vyzáří foton, jehož energie je rovna rozdílu energií uvedených dvou hladin. Díky znalosti energií elektronu v atomu vodíku je tudíž možné určit spektrum tohoto atomu. Přechody na jednotlivé hladiny vznikají série, které jsou pojmenovány po významných fyzicích. První čtyři série jsou pojmenovány následovně:

· Lymanova série (přechod na základní 1. hladinu, je v UV oblasti spektra)

· Balmerova série (přechod na 2. hladinu, je ve viditelné oblasti spektra, byla objevena jako první)

· Paschenova série (přechod na 3. hladinu, je v infračervené oblasti spektra)

· Brackettova série (přechod na 4. hladinu)

Je důležité vědět, že každá série obsahuje v podstatě nekonečně mnoho spektrálních čar, protože je nekonečně mnoho vyšších hladin, z nichž mohl elektron přeskočit. S rostoucím pořadím vyšší hladiny se k sobě spektrální čáry přibližují, čára odpovídající v limitě přechodu z hladiny s nekonečným pořadím se jmenuje hrana série. Vždy platí, že nejmenší vlnová délka v sérii odpovídá právě hraně série, největší vlnová délka naopak přechodu z nejbližší vyšší hladiny (tj. pro Lymanovu sérii z 2. hladiny, pro Balmerovu ze 3. hladiny apod.)! 

Příklad 9.3.  Najděte vlnovou délku spektrální čáry odpovídající přechodu vodíku ze stavu 
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 do stavu 
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ŘEŠENÍ: Energie elektronu v atomu vodíku jsou v uvedených stavech dány následujícími vztahy (ty vyplývají z řešení Bohrova modelu atomu vodíku):


[image: image99.wmf].
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Při přechodu z vyššího do nižšího stavu se uvolní foton, jehož energie
[image: image100.wmf]E

 je dána rozdílem energií v obou stavech elektronu. Platí tedy:


[image: image101.wmf].
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Energii fotonu však můžeme rovněž vyjádřit pomocí jeho frekvence (resp. vlnové délky) vzorcem


[image: image102.wmf].
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Srovnáním obou vyjádření dostaneme hledaný vztah pro vlnovou délku 
[image: image103.wmf]:
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Poznámka. Výraz 
[image: image105.wmf]3
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 (jde vlastně o kombinaci pěti významných fyzikálních konstant) se nazývá Rydbergova konstanta (označení R). Její velikost a fyzikální rozměr je 
[image: image106.wmf].
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 Se znalostí této konstanty můžeme výraz pro vlnovou délku přepsat do jednoduššího tvaru: 

     
[image: image107.wmf].
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K provedení samotného numerického výpočtu je samozřejmě vždy výhodnější pracovat s Rydbergovou konstantou, je však důležité si vždy uvědomit, jak je tato konstanta tvořena. V dalších příkladech už budeme užívat rovnou Rydbergovu konstantu! 

Příklad 9.4. Najděte hodnotu největší vlnové délky 
[image: image108.wmf]P
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 v Paschenově sérii. Rydbergova konstanta je 
[image: image109.wmf].
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ŘEŠENÍ: Předně musíme vědět, že Paschenova série odpovídá přechodu na hladinu 
[image: image110.wmf]3
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n

 (tj. v podstatě na 3. dráhu v Bohrově modelu atomu vodíku). Dále musíme zjistit, z které hladiny 
[image: image111.wmf]m

 musí elektron na tuto dráhu přejít, aby byla vlnová délka co možná největší (to totiž vyžaduje zadání úlohy). To zjistíme následující úvahou: Z čím vzdálenější dráhy elektron přejde, tím bude jeho energie větší. Větší energie však odpovídá v souladu se známým vztahem 
[image: image112.wmf]l
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 větší frekvenci a tedy menší vlnové délce 
[image: image113.wmf]l

.

Největší vlnová délka 
[image: image114.wmf]P
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 bude tedy dosažena pro přechod z nejbližší hladiny 
[image: image115.wmf]4
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. Určujeme tedy vlnovou délku po přechod z hladiny 
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 na hladinu 
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Nejdelší vlnová délka v Paschenově sérii je
[image: image119.wmf].
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Příklad 9.5. Vypočítejte vlnové délky prvních tří čar (
[image: image120.wmf]B
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) Balmerovy série vodíkového spektra. Rydbergova konstanta je 
[image: image121.wmf].
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ŘEŠENÍ: Musíme si uvědomit, že Balmerova série odpovídá přechodům na hladinu 
[image: image122.wmf].
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 První čáry (vlnové délky
[image: image123.wmf]B
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) této série pak získáme pro případy přechodů z hladin 
[image: image124.wmf].
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 Pro příslušné vlnové délky poté stejně jako v předchozích úlohách dostáváme:
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[image: image126.wmf].
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[image: image127.wmf].
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Vlnové délky prvních 3 čar Balmerovy série jsou  
[image: image128.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image129.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image130.wmf].
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Příklad 9.6. Viditelný obor spektra je 
[image: image131.wmf]nm
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Určete, které série a které jejich čáry zasahují do viditelného spektra.

ŘEŠENÍ: Každá ze sérií pokrývá určitý rozsah vlnových délek od hodnoty 
[image: image133.wmf]min
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 po hodnotu 
[image: image134.wmf]max

s

l

. Pro řešení této úlohy je nezbytné být schopen stanovit tyto minimální a maximální hodnoty pro jednotlivé série. Maximální vlnová délka v sérii 
[image: image135.wmf]max
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 odpovídá minimální frekvenci a tudíž minimální energii vyzářeného fotonu (to plyne ze vztahu 
[image: image136.wmf].
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) Minimální energii bude mít však foton vyzářený při přechodu z vedlejší hladiny (resp. z vedlejší dráhy Bohrova modelu atomu vodíku). Největší vlnovou délku v sérii tedy určíme jako vlnovou délku pro přechod z hladiny 
[image: image137.wmf]1
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 na hladinu 
[image: image138.wmf].
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 Pro Lymanovu sérii tedy půjde o přechod z hladiny 2 na hladinu 1, pro sérii Balmerovu z hladiny 3 na hladinu 2 apod.

Minimální vlnová délka bude naopak odpovídat přechodu z nejvzdálenější možné hladiny. Žádná nejvzdálenější hladina v pravém smyslu slova však neexistuje, protože hladin je nekonečně mnoho. Můžeme to však chápat tak, že minimální vlnová délka nastává pro přechod z hladiny, jejíž pořadové číslo roste nade všechny meze, z takzvané hrany série. Hrana série má v limitě pořadové číslo nekonečno (budeme ji tedy počítat jako limitu pro 
[image: image139.wmf]m

jdoucí právě k nekonečnu…).

Nyní již můžeme určovat minimální a maximální vlnově délky jednotlivých sérií: Pro Lymanovu sérii (
[image: image140.wmf])
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dostáváme (výpočet vlnové délky analogicky jako v předchozích příkladech):
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[image: image142.wmf].
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Je vidět, že rozpětí vlnových délek Lymanovy série je mimo viditelný obor. Zkusíme určit minimální a maximální vlnovou délku pro Balmerovu sérii:
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Vidíme, že první čáry v sérii budou ležet ve viditelném oboru, hrana série však již nikoliv (hranice je 
[image: image145.wmf]nm
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, hrana série je jen 364 nm a dostává se tudíž do ultrafialové oblasti spektra). Je nutné určit, která poslední spektrální čára Balmerovy série 
[image: image146.wmf]x

l

 má vlnovou délku vyšší než je 380 nm a patří tudíž ještě do viditelného spektra. Musíme tedy určit neznámou 
[image: image147.wmf]x

 (pořadí této poslední viditelné čáry, tudíž přirozené číslo) tak, aby platilo, že: 
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Dostáváme:
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Zjistili jsme, že poslední čára, která leží ve viditelném spektru, je 9. čára Balmerovy série. 10. čára má již vlnovou délku těsně menší než je 380 nm. Ve skutečnosti samozřejmě není viditelné spektrum ohraničeno naprosto přesně hodnotou 380 nm, existuje tam určitý rozptyl ovlivněný například citlivostí oka konkrétního pozorovatele. 

Musíme ještě zjistit, zda do viditelné oblasti nespadnou i některé spektrální čáry dalších sérií. Zjistíme minimální a maximální vlnovou délku pro Paschenovu sérii:
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[image: image151.wmf].
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Je vidět, že Paschenova série leží celá mimo viditelnou část spektra. Další série budou mít vlnové délky ještě vyšší a budou se tudíž posouvat víc a víc do infračervené oblasti. Můžeme tedy říct, že ve viditelné části spektra leží pouze část Balmerovy série, konkrétně jejích prvních 9 spektrálních čar.

Příklad 9.7. Najděte výraz pro frekvence čárového absorpčního spektra atomárního vodíku.

ŘEŠENÍ: Tato úloha je velmi jednoduchá, stačí do výše mnohokrát uvedeného vztahu pro vlnovou délka dosadit výraz 
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dávající do souvislosti vlnovou délku 
[image: image153.wmf]l

 a frekvenci 
[image: image154.wmf]n

 a mírně upravit. Bude platit: 
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Frekvence fotonu vyzářeného při přechodu z m-té na n-tou hladinu je dána vztahem 
[image: image156.wmf].
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Příklad 9.8. Které spektrální čáry vzniknou, je-li atomární vodík excitován elektrony s energií 
[image: image157.wmf].
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ŘEŠENÍ: Rozhodující bude to, na jaké hladiny dokáží uvedené elektrony excitovat elektron nacházející se v atomu vodíku v základním stavu a mající tudíž energii 
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Budeme tedy postupně určovat energie vyšších hladin a stanovovat jejich rozdíl vůči hladině základní. Elektron může být excitován pouze na hladiny, jejichž „vzdálenost“ od základní hladiny je méně než 
[image: image159.wmf].
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[image: image162.wmf](

)

e

e

E

E

E

E

h

e

m

E

>

=

-

-

-

=

-

=

D

Þ

-

=

×

×

×

×

-

=

eV

8

,

12

6

,

13

8

,

0

eV

8

,

0

4

1

8

1

4

14

2

2

2

0

4

4

e


Je zjevné, že nalétávající elektrony s uvedenou energií mohou excitovat elektron maximálně na 2 či 3. hladinu. Vzniknout tudíž mohou spektrální čáry odpovídající přechodu z 2. hladiny na 1, z 3. hladiny na 1. (to jsou první dvě čáry Lymanovy série) a čára odpovídající přechodu z 3. hladiny na 2. (první čára Balmerovy série). Nyní již není problém stanovit klasickým postupem vlnové délky těchto 3 čar:
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[image: image164.wmf].
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[image: image165.wmf].
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Při excitaci elektrony s energií rovnou 
[image: image166.wmf]eV
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 tedy mohou vzniknout následující spektrální čáry: 
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 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image169.wmf].
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Příklad 9.9. Které čáry vzniknou, je-li energie elektronů v předchozím příkladu 
[image: image170.wmf] 
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ŘEŠENÍ: V tomto případě je energie excitujících elektronů zjevně větší než energie základního stavu elektronu v atomu vodíku (platí, že 
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). Ten může být tudíž excitován do jakékoliv hladiny a při následné deexcitaci mohou vzniknout všechny existující čáry atomu vodíku.

3) Schrődingerův model atomu vodíku (13. kapitola)

Výše uvedený Bohrův model atomu vodíku je pouze kvaziklasickým přiblížením a proto nedokázal vysvětlit mnoho významných aspektů ve fyzice mikrosvěta. K správnému zvládnutí je třeba použít přístup plně odpovídající kvantové mechanice, který obsahuje celou řadu specifik nemajících analogii v klasické fyzice. Jejím hlavním principem je, že jakýkoliv fyzikální systém lze popsat pomocí tzv. vlnové funkce 
[image: image172.wmf].
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 Ta v případě jedné částice závisí na jejích prostorových souřadnicích, v nestacionárním případě pak i na čase. Platí tedy, že 
[image: image173.wmf](
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 V našem případě se budeme zabývat stacionárním případem, závislost na čase nás tudíž nebude zajímat. Základní otázky jsou, jaký má vlnová funkce fyzikální význam a jak ji lze pro daný fyzikální systém stanovit. 

Na první otázku kvantová mechanika odpovídá, že samotná funkce nemá význam žádný, její kvadrát však udává hustotu pravděpodobnosti výskytu částice v prostoru. Jinak řečeno, pravděpodobnost p toho, že částici naleznu v části prostoru V je dána objemovým integrálem:
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Je jasné, že integrál přes celý prostor musí dát jedničku, protože někde se částice prostě nacházet musí. Tím získáváme normovací podmínku:
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Neméně závažná je druhá otázka týkající se explicitního určení vlnové funkce. Ukazuje se, že tato funkce je řešením (v námi uvažovaném případě bezčasové) Schrödingerovy rovnice, kterou můžeme psát ve tvaru:
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V tomto zápisu značí 
[image: image177.wmf]s

h

 tzv. redukovanou Planckovu konstantu, 
[image: image178.wmf]D

 je Laplaceův operátor (platí pro něj vztah 
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[image: image180.wmf]V

ˆ

hraje roli operátoru potenciální energie (podle jednoho z postulátů kvantové mechaniky je každá fyzikální veličina reprezentována operátorem na prostoru vlnových funkcí). Konkrétní tvar tohoto operátoru závisí na tom, o jaký fyzikální systém se jedná. Symbolem E poté označujeme energii systému.

Schrödingerova rovnice je složitou parciální diferenciální rovnicí a její analytické řešení je možné jen pro nejjednodušší fyzikální systémy. K nim patří i atom vodíku tvořený jedním protonem a jedním elektronem. S uvážením toho, jak je podle Coulombova zákona dána potenciální energie v elektrickém poli můžeme Schrödingerovu rovnici pro atom vodíku zapsat ve tvaru:
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Řešení rovnice je velmi náročné a zdlouhavé. Je založeno na využití sférické symetrie a převedení rovnice do sférických souřadnic. Následně se separuje vlnová funkce na radiální část 
[image: image183.wmf])

(

r

R

n

a sférickou část 
[image: image184.wmf]).
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Z podmínek kladených na kvantování momentu hybnosti v centrálním poli poté vyplyne existence dvou kvantových čísel l (vedlejší kvantové číslo) a m (magnetické kvantové číslo). Příslušná energetická hladina je pak popsána hlavním kvantovým číslem n.

Hlavní kvantové číslo n nabývá hodnot z množiny přirozených čísel a v kvantové mechanice (alespoň v nerelativistickém případě) jednoznačně určuje energii částice.

Vedlejší kvantové číslo nabývá hodnot 
[image: image185.wmf].
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Magnetické kvantové číslo pak může mít hodnoty 
[image: image186.wmf].
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Existence těchto čísel, a jejich možné hodnoty, vychází přímo z kvantově mechanického výpočtu. Pro každou přípustnou kombinaci těchto kvantových čísel pak existuje jednoznačně určená vlnová funkce, z níž je možné spočítat hustotu pravděpodobnosti výskytu elektronu. Můžeme tedy říct, že trojice kvantových čísel jednoznačně určuje hustotu pravděpodobnosti výskytu elektronu v atomovém obalu (to platí v nerelativistickém případě, jinak k nim přibývá ještě spinové kvantové číslo s) 

Uveďme nyní alespoň několik příkladů vlnových funkcí. Dolní indexy po řadě udávají hlavní, vedlejší a magnetické kvantové číslo:
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Symbolem a je označen tzv. Bohrův poloměr (pro něj platí: 
[image: image188.wmf]m
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)  Je vidět, že pro případ nulového vedlejšího kvantového čísla je vlnová funkce a tudíž i hustota pravděpodobnosti sféricky symetrická (to odpovídá tzv. s stavům), zatímco při nenulovosti se objevuje nesymetrie (podle hodnoty vedlejšího čísla pak mluvíme o p, d, f stavech…). s stavy, jimiž se budeme věnovat ,především mají díky symetrii sférické orbitaly, u ostatních již dochází k deformaci orbitalů do roztodivných tvarů dobře známých z hodin chemie na střední škole. 

Důležité je, že kvantová mechanika přirozenou cestou vysvětluje tvary atomových orbitalů a umožňuje explicitně spočítat hustoty pravděpodobnosti výskytu elektronu v atomu vodíku. Ukazuje se dokonce, že na principu kvantových čísel je konstruována celá periodická tabulka a tato čísla (a jím příslušející orbitaly) hrají zásadní roli v teorii chemické vazby.

V této kapitole budeme řešit dva základní typy úloh. Jednak budeme počítat pravděpodobnost výskytu elektronu v atomu vodíku v určité oblasti. Jak již bylo uvedeno, s orbitaly u atomu vodíku vykazují sférickou symetrii. Díky tomu jsou u nich příslušné výpočty podstatně jednodušší než u ostatních typů a budeme se tedy věnovat jen jim. U druhého typu úloh se určuje vzdálenost od jádra,  v níž je pravděpodobnost nalezení elektronu největší. To se provádí pomocí derivace (jde totiž o úlohu na nalezení extrému!)  

 Základní úlohou v prvním případě je nalézt pro kouli daného poloměru pravděpodobnost výskytu elektronu v této kouli. Obecně platí, že tato pravděpodobnost je dána vztahem:
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Díky sférické symetrii je totiž možné chápat objemový element jako slupičku o objemu 
[image: image190.wmf]dr
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 (povrch koule je totiž 
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). Objemový integrál se tak převede na jednorozměrnou integraci podle poloměru koule 
[image: image192.wmf].
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Všechny s orbitaly mají tu vlastnost, že jejich vlnové funkce lze zapsat ve tvaru:
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kde K a C jsou konstanty a 
[image: image194.wmf])
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 symbolizuje polynom stupně n-1 (n je příslušné hlavní kvantové číslo) v proměnné r. Příslušný vzorec pro výpočet pravděpodobnosti lze s využitím tohoto poznatku napsat v následujícím tvaru:
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zde 
[image: image196.wmf](
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 značí polynom stupně 2n v proměnné r a C je konstanta daná normovací podmínkou.  Řešení takového integrálu vyžaduje využít metodu per partes tolikrát, jaký je právě stupeň příslušného polynomu. To znamená, že pro stav popsaný hlavním kvantovým číslem n musíme užít 2n-krát po sobě metodu per partes. Pro hlavní kvantové číslo 1 tedy stačí 2 per partes, pro číslo 2 již 4 a třeba pro hlavní kvantové číslo 5 bychom museli využít metodu per partes hned 10krát po sobě. Princip výpočtu je vždy stejný, jeho náročnost však rychle roste se zvyšujícím se hlavním kvantovým číslem. V následujícím příkladě ukážeme výpočet pravděpodobnosti pro nejjednodušší možný stav 1s (hlavní kvantové číslo 1, ostatní 0).

Příklad 13.3. Atom vodíku je ve stavu 1s. Určete pravděpodobnost 
[image: image197.wmf]p

nalezení elektronu v atomu uvnitř koule o poloměru 
[image: image198.wmf]a

×

1

,

0

 (a je Bohrův poloměr).
ŘEŠENÍ: Vlnová funkce pro stav 1s je 
[image: image199.wmf],
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 S užitím výše uvedených vztahů můžeme psát:
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Tento integrál budeme počítat dvojnásobným užitím metody per partes.
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Zjistili jsme, že pravděpodobnost nalezení elektronu v kouli, jejíž poloměr je roven 0,1 násobku Bohrovu poloměru a, je rovna 0,013. Je vidět, že i výpočet pro nejjednodušší možný stav je dosti zdlouhavý. Pro vyšší s stavy to je v souladu s tím ještě mnohem horší. Jako kontrolu správnosti můžeme brát to, že se nám při výpočtu zkrátil Bohrův poloměr atomu a, ten se ve výsledku v žádném případě objevit nesmí. Analogicky spočteme další příklad:

Příklad 13.7. Atom vodíku je v základním stavu. Určete: 

a) pravděpodobnost 
[image: image202.wmf]p

1

 toho, že elektron je uvnitř koule o Bohrově poloměru a
b) pravděpodobnost 
[image: image203.wmf]p

2

 toho, že elektron je vně této koule.


c) poměr 
[image: image204.wmf]1

2

p

p

.
ŘEŠENÍ: Určíme nejprve pravděpodobnost 
[image: image205.wmf].
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Vlnová funkce pro základní stav (tj. stav 1s) je 
[image: image206.wmf].
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 S užitím výše uvedených vztahů můžeme psát:
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Tento integrál budeme počítat dvojnásobným užitím metody per partes.
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Zjistili jsme, že pravděpodobnost nalezení elektronu v kouli, jejíž poloměr je roven Bohrovu poloměru, je rovna 0,323. Jako kontrolu správnosti můžeme opět brát to, že se nám při výpočtu zkrátil Bohrův poloměr atomu a. 
Další výpočet už je velmi jednoduchý. Pravděpodobnost, že je elektron mimo uvedenou kouli o Bohrově poloměru, určíme jako doplněk do jedné: 
[image: image209.wmf].
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 Pro hledaný podíl pak dostáváme: 
[image: image210.wmf].
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   Na stejném principu budeme počítat i další příklad. Vzhledem k délce výpočtu jej však nedotáhneme do konce.  
Příklad 13.6. Elektron je v atomu vodíku v základním stavu. Najděte poměr pravděpodobností 
[image: image211.wmf]2
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 nalezení elektronu v kulových vrstvách tloušťky 
[image: image212.wmf]a
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o vnitřních poloměrech 
[image: image213.wmf]a

×

5

,

0

a 
[image: image214.wmf]a
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ŘEŠENÍ: Vlnová funkce pro základní stav (tj. stav 1s) je 
[image: image215.wmf].
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  Je jasné, že musíme postupně vypočítat pravděpodobnosti 
[image: image216.wmf]1

p

 (nalezení elektronu ve vzdálenosti mezi 0,5 a a 0,51 a) a 
[image: image217.wmf]2

p

 (nalezení elektronu ve vzdálenosti mezi 1,5 a a 1,51 a). Bude platit:
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)

.

.

4

4

1

,

,

51

,

1

5

,

1

2

2

51

,

1

5

,

1

3

2

2

3

2

100

2

dr

e

r

a

dr

r

e

a

dV

z

y

x

p

a

a

a

r

V

a

a

a

r

ò

ò

ò

×

×

-

×

×

-

×

=

×

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

=

=

p

p

y


Tyto integrály budeme počítat dvojnásobným užitím metody per partes.
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V dalších příkladech budeme používat tzv. americkou metodu per partes, která umožňuje přehlednější zápis v případě, že se metoda per partes opakuje vícekrát po sobě. 

Příklad 13.8 a) Pomocí normovací podmínky ověřte správnost hodnot konstanty C vlnové funkce atomu vodíku ve stavu 2s.

ŘEŠENÍ: Vlnová funkce pro stav 2s je  
[image: image222.wmf].
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Máme tedy vlastně dokázat, že pro konstantu C platí, že 
[image: image223.wmf].
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 ´Podle normovací podmínky musí platit, že:


[image: image224.wmf](
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Je tedy nutné spočítat poslední uvedený integrál. K tomu musíme použít čtyřikrát po sobě metodu per partes ( Práci si usnadníme pomocí tzv. americké per partes. K ní  musíme pod sebe do tabulky zapsat prvních pět (počet per partes +1) derivací funkce 
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Pořadí                  Derivace                                                         Integrály  

0.                
[image: image227.wmf]2

4

3

2

4

4

a

r

a

r

r

+

×

-

×

                                                           
[image: image228.wmf]a

r

e

-

    (původní funkce)
1.                
[image: image229.wmf]2

3

2

4

12

8

a

r

a

r

r

×

+

×

-

×

                                                        
[image: image230.wmf]a

r

e

a

-

×

-


2.                  
[image: image231.wmf]2

2

12

24

8

a

r

a

r

×

+

×

-

                                                             
[image: image232.wmf]a

r

e

a

-

×

2


3.                 
[image: image233.wmf]2

24

24

a

r

a

×

+

-

                                                                    
[image: image234.wmf]a

r

e

a

-

×

-

3

           

4.                         
[image: image235.wmf]2

24

a

                                                                               
[image: image236.wmf]a

r

e

a

-

×

4


5.                          0                                                                                   
[image: image237.wmf]a

r

e

a

-

×

-

5


Nyní můžeme podle výše uvedeného schématu rovnou počítat uvedený integrál a dosazovat meze:
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Určili jsme hledanou hodnotu integrálu a můžeme tudíž stanovit konstantu C. Musí platit:
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Ověřili jsme, že normovací konstanta skutečně nabývá uvedené hodnoty. Stejným způsobem pomocí americké per partes můžeme počítat i ve skriptech řešený příklad 13.1. (je to jednodušší, protože stačí spočítat 2 per partes). V příkladu 13.8 b) (ověření normovací konstanty pro stav 3s) je princip výpočtu naprosto stejný, jeho obtížnost je však obrovská, protože je třeba udělat šestkrát per partes, navíc je zde podstatně složitější vlnová funkce
Nyní se zaměříme na druhý typ úloh založený na hledání vzdálenosti od jádra s maximální pravděpodobností nalezení elektronu.   
Příklad 13.4. Vlnová funkce popisující základní stav elektronu v atomu vodíku má tvar 
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, kde C je konstanta a a je Bohrův poloměr. Určete vzdálenost r, ve které je pravděpodobnost nalezení elektronu maximální.

ŘEŠENÍ: Budeme uvažovat tenkou slupičku o poloměru 
[image: image241.wmf]dr

 nacházející se ve vzdálenosti 
[image: image242.wmf]r

od jádra. Pravděpodobnost nalezení elektronu v této slupičce je dána klasicky vzorcem:
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Vzhledem k tomu, že je slupička velmi (v limitním přechodu nekonečně) tenká, můžeme chápat výraz v integrálu jako konstantní a pro pravděpodobnost nalezení elektronu dostáváme:
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Vidíme, že hledaná pravděpodobnost je dána součinem tloušťky slupičky a funkce vzdálenosti 
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Budeme hledat maximum uvedené funkce 
[image: image246.wmf]).
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Extrémy vždy určujeme tak, že danou funkci derivujeme podle 
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a derivaci položíme rovnu nule. Pozor, musíme derivovat jako součin tj. funkci 
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 je z hlediska derivování podle 
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 konstanta a proto nehraje žádnou roli. Bude platit:
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Zjistili jsme, že extrém může nastávat ve vzdálenosti 
[image: image255.wmf]a
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 od jádra. Korektně bychom měli ještě ověřit, že se rovná o maximum. Vzhledem k tomu, že funkce 
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se však o nic jiného než o maximum jednat nemůže.

Při výpočtu jsme vytkli výrazy, které nulové být nemohou. Zjistili jsme tedy, že pro základní stav atomu vodíku je největší pravděpodobnost nalezení elektronu ve vzdálenosti 
[image: image259.wmf]a

r
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 od jádra. Není náhoda, že tato vzdálenost přesně odpovídá poloměru 1. dráhy v Bohrově modelu atomu vodíku. 

Příklad 13.5. Vlnová funkce popisující excitovaný stav 2p atomu vodíku má tvar 
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, kde C je konstanta a a je Bohrův poloměr. Určete vzdálenost, ve které je pravděpodobnost nalezení elektronu maximální. 
ŘEŠENÍ: Opět budeme uvažovat tenkou slupičku o poloměru 
[image: image261.wmf]dr

 nacházející se ve vzdálenosti 
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od jádra. Pravděpodobnost  nalezení elektronu v této slupičce je dána klasicky vzorcem:
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Vzhledem k tomu, že je slupička velmi (v limitním přechodu nekonečně) tenká, můžeme chápat výraz v integrálu jako konstantní a pro pravděpodobnost nalezení elektronu dostáváme:
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Zde jsme označili z hlediska vzdálenosti od jádra 
[image: image266.wmf]r

 konstantní a pro další výpočet tudíž nepodstatný výraz 
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 funkce vzdálenosti je dána výrazem 
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Opět budeme hledat maximum uvedené funkce 
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Extrémy vždy určujeme tak, že danou funkci derivujeme podle 
[image: image271.wmf]r

a derivaci položíme rovnu nule. Pozor, musíme derivovat jako součin tj. funkci 
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 derivovat krát funkci 
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Při výpočtu jsme vytkli výrazy, které nulové být nemohou. Zjistili jsme, že extrém může nastávat ve vzdálenosti 
[image: image277.wmf]a
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 od jádra. Korektně bychom měli ještě ověřit, že se rovná o maximum. Vzhledem k tomu, že funkce 
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nabývá pouze kladných hodnot a pro její limity v krajních bodech platí následující výrazy:
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se však o nic jiného než o maximum jednat nemůže.

Zjistili jsme tedy, že pro stav atomu vodíku 2p je největší pravděpodobnost nalezení elektronu ve vzdálenosti 
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 od jádra. Není náhoda, že tato vzdálenost přesně odpovídá poloměru 2. dráhy v Bohrově modelu atomu vodíku. 
Poznámka. Obecně platí, že největší pravděpodobnost nalezení elektronu ve stavu s hlavním kvantový číslem 
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 je vždy ve vzdálenosti 
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