Řešené příklady z elektřiny a magnetismu 
Jiří Kohout

Část 1 – Coulombův zákon

1.      Kolik elektronů přeneseme na vodič, nabijeme-li jej nábojem 
[image: image3009.bmp] O kolik se zvětší hmotnost vodiče? Náboj elektronu je 
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ŘEŠENÍ: Počet přenesených elektronů určíme jednoduše jako podíl celkového náboje vodiče a náboje jednoho elektronu   
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Přírůstek hmotnosti vodiče získáme tak, že vynásobíme hmotnost jednoho elektronu jejich celkovým počtem    
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Na vodič bylo přeneseno 
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 elektronů a jeho hmotnost se zvětšila o 
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2.     Určete celkový náboj elektronů ve všech molekulách vodíku o objemu 
[image: image8.wmf]3
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ŘEŠENÍ: Nejprve musíme určit celkový počet molekul vodíku v uvažovaném vzorku. Vyjdeme ze stavové rovnice ideálního plynu, z níž vyjádříme látkové množství    
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Musíme samozřejmě uvažovat termodynamickou teplotu T, pro kterou platí: 
[image: image14.wmf].
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V jednom molu vodíku se nachází právě 
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Každá z uvažovaných molekul obsahuje 2 elektrony. Z tohoto důvodu můžeme pro celkový počet elektronů psát 
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. Vzhledem k tomu, že každý z elektronů má náboj e, bude pro celkový náboj platit vztah 
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Celkový náboj elektronů je 
[image: image20.wmf]C
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3.       Dvě stejně velké kuličky mají elektrické náboje 
[image: image21.wmf]C
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. Určete sílu, jíž se tyto kuličky budou přitahovat ve vakuu, jsou-li od sebe vzdáleny 
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Permitivita vakua je 
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ŘEŠENÍ:  Podle Coulombova zákona bude platit
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10

8

,

1

4

1

4

2

2

1

0

-

×

=

×

×

=

r

Q

Q

F

pe

.

Uvažované kuličky se budou ve vakuu přitahovat silou o velikosti 
[image: image26.wmf]N.
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4.       Dva stejné náboje, uložené na malých kuličkách, které jsou od sebe vzdáleny 
[image: image27.wmf]cm

10

=

r

, na sebe působí ve vakuu silou 
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. Vypočítejte velikost uvedených nábojů. Permitivita vakua je 
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ŘEŠENÍ: Díky platnosti Coulombova zákona můžeme psát 
[image: image30.wmf]2
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. Z tohoto vztahu již jednoduše vyjádříme velikost hledaného náboje
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Velikost uvedených nábojů je 
[image: image32.wmf]C.
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5.      Vypočítejte sílu, kterou se odpuzují dvě α-částice, je-li jejich vzdálenost 
[image: image33.wmf]m
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 a srovnejte tuto sílu se silou gravitační. Náboj částice je 
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[image: image37.wmf].
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ŘEŠENÍ: Tento příklad opět řešíme přímým použitím Coulombova zákona
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Nyní spočteme podle známého vztahu velikost gravitační síly, jenž působí mezi oběma částicemi
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Porovnáme velikosti obou sil a zjišťujeme, že platí 
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6.      Dva stejné náboje vzdálené 
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ŘEŠENÍ: Podle Coulombova zákona platí pro velikost síly působící mezi dvěma bodovými náboji o stejné velikosti vztah  
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Hledaná velikost nábojů je 
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7.       Dva stejné bodové náboje nacházející se ve vzduchu ve vzájemné vzdálenosti 
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. Do jaké vzdálenosti by bylo třeba umístit tyto náboje v oleji, aby velikost působící síly zůstala zachována?  Relativní permitivita oleje je 
[image: image49.wmf]5
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ŘEŠENÍ: Vzdálenost bodových nábojů v oleji označme
[image: image50.wmf]ol
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. Velikost síly, kterou na sebe bodové náboje působí v oleji, poté označme 
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. Pro velikost obou sil platí Coulombův zákon, v případě oleje však musíme použít jeho tvar pro dielektrikum (liší se pouze konstantou 
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V oleji je třeba uvažované náboje umístit do vzdálenosti 
[image: image56.wmf]m.
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8.      Tenké vlákno vydrží maximální sílu napnutí 
[image: image57.wmf]mN.
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Na tomto vlákně je zavěšena kulička o hmotnosti 
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 s kladným nábojem 
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 Zdola k ní ve směru závěsu přibližujeme kuličku se záporným nábojem 
[image: image60.wmf]nC
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. Při jaké vzdálenosti mezi oběma kuličkami se vlákno přetrhne?

ŘEŠENÍ: Vlákno je namáháno tíhovou silou působící na kuličku a silou elektrickou, která se při přibližování druhé kuličky v souladu s Coulombovým zákonem zvětšuje. K přetržení vlákna dojde v okamžiku, kdy součet obou uvedených sil dosáhne maximální síly napnutí 
[image: image61.wmf].
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 Nyní již vyjádříme vzdálenost r, při níž dojde k přetržení vlákna
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K přetržení vlákna dojde při vzdálenosti 
[image: image65.wmf]cm
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9.       Jakou silou se ve vakuu přitahují dvě kuličky s náboji 
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 při vzájemné vzdálenosti 
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 Dojde-li ke vzájemnému dotyku, budou se přitahovat či odpuzovat? Jakou silou, je-li vzájemná vzdálenost po dotyku 
[image: image69.wmf]cm?
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ŘEŠENÍ: První otázku zodpovíme jednoduše přímým použitím Coulombova zákona
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Po vzájemném dotyku se náboje na obou kuličkách vyrovnají. Protože platí zákon zachování náboje, musí být pro náboj 
[image: image71.wmf]Q

, který obě kuličky po dotyku získají, splněn vztah 
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Obě kuličky budou mít náboje stejné polarity, a proto se budou odpuzovat. Pro velikost odpudivé síly 
[image: image73.wmf]2
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 pak platí opět podle Coulombova zákona vztah
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Před vzájemným dotykem se budou kuličky přitahovat silou 
[image: image75.wmf]N
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10.     Dvě stejné kuličky mají elektrické náboje 
[image: image77.wmf]C
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. Jakou silou se přitahují ve vakuu, je-li mezi nimi vzdálenost 
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 Jakou silou se budou odpuzovat po vzájemném dotyku při zachování vzdálenosti? 

ŘEŠENÍ: Budeme postupovat stejně jako v předchozím příkladě. Pro velikost přitažlivé síly před dotykem zjevně platí   
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Po dotyku bude na obou kuličkách náboj 
[image: image81.wmf]Q
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 po dotyku spočteme opět pomocí Coulombova zákona 
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Před dotykem se kuličky odpuzují silou 
[image: image85.wmf]N

1078

1

=

F

, po dotyku se přitahují silou 
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11.      Dva bodové náboje 
[image: image87.wmf]1
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 jsou ve vzdálenosti r od sebe. Zmenšíme-li vzdálenost mezi nimi o 
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ŘEŠENÍ: Pro velikost síly 
[image: image90.wmf]1
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, kterou na sebe bodové náboje působily před zmenšením vzdálenosti, platí vztah 
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Pro velikost síly 
[image: image92.wmf]2
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, kterou na sebe náboje působí po jejich přiblížení, platí   
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Protože síla po zkrácení vzdálenosti vzroste dvakrát, můžeme psát 
[image: image94.wmf]2
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. Po dosazení za obě síly získáváme
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[image: image96.wmf](
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Počáteční vzdálenost mezi oběma náboji byla 
[image: image97.wmf]m.
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12.       Jak velké náboje stejné velikosti je třeba umístit na dvě stejné kuličky o hmotnosti 
[image: image98.wmf]g
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, aby se ve vakuu kompenzovala elektrostatická síla silou gravitační? Permitivita vakua je 
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, gravitační konstanta pak 
[image: image100.wmf].

s

kg

m

10

67

,

6

2

1

3

11

-

-

-

×

×

×

=

k

 

ŘEŠENÍ: Gravitační síla je přitažlivá, Pokud tedy chceme, aby došlo k vzájemnému vykompenzování se, musí být síla elektrostatická odpudivá. Uvažované náboje proto musí mít stejnou polaritu. Zároveň musí platit, že 
[image: image101.wmf]e
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. Po přímém dosazení z Newtonova gravitačního a Coulombova zákona získáváme
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Na kuličky musíme umístit náboje o velikosti 
[image: image103.wmf]C
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13.     Na každé ze dvou stejných kapek vody je umístěn elektron. Jaký je poloměr kapek R, jestliže velikost elektrostatické síly, kterou na sebe působí, se rovná velikosti síly gravitační? 

ŘEŠENÍ: Pro velikost gravitační síly platí podle Newtonova gravitačního zákona vztah 
[image: image104.wmf],
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 kde r je vzdálenost obou kapek. Hmotnost kapky určíme ze vztahu 
[image: image105.wmf]V
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, kde 
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 je hustota vody a 
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objem kapky, u níž předpokládáme kulový tvar. Můžeme tedy psát
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Podle zadání musí platit 
[image: image109.wmf]G
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. Po dosazení z výše vyvozeného vztahu a z Coulombova zákona získáváme rovnost, z níž již snadno určíme hledaný poloměr
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  (V).

Poloměr kapky je dán vztahem (V).

14.     Dva kladné bodové náboje 
[image: image111.wmf]4
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 a Q jsou upevněny ve vzdálenosti a od sebe (viz obr.). Kam musíme umístit bodový náboj 
[image: image112.wmf]0
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, aby se nacházel v rovnovážné poloze? Kdy bude rovnovážná poloha náboje 
[image: image113.wmf]0

Q

 vzhledem k posouvání ve směru spojnice nábojů stabilní a kdy labilní?


[image: image114]
ŘEŠENÍ: Sílu, kterou působí na náboj 
[image: image115.wmf]0
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 náboj 
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 označme 
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, sílu, kterou na něj působí náboj 
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 poté 
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. Zkušební náboj musíme umístit do takového bodu, aby platilo 
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. Ihned vidíme, že tato podmínka může být splněna pouze v případě, že zkušební náboj umístíme na úsečku, v jejíž krajních bodech  jsou umístěny náboje 
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 a 
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 (v žádném bodě mimo tuto úsečku  totiž nebudou mít síly 
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 opačný směr, což je nutná podmínka pro to, aby jejich výslednice byla nulová). Hledanou vzdálenost od náboje 4
[image: image125.wmf]Q
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 označme 
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, vzdálenost od náboje Q pak bude 
[image: image127.wmf]x
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. Požadujeme, aby platilo, že 
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, což po dosazení z Coulombova zákona dává rovnost, z níž již snadno určíme hledanou vzdálenost
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Zkušební náboj tedy musíme umístit do vzdálenosti 
[image: image130.wmf]a
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 od náboje 
[image: image131.wmf]Q
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.

Je třeba zdůraznit, že všechny výše uvedené úvahy nezávisí na polaritě zkušebního náboje.

 Nyní se věnujme typu nalezené rovnovážné polohy. Nejprve uvažujme, že zkušební náboj je kladný. Po malém vychýlení z rovnovážné polohy ve směru spojnice obou pevných nábojů se podle Coulombova zákona zvětší síla od náboje, k němuž jsme se přiblížili, a naopak zmenší síla od druhého náboje. Vzhledem k tomu, že obě síly jsou odpudivé, bude výslednice uvedených dvou sil vracet zkušební náboj zpět. Pro kladný zkušební náboj je tedy uvažovaná rovnovážná poloha stabilní.

Pro záporný zkušební náboj nastane situace přesně opačná. Síly od obou nábojů jsou přitažlivé, a proto jejich výslednice bude směřovat k náboji, k němuž se zkušební náboj při vychýlení přiblížil. Pro záporný zkušební náboj je tedy nalezená rovnovážná poloha labilní (uvedený postup důkladně promyslete a zopakujte si z mechaniky, co je stabilní, labilní a indiferentní rovnovážná poloha).

15.     Jak velký náboj 
[image: image132.wmf]0
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 musíme umístit v poloze podle předchozího příkladu, aby byla celá soustava v rovnováze? 


ŘEŠENÍ: Vzhledem k tomu, že se náboj 
[image: image133.wmf]0
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 nachází v rovnovážné poloze, stačí zajistit rovnováhu pro jeden ze zbývající dvojice nábojů.  Stačí tedy, aby byl v rovnováze náboj Q, a je zaručena rovnováha celé soustavy. Na náboj Q působí síla 
[image: image134.wmf]A
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 (podle výsledku předchozího příkladu je vzdálenost nábojů 
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 a 
[image: image139.wmf]0

Q

 právě 
[image: image140.wmf],
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. Tyto síly musí mít opačný směr, z čehož plyne, že náboj 
[image: image144.wmf]0
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 musí  mít opačnou polaritu než náboj Q. Pro velikost obou sil platí 
[image: image145.wmf]B

A

F

F

=

, což po dosazení z Coulombova zákona dává rovnost, z níž již snadno určíme hledanou velikost náboje
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Do rovnovážné polohy musíme umístit náboj o velikosti 
[image: image147.wmf].
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16.     Záporný bodový náboj 
[image: image148.wmf]2
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 a kladný bodový náboj Q jsou upevněny ve vzdálenosti a od sebe. Kam musíme umístit kladný náboj 
[image: image149.wmf]0
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, aby byl v rovnováze? Určete charakter rovnovážné polohy vzhledem k posouvání náboje ve směru spojnice nábojů. Načrtněte graf závislosti velikosti síly F působící na náboj 
[image: image150.wmf]0

Q

 na vzdálenosti r mezi ním a nábojem Q.


[image: image151]
ŘEŠENÍ: Sílu, kterou bude na zkušební náboj působit náboj Q si označme 
[image: image152.wmf]1
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, sílu od náboje 
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  poté 
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. Již tradičně budeme požadovat, aby platilo 
[image: image155.wmf]0
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. Jak bylo uvedeno v jednom z předchozích příkladů, nutnou podmínkou pro to, aby dvě síly měly nulovou výslednici, je opačný směr těchto sil. Zkušební náboj tedy můžeme s přihlédnutím k této podmínce umístit pouze na přímku určenou oběma pevnými náboji ovšem s výjimkou úsečky spojující tyto bodové náboje. Rovnovážná poloha se však nemůže nacházet ani v těch bodech uvažované přímky, jejichž vzdálenost od 
[image: image156.wmf]Q
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 je menší než vzdálenost od Q. Při umístění zkušebního náboje do kteréhokoliv z těchto bodů by totiž síla 
[image: image157.wmf]2
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  měla větší velikost než 
[image: image158.wmf]1
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, což je nepřijatelné.

Rovnovážnou polohu tedy musíme hledat v některém z bodů, jejichž vzdálenost od 
[image: image159.wmf]Q
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 je větší než vzdálenost od Q. Po této složitější úvaze, kterou je třeba si důkladně promyslet, již můžeme přistoupit k samotnému výpočtu.

Vzdálenost hledané rovnovážné polohy od náboje Q si označme x. Vzdálenost od náboje 
[image: image160.wmf]Q
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 je poté rovna 
[image: image161.wmf].
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  Pro velikosti uvažovaných sil platí 
[image: image162.wmf]2
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, což po vyjádření obou sil pomocí Coulombova zákona vede na rovnici, z níž již snadno určíme hledanou vzdálenost
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Zkušební náboj tedy musíme umístit do vzdálenosti 
[image: image165.wmf](

)

a

x

×

+

=

1

2

 od náboje Q.

Pro sílu působící na zkušební náboj bude v uvažované oblasti platit vztah 
[image: image166.wmf]2

1

F

F

F

-

=

, přičemž pro kladné hodnoty bude tato síla směřovat od náboje Q, pro záporné pak k němu.

Po dosazení  za 
[image: image167.wmf]1

F

 a 
[image: image168.wmf]2
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 získáme vztah, který udává předpis funkční závislosti velikosti síly F na vzdálenosti x
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Graf této funkce můžeme pro pevnou hodnotu parametru a zobrazit například pomocí programu EXCEL. Přibližný tvar grafu je patrný z obrázku. 

[image: image170]
Z grafu je patrné, že se náboj 
[image: image171.wmf]0
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 nachází v stabilní rovnovážné poloze.

17.    Dvě stejné kovové kuličky s kladnými náboji 
[image: image172.wmf]nC
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 jsou umístěny ve vzdálenosti 
[image: image174.wmf]cm
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 od sebe a jejich rozměry jsou vzhledem k jejich vzdálenosti zanedbatelné. Změní se síla jejich vzájemného působení, jestliže je na okamžik spojíme vodičem? Jaké náboje budou mít kuličky po tomto spojení?  

ŘEŠENÍ: Po spojení obou kuliček se náboje na nich vyrovnají. Díky platnosti zákona zachování náboje bude pro náboj Q, který budou mít kuličky po spojení, platit vztah
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 Síly, kterými na sebe kuličky působily před a po spojení určíme jednoduše pomocí Coulombova zákona. Sílu před spojením přitom označíme 
[image: image176.wmf]1
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, po spojení 
[image: image177.wmf]2
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. Zjevně bude platit 
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Kuličky budou mít po spojení náboj 
[image: image180.wmf]nC
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 a síla jejich vzájemného působení se zvětší z 
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18.      Dvě stejné kuličky nabité náboji opačných znamének jsou umístěny ve vzdálenosti 
[image: image183.wmf]cm
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 od sebe. Tato vzdálenost je mnohem větší než rozměry kuliček. Kuličky se přitahují silou 
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. Po spojení kuliček vodičem se kuličky odpuzují silou 
[image: image185.wmf]N

5

,

22

2

m

=

F

. Určete původní náboje kuliček.

ŘEŠENÍ: Velikosti hledaných nábojů kuliček si označíme 
[image: image186.wmf]1

Q

 a 
[image: image187.wmf]2

Q

. Po spojení vodičem se náboje vyrovnají a v důsledku platnosti zákona zachování náboje a faktu, že hledané náboje mají opačnou polaritu, bude velikost náboje Q, jenž se po spojení na obou kuličkách vytvoří, splňovat vztah  
[image: image188.wmf]2
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. Nyní využijeme Coulombova zákona a s jeho pomocí si sestavíme dvě rovnice pro dvě neznámé 
[image: image189.wmf]1
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 a 
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. Silové působení mezi oběma kuličkami před spojením vyjadřuje rovnice
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 silové působení po spojení poté rovnice 
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 Z první rovnice vyjádříme náboj 
[image: image193.wmf]1
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Z druhé rovnice získáme po dosazení za Q a úpravě vztah  
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Předpokládejme nejprve, že 
[image: image196.wmf]1

Q

 je větší než 
[image: image197.wmf]2
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. Poté můžeme po odstranění absolutní hodnoty a dosazení z první do druhé upravené rovnice psát 
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 po úpravě (vynásobení rovnice nábojem 
[image: image199.wmf]2
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 a vydělení 
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)  získáme kvadratickou rovnici pro 
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Vyřešením této rovnice a drobnou úpravou získáme pro 
[image: image203.wmf]2
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 vyjádření
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Protože však 
[image: image205.wmf]2

Q

 udává velikost náboje, a ta nemůže být záporná, vyhovuje pouze znaménko +. Velikost náboje  na druhé kuličce je tedy dána vztahem  
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V závěrečné fázi určíme velikost náboje na první kuličce
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[image: image208.wmf](
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Správně bychom nyní měli ještě rozřešit připad, kdy 
[image: image209.wmf]1

Q

 je menší než 
[image: image210.wmf]2

Q

. Ukazuje se však (ověřte), že pro tento případ získáme číselně stejné hodnoty jako v námi předvedeném řešení.
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Můžeme tedy říct, že na kuličkách jsou náboje opačné polarity o velikostech 
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19.     Určete sílu vzájemného působení mezi půlkružnicí o poloměru r, která je rovnoměrně nabita nábojem Q, a bodovým nábojem q, který leží ve středu půlkružnice.

ŘEŠENÍ: Při řešení tohoto příkladu budeme nuceni využít integrální počet. Nejprve určíme hustotu náboje jako podíl celkového náboje a délky půlkružnice. Zjevně platí
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Nyní si na půlkružnici vytkneme element dr a určíme, jakou silou 
[image: image214.wmf]F
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 bude tento element působit na náboj q. Užitím Coulombova zákona můžeme psát
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(při úpravě jsme využili vztahu 
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 je úhel, jenž svírá spojnice náboje q a elementu dr s kladnou poloosou osy y.Velikost hledané síly nyní určíme pomocí určitého integrálu, jenž v tomto případě reprezentuje součet v limitním přechodu nekonečně mnoha nekonečně malých přírůstků dF. Integrovat budeme podle proměnné 
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, čímž jsou určeny integrační meze. Po provedení drobných úprav můžeme psát


[image: image225.wmf](

)

2

0

2

2

2

2

0

2

2

1

d

cos

4

1

d

r

q

Q

r

q

Q

F

F

y

×

×

=

×

×

×

=

=

ò

ò

-

e

p

a

a

e

p

p

p

.

 Velikost síly vzájemného působení je tedy 
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20.       Dvě malé bezové kuličky, každá o hmotnosti 
[image: image227.wmf]kg
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, jsou zavěšeny ve stejném bodě (viz obr.) na hedvábných vláknech délky 
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 Jestliže oběma kuličkám udělíme stejně velký náboj, budou vlákna svírat se svislým směrem úhel 
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[image: image2403.wmf]G

F

r

ŘEŠENÍ: Především si musíme uvědomit, které síly na kuličky působí. Nepochybně se budou projevovat tíhová síla 
[image: image230.wmf]G

F

r

, elektrostatická síla 
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 a tahová síla vlákna 
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. Protože kuličky jsou v klidu, musí platit vztah 
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. Tuto podmínku lze interpretovat tak, že výslednice síly tíhové a elektrostatické má opačný směr a stejnou velikost jako tahová síla vlákna. Tato výslednice tedy svírá se svislým směrem stejný úhel 
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 jako vlákno,

na němž kulička visí. Musí tedy platit vztah 
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. Po dosazení ze známého vztahu pro velikost tíhové síly a z Coulombova zákona získáme vyjádření
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Pro vzdálenost obou kuliček r platí podle obrázku vztah 
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, což znamená, že pro velikost náboje kuličky  můžeme psát
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Každá z kuliček tedy nese náboj 
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21.       Dvě kuličky, každá o tíze 
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, jsou zavěšeny na vzduchu na nitích délky 
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 Každá z kuliček nese náboj 
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, čímž se kuličky odpuzují. Určete vzdálenost mezi kuličkami.

ŘEŠENÍ: Ná základě stejné úvahy jako v předchozím příkladě dospějeme ke vztahu 
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. Dále budeme předpokládat, že úhel 
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, o který se závěs odchýlí od svislého směru, bude velmi malý. Bez tohoto zjednodušujícího předpokladu bychom získali složité rovnice, které by bylo nutno řešit přibližnými metodami. Pro malé úhly však s dostatečnou přesností platí aproximace 
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Pro 
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 pak podle předchozího příkladu platí vztah 
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. S využitím tohoto vzorce a po dosazení ze známého vztahu pro 
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 můžeme psát
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Vzdálenost mezi kuličkami je 
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22.       Dvě malé kuličky, z nichž každá má hmotnost 
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 visí na hedvábných vláknech o délce 
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 přičemž obě vlákna jsou zavěšena ve stejném bodě. Obě kuličky mají stejné souhlasné náboje a vlákno každé z nich svírá se svislým směrem úhel 
[image: image253.wmf].
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 Určete velikost nábojů.

ŘEŠENÍ: Tuto úlohu bychom řešili naprosto stejně jako příklad 20. Můžeme tedy využít obecný vzorec, jenž jsme v tomto příkladě odvodili a dosadit do něj zadané hodnoty
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Každá z kuliček nese náboj 
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23.       Na vlákně dlouhém 
[image: image256.wmf]cm
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 je zavěšena malá kulička o hmotnosti 
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 od bodu závěsu a ve vzdálenosti 
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 od vlákna je upevněna druhá kulička (viz obr). Jakými stejnými náboji musíme nabít kuličky, aby se nit odklonila o úhel 
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ŘEŠENÍ: U této úlohy si stačí uvědomit skutečnost, že při vychýlení vlákna o 30˚  budou obě kuličky ve stejné výšce. Díky tomu si můžeme představit, že obě kuličky visí na stejně dlouhých vláknech a obě vlákna jsou zavěšena ve stejném bodě. Tuto situaci jsme však již řešili v příkladu 20, kde jsme též odvodili obecný vztah pro velikost náboje. Do tohoto vzorce nyní dosadíme
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Kuličky musíme nabít nábojem 
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24.      Dvě stejné kuličky jsou zavěšeny ve vzduchu na vláknech tak, že se dotýkají. Po jejich nabití na náboj 
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 na každé kuličce se oddálily tak, že vlákna svírají úhel 
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. Najděte hmotnost kuliček, je-li délka závěsů 
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ŘEŠENÍ: Opět můžeme vyjít ze vztahů uvedených v příkladu 20. Tentokrát však nemáme určovat náboj na kuličkách při znalosti jejich hmotnosti, ale naopak určit hmotnost, když známe náboj a úhel odklonu od svislého směru, jenž je zjevně 
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. Stačí, když ze vzorce (viz obrázek a vzorce u příkladu 20)
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 vyjádříme hmotnost kuličky (pro vzdálenost kuliček platí podle obrázku k příkladu 20 vztah 
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Hmotnost každé z kuliček je 
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25.     Dvě malé vodivé kuličky jsou zavěšeny na velmi dlouhých nevodivých vláknech. Kuličky jsou nabity stejnými elektrickými náboji a jejich středy jsou od sebe vzdáleny 
[image: image271.wmf]cm.
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 Co se stane, když jedna z kuliček ztratí náboj? 

[image: image2405.wmf]1
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ŘEŠENÍ: Po ztrátě náboje přestane mezi kuličkami působit elektrostatická odpudivá síla, což způsobí, že se kuličky srazí. Při této srážce se vyrovná na obou kuličkách náboj, což při uvážení platnosti zákona zachování náboje nebude znamenat nic jiného, než že na každé z kuliček bude po srážce náboj 
[image: image272.wmf]2
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 . Opět tedy začne působit elektrostatická odpudivá síla, jenž způsobí oddálení kuliček. Vzhledem ke zmenšení náboje se však kuličky oddálí do menší vzdálenosti, než v jaké se nacházely na počátku.

Nyní rozřešíme popsaný děj kvantitativně. Před ztrátou náboje bude zjevně platit vztah 
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(hlubší zdůvodnění platnosti tohoto vztahu naleznete v předchozích příkladech!).
 Po ztrátě náboje bude vlákno svírat se svislým směrem úhel 
[image: image274.wmf]b

  a bude platit (náboj na obou kuličkách je nyní 
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kde 
[image: image277.wmf]2
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 je nová vzdálenost středů kuliček. Protože jsou kuličky zavěšeny na velmi dlouhých vláknech, jsou úhly 
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 a 
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 velmi malé. Pro malé úhly však platí vztah 
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Stejný postup uplatníme i pro úhel β
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Porovnáním obou vztahů získáváme
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Kuličky se po vzájemném dotyku způsobeném ztrátou náboje jedné z nich oddálí do vzdálenosti 
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26.     Dvě malé vodivé kuličky jsou zavěšeny na velmi dlouhých nevodivých vláknech. Kuličky jsou nabity stejnými elektrickými náboji a jejich středy jsou od sebe vzdáleny 
[image: image286.wmf]cm.
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 Co se stane, když jedna z kuliček ztratí náboj?

ŘEŠENÍ: Při řešení bychom postupovali naprosto stejně jako v předchozím příkladě. Proto k výpočtu vzdálenosti kuliček po ztrátě náboje a vzájemné srážce využijeme obecný vzorec, který jsme v příkladu 25 odvodili


[image: image287.wmf]cm.

15

,

3

4

3

1

2

=

=

r

r

 

Kuličky se po ztrátě náboje a vzájemné srážce oddálí do vzdálenosti 
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[image: image2406.wmf]2
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27.      Dvě stejné stejně nabité kuličky o hmotnosti m jsou zavěšeny v jednom bodě na nitích délky l. V bodě závěsu je umístěna další kulička se stejným nábojem. Určete náboj kuliček Q, je-li úhel mezi oběma vlákny v rovnovážné poloze 2
[image: image289.wmf]a

×

.

ŘEŠENÍ: V první řadě si musíme uvědomit, jakou roli hraje v této úloze kulička umístěná v bodě závěsu. Tato kulička bude nepochybně působit na zavěšené kuličky elektrostatickou odpudivou silou, jejíž velikost bychom při znalosti náboje a vzájemné vzdálenosti spočetli podle Coulombova zákona. Tato síla však nebude mít žádný vliv na velikost úhlu odklonu od svislého směru, neboť bude rovnou kompenzována tahovou silou vlákna.Úhel odklonu tedy bude při dané velikosti nábojů, hmotnosti kuliček a délce vlákna stejný, jako kdyby kulička s nábojem v bodě závěsu vůbec nebyla. Tuto situaci jsme ale již řešili v úloze 20, kde jsme pro velikost náboje odvodili vztah
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Velikost náboje je tedy  
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28.     Dvě kuličky stejné hmotnosti se stejnými poloměry a náboji jsou zavěšeny v jednom bodě na nitích stejné délky a ponořeny do dielektrika s relativní permitivitou 
[image: image292.wmf]r
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 a hustotou 
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. Jaká musí být hustota kuličky 
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, aby byl úhel mezi nitěmi v dielektriku a ve vzduchu stejný? 

ŘEŠENÍ: Především musíme zvážit to, jak se změní síly působící na kuličky po jejich ponoření do dielektrika. Elektrostatická odpudivá síla se při požadovaném zachování vzdálenosti mezi kuličkami v souladu s Coulombovým zákonem pro dielektrikum zmenší právě 
[image: image295.wmf]r
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krát. Ve svislém směru působí ve vzduchu na kuličku pouze tíhová síla 
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, po ponoření se k ní přidá opačně orientovaná vztlaková síla 
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. Nyní přistoupíme k hlavní myšlence celého řešení. Má-li se zachovat úhel mezi nitěmi, je třeba, aby podíl síly elektrostatické a síly působící ve svislém směru byl stejný ve vzduchu i v dielektriku. To neznamená nic jiného, než že se síla ve svislém směru musí stejně jako síla elektrostatická 
[image: image298.wmf]r
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krát zmenšit. Protože na vzduchu je velikost této síly 
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 a v dielektriku 
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, z něhož po dosazení za tíhovou a vztlakovou sílu (
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 pak již snadno vypočteme požadovanou hustotu kuličky
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Hustota kuličky je tedy dána vztahem
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29.     Dvě stejné stejně nabité kuličky jsou zavěšeny na stejných vláknech v jednom bodě a svírají úhel 
[image: image308.wmf]2
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. Jaká musí být hustota 
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 kuliček, aby se úhel mezi vlákny nezměnil při ponoření do petroleje 
[image: image310.wmf](

)

3

petr

2;800kgm

r

er

-

==×

? 

ŘEŠENÍ: Využijeme výsledku předchozího příkladu a do tam odvozeného obecného vzorce dosadíme konkrétní hodnoty
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Hustota kuliček musí být 
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30.   Kulička o hmotnosti m a náboji Q zavěšená na vlákně délky l krouží v horizontální rovině kolem pevného náboje stejné velikosti (viz obr.). Vlákno svírá se svislicí úhel 
[image: image313.wmf]a

. Najděte úhlovou rychlost 
[image: image314.wmf]w

 pohybu kuličky a sílu, kterou je napínáno vlákno.

ŘEŠENÍ: Úlohu budeme řešit v neinerciální soustavě pevně spojené s rotující kuličkou. V této soustavě působí na kuličku tíhová síla 
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, elektrostatická síla 
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, odstředivá síla 
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 a tahová síla vlákna 
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. Protože kulička je v uvažované soustavě v klidu, musí platit vztah 
[image: image319.wmf]0

=

+

+

+

T

o

e

G

F

F

F

F

r

r

r

r

. Tuto podmínku můžeme interpretovat tak, že výslednice tíhové, odstředivé a elektrostatické síly mají opačný směr než tahová síla vlákna. To znamená, že tato výslednice musí svírat se svislým směrem úhel 
[image: image320.wmf]a

. Protože odstředivá a elektrostatická síla mají stejný směr, bude tedy platit vztah 
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. Po dosazení ze známých vzorců pro velikosti tíhové, odstředivé (
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kde r je poloměr kružnice, po níž kulička obíhá. Vyjádříme-li tento poloměr pomocí délky nitě a úhlu odklonu 
[image: image324.wmf]a

, získáme vztah 
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. Dosazením do výše uvedeného vztahu obdržíme konečný vzorec, z něhož postupnými úpravami vyjádříme úhlovou rychlost 
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Pro velikost síly, kterou je napínáno vlákno, pak můžeme psát
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Hledaná úhlová rychlost je tedy dána vztahem
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 Vlákno je pak napínáno silou 
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31.      Dvě stejné stejně nabité kuličky o hmotnostech 
[image: image333.wmf]g
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 jsou zavěšeny ve vakuu na velmi tenkých tuhých vláknech stejné délky a zanedbatelné hmotnosti, přičemž každé vlákno svírá se svislým směrem úhel 
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 Pak se celá soustava ponoří do nevodivé kapaliny, jejíž hustota je stejná jako hustota kuliček a 
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. Najděte sílu, kterou jsou napínána vlákna po ponoření do kapaliny. Jaký je charakter rovnovážné polohy kuličky? 
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ŘEŠENÍ: Na vzduchu působí na kuličku tíhová síla 
[image: image337.wmf],
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 elektrostatická síla 
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 a tahová síla vlákna 
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. Velikost elektrostatické síly a tahové síly vlákna se po ponoření do kapaliny pochopitelně změní na hodnoty 
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. Protože hustota kapaliny je stejná jako hustota kuliček, budou i velikosti tíhové a vztlakové síly shodné, což vzhledem k opačnému směru těchto sil povede k tomu, že na kuličku nebude ve svislém směru působit žádná síla! Elektrostatická odpudivá síla poté způsobí, že se kuličky oddálí na největší možnou vzdálenost, jenž je dána dvojnásobkem délky vlákna. Tahová síla vlákna pak bude tuto elektrostatickou odpudivou sílu kompenzovat a její velikost tedy bude shodná. Z tohoto důvodu je naším úkolem určení velikosti síly 
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. V souladu s Coulombovým zákonem pro dielektrikum platí vztah (vzdálenost kuliček je nyní 
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Pro úhel odklonu od svislého směru na vzduchu platí vztah 
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kde r je vzdálenost mezi kuličkami na vzduchu. Tuto vzdálenost však můžeme vyjádřit (viz obrázek) pomocí délky nitě l a úhlu odklonu 
[image: image347.wmf]a

 od svislého směru vztahem 
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To nyní dosadíme do výše uvedeného vztahu pro 
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 a po provedení nezbytných úprav již získáme velikost hledané síly  
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Elektrostatická odpudivá síla se snaží kuličky udržet v co největší vzdálenosti od sebe, a proto můžeme říci, že se tyto kuličky nacházejí v stabilní rovnovážné poloze.  

Vlákno tedy bude po ponoření do kapaliny napínáno silou 
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 a kuličky se budou nacházet ve stabilní rovnovážné poloze.

32.       Kulička o hmotnosti m a náboji q se může otáčet ve vertikální rovině na niti délky l. V ose otáčení je upevněna druhá kulička se stejným nábojem. Jakou minimální rychlost ve vodorovném směru je nutno udělit kuličce v dolní poloze, aby vykonala celou otáčku?
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ŘEŠENÍ: Je jasné, že o tom, zda kulička vykoná celou otočku se rozhodne při průchodu nejvyšším bodem trajektorie. Proto si musíme uvědomit, jaké síly budou na kuličku v tomto bodě působit. Rozhodně se projeví síla tíhová 
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, která se bude snažit dokončení otáčky zabránit, dále síla odstředivá 
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, jenž bude působit proti síle tíhové a bude tedy kuličce pomáhat udržet se na kruhové trajektorii. Vzhledem k tomu, že kulička má náboj a v ose otáčení je další kulička se stejným nábojem, bude na ni působit i síla elektrická 
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, která bude mít stejný směr jako síla odstředivá. Pro to, aby kulička mohla dokončit obrat, musíme zajistit alespoň rovnost velikosti síly gravitační a součtu velikostí sil odstředivé a elektrické. Musí tedy platit 
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. Dosadíme-li ze známých vzorců za jednotlivé síly, získáme vztah
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Z tohoto vztahu vyjádříme 
[image: image358.wmf]2
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, což je kvadrát minimální požadované rychlosti kuličky v nejvyšším bodě trajektorie 
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My však nemáme určit 
[image: image360.wmf]1
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, nýbrž minimální rychlost udělenou na počátku pohybu, tedy v nejnižším bodě kruhové trajektorie. Tuto rychlost označme 
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 a uvažme, jak souvisí s již vyjádřenou 
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. Vyjdeme ze zákona zachování energie. Protože se v uvažované soustavě neuplatňuje práce jiných sil než síly tíhové (síla elektrická v našem případě práci nekoná!), platí, že součet kinetické a potenciální tíhové energie kuličky je stálý. Při vhodné volbě hladiny nulové potenciální energie tedy platí, že kinetická energie v nejnižším bodě trajektorie 
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 je rovna součtu kinetické energie v nejvyšším bodě trajektorie 
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 a potenicální energie, pro kterou platí 
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 Můžeme tedy psát:   
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z tohoto vztahu vyjádříme 
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Do tohoto vztahu následně dosadíme za 
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Minimální rychlost, kterou musíme udělit kuličce je tedy dána vztahem (V).

33.    Dvě stejné kuličky o hmotnosti 
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 jsou nabity stejným nábojem 
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 a jsou spojeny dvěma nevodivými nitěmi o délkách 
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. Soustava je držena za střed dlouhé nitě, který se pohybuje vzhůru se zrychlením, jehož velikost je stejná jako velikost tíhového zrychlení. Určete sílu, kterou je přitom napínána kratší nit. 
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ŘEŠENÍ: Tuto úlohu budeme řešit v neinerciální soustavě pevně spojené s jednou z kuliček. Především si musíme uvědomit jaké síly v této soustavě na kuličku působí. Bude se uplatňovat síla tíhová 
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, setrvačná 
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, elektrická 
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, tahová síla delší nitě 
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 a tahová síla kratší nitě 
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. Směry těchto sil jsou patrné z obrázku.  V uvažované soustavě je kulička v klidu. To neznamená nic jiného, než že vektorový součet všech na ni působících sil je roven nule. Píšeme tedy 
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 = 0. Sílu 
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 si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky tak, že jedna bude ve směru osy x a druhá ve směru osy y. Pro jejich velikosti bude zjevně platit
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kde 
[image: image384.wmf]a

 je úhel, který svírají obě niti, což je 60˚ (to vyplývá z vlastností rovnostranného trojúhelníka vytvořeného nitěmi – viz obrázek!). Nyní již můžeme zformulovat rovnice vyjadřující skutečnost, že součet sil ve směrech obou os musí být nulový. V souladu s obrázkem platí  


[image: image385.wmf]0

sin

 

II.

         

0

cos

I.

1

1

2

=

-

-

×

=

×

+

-

S

G

T

T

e

T

F

F

F

F

F

F

a

a


Získali jsme soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé 
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. Úpravami a dosazením za ostatní síly ze známých vzorců postupně získáme 
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(při úpravě jsme využili faktu, že soustava se pohybuje se zrychlením o velikosti gravitačního zrychlení. Pro velikost setrvačné síly proto platí vztah 
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Kratší nit je tedy napínána silou 
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34.        Čtyři volné, stejně veliké kladné bodové náboje o velikosti e jsou umístěny ve vrcholech čtverce o délce strany a. Jaký náboj musíme umístit do středu čtverce, aby byla soustava v rovnováze?

[image: image2411.wmf]0

2

1

¹

+

=

F

F

F

v

r

r

r

ŘEŠENÍ: Vzhledem k symetrii soustavy stačí, aby byl v rovnováze jeden z nábojů ve vrcholech čtverce. Zvolme si tedy například náboj ve vrcholu A a zjistěme, jaké síly na něj působí. Rozhodně se budou projevovat síly, jimiž budou na tento náboj působit náboje ve vrcholech B,C a D. Tyto síly si označme po řadě 
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. Dále bude na tento náboj působit síla 
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, jenž bude vyvolána nábojem umístěným ve středu čtverce. Velikost této síly bude zjevně záviset na velikosti tohoto náboje. Našim cílem je zajistit platnost vztahu 
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 jenž garantuje rovnováhu náboje v bodě A. Neprve určíme výslednici sil
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, a poté vhodnou volbou velikosti náboje ve středu docílíme toho, aby síla 
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 měla stejnou velikost jako tato výslednice. Užitím Coulombova zákona a Pythagorovy věty můžeme pro výslednici sil 
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Protože síla 
[image: image402.wmf]3

,

1

F

r

 má stejný směr jako síla 
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, platí pro velikost jejich výslednice vztah 
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 Tato síla musí mít stejnou velikost jako síla 
[image: image406.wmf]4
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, což vede na rovnici
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Při úpravě si je třeba uvědomit, že vzdálenost náboje ve středu čtverce od vrcholu je podle Pythagorovy věty 
[image: image408.wmf].
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 Získali jsme velikost hledaného náboje. Je jasné, že jeho polarita musí být opačná než polarita nábojů ve vrcholech čtverce. V opačném případě by totiž síly 
[image: image409.wmf]v
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 měly stejný směr a rovnováha by nikdy nastat nemohla.

Do středu čtverce musíme umístit záporný náboj o velikosti  
[image: image411.wmf](
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35.     Dva stejné kladné bodové náboje 
[image: image412.wmf]nC
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od sebe. Jakou silou budou působit na kladný náboj 
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, který je od obou nábojů vzdálen rovněž 17 cm? Jakou silou budou působit na tento náboj dva opačné náboje? 

[image: image2412.wmf]Q

ŘEŠENÍ: Je jasné, že uvedené tři náboje budou ve vrcholech rovnostranného trojúhelníka.  Odpudivé elektrostatické síly, kterými na kladný náboj o velikosti 1 nC působí zbylé dva náboje označme 
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. Vzhledem k tomu, že velikost elektrostatické síly závisí podle Coulombova zákona na velikosti nábojů a jejich vzdálenosti a tyto hodnoty jsou v obou případech stejné, bude platit 
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. Jejich výslednice bude proto svírat s oběma těmito silami stejný úhel a bude orientována ve svislém směru vzhůru. Pro její velikost poté bude platit vztah  
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 je polovina úhlu, který síly 
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 svírají. To je však v našem případě vzhledem k vlastnostem rovnostranného trojúhelníka 60˚, což znamená, že 
[image: image422.wmf]°
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Při změně polarity jednoho z nábojů se pouze změní směr jedné ze sil (viz obr.).Všechny velikosti zůstanou stejné, a proto můžeme pro velikost výsledné síly 
[image: image424.wmf]1
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 , jejíž směr je patrný z obrázku, psát 
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, kde β je polovina úhlu, který uvedené síly svírají, což je tentokrát 120˚. To znamená, že β = 60˚. Platí tedy
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V prvním případě bude velikost síly 
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36.       Ve vrcholech pravidelného šestiúhelníka o straně a jsou umístěny kladné bodové náboje q, 
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. Určete sílu působící na bodový náboj q umístěný ve středu šestiúhelníka.

ŘEŠENÍ :  Síly, kterými působí náboje q, 
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 na náboj ve středu si označíme 
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. Pro výslednou sílu pak bude evidentně platit vztah 
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. Budeme postupně sčítat síly vyvolané náboji v protějších vrcholech.
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Výslednice těchto dvojic si označíme 
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. Směr těchto sil je patrný z obrázku a pro jejich velikost budou zjevně platit vztahy
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Vidíme, že všechny tři síly mají stejnou velikost. Z tohoto důvodu bude mít výslednice sil 
[image: image443.wmf]C
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 stejný směr jako síla 
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 a pro její velikost bude platit 
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 je úhel, jenž uvedené síly svírají se svojí výslednicí. To je však zjevně 60˚, a proto můžeme psát
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Pro velikost výsledné síly působící na náboj ve středu čtverce pak dostáváme
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Velikost síly působící na náboj ve středu je tedy 
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37.     Tři náboje jsou umístěny ve vrcholech pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníka (viz obr.). Určete velikost a směr síly, která bude působit na kladný náboj q upevněném ve středu přepony.  

ŘEŠENÍ: Označíme-li si síly, jimiž působí náboje umístěné ve vrcholech A, B a C uvedeného trojúhelníka na náboj ve středu přepony po řadě 
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 bude směřovat k bodu B a pro její velikost můžeme psát (vzdálenost středu přepony od bodů B a C je shodně 
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Pro velikost celkové síly působící na náboj ve středu přepony, jejíž směr je patrný z obrázku, pak bude podle Pythagorovy věty (vzdálenost bodu od středu přepony je opět 
[image: image457.wmf]2
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) platit  
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Velikost síly, jenž působí na náboj ve středu přepony, je tedy dána vztahem 
[image: image459.wmf]2
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38.       Šest kladných bodových nábojů Q je umístěno ve vrcholech pravidelného šestiúhelníka o straně a. Jaký náboj je nutno umístit do jeho středu, aby byla celá soustava v rovnováze?  


ŘEŠENÍ: Postačující podmínkou pro rovnováhu soustavy je, aby byl v rovnováze jeden z nábojů ve vrcholech šestiúhelníka. Vybereme si tedy například náboj ve vrcholu A a síly, kterými na tento náboj působí náboje ve vrcholech B,C,D,E a F si po řadě označíme 
[image: image460.wmf].
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 Sílu, kterou na náboj ve vrcholu A působí náboj umístěný ve středu, si označme 
[image: image461.wmf]6
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. Budeme požadovat splnění vztahu 
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6

5

4

3

2

1

=

+

+

+

+

+

F

F

F

F

F

F

r

r

r

r

r

r

. Tuto podmínku můžeme interpretovat tak, že výslednice všech sil, jimiž na náboj ve vrcholu A působí náboje v ostatních vrcholech, musí mít stejnou velikost a opačný směr než síla, jíž působí náboj ve středu. Nyní budeme uvedené síly postupně vektorově sčítat. Nejpve určíme výslednici sil 
[image: image463.wmf]5
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. Vzhledem k tomu, že velikost těchto sil je stejná, bude výslednice svírat s oběma skládanými silami stejný úhel. Pro její velikost pak bude zjevně platit vztah
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(cos 60˚  proto, že skládané síly svírají s výslednicí právě úhel 60˚.)  Nyní složíme síly 
[image: image466.wmf]2
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. Jejich výslednice bude mít vzhledem k stejné velikosti těchto sil stejný směr jako síla 
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. Její velikost poté určíme ze vztahu (vzdálenost příslušných nábojů je 
[image: image469.wmf]a

×

3

)

[image: image470.wmf]cos

2

2

×

×

=

F

F

B

 30˚ =
[image: image471.wmf](

)

2

2

0

2

2

0

4

3

1

2

3

3

4

1

2

a

Q

a

Q

×

×

=

×

×

×

×

pe

pe

.

Síla 
[image: image472.wmf]3

F

r

 má zjevně stejný směr jako síly 
[image: image473.wmf]A
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. Pro velikost celkové síly, jíž působí náboje v ostatních vrcholech na náboj ve vrcholu A, tedy bude platit 
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Vzhledem k požadavku na to, aby tato síla měla stejnou velikost (a opačný směr, což je však zjevně splněno) jako síla, kterou na náboj ve vrcholu A působí náboj ve středu, můžeme psát
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Náboj umístěný ve středu musí mít evidentně opačnou polaritu než náboje ve vrcholech. V opačném případě by totiž síly 
[image: image478.wmf]v
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 a 
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 měly stejný směr a rovnováha by nemohla nastat.

Do středu tedy musíme umístit záporný náboj o velikosti 
[image: image480.wmf].
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39.     Tři stejné bodové náboje 
[image: image481.wmf]nC
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 jsou upevněny ve vrcholech rovnostranného trojúhelníka. Jaký náboj q musíme umístit v těžišti trojúhelníka, aby celá soustava byla v rovnováze? 
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ŘEŠENÍ: Stejně jako v předchozím příkladě stačí, aby se v rovnováze nacházel jeden z nábojů ve vrcholech trojúhelníka. Zvolme si náboj ve vrcholu A a určeme, jaké síly na něj působí. Projeví se elektrostatické odpudivé síly vyvolané náboji umístěnými ve vrcholech B a C, jenž si označíme 
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, a síla vyvolaná nábojem, který umístíme do těžiště. Tuto sílu si označme 
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. Jako již tradičně budeme požadovat, aby platil vztah 
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Neprve určíme výslednici sil, jimiž na náboj v bodě A působí náboje v bodech B a C. Její směr je zřejmý z obrázku a pro velikost bude platit díky stejné velikosti obou skládaných sil  vztah 
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Z požadované nulovosti vektorového součtu všech sil působících na náboj ve vrcholu A získáme rovnost 
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, což při uvážení faktu, že vzdálenost těžiště od vrcholu je 
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 nC.

Náboj umístěný ve středu musí mít zjevně opačnou polaritu než náboje ve vrcholech. V opačném případě by totiž síly 
[image: image491.wmf]A
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 a 
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F

r

 měly stejný směr a rovnováha by nemohla nastat.

Do středu tedy musíme umístit záporný náboj o velikosti 
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7

,

5

=

q


[image: image2415.wmf]2

F

r

40.     Určete směr a velikost síly působící na náboj +q umístěný ve středu nekonečného systému soustředných šestiúhelníků o délkách strany r, 
[image: image494.wmf]r
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, … s náboji umístěnými ve vrcholech  tak, že v levé části systému je v každém vrcholu náboj -q, v pravé poté +q. Návod: Použijte vztah 
[image: image496.wmf]6
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme, jakou silou působí na náboj ve středu náboje ležící na polopřímce s počátkem ve středu, která prochází odpovídajícími si vrcholy jednotlivých šestiúhelníků. Pro velikost této síly bude platit   
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Polopřímka opačná bude na náboj ve středu působit silou o stejné velikosti a vzhledem k tomu, že na ní leží náboje opačného znaménka, i stejného směru. Protože pracujeme celkem se třemi dvojicemi polopřímek, můžeme říci, že na náboj ve středu působí celkem tři síly směřující k záporně nabitým vrcholům šestiúhelníků (po řadě vrcholy A, B a C). Každá z nich má velikost
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 Nyní nám již zbývá pouze určit výslednici těchto sil. Využijeme toho, že všechny síly mají stejnou velikost. Díky tomu můžeme říct, že síly 
[image: image500.wmf]C
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 mají stejný směr jako síla 
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. Pro velikost výslednice těchto dvou sil bude pak platit 
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 kde 
[image: image503.wmf]a

 je úhel, který svírá každá ze skládaných sil s výslednicí, což je v našem případě 60˚. 

Je tedy jasné, že síla působící na náboj ve středu šestiúhelníka bude směřovat k bodu B a pro její velikost platí  
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Část 2 – Intenzita elektrického pole

41.     Lineární hustota náboje tyče o délce 
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; x je vzdálenost od jednoho konce tyče. Určete celkový náboj  tyče.

ŘEŠENÍ: Využijeme toho, že funkce udávající závislost hustoty náboje na vzdálenosti od jednoho konce tyče je lineární. Z tohoto důvodu bude celkový náboj stejný, jako kdyby byla celá tyč nabita homogenně s hustotou 
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, jenž je aritmetickým průměrem hustot náboje 
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 na  koncích  tyče. V souladu se základním vztahem pro lineární hustotu náboje pak můžeme psát
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Celkový náboj tyče je tedy 
[image: image513.wmf]nC.
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Uvědomte si, že uvedený postup lze užít jen díky linearitě funkce udávající závislost hustoty na vzdálenosti. Kdyby tato funkce byla složitější, museli bychom k výpočtu použít integrální počet. Konkrétně bychom využili vzorec 
[image: image514.wmf](
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. Ověřte si, že použitím tohoto vzorce dostaneme v našem konkrétním příkladě stejný výsledek 
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42.      Jak velká je intenzita elektrického pole v bodě, kde na náboj 
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ŘEŠENÍ: Přímým použitím definičního vztahu pro intenzitu elektrického pole získáváme
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Intenzita uvažovaného elektrického pole je tedy 
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43.            Jakou intenzitu má elektrické pole, které působí na elektron silou 
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 Náboj elektronu má velikost 
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ŘEŠENÍ: Výsledek opět získáme přímým použitím vztahu pro intenzitu elektrického pole
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Intenzita elektrického pole je 
[image: image524.wmf].
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44.       Kulička o hmotnosti 
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. S jakým zrychlením se bude pohybovat v homogenním elektrickém poli o intenzitě 
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ŘEŠENÍ: Využitím vztahu pro intenzitu elektrického pole 
[image: image528.wmf]Q
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 a 2. Newtonova pohybového zákona 
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Kulička se bude pohybovat se zrychlením 
[image: image531.wmf].
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45.         Jaká síla bude působit na prachové částice nabité záporným elementárním nábojem v poli o intenzitě 
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ŘEŠENÍ: Opět využijeme základní vztah pro intenzitu elektrického pole a 2. Newtonův zákon

.
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Nesmíme zapomenout dosadit za intenzitu ve správných jednotkách, jimiž jsou volty na metr! Platí převod 
[image: image536.wmf].
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 Síla působící na kuličku je 
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46.           Vodní kapka o poloměru 
[image: image539.wmf]m
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 má náboj stejný jako elektron a je v mračnu, v němž je elektrické pole směřující svisle dolů o velikosti intenzity 
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 Určete celkovou sílu působící na kapku. Náboj elektronu je 
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ŘEŠENÍ: Na kapku bude zjevně působit tíhová síla 
[image: image543.wmf]G
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 a elektrická síla 
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. Protože kapka má záporný náboj, bude mít elektrická síla na ni působící opačný směr než elektrické pole. Tato síla tedy bude směřovat směrem nahoru a pro velikost celkové síly bude platit vztah
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(hmotnost kapky je 
[image: image546.wmf]V
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při úpravě jsme využili předpokladu, že kapka má kulový tvar, pro objem kapky tudíž platí 
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Na kapku tedy působí síla směrem vzhůru o velikosti 
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10

1

,

1

17

-

×

=

F


47.             Dvě vodivé koule jsou nejprve nabity stejně velkými náboji souhlasnými, poté stejně velkými náboji nesouhlasnými. Rozměry koulí nelze zanedbat vzhledem k jejich vzdálenosti. Ve kterém případě je velikost síly mezi koulemi větší a proč? 

ŘEŠENÍ: Síla bude větší v případě nesouhlasného nabití, neboť náboje se soustředí na přiléhajících stranách koulí a vzdálenost mezi nimi tedy bude menší než v případě souhlasného nabití, kdy se náboje snaží dostat co nejdále od sebe.

48.        Elektron se pohybuje ve směru siločar elektrického pole o intenzitě 
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. Jakou vzdálenost proletí ve vakuu do úplného zastavení, je-li jeho počáteční rychlost rovna 
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ŘEŠENÍ: Na elektron bude působit elektrická síla, jenž jej bude zbržďovat. Důležité je, že vzhledem k homogennitě elektrického pole bude tato síla konstantní. Elektron tedy bude konat rovnoměrně zpomalený pohyb. Pro jeho dráhu platí známý vztah
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Nyní dosadíme použitím definičního vztahu pro intenzitu elektrického pole a 2. Newtonova zákona a z definice zrychlení určíme dobu, kterou elektron potřeboval k zastavení. Musíme si uvědomit, že pro zrychlení platí vztah 
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 je v našem případě přímo počáteční rychlost 
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Po dosazení do vztahu pro brzdnou dráhu získáme
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Elektron urazí dráhu 
[image: image561.wmf]cm
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49.        Do prostoru, v němž současně působí horizontální a vertikální homogenní elektrické pole o intenzitách 
[image: image563.wmf]1
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 vlétne podél siločar elektron. Jeho rychlost se na dráze 
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 zvětší dvakrát. Určete konečnou rychlost elektronu.

ŘEŠENÍ: Nejprve určíme pomocí Pythagorovy věty výslednou intenzitu elektrického pole. Zjevně platí 
[image: image566.wmf].
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 Vzhledem k homogennitě uvažovaného elektrického pole bude na elektron působit stálá síla a ten se tedy začne pohybovat rovnoměrně zrychleně s nenulovou počáteční rychlostí. Pro tento typ pohybu platí vztahy
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Protože rychlost se na dané dráze zvětší podle zadaní dvakrát, můžeme psát  
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Toto vyjádření nyní dosadíme do vztahu pro dráhu   
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Nyní jsme odvodili vztah pro dobu, za kterou došlo ke zdvojnásobení rychlosti elektronu. Protože však musíme určit počáteční rychlost 
[image: image571.wmf]0
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, použijeme vztah 
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Užitím definičního vztahu pro intenzitu elektrického pole a 2. Newtonova zákona dosadíme za a a získáme konečný vztah pro počáteční rychlost 
[image: image574.wmf]0
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Konečná rychlost je pak zjevně dvojnásobná 
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Konečná rychlost elektronu je tedy 
[image: image578.wmf].
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50.          Dvě nabité kuličky o hmotnostech 
[image: image579.wmf]g

2

,

0

1

=

m

 a 
[image: image580.wmf]g

m

8

,

0

2

=

 a nábojích 
[image: image581.wmf]C

3

,

0

1

m

=

Q

 a 
[image: image582.wmf]C

2

,

0

2

m

=

Q

 jsou spojeny nehmotnou nevodivou nití o délce 
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. Vektor intenzity elektrického pole je orientován svisle dolů. Určete zrychlení kuliček a sílu, kterou je napínána nit. 

ŘEŠENÍ: Je jasné, že se celá soustava bude pohybovat svisle dolů. Musíme však rozřešit, která kulička zaujme v rámci soustavy spodní, a která horní pozici. Vespod se nepochybně ocitne kulička, jenž by za daných podmínek při samostatném pohybu dosahovala většího zrychlení. Vzhledem k tomu, že v gravitačním poli je zrychlení obou kuliček stejné, rozhodne pole elektrické. V tom však bude mít výrazně větší zrychlení kulička mající menší hmotnost a větší náboj.

Proto můžeme říci, že spodní pozici v soustavě zaujme kulička o hmotnosti 0,2 g a náboji 0,3 μC. Po této složitější úvaze, jejíž provedení je však pro vyřešení příkladu bezpodmínečně nutné, přistoupíme k sestavení pohybových rovnic pro obě kuličky. Především si musíme uvědomit, které síly na kuličky působí. V případě spodní kuličky jde o tíhovou sílu 
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, elektrickou sílu vyvolanou vnějším elektrickým polem 
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 a tahovou sílu nitě 
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. Uvážíme-li směry těchto sil, jenž jsou patrné z obrázku, získáme užitím 2. Newtonova zákona pohybovou rovnici ve tvaru 
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Na druhou kuličku budou působit následující síly: tíhová síla 
[image: image590.wmf]2
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, elektrická síla vyvolaná vnějším polem 
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, elektrická síla vyvolaná nábojem druhé kuličky 
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 a tahová síla niti 
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. V souladu se zákonem akce a reakce bude platit 
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. Stejným postupem jako u první kuličky si sestavíme pohybovou rovnici 
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Nyní musíme získané pohybové rovnice správně interpretovat. Jde o soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé a a 
[image: image597.wmf]1
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. Sečtením obou rovnic nám vypadne neznámá 
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, což umožní  rychle spočítat zrychlení soustavy. Při úpravách využijeme známé vztahy pro velikost tíhové a elektrické síly
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  2. 
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Hledanou tahovou sílu niti poté určíme tak, že za zrychlení dosadíme například do druhé rovnice
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Soustava se pohybuje se zrychlením 
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51.           Mezi vodorovnými destičkami nabitého kondenzátoru je umístěno prachové zrnko o hmotnosti 
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. Určete směr a velikost intenzity elektrického pole v kondenzátoru, je-li prachové zrnko v rovnováze.

ŘEŠENÍ: To, že je zrnko v rovnováze, neznamená nic jiného, než že výslednice všech na něj působících sil je rovna nule. Protože na zrnko působí pouze tíhová a elektrická síla, je třeba, aby tyto síly měly stejnou velikost a opačný směr. Intenzita elektrického pole tedy musí směřovat vzhůru a pro její velikost musí platit vztah
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Velikost intenzity elektrického pole (intenzita míří směrem vzhůru) v kondenzátoru je tedy 
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52.         Kolik elektronů je na kapičce oleje o hmotnosti 
[image: image610.wmf]g
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, je-li kapka v rovnováze mezi vodorovnými deskami kondenzátoru, jenž jsou ve vzdálenosti 
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ŘEŠENÍ: Na kapičku bude působit  tíhová síla a síla elektrická. Z požadavku rovnováhy plyne, že tyto síly mají stejnou velikost a opačný směr. Musí tedy platit
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kde z je hledaný počet elektronů. Pro velikost intenzity elektrického pole mezi deskami kondenzátoru  poté platí vztah 
[image: image614.wmf]d
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. Po dosazení do vzorce pro počet elektronů tedy získáme konečný vztah
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Do vzorce jsme samozřejmě museli dosadit v základních jednotkách, platí, že 
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53.        V homogenním elektrickém poli o intenzitě 
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, jejíž směr svírá se svislicí úhel 
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 Určete sílu, kterou je napínána nit.
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ŘEŠENÍ: Především si musíme uvědomit, že intenzita může být orientována dvěma způsoby (viz obr.). Nejprve rozřešíme první případ. Na kuličku působí tíhová síla 
[image: image622.wmf]G
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, elektrická síla 
[image: image623.wmf]e
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 a tahová síla niti 
[image: image624.wmf]T
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, jejíž velikost hledáme. V rovnováze musí platit, že výsledná síla působící na kuličku je nulová. To znamená, že tahová síla niti musí mít stejnou velikost a opačný směr vůči výslednici tíhové a elektrické síly. Velikost této výslednice určíme pomocí kosinové věty. Bude platit  
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Při řešení v druhém případě budeme postupovat zcela stejně a získáme vztah
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V prvním případě bude nit napínána silou 
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54.         V homogenním elektrickém poli o intenzitě 
[image: image633.wmf]1
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, která je orientována svisle dolů, se nachází kulička o hmotnosti 
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 zavěšená na tenké izolované niti délky 
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. Kuličce byla v rovnovážné poloze udělena ve vodorovném směru rychlost 
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. Najděte sílu, kterou je napínána nit v okamžiku, kdy se kulička zastaví. 
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ŘEŠENÍ: Na kuličku bude působit tíhová síla 
[image: image638.wmf]G
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, elektrická síla 
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 a tahová síla vlákna 
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. Tíhová síla má stejný směr jako síla elektrická, a proto bude pro velikost výslednice těchto dvou sil platit
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Tuto výslednici si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky tak, aby jedna z nich ležela v přímce, v níž je nit. Je jasné, že tato síla 
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 bude napínat nit. Pro její velikost platí vztah
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Druhá složka 
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 se bude snažit vrátit kuličku zpět do rovnovážné polohy. Našim úkolem je určit velikost síly 
[image: image645.wmf]1
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. Abychom mohli použít výše odvozený vzorec pro velikost této síly, musíme určit cos
[image: image646.wmf]a

, kde 
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 je úhel, jenž svírá nit v okamžiku obratu se svislým směrem. Tento úhel určíme pomocí zákona zachování energie. Při vhodné volbě hladiny nulové potenciální energie bude mít kulička na počátku pouze energii kinetickou, jejíž velikost je dána vztahem 
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. Ve chvíli, kdy se kulička zastaví, bude mít naopak pouze potenciální tíhovou energii. Její velikost je dána vztahem 
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, kde x je výška nad hladinou nulové potenciální energie. Pro tuto výšku však pomocí obrázku a s využitím goniometrických vztahů pro pravoúhlý trojúhelník odvodíme vzorec 
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V žádném případě však nemůžeme dát potenciální energii v bodě obratu a kinetickou energii na počátku pohybu do rovnosti! Proti pohybu kuličky totiž působí i elektrická síla a kulička tedy musí vynaložit část své energie na překonávání této síly. Zákon zachování energie poté můžeme v našem případě vyjádřit ve tvaru 
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, kde W je práce, kterou vykonala kulička při přemáhání elektrické síly. Bude pro ni platit vztah 
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Po dosazení získáváme
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Pro velikost síly napínající nit tedy bude platit


[image: image656.wmf](

)

(

)

(

)

mN

105

2

1

cos

2

1

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

×

+

×

×

×

×

-

×

×

+

×

=

×

×

+

×

=

Q

E

g

m

l

v

m

Q

E

g

m

Q

E

g

m

F

v

a

. 

Nit je tedy napínána silou 
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55.       Jaký úhel se svislicí bude svírat nit, na které visí kulička o hmotnosti 
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, umístíme-li ji do homogenního elektrického pole o intenzitě 
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, je-li intenzita orientována vodorovně?  
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ŘEŠENÍ: Na kuličku bude působit tíhová síla 
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, elektrická síla 
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 a tahová síla niti 
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. Musí platit, že výslednice tíhové a elektrické síly má opačný směr než tahová síla. Z tohoto faktu a ze skutečnosti, že tíhová a elektrická síla jsou navzájem kolmé, můžeme usoudit, že platí vztah
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Nit bude svírat se svislicí úhel 
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56.        Kulička z bezové duše o hmotnosti 
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme úhel 
[image: image670.wmf]a

, který svírá nit s vertikální deskou. Ze stejných důvodů jako v předchozím příkladě bude platit
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(při úpravě jsme použili vztahu pro intenzitu nekonečné homogenně nabité roviny 
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 ).  Protože pro vzdálenost od desky platí vzorec 
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Vzdálenost kuličky od desky je 
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57.         Kulička o hmotnosti 
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 nesoucí náboj 
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 je připevněna k jednomu konci hedvábného vlákna o délce 
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 Druhý konec vlákna je připojen k velké vertikální desce, jež má plošnou hustotu náboje 
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. Určete úhel, který svírá vlákno s vertikálním směrem.

ŘEŠENÍ: Naprosto stejným postupem jako v předchozím příkladě získáme vzorec
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Vlákno tedy svírá s vertikálním směrem úhel 
[image: image681.wmf].
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58.     Nekonečně velká svislá deska je nabita rovnoměrně nábojem o plošné hustotě 
[image: image682.wmf]2

5

m

C

10

3

-

-

×

×

=

s

. V jednom bodě desky je upevněno hedvábné vlákno, na němž je zavěšena kulička o hmotnosti 
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. Jaký náboj nese kulička, svírá-li vlákno s rovinou desky úhel 
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ŘEŠENÍ: Základní myšlenka je zase stejná jako v předchozích příkladech. Použijeme tedy klasický vztah 
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Kulička nese náboj 
[image: image686.wmf]nC
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59.          Intenzita elektrického pole mezi vychylovacími deskami osciloskopu je 
[image: image687.wmf]1
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. Určete sílu působící na elektron mezi deskami a zrychlení elektronu vyvolané touto silou.

ŘEŠENÍ: Sílu působící na elektron vypočteme přímým použitím definičního vztahu pro intenzitu. Zrychlení poté určíme pomocí 2. Newtonova zákona. Bude platit
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Na elektron působí síla 
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60.    Elektron vlétl doprostřed mezi desky kondenzátoru rovnoběžně s nimi rychlostí 
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. Mezi deskami je homogenní elektrické pole o intenzitě 
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. Zanedbejte tíhovou sílu a určete, zda elektron může z kondenzátoru vylétnout.

[image: image2421.wmf]Q


ŘEŠENÍ: Nejprve určíme dobu, kterou elektron potřebuje k průletu. Vzhledem k tomu, že ve směru osy x nepůsobí na elektron žádná síla, platí pro dobu nutnou k průletu vztah 
[image: image696.wmf]v
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. V druhé fázi určíme, za jak dlouho dopadne elektron na desku kondenzátoru. Ve směru osy y na něj bude působit elektrická síla 
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, jejíž velikost i směr budou vzhledem k homogennitě pole mezi deskami kondenzátoru stálé. Proto se bude elektron ve směru osy y pohybovat rovnoměrně zrychleně s nulovou počáteční rychlostí a doba, za kterou dopadne na desku bude splňovat vztah
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(za zrychlení jsme dosadili z již v předchozích úlohách používaného vztahu 
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). Tuto dobu nyní porovnáme s již dříve vypočtenou dobou nutnou k průletu kondenzátorem. Zjišťujeme, že pro dané hodnoty platí  
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, což znamená, že elektron dopadne na desku kondenzátoru dříve, než by z něho mohl vyletět. Elektron tedy z kondenzátoru vyletět nemůže. 

61.             Do prostoru mezi deskami kondenzátoru vlétne rovnoběžně s deskami elektron, resp. záporný iont. Počáteční kinetickou energii získávají iont i elektron průchodem stejného elektrického napětí 
[image: image701.wmf]0
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. Napětí mezi deskami kondenzátoru je U, vzdálenost desek d. Která částice urazí do dopadu na desku větší vzdálenost, jestliže obě vlétají doprostřed mezi desky? Odvoďte.

ŘEŠENÍ: Při řešení budeme využívat obrázek a některé vztahy uvedené u předchozí úlohy. Náboj iontu si označíme Q. Hmotnost elektronu si označme 
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, hmotnost iontu 
[image: image703.wmf]i

m

 a určeme, jakou rychlost získají při urychlování. Z rovnosti práce vykonané při urychlování a získané kinetické energie plyne
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 Po vlétnutí mezi desky kondenzátoru začne na elektron i na iont působit elektrická síla, jenž způsobí, že se začnou pohybovat ve směru osy y rovnoměrně zrychleně. Elektron dopadne na desku za dobu 
[image: image705.wmf]de
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, jenž bude splňovat vztah
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Iont dopadne na desku za dobu 
[image: image707.wmf]di
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, pro níž bude platit
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Ve směru osy x se elektron i iont pohybují rovnoměrně, a proto bude pro vzdálenost uraženou do dopadu následující vztahy

pro elektron:      
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pro iont :            
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Vidíme, že vzdálenost uražená do dopadu nezávisí na hmotnosti ani na náboji, a proto dopadnou iont i elektron do stejné vzdálenosti. 

62.        Jaká je velikost intenzity elektrického pole bodového náboje 
[image: image711.wmf]nC
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 ve vzdálenosti 
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ŘEŠENÍ: Výsledek získáme přímým použitím vztahu pro velikost intenzity bodového náboje
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Velikost intenzity je tedy 
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63.           Intenzita elektrického pole Země je u jejího povrchu průměrně 
[image: image715.wmf]1
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. Jaký náboj má Země za předpokladu, že je všude na povrchu stejná intenzita. Poloměr Země je 
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ŘEŠENÍ: Můžeme si představit, že všechen náboj je soustředěn ve středu Země. Proto použijeme

vzorec pro velikost intenzity bodového náboje (za poloměr Zeměj třeba dosadit v meterch!). Dostáváme  
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Za uvedených předpokladů má Země náboj 
[image: image718.wmf]C
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64. Vypočítejte intenzitu elektrického pole ve středu spojnice dvou nábojů 
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 , které jsou od sebe vzdáleny 
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         jehož relativní permitivita je 
[image: image722.wmf]2

=

r

e

.

ŘEŠENÍ: Výsledná intenzita je dána v souladu s principem superpozice vektorovým součtem intenzit od obou bodových nábojů. Vzhledem k tomu, že intenzity od obou nábojů mají ve středu spojnice opačný směr, bude platit


[image: image723.wmf](

)

1

6

1

2

2

0

2

1

0

2

2

0

2

1

m

V

10

16

1

2

4

1

2

4

1

-

×

×

=

-

×

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

-

=

Q

Q

d

d

Q

d

Q

E

E

E

r

r

r

v

e

pe

e

pe

e

pe

.

Intenzita pole je tedy 
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65.          Kladný bodový náboj 
[image: image725.wmf]C
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 je umístěn ve vakuu ve vzdálenosti 
[image: image726.wmf]m
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od záporného bodového náboje o velikosti 
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. Určete velikost intenzity elektrického pole v bodě A na spojnici obou nábojů, který je vzdálen 
[image: image728.wmf]m
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a) bod A leží mezi náboji 

b) bod A neleží mezi náboji
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ŘEŠENÍ: a) Celkovou intenzitu v bodě A spočteme podle principu superpozice jako vektorový součet intenzit 
[image: image729.wmf]1
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 a 
[image: image730.wmf]2
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 vyvolaných jednotlivými náboji. Vzhledem k polaritě nábojů budou mít obě intenzity stejný směr a pro velikost výslednice tedy bude platit
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Intenzita elektrického pole v bodě A je 
[image: image732.wmf]1
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b) Intenzity od obou nábojů budou mít tentokrát opačný směr, a proto bude pro velikost jejich výslednice platit vztah
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Intenzita elektrického pole v bodě A je 
[image: image734.wmf]1
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66.         Dva kladné náboje 
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  jsou od sebe vzdáleny 
[image: image737.wmf]m

1

,

0

=

l

. Ve kterém bodě je intenzita výsledného elektrického pole rovna nule?

ŘEŠENÍ: V místě s nulovou celkovou intenzitou musí mít intenzity od obou nábojů stejnou velikost a opačný směr. Je jasné, že hledaný bod musí ležet na spojnici obou nábojů, nikde jinde nemůže být splněna podmínka opačného směru. Vzdálenost hledaného bodu od většího náboje 
[image: image738.wmf]1
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 označme x, vzdálenost  od menšího náboje 
[image: image739.wmf]2
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 je poté l-x. Poté můžeme okamžitě psát
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Nulová intenzita bude na spojnici nábojů ve vzdálenosti 
[image: image741.wmf]cm
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od většího náboje.

67.           V určité vzdálenosti od sebe se nacházejí dva bodové náboje 
[image: image742.wmf]1
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, 
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. Na obrázcích je závislost 
[image: image744.wmf]x
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 (x-ová souřadnice intenzity elektrického pole) na vzdálenosti x. Určete znaménka nábojů na každém obrázku. Pozn.:
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, je-li orientována vpravo, a 
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, je-li orientována vlevo.
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                                                                       K příkladu 67

ŘEŠENÍ: Uvědomme si, že velikost intenzity bodového náboje klesá se čtvercem vzdálenosti od tohoto náboje. Ve velké blízkosti jednoho z nábojů je tedy  celková intenzita dána v podstatě pouze intenzitou  od tohoto náboje, neboť druhý náboj je příliš daleko na to, aby se mohl projevit. Dále víme, že náboj je kladný, směřuje-li vektor intenzity od něj, a záporný, směřuje-li tento vektor k němu. Na základě těchto faktů již můžeme rozhodnout o polaritě všech zkoumaných nábojů. Platí

a)  
[image: image748.wmf]1
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- kladný,
[image: image749.wmf]2
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- záporný

b)  
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- kladný,
[image: image751.wmf]2
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- kladný

c)  
[image: image752.wmf]1

Q

- záporný,
[image: image753.wmf]2
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- kladný

d) 
[image: image754.wmf]1
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- záporný,
[image: image755.wmf]2
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- záporný

68.           Dva bodové náboje 
[image: image756.wmf]1
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, 
[image: image757.wmf]2
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 jsou umístěny ve vzdálenosti l od sebe. Na obrázku je závislost 
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 na x.Určete znaménka a poměr velikostí nábojů, víte-li, že intenzita je nulová v bodě ve vzdálenosti 
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 od náboje 
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. Dále určete vzdálenost 
[image: image761.wmf]2
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, v níž je velikost intenzity maximální.
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K příkladu 68

ŘEŠENÍ: Úvahou popsanou v minulé úloze snadno zjistíme, že náboj 
[image: image763.wmf]2

Q

 je záporný. Složitější je určení polarity druhého náboje. Kdyby měl tento náboj stejnou polaritu jako 
[image: image764.wmf]2
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, měly by intenzity elektrických polí vyvolaných těmito náboji vpravo od náboje 
[image: image765.wmf]2
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 stejný směr. V takovém případě by však v žádném bodě ležícím napravo od 
[image: image766.wmf]2
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 nemohla být celková intenzita elektrického pole nulová, což podle obrázku zjevně je. Náboj 
[image: image767.wmf]1
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 tedy musí být kladný. V bodě ve vzdálenosti 
[image: image768.wmf]1
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 od  náboje 
[image: image769.wmf]1
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 je celková intenzita rovna nule. To znamená, že velikost intenzit od obou nábojů se v tomto bodě rovná. Z této úvahy již získáváme rovnici, jež nám umožňuje určit poměr velikostí nábojů. 
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Nyní nám již zbývá pouze určit , v kterém bodě bude intenzita maximální. Za tímto účelem určíme funkční závislost velikosti celkové intenzity na vzdálenosti od náboje 
[image: image771.wmf]2

Q

. Poté určíme extrém této funkce. Pro velikost celkové intenzity budou platit následující vztahy
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Tuto funkci nyní derivujeme a derivaci položíme rovnu nule. Je jasné, že konstanta 
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 nemá na polohu maxima žádný vliv, a proto ji můžeme vypustit
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Určili jsme vzdálenost extrému od 
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 , pro vzdálenost od 
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 pak platí
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Maximální intenzita je tedy ve vzdálenosti 
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69.          Stanovte intenzitu v bodech A,B,C, je-li 
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 (viz obr.).


[image: image785]
ŘEŠENÍ: Stanovení intenzity v bodech A a B je velmi jednoduché. Stačí si uvědomit, jaký směr budou mít intenzity vyvolané oběma bodovými náboji v těchto bodech. Pro velikost intenzit, jejichž směr je patrný z obrázku, pak bude platit vztahy
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 dosazujeme velikost nábojů!).

O něco složitější je výpočet intenzity v bodě C. Důležité pro nás je, že trojúhelník, jehož vrcholy jsou oba bodové náboje a bod C, je rovnostranný. Vzhledem ke stejné velikosti bodových nábojů dále platí, že velikost intenzit vyvolaných těmito náboji v bodě C je stejná. Pro výpočet velikosti celkové intenzity v tomto bodě tedy můžeme použít vztah 
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, kde 
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 je úhel, jenž svírají skládané vektory intenzity se svojí výslednicí, což je vzhledem k vlastnostem rovnostranného trojúhelníka 60˚.   Platí tedy
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Velikosti intenzit v bodech A,B a C jsou tedy po řadě 
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70.         Je dán rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník ABC o přeponě 
[image: image796.wmf]cm
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. Stanovte intenzitu elektrického pole v bodě C, je-li v bodech bodě A náboj 
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ŘEŠENÍ: Celková intenzita v bodě C bude dána vektorovým součtem intenzit, jež jsou v tomto bodě vyvolány náboji ve vrcholech A a B. Vzhledem k tomu, že velikosti těchto nábojů a i jejich vzdálenosti od bodu C jsou stejné, bude pro velikost celkové intenzity platit hojně používaný vztah
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, kde α  úhel, jenž svírají skládané vektory intenzity s výslednicí, což je v našem případě zjevně 45˚
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Intenzita v bodě C má velikost 
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71.          Určete intenzitu elektrického pole v bodě A, víte-li, že 
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ŘEŠENÍ: Především si musíme uvědomit, že trojúhelník ABC je podle obrácené věty Pythagorovy pravoúhlý. Intenzitu elektrického pole v bodě C poté určíme jako vektorový součet intenzit vyvolaných náboji v bodech B a C. Pro její velikost bude v souladu s Pythagorovou větou platit vztah
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Intenzita elektrického pole v bodě A má velikost 
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72.             Odvoďte vztah pro intenzitu elektrického pole nekonečného přímého homogenně nabitého vodiče s lineární hustotou τ ve vzdálenosti a od vodiče. 
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ŘEŠENÍ: Při řešení této úlohy budeme nuceni využít integrální počet. Postup, jenž budeme realizovat, se s drobnými obměnami uplatňuje při řešení celé řady úloh nejen z elektřiny a magnetismu, a proto je třeba, abyste jej vzali patřičně na vědomí! Nejprve si vytkneme element o délce dx ve vzdálenosti x od bodu B, jenž je patou kolnice spuštěné z bodu, v němž intenzitu pole určujeme (viz obr.). Spočteme, jak tento element, jenž můžeme pokládat za bodový náboj, přispívá k celkové intenzitě v bodě A. Pro velikost tohoto příspěvku bude v souladu s Coulombovým zákonem platit vztah
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Vektor intenzity elektrického pole 
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 vyvolaného elementem dx si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky, pro jejichž velikosti bude platit
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Sečtením všech přírůstků pro x-ovou složku vektoru intenzity získáme vzhledem k symetrii úlohy nulu (o správnosti této úvahy se můžeme snadno přesvědčit přímou integrací). Proto nás bude zajímat pouze velikost intenzity ve směru osy y. Celkovou intenzitu určíme tak, že sečteme všechny přírůstky od jednotlivých elementů. Matematicky tento součet v limitním přechodu nekonečně mnoha nekonečně malých čísel vyjádříme pomocí integrálu. Otázka je, jakým způsobem tuto integraci provést. Zde se nabízejí dvě odlišné možnosti:

1) Integrace podle proměnné x provedená pomocí tzv. Eulerovy substituce. 

Integrační meze jsou v tomto případě samozřejmě minus nekonečno a nekonečno (jde o nekonečně dlouhý vodič). Bude platit:
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K výpočtu integrálu (konstanty jsme vytknuli) nyní provedeme Eulerovu substituci ve tvaru:
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Dalšími výpočty dostáváme:
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Nyní již máme spočítáno vše potřebné a můžeme dosadit do původního integrálu:
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Provedeme další substituci v následujícím tvaru:
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Po dosazení dostáváme:


[image: image814.wmf](

)

=

+

+

=

+

=

-

=

+

×

-

ò

ò

C

t

a

C

u

du

u

dt

t

a

t

2

2

2

2

2

2

2

2

2

4



[image: image815.wmf].

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

C

a

x

a

a

x

C

x

a

a

x

x

a

C

x

x

a

x

x

a

x

x

a

x

a

C

x

a

x

x

a

C

x

x

a

a

+

+

+

×

=

+

+

×

+

+

=

+

+

+

+

+

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

+

=

+

+

×

-

+

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

=


Volbou konstanty 
[image: image816.wmf]2
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(vzhledem k tomu, že tento integrál budeme počítat nakonec jako určitý, o konstanty nám nejde) dostáváme definitivní výsledek:
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Díky tomu můžeme pro intenzitu elektrického pole nekonečně dlouhého homogenně nabitého vodiče psát: 
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Vidíme, že postup vedoucí k tomuto výsledku byl dosti zdlouhavý a náročný. Proto ukážeme i druhou cestu založenou na převedení na integraci podle úhlu.

2) Integrace převedením na úhel

Využijeme toho, že podle obrázku zjevně platí:
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Diferenciací vzorce pro kosinus dostáváme:
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S využitím těchto vzorců lze již příslušnou integraci provést velice jednoduše:
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Při výpočtu jsme samozřejmě nesměli zapomenout na provedení záměny mezí (z obrázku je zřejmé, proč byla tato záměna provedena právě tímto způsobem). Je vidět, že tento druhý způsob je podstatně méně početně náročnější než přímá integrace provedená pomocí Eulerovy substituce. V následujícím příkladu ukážeme, že je možné snadno počítat i intenzitu pole homogenně nabitého vodiče konečné délky, pokud ji určujeme na ose symetrie tohoto vodiče.
73.           Tenký kruhový prstenec o poloměru R je homogenně nabit nábojem Q. Určete: 

a) sílu, která působí na náboj 
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b)   intenzitu elektrického pole buzeného prstencem na ose kolmé k prstenci ve vzdálenosti d od jeho středu;


c)  limitní hodnoty pro 
[image: image823.wmf]0
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 a pro d mnohem větší než R. Kde na ose prstence je intenzita maximální?
ŘEŠENÍ: a) Vzhledem k symetrii úlohy můžeme bez jakýchkoliv výpočtů okamžitě říci, že intenzita ve středu prstence bude nulová.

b) Na prstenci si vytkneme element dr a určíme, jakým způsobem bude přispívat k intenzitě ve zvoleném bodě na ose prstence. Pro velikost tohoto přírůstku bude zjevně platit
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Vektor intenzity 
[image: image825.wmf]E
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d

 vyvolané v bodě na ose prstence elementem dr si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky. Vzhledem k symetrii úlohy však pro nás bude podstatná pouze složka 
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, pro jejíž velikost bude platit
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Celkovou intenzitu pak určíme sečtením přírůstků od všech elementů na prstenci. Bude platit


[image: image828.wmf](

)

(

)

(

)

2

3

2

2

0

2

3

2

2

0

2

3

2

2

0

4

1

d

4

1

d

4

1

d

R

d

d

Q

Q

R

d

d

Q

R

d

d

E

E

Q

Q

x

x

+

×

×

=

×

+

×

=

+

×

=

=

ò

ò

ò

pe

pe

pe

.

Pro intenzitu elektrického pole na ose prstence ve vzdálenosti d od jeho středu tedy platí vztah
[image: image829.wmf](
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c) Prošetřením vyvozené funkční závislosti velikosti intenzity na vzdálenosti od středu prstence zjišťujeme, že pro d blížící se k nule se k nule blíží i velikost intenzity pole. Tento závěr je zcela v souladu s výsledkem, k němuž jsme dospěli v první části této úlohy. Pro obrovské hodnoty d můžeme poloměr prstence zanedbat a získáme vztah
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což je však vzorec pro výpočet velikosti intenzity elektrického pole vyvolaného bodovým nábojem. Ani tento závěr není obtížné fyzikálně interpretovat. Ve velké vzdálenosti je pole prstence stejné jako pole bodového náboje umístěného v jeho středu.

Nyní se budeme zabývat otázkou, ve kterém bodě na ose je intenzita maximální. Výše odvozený vztah udávající závislost E na d derivujeme, a derivaci položíme rovnu nule.Získáváme 
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Pomocí druhé derivace bychom se snadno přesvědčili, že jde o maximum.

Maximální intenzita je tedy ve vzdálenosti 
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74.       Ve vzdálenosti 
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od přímého drátu délky 
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, na kterém je rovnoměrně rozložen náboj 
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, leží na ose drátu zrníčko prachu s nábojem 
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. Určete směr a velikost síly, která působí na zrníčko. Vztah pro intenzitu odvoďte bez použití Gaussovy věty. 
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ŘEŠENÍ: Budeme postupovat obdobně jako při odvozování intenzity nekonečného přímého vodiče, jež jsme provedli v úloze 72. Nejprve si na drátu vytkneme element dr a určíme, jak přispívá tento element k celkové intenzitě pole v uvažovaném bodě. Zjevně platí
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Vektor intenzity 
[image: image839.wmf]E

r

d

 si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky, pro jejichž velikosti budou platit vzorce  
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Pro lineární hustotu náboje bude platit 
[image: image841.wmf]d
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. Stejnou úvahou jako v úloze 72 dospějeme k poznatku, že po sečtení všech příspěvků bude nenulová  pouze složka intenzity ve směru osy y. Její velikost určíme pomocí integrálu. Integrovat budeme vzhledem k omezené délce vodiče v mezích od 
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Připomeňme, že př itegraci jsme užili vzorec odvozený v úloze 72, výpočet by samozřejmě bylo možné provést rovněž předevením na integraci podle úhlu. Sílu, jež působí na prachové zrnko spočteme při znalosti intenzity elektrického pole velmi snadno
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Na zrníčko působí síla o velikosti 
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75.        Dva nekonečně dlouhé navzájem kolmé přímé vodiče jsou rovnoměrně nabity s lineární hustotou nábojů 
[image: image846.wmf]1
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, 
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. Jednou ze siločar je přímka procházející průsečíkem vodičů a ležící v rovině obou vodičů. Jaký úhel svírá tato siločára s vodičem o hustotě 
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ŘEŠENÍ: Pro tangentu úhlu, jenž svírá siločára s vodičem o lineární hustotě 
[image: image849.wmf]2

t

, musí platit vztah 
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. S využitím vzorce pro výpočet intenzity nekonečně dlouhého přímého vodiče můžeme psát
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Protože však zjevně platí vztah 
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Siločára svírá s vodičem o hustotě 
[image: image854.wmf]2
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 úhel 
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76.        V určité vzdálenosti od sebe se nacházejí dva přímé nekonečně dlouhé vodiče s lineárními hustotami nábojů  
[image: image857.wmf]1

t

, 
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 tak, že jsou navzájem kolmé. Jak závisí síla vzájemného působení mezi těmito vodiči na jejich vzdálenosti? 

[image: image2430.wmf]Q

ŘEŠENÍ: Na jednom z vodičů si vytkneme element dy a určíme, jakou silou působí druhý vodič na tento element. S využitím vztahu pro intenzitu nekonečně dlouhého přímého vodiče ve tvaru 
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 můžeme pro velikost této elementární síly psát
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Vektor 
[image: image861.wmf]F
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d

 si rozložíme na dvě navzájem kolmé složky. Jako již tradičně pro nás však bude podstatná pouze jedna z nich- tentokrát ta ve směru osy x. Celková síla působící ve směru osy y bude totiž vzhledem k symetrii úlohy nulová. Zjevně bude platit
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Celkovou sílu působící na vodič poté určíme integrací v mezích od minus nekonečna do nekonečna
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Při výpočtu integrálu jsme použili substituci 
[image: image865.wmf]a
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Z odvozeného vztahu vidíme, že síla nezávisí na vzdálenosti mezi vodiči, ale pouze na lineráních hustotách náboje na obou vodičích. 

77.      Ve vzdálenosti a od přímého nekonečně dlouhého vodiče s lineární hustotou náboje 
[image: image866.wmf]t

+

 se nachází bodový náboj 
[image: image867.wmf]Q

-

. V jaké oblasti (viz obr.) leží body, v nichž je intenzita elektrického pole rovna nule? Proveďte diskusi počtu řešení.
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ŘEŠENÍ: Nutnou podmínkou pro to, aby v nějakém bodě byla intenzita rovna nule je, aby vektory intenzity elektrických polí vyvolaných přímým vodičem a bodovým nábojem měly stejnou velikost a opačný směr. Podmínka na opačný směr však může být zřejmě splněna pouze na přímce kolmé k drátu, jenž prochází bodovým nábojem a to ještě pouze v oblastech I a III. Nejprve prošetříme možnost, že bod s celkovou nulovou intenzitou elektrického pole se nachází v oblasti III. Z požadavku na stejnou velikost intenzit od bodového náboje a přímého vodiče získáme s použitím vztahů pro výpočet intenzity těchto prvků rovnost


[image: image868.wmf](

)

2

0

0

1

4

1

2

y

Q

y

a

E

E

Q

×

=

+

×

®

=

pe

pe

t

,

kde y udává vzdálenost hledaného bodu od bodového náboje. Jednoduchými úpravami získáme kvadratickou rovnici pro neznámou y, jíž snadno vyřešíme
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 Nyní musíme získaný výsledek správně interpretovat. Vidíme, že diskriminant kvadratické rovnice je kladný pro všechny přípustné hodnoty parametrů a, Q a τ. Kvadratická rovnice tedy má dva reálné kořeny. Jeden z nich však bude vždy záporný, což je pro nás vzhledem k tomu, že počítáme vzdálenost, nepřijatelné. Vyhovovat nám tedy bude pouze jedno řešení, a to 
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V oblasti III tedy bude vždy existovat právě jeden bod s nulovou výslednou intenzitou elektrického pole. Pro jeho vzdálenost od bodového náboje platí vztah 
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Nyní přistoupíme k hledání bodů s nulovou intenzitou v oblasti I. Z podmínky na stejnou velikost intenzit od bodového náboje a dlouhého přímého vodiče získáme rovnost
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kde x je vzdálenost hledaného bodu od drátu. Postupnými úpravami se opět dostaneme ke kvadratické rovnici pro neznámou x, jíž vyřešíme klasickým způsobem
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Získané výsledky nyní musíme správně interpretovat, což tentokrát nebude úplně jednoduché. Především si povšimněme, že diskriminant uvažované kvadratické rovnice již nemusí být vždy kladný. Za situace, kdy je záporný, což zjevně nastane při splnění nerovnosti 
[image: image875.wmf]a
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, nemá kvadratická rovnice žádný reálný kořen, což znamená, že v oblasti I neexistuje žádný bod s nulovou intenzitou elektrického pole. Při nezápornosti diskriminantu sice bude mít kvadratická rovnice jeden resp. dva reálné kořeny, ale to nám nedává záruku existence bodů s nulovou intenzitou v oblasti I. My totiž musíme díky tomu, že x udává vzdálenost, požadovat, aby tyto kořeny byly kladné! Vidíme, že kladný může být pouze jeden z kořenů, a to pouze v případě splnění nerovnosti 
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Můžeme tedy shrnout: Jsou li splněny nerovnosti 
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existuje v oblasti I právě jeden bod s nulovou intenzitou elektrického pole a jeho vzdálenost od přímého vodiče je 
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. V případě nesplnění alespoň jedné z uvedených nerovnic se bod s nulovou intenzitou v oblasti I nenalézá.

Celkově má tedy tato úloha jedno či dvě řešení v závislosti na hodnotách jednotlivých parametrů. 

78.      Odvoďte vztah pro intenzitu elektrického pole v vzdálenosti a od nekonečně velké nabité roviny s plošnou hustotou náboje 
[image: image879.wmf]s

 na každé straně. Využijte výsledek příkladu 73.

ŘEŠENÍ: Nekonečně velkou rovinu si rozkrájíme na prstence o diferenciální tloušťce dr, jejichž společným středem bude pravoúhlý průmět bodu, v němž intenzitu určujeme, do uvedené roviny. Určíme náboj, který nese jeden z těchto prstenců. Bude platit
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(r je poloměr prstence, dvojka se ve vzorci objevuje proto, že rovina je nabitá z obou stran). Pro přírůstek intenzity dE v uvažovaném bodě bude podle vzorce pro intenzitu prstence platit
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Celkovou intenzitu určíme tak, že sečteme přírůstky od všech nekonečně tenkých prstenců. Matematicky podchytíme tento součet pomocí integrálu, přičemž integrační meze budou vzhledem k nekonečné rozlehlosti desky nula a nekonečno. (poloměr jednotlivých prstenců se totiž spojitě mění právě od nuly do nekonečna) Bude platit
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Při integrování jsme použili substituci 
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Intenzita nekonečně velké po obou stranách homogenně nabité roviny je tedy 
[image: image884.wmf]0
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. Všimněte si, že intenzita nezávisí na vzdálenosti od roviny. Této skutečnosti se využívá například k získání homogenního pole mezi deskami deskového kondenzátoru.

79.         Dokažte, že na ose rovnoměrně nabitého kotouče s plošnou hustotou náboje 
[image: image885.wmf]s

 (na každé straně) je ve vzdálenostech malých ve srovnání s poloměrem kotouče stejná intenzita elektrického pole jako u nekonečné nabité roviny a ve velkých vzdálenostech stejná intenzita elektrického pole jako u bodového náboje.

ŘEŠENÍ:  Pro velikost intenzity na ose kotouče o poloměru R ve vzdálenosti x od středu kotouče platí vztah
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 Tento vztah si můžete zkusit dokázat postupem velmi podobným jako v minulém příkladě. Stačí, když jako horní integrační mez budete brát místo nekonečna poloměr prstence R. Pro vzdálenosti malé v porovnání s poloměrem prstence bude druhý člen v závorce u vztahu udávajícího závislost velikosti intenzity na vzdálenosti od středu kotouče velmi malý, a proto jej můžeme zanedbat. Tím získáme vztah 
[image: image887.wmf]0
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 , jenž je zároveň vzorcem pro výpočet intenzity u nekonečně velké roviny nabité obou stranách. 

 Podstatně složitější je druhá část naší úlohy, kdy je vzdálenost x mnohem větší než poloměr R. Nejprve upravíme druhý člen v závorce ve vztahu pro intenzitu kotouče
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Použijeme zobecněnou binomickou větu ve tvaru 
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Rozvinutím podle této věty získáme
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Vzhledem k tomu, že R je mnohem menší než x si můžeme dovolit zanedbat všechny členy tohoto binomického rozvoje od třetího výše. Tím získáme
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Dosazením do vztahu pro velikost intenzity kotouče dostáváme
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Protože pro plošnou hustotu náboje platí vztah 
[image: image893.wmf]2
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To je však již vzorec pro intenzitu elektrického pole bodového náboje.

80.        Jaká je intenzita elektrického pole v blízkosti dvou nekonečně velkých vodivých navzájem kolmých desek, jestliže jedna z nich má plošnou hustotu 
[image: image895.wmf]s

 a druhá plošnou hustotu 
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 za předpokladu, že elektrické pole je ve vakuu.
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ŘEŠENÍ: Výsledná intenzita pole bude dána vektorovým součtem intenzit polí vyvolaných jednotlivými deskami. Vzhledem k tomu, že desky svírají pravý úhel, můžeme s využitím vztahu pro intenzitu elektrického pole nekonečné nabité roviny 
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 rovnou psát
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Velikost celkové intenzity v blízkosti dvou na sebe kolmých desek je tedy 
[image: image899.wmf]0
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81.          Dva tenké nekonečně dlouhé rovnoběžné vodiče ve vzdálenosti d od sebe jsou nabity s lineárními hustotami 
[image: image900.wmf]t

+

, 
[image: image901.wmf]t

-

. Určete intenzitu elektrického pole v bodě, který leží v rovině symetrie ve vzdálenosti x od roviny, v níž leží oba vodiče.

ŘEŠENÍ: Intenzitu pole v daném bodě určíme v souladu s principem superpozice jako vektorový součet intenzit 
[image: image902.wmf]1
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 a 
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od obou vodičů. Vzhledem k tomu, že oba vodiče jsou od bodu, v němž určujeme intenzitu, stejně vzdáleny, a že velikost lineární hustoty náboje na obou vodičích je stejná, bude pro velikost intenzit platit 
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. Pro velikost celkové intenzity poté můžeme psát 
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, kde 
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 je úhel, jenž svírá každá ze skládaných intenzit s výslednicí. Dále platí
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což po dosazení a využití známého vzorce pro intenzitu pole ve vzdálenosti a od nekonečně dlouhého lineárního vodiče nabité lineární hustotou náboje 
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, který je 
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, vede k následujícímu výpočtu: 
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Velikost intenzity je tedy v bodě na ose spojnice obou vodičů dána vztahem 
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82.           Na pevně uchycené niti o délce 
[image: image913.wmf]cm
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 visí kulička o hmotnosti 
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 nesoucí kladný náboj 
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 Soustava se nachází v homogenním elektrickém poli o intenzitě 
[image: image916.wmf]1
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, jehož směr je patrný z obrázku. Kuličku nejprve vychýlíme do směru elektrického pole, a poté ji uvolníme. Určete

a)     maximální rychlost 
[image: image917.wmf]v

, jíž kulička po uvolnění dosáhne

b)     sílu 
[image: image918.wmf]T
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, kterou bude při této rychlosti napínána nit

ŘEŠENÍ: a) Kuličku urychluje pohybová složka tíhové síly, pro jejíž velikost platí vztah 
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. Proti pohybu naopak působí složka elektrické síly, pro niž platí vztah 
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 je nulová (úhel 
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 je při uvolnění 
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). Se zmenšujícím se úhlem 
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, jenž nit svírá se svislým směrem, se však 
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 bude zmenšovat, zatímco 
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 poroste. Maximální rychlosti bude dosaženo v okamžiku, kdy obě uvedené síly budou mít stejnou velikost. Pro úhel 
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, který v tu chvíli svírá nit s vodorovným směrem, musí platit
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Velikost rychlosti kuličky při tomto úhlu určíme pomocí zákona zachování energie. Kinetická energie kuličky je podle tohoto zákona rovna rozdílu prací vykonaných při pohybu tíhovou silou a silou elektrickou. Pro vzdálenost x (viz obr.) získáváme z pravoúhlých trojúhelníků vzorec 
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  S uvážením faktu, že se nacházíme v homogenním tíhovém a elektrickém poli, pak můžeme psát
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Po dosazení za úhel 
[image: image932.wmf]a

 z výše vyvozeného vztahu pak dostáváme
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b) Nit je při pohybu napínána celkem třemi silami. Ve dvou případech jde o složky tíhové a elektrostatické síly 
[image: image934.wmf]2
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, v případě třetím poté o sílu odstředivou 
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. Po dosazení za rychlost a úhel 
[image: image936.wmf]a

 z výše uvedených vztahů pak můžeme psát
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Maximální rychlost kuličky je 
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. Nit je při této rychlosti namáhána silou 
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83.           Ve výšce h nad zemí je umístěna krychlička o hmotnosti m, jenž je nabita kladným nábojem o velikosti Q. Tuto krychličku necháme sklouznout po nakloněné rovině na zem. Jaký úhel 
[image: image942.wmf]a

 musí svírat tato nakloněná rovina s vodorovoným směrem, aby doba, za kterou se krychlička dostane na zem, byla co nejmenší za předpokladu, že se nacházíme v homogenním elektrickém poli o intenzitě 
[image: image943.wmf]E

r

, jehož směr je zřejmý z obrázku? Tření mezi krychličkou a nakloněnou rovinou zanedbejte.

ŘEŠENÍ:  Na krychličku bude v průběhu pohybu působit tíhová síla 
[image: image944.wmf]G
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 a elektrická síla 
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. Tyto síly si rozložíme na tečnou a normálovou složku. Všimněme si, že normálové složky tíhové síly 
[image: image946.wmf]Gn
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 a elektrické síly 
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mají opačný směr! Aby se krychlička vůbec udržela na nakloněné rovině, je třeba, aby normálová složka síly tíhové byla přinejmenším stejně velká jako normálová složka síly elektrické. Rozhodně tedy musí platit vztah
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Tečné složky obou uvažovaných sil udělují krychličce pohybující se po nakloněné rovině zrychlení. To bude vzhledem k homogennitě tíhového pole Země i pole elektrického stálé. Pro jeho velikost platí vztah 
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Krychlička se tedy bude po nakloněné rovině pohybovat rovnoměrně zrychleně s nulovou počáteční rychlostí. Pro dráhu tohoto typu pohybu platí známý vztah 
[image: image950.wmf]2
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. Uvážíme-li, že pro celkovou délku nakloněné roviny platí vzorec 
[image: image951.wmf]a
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, můžeme pro dobu, za kterou kulička dorazí na konec, psát
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Nalezli jsme předpis funkce udávající závislost druhé mocniny doby potřebné k proběhnutí nakloněné roviny na úhlu 
[image: image953.wmf]a

, jenž tato rovina svírá s vodorovným směrem. Protože požadujeme, aby tato doba byla minimální, musíme určit takový úhel, při kterém bude výraz ve jmenovateli této funkce maximální (prostě hledáme extrém funkce úhlu 
[image: image954.wmf]a

 ve jmenovateli, čitatel nehraje žádnou roli stejně jako fakt, že známe závislost druhé mocniny času). Jmenovatele proto derivujeme podle 
[image: image955.wmf]a

 a derivaci položíme rovnu nule
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Snadno bychom ověřili (mametmaticky pomocí druhé derivace, plyne to i z fyzikálního rozboru úlohy), že se jedná skutečně o maximum. Nyní musíme zkontrolovat, zda námi určený úhel splňuje podmínku, kterou jsme zformulovali na počátku. Velice rychle ukážeme, že tomu tak je. S využitím faktu, že funkce tangens je v intervalu 
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 rostoucí, totiž můžeme psát 
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. Právě splnění této nerovnosti jsme však požadovali. 

Kulička se tedy dostane na zem v nejkratším čase, pokud bude nakloněná rovina svírat se svislým směrem úhel 
[image: image961.wmf].
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Část 3 – Gaussova věta, potenciál, kapacita

84.          Určete intenzitu elektrického pole tvořeného velmi dlouhou tenkou tyčí s lineární hustotou náboje 
[image: image962.wmf]t

 (průměr tyče zanedbejte).

ŘEŠENÍ: Za Gaussovu plochu si v této úloze zvolíme válec o poloměru podstavy r a výšce v, jehož osa splývá s osou tenké tyče. Použijeme Gaussovu větu, která musí být splněna pro libovolnou uzavřenou plochu 
[image: image963.wmf]0
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Válec je tvořen dolní a horní podstavou a pláštěm. Tyto plochy si po řadě označíme 
[image: image964.wmf]3
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. V souladu s pravidly pro počítání s plošnými integrály poté bude platit
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Vzhledem k symetrii úlohy bude vektor intenzity elektrického pole 
[image: image966.wmf]E

r

 v každém bodě obou podstav kolmý na vektor 
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 . Naopak ve všech bodech pláště budou mít tyto vektory stejný směr. Dále platí, že velikost vektoru 
[image: image968.wmf]E

r

 je v rámci pláště válce konstantní. Na základě těchto úvah můžeme s využitím známých vlastností skalárního součinu psát
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Nyní musíme ještě spočítat obsah pláště válce, což zvládneme pomocí známého vzorce, a určit celkový náboj, jenž je obklopen uvažovanou plochou. Pro ten bude platit vzorec 
[image: image970.wmf]v
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. Po provedení těchto úprav dostaneme
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Pro intenzitu elektrického pole velmi dlouhé tenké tyče platí vztah 
[image: image972.wmf]r
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85.            Určete intenzitu elektrického pole buzeného nabitou vodivou koulí s nábojem Q ve vzdálenosti r od středu koule. Sestrojte graf závislosti velikosti intenzity na vzdálenosti r. 

ŘEŠENÍ: Nejprve spočteme intenzitu uvnitř koule. Za Gaussovu plochu si zvolíme kulovou plochu se středem ve středu uvažované koule a poloměrem r < R, kde R je poloměr koule. Uvědomíme si, že náboj je u vodivých těles soustředěn pouze na povrchu těchto těles, a že intenzita elektrického pole musí ve všech bodech směřovat od středu, přičemž tato intenzita musí mít ve všech bodech uvažované Gaussovy plochy stejnou velikost. Tyto poznatky plynoucí ze středové symetrie zdůvodňují spolu s vlastnostmi skalárního součinu následující úpravy vycházející z Gaussovy věty
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Protože obsah Gaussovy plochy nulový být v žádném případě nemůže, musí platit E = 0. Vzhledem k tomu, že poloměr Gaussovy plochy můžeme volit v intervalu od 0 do R libovolně, platí tento závěr pro všechny body uvnitř koule. 

     Nyní určíme velikost intenzity v oblasti vně koule. Za Gaussovu plochu opět volíme kulovou plochu soustřednou s koulí, tentokrát však s poloměrem větším než je poloměr koule. Touto plochou tedy bude obklopen celý náboj koule Q. Jinak budou platit všechny úvahy týkající se směru a velikosti vektoru intenzity v bodech Gaussovy plochy, jež jsme provedli v první části úlohy. Díky tomu můžeme psát
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Intenzita elektrického pole uvnitř koule je rovna nule, vně je dána vztahem 
[image: image976.wmf]2
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Graficky bychom mohli zachytit závislost velikosti intenzity na vzdálenosti od středu zhruba následovně


[image: image977]
86.          Určete intenzitu elektrického pole buzeného nabitou nevodivou koulí s rovnoměrně rozděleným nábojem Q ve vzdálenosti r od středu koule. Sestrojte graf závislosti velikosti intenzity na vzdálenosti r. 


ŘEŠENÍ: Při řešení této úlohy budeme hojně využívat poznatků získaných v minulém příkladu. Za Gaussovu plochu budeme opět volit kulovou plochu soustřednou s koulí. Její poloměr r bude v první fázi menší než poloměr koule. Musíme především určit náboj, který tato plocha obklopuje. Ten již nebude jako v minulém příkladě nulový, neboť v zadání je výslovně uvedeno, že koule je nabita rovnoměrně. Pro velikost tohoto náboje  bude právě díky rovnoměrnému rozložení platit následující výpočet
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 kde R je poloměr koule. S využitím poznatků získaných v minulé úloze můžeme psát 
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Při výpočtu intenzity elektrického pole vně koule bychom postupovali naprosto stejně jako v druhé části minulého příkladu. Na tom, zda je náboj soustředěn pouze na povrchu, nebo zda je rovnoměrně rozložen po celém objemu koule, totiž intenzita pole vně koule nezávisí.

Uvnitř koule je tedy velikost intenzity dána vztahem 
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  , vně poté platí vztah 
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Graficky bychom mohli zachytit závislost velikosti intenzity na vzdálenosti od středu zhruba následovně


[image: image983]
87.             Kovová koule o poloměru R je nabita nábojem Q a je obklopena dielektrikem o poloměrech R, 
[image: image984.wmf]1

R

 a relativní permitivitě 
[image: image985.wmf]r

e

. Určete intenzitu elektrického pole ve vzdálenosti r od středu koule a výsledek znázorněte graficky. 

ŘEŠENÍ:  Již v příkladu 85 jsme si dokázali, že intenzita elektrického pole uvnitř vodivé koule je rovna nule. Skutečnost, že koule je obklopena dielektrikem, na tomto faktu samozřejmě nic nezmění. Nyní se zabývejme tím, jaká bude intenzita elektrického pole v dielektriku. Využitím Gaussovy věty pro dielektrikum můžeme při stejné volbě Gaussovy plochy jako v příkladech 85 a 86 a s využítím poznatků plynoucích ze středové symetrie, které byly v těchto příkladech uvedeny, psát   
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Pro intenzitu elektrického pole vně dielektrika bude mimo veškerou pochybnost platit vzorec, jenž jsme odvodili v druhé části příkladu 85.

Celkově tedy můžeme říci, že uvnitř koule bude intenzita nulová, v dielektriku bude její velikost dána vztahem  
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, a vně dielektrika bude platit 
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Závislost intenzity elektrického pole na vzdálenosti od středu koule je patrná z obrázku


[image: image990]
88.     Odvoďte pomocí Gaussovy věty vztah pro intenzitu elektrického pole nekonečně velké homogenně nabité desky s plošnou hustotou náboje 
[image: image991.wmf]s

.

ŘEŠENÍ: Za Gaussovu plochu si tentokrát zvolíme válec, jehož osa bude kolmá na uvedenou rovinu a jehož podstavy budou ležet v opačných poloprostorech oddělených touto rovinou ve stejné vzdálenosti od roviny. Použijeme Gaussovu větu, která musí být splněna pro libovolnou uzavřenou plochu    
[image: image992.wmf]0
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Válec je tvořen dolní a horní podstavou a pláštěm. Tyto plochy si po řadě označíme 
[image: image993.wmf]3
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. V souladu s pravidly pro počítání s plošnými integrály poté bude platit
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Vzhledem k rovinné symetrii bude mít vektor 
[image: image995.wmf]E

r

 v každém bodě obou podstav stejný směr jako vektor 
[image: image996.wmf]S
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 . Naopak ve všech bodech pláště budou  tyto vektory navzájem kolmé. Dále platí, že velikost vektoru 
[image: image997.wmf]E

r

 je v rámci obou podstav konstantní. Na základě těchto úvah můžeme s využitím známých vlastností skalárního součinu psát
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[image: image999.wmf]0
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Nyní musíme ještě spočítat obsah podstav válce, což zvládneme pomocí známého vzorce, a určit celkový náboj, jenž je obklopen uvažovanou plochou. Pro ten bude platit vzorec 
[image: image1000.wmf]2
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. Po provedení těchto úprav dostaneme
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Intenzita elektrického pole nekonečně velké homogenně nabité desky je dána vztahem 
[image: image1002.wmf]0
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89.            Náboj Q je rozmístěn v kouli s objemovou hustotou náboje 
[image: image1003.wmf](
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, kde A je konstanta, 
[image: image1004.wmf]0

rR

<<

, R je poloměr koule. Určete intenzitu elektrického pole ve vzdálenosti r od středu koule a výsledek znázorněte graficky. 

ŘEŠENÍ: Nejprve určíme intenzitu elektrického pole uvnitř koule. Gaussovu větu budeme používat naprosto stejným způsobem jako v úloze 85. V našem příkladě se situace komplikuje tím, že náboj není rozložen v rámci koule rovnoměrně. Budeme tedy muset spočítat, jaký náboj obklopuje Gaussova plocha ve tvaru kulové plochy se středem ve středu koule a poloměrem r. Za tímto účelem si  ve vzdálenosti x od středu koule  vytkneme kulovou slupku o diferenciálně malé tlouštce dx a určíme velikost náboje na této slupce. Bude platit
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Celkový náboj uzavřený Gaussovou plochou určíme integrací v mezích od nuly do r.
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Při znalosti celkového náboje obklopeného Gaussovou plochou již můžeme použít Gaussovu větu a provést úpravy, se kterými jsme se již podrobně seznámili v příkladu 85
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Nyní se budeme zabývat tím, jaká je intenzita elektrického pole vně koule. Naším hlavní úkolem opět bude spočítat náboj obklopený Gaussovou plochou ve tvaru kulové plochy se středem ve středu koule a poloměrem r, jenž tentokrát bude větší než poloměr celé koule R. Je jasné, že tato kulová plocha obklopuje všechen náboj, jenž je na kouli soustředěn. Vytkneme si kulovou slupku o tloštce dx ve vzdálenosti x od středu a spočteme , jaký náboj je na této slupce koncentrován. V souladu s první částí této úlohy získáváme
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Celkový náboj opět získáme integrací, tentokrát však v mezích od nuly do R
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 Nyní použijeme Gaussovu větu a provedeme úpravy, jejichž správnost jsme zdůvodnili v předchozích úlohách
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Intenzita elektrického pole uvnitř koule je tedy dána vztahem 
[image: image1013.wmf](
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, vně koule pak platí 
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Závislost intenzity na vzdálenosti od středu je patrná z obrázku.


[image: image1015]
Doplňující otázka: V jaké vzdálenosti od středu bude intenzita elektrického pole maximální?

90.          Dvě stejné vodní kapky jsou nabity na potenciál 
[image: image1016.wmf]j

. Určete potenciál kapky, která vznikne jejich spojením.

ŘEŠENÍ:  Každá z kapek bude mít náboj Q, což znamená, že na kapce, která vznikne jejich spojením, bude náboj 2
[image: image1017.wmf]Q

×

. Nyní určíme, jaký poloměr bude mít kapka vzniklá spojením, když poloměr každé z kapek je R. Pro objemy bude platit vztah 
[image: image1018.wmf],
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což při předpokládaném kulovém tvaru kapek dává 
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Pro kapacitu kuličky vzniklé spojením proto bude platit vztah 
[image: image1020.wmf]3

0

2

4

×

×

×

×

=

R

C

v

e

p

.

Ze známého vztahu udávajícího souvislost mezi potenciálem, kapacitou a nábojem již po dosazení a provedení jednoduchých úprav získáme  výsledek
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[image: image1022.wmf]j
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Pro potenciál kapky vzniklé spojením dvou stejných kapek tedy platí vztah
[image: image1023.wmf]j
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91.        Z vodivé mýdlové bubliny o poloměru 
[image: image1024.wmf]cm
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 nabité na potenciál 
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 vznikne po prasknutí kapka o poloměru 
[image: image1026.wmf]cm
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ŘEŠENÍ: Náboj na mýdlové bublině musí být v souladu se zákonem zachování náboje stejný jako náboj na kapce. S využitím známého vztahu 
[image: image1027.wmf]j
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  a vzorce pro výpočet kapacity koule můžeme psát
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Potenciál kapky bude 
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92.         Vzduchový kondenzátor má kapacitu 
[image: image1030.wmf]pF
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 a vzdálenost desek je 
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. Doprostřed mezi desky vložíme plech o tloušťce 
[image: image1032.wmf]mm
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. Jaká bude nová kapacita celého zařízení? 

ŘEŠENÍ: V plechu vznikne elektrické pole namířené proti vnějšímu elektrickému poli v kondenzátoru tak, aby celková intenzita v plechu byla nulová. Nově vzniklé zařízení si tedy můžeme představit jako vzduchový kondenzátor, jehož vzdálenost desek je rovna původní vzdálenosti zmenšené o tlouštku plechu.  S využití vztahu pro kapacitu deskového kondenzátoru můžeme psát 
[image: image1033.wmf]x
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, kde S je obsah desek. Ten se vložením plechu samozřejmě nezmění, a proto jej můžeme vyjádřit ze vztahu pro velikost kapacity původního kondenzátoru. Platí
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Po dosazení do vztahu pro kapacitu kondenzátoru s plechem získáváme
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Kapacita nově vzniklého zařízení bude 
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93.           Najděte kapacitu mezi body A,B. Přivedeme-li do bodu E náboj 
[image: image1037.wmf]C
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, jaký bude rozdíl potenciálů mezi body E a  F? (viz obr.) Kapacity kondenzátorů jsou: 
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ŘEŠENÍ: Kapacitu mezi body A a B určíme tak, že budeme postupně nahrazovat skupiny kondenzátorů zapojených sériově či paralelně jedním kondenzátorem, jehož kapacitu určíme na základě známých vztahů pro spojování kondenzátorů. Postupnými úpravami budeme síť zjednodušovat, až nakonec zbyde jediný kondenzátor, jehož kapacita bude rovna kapacitě mezi uvedenými body. Bude platit
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[image: image1050]
Při určování rozdílu potenciálů mezi body E a F budeme postupovat tak, že nejprve spočteme kapacitu mezi těmito body a poté využijeme známý vztah 
[image: image1051.wmf]U
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. Při počítání kapacity budeme používat postup popsaný v první části této úlohy . Bude platit
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[image: image1058]
Kapacita mezi body A a B je 
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. Rozdíl potenciálů mezi body E a F je 
[image: image1060.wmf].
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94.           Vzduchový rovinný kondenzátor složený ze dvou desek vzdálených 
[image: image1061.wmf]mm
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 nabijeme na napětí 
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ŘEŠENÍ: Celková intenzita homogenního elektrického pole v kondenzátoru se spočítá podle vztahu 
[image: image1064.wmf]d
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 . Toto elektrické pole však vzniká složením elektrických polí jednotlivých desek, jež mají v prostoru mezi deskami stejný směr. Protože velikost náboje na obou deskách je stejná, je stejná i intenzita elektrického pole každé z desek. Proto můžeme psát pro intenzitu elektrického pole jedné z desek vztah 
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Sílu, kterou tato deska působí na druhou desku (dle zákona akce a reakce druhá deska působí na první silou stejně velkou a opačně orientovanou), pak spočteme v souladu s definičním vztahem intenzity elektrického pole takto
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kde Q je náboj koncentrovaný na desce kondenzátoru. 

S využitím vztahu 
[image: image1067.wmf]U
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 a známého vzorce pro výpočet kapacity deskového kondenzátoru dostáváme 
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Desky se tedy přitahují silou 
[image: image1069.wmf]N
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95.       2 desky rovinného kondenzátoru o ploše 
[image: image1070.wmf]2
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 jsou nabity na napětí 
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ŘEŠENÍ:  Práce vykonaná vnější silou bude rovna přírůstku energie elektrického pole kondenzátoru. Můžeme tedy psát
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Vzhledem k tomu, že náboj na kondenzátoru se při oddálení desek nezmění, bude platit 
[image: image1075.wmf]1
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, což po dosazení dává
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Při oddálení desek se tedy vykoná práce 
[image: image1077.wmf]mJ.
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96.        2 kondenzátory o stejné kapacitě C jsou připojeny paralelně ke zdroji napětí U. Pak jsou odpojeny od zdroje. Jeden kondenzátor vyplníme dielektrikem. Určete volný náboj, který přejde z jednoho kondenzátoru na druhý, a napětí na kondenzátorech. 

ŘEŠENÍ: Oba kondenzátory se po připojení ke zdroji nabijí na napětí U a vytvoří se na nich náboj Q. Po vyplnění dielektrikem se kapacita vyplněného kondenzátoru změní na 
[image: image1078.wmf]C
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 a napětí , jenž samozřejmě musí být na obou kondenzátorech stejné, na 
[image: image1079.wmf]1
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. Pro náboje na jednotlivých kondenzátorech po vyplnění jednoho z nich dielektrikem poté musí platit
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Vzhledem k platnosti zákona zachování náboje musí být součet nábojů na obou kondenzátorech před a po vyplnění jednoho z nich dielektrikem stejný. Můžeme tedy psát
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Tímto výpočtem jsme určili napětí na kondenzátorech po vyplnění. Náboj, který přešel z jednoho kondenzátoru na druhý, bude zjevně roven polovině výsledného rozdílu na obou kondenzátorech. Platí  tedy
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Napětí na kondenzátoru bude po vyplnění dielektrikem dáno vztahem 
[image: image1084.wmf]r
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Z jednoho kondenzátoru na druhý přejde náboj  
[image: image1085.wmf](
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97.         Vypočtěte kapacitu válcového kondenzátoru výšky l = 20 cm s poloměry 
[image: image1086.wmf]=

1

r

 3 cm a 
[image: image1087.wmf]=
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4 cm, je-li mezi deskami vakuum.

ŘEŠENÍ: V první řadě musíme určit intenzitu elektrického pole v prostoru mezi deskami válcového kondenzátoru. K výpočtu této intenzity použijeme Gaussovu větu. Zvolíme si Gaussovu plochu ve tvaru válcové plochy, jejíž osa bude splývat s osami jednotlivých válcových elektrod kondenzátoru (viz obr.). Tento válec bude mít stejnou výšku jako kondenzátor a poloměr jeho podstavy r bude větší než 
[image: image1088.wmf]1

r

, ale větší než 
[image: image1089.wmf]2
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. Nyní použijeme Gaussovu větu, která musí být splněna pro libovolnou uzavřenou plochu    
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[image: image1091]
Válec je tvořen dolní a horní podstavou a pláštěm. Tyto plochy si po řadě označíme 
[image: image1092.wmf]3
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. V souladu s pravidly pro počítání s plošnými integrály poté bude platit


[image: image1093.wmf]òò

òò

òò

òò

=

×

+

×

+

×

®

=

×

2

3

1

0

0

d

d

d

d

S

S

S

S

Q

S

E

S

E

S

E

Q

S

E

e

e

r

r

r

r

r

r

r

r

.

Vzhledem k symetrii bude vektor 
[image: image1094.wmf]E

r

 v každém bodě obou podstav kolmý na vektor 
[image: image1095.wmf]S
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d

 . Naopak ve všech bodech pláště budou mít tyto vektory stejný směr. Dále platí, že velikost vektoru 
[image: image1096.wmf]E
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 je v rámci pláště válce konstantní. Na základě těchto úvah můžeme s využitím známých vlastností skalárního součinu psát
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Nyní určíme napětí mezi oběma elektrodami. To můžeme pomocí intenzity vyjádřit vztahem 
[image: image1099.wmf]ò
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.  Pokud integrační cestu zvolíme podle obrázku, můžeme psát
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Pomocí vztahu 
[image: image1101.wmf]U
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 určíme kapacitu válcového kondenzátoru
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Kapacita válcového kondenzátoru je tedy 
[image: image1103.wmf]pF
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98.        Vypočtěte kapacitu C kulového kondenzátoru tvořeného dvěma soustřednými kulovými plochami o poloměrech 
[image: image1104.wmf]1

r

, 
[image: image1105.wmf]2
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, je-li mezi nimi vakuum..


[image: image1106]
 ŘEŠENÍ: Stejně jako v minulé úloze musíme nejpve určit intenzitu elektrického pole v oblasti mezi elektrodami. Za Gaussovu plochu si tentokrát zvolíme kulovou plochu , jenž bude mít stejný střed jako elektrody kondenzátoru a poloměr r, jenž bude větší než 
[image: image1107.wmf]1
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, ale menší než 
[image: image1108.wmf]2
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 (viz obr.). Uvědomíme si, že intenzita elektrického pole musí ve všech bodech směřovat od středu, přičemž tato intenzita musí mít ve všech bodech uvažované Gaussovy plochy stejnou velikost. Tyto poznatky plynoucí ze středové symetrie zdůvodňují spolu s vlastnostmi skalárního součinu následující úpravy Gaussovy věty
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Nyní určíme napětí mezi oběma elektrodami. To můžeme pomocí intenzity vyjádřit vztahem 
[image: image1111.wmf]ò
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 . Pokud integrační cestu zvolíme podle obrázku, můžeme psát
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Porovnáním se vztahem 
[image: image1113.wmf]U
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Kapacita kulového kondenzátoru je tedy dána vztahem 
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99.         Vypočtěte kapacitu deskového kondenzátoru s deskami o ploše S, je-li mezi nimi sklo o tloušťce 
[image: image1116.wmf]1
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 a relativní permitivitě 
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 z obou stran pokryté vrstvou parafínu o tloušťkách 
[image: image1118.wmf]2

d

 
[image: image1119.wmf](
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ŘEŠENÍ: Můžeme si představit, že kondenzátor je složen ze tří sériově zapojených kondenzátorů o tloušťkách 
[image: image1120.wmf]1
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 a 
[image: image1121.wmf]2
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 a relativních permitivitách dielektrika 
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,

2

r

r

e

e

 a 
[image: image1123.wmf]2
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. Plocha všech tří kondenzátorů je rovna S. Pro celkovou kapacitu pak platí v souladu s pravidlem pro sériové spojování kondenzátorů vztah 
[image: image1124.wmf]3
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. Využitím vzorce pro výpočet kapacity deskového kondenzátoru s dielektrikem poté získáváme
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[image: image1126.wmf]2
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Kapacita deskového kndenzátoru je dána vztahem  
[image: image1127.wmf].
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100.       Vypočtěte kapacitu deskového kondenzátoru s plochami S  a vzdáleností d, je-li polovina kondenzátoru vyplněna dielektrikem o relativní permitivitě 
[image: image1128.wmf]r

e

.

ŘEŠENÍ: Kondenzátor je v podstatě složen ze dvou paralelně spojených kondenzátorů o plochách desek 
[image: image1129.wmf]2

S

, z nichž jeden je vyplněn dielektrikem. S využitím vztahu pro určení kapacity paralelně spojených kondenzátorů a vzorce pro výpočet kapacity deskového kondenzátoru
můžeme psát
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Kapacita kondenzátoru je tedy dána vztahem 
[image: image1131.wmf](
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101.         Dvě kovové kuličky mají stejný poloměr a stejný náboj 
[image: image1132.wmf]C
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. Jedna kulička je ponořena do nádoby s olejem o relativní permitivitě 
[image: image1133.wmf]3

=

r

e

 a druhá je ve vzduchu. Jak velké budou náboje na kuličkách, spojíme-li je drátem?

ŘEŠENÍ: Po spojení obou kuliček drátem přejde část náboje z kuličky na vzduchu na kuličku v oleji. Celkový náboj na obou kuličkách však musí být stejný jako před spojení vodičem. Označíme-li si náboj na kuličce ve vzduchu 
[image: image1134.wmf]1
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 a v oleji 
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 bude platit vztah 
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. Po spojení obou kuliček vodičem bude přecházet náboj z kuličky na vzduchu na kuličku v oleji až do chvíle, kdy se na obou kuličkách vyrovnají potenciály. Poté se soustava ustálí a k dalším přesunům náboje již nebude docházet. V tomto ustáleném stavu tedy bude potenciál obou kuliček stejný. S využitím známých vztahů pro potenciál a kapacitu kuličky poté můžeme psát
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Pomocí vzorce 
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Na kuličkách budou náboje 
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102.       Kovová vodivá koule o poloměru 
[image: image1143.wmf]cm
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 je ponořena do poloviny do petroleje, jehož relativní permitivita je 
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. Jaká je kapacita této koule a jaký je na ní náboj, je-li nabita na potenciál 
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ŘEŠENÍ: Uvažujme, že kdyby celá koule byla na vzduchu, byl by její náboj 
[image: image1146.wmf]1
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. Naopak, kbyby celá koule byla ponořena do petroleje, byl by její náboj 
[image: image1147.wmf]2
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. Protože však ve skutečnosti je horní polovina koule na vzduchu a dolní polovina v petroleji, je celkový náboj koule 
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. V našich dalších úvahách využijeme poznatku, že potenciál je ve všech částech vodiče stejný. V bodech koule nacházejících se na vzduchu je potenciál stejný, jako kdyby na vzduchu byla celá koule, a to 
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 Stejným způsobem zjistíme, že v bodech nacházejících se v oleji je potenciál
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Z konstantnosti potenciálu v rámci vodiče dostáváme
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Pro kapacitu koule pak bude evidentně platit tento výpočet:
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Pro náboj poté užitím známého vzorce dostaneme
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Kapacita koule je tedy 
[image: image1154.wmf]pF
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103.          Deskový kondenzátor o energii 
[image: image1156.wmf]J
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 je zaplněn dielektrikem a je odpojen od zdroje napětí. Určete relativní permitivitu dielektrika, jestliže na jeho vyjmutí z kondenzátoru se musí vykonat práce 
[image: image1157.wmf]J.
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ŘEŠENÍ: Práce vykonaná při vytahování dielektrika se rovná přírůstku energie kondenzátoru. Označíme-li energii kondenzátoru bez dielektrika 
[image: image1158.wmf]2
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, bude platit vztah 
[image: image1159.wmf]W

E

E

+

=

1

2

. Pro tyto energie budou s využitím vzorce pro výpočet kapacity deskového kondenzátoru platit vztahy


[image: image1160.wmf]S

d

Q

d

S

Q

C

Q

E

r

r

×

×

×

×

=

×

×

×

=

×

=

0

2

0

2

1

2

1

2

2

2

e

e

e

e

  ; 
[image: image1161.wmf]S
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Pro podíl 
[image: image1162.wmf]1
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Vzhledem k platnosti vztahu 
[image: image1164.wmf]W
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Relativní permitivita dielektrika je tedy 
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104.         Na stromě ve výšce 
[image: image1167.wmf]m
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 nad zemí visí kulička nesoucí kladný náboj 
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 Jakou rychlostí musíme z bodu ležícího na povrchu Země přímo pod visící kuličkou vrhnout svisle vzhůru kuličku o hmotnosti 
[image: image1169.wmf]g
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ŘEŠENÍ: Na svisle vzhůru vrženou kuličku bude působit tíhová síla 
[image: image1171.wmf]G
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 a elektrostatická síla 
[image: image1172.wmf]e
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 . Zatímco tíhová síla bude vzhledem k skutečnosti, že se pohybujeme v homogenním tíhovém poli Země, konstantní, elektrostatická síla se bude s přibližováním obou kuliček zvětšovat. K přitažení obou kuliček dojde v případě, že vržená kulička dosáhne bodu, kdy obě uvedené síly budou mít stejnou velikost. Výšku tohoto bodu x nad zemí určíme pomocí Coulombova zákona a známého vztahu pro velikost tíhové síly. Bude platit
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K tomu, abychom určili minimální počáteční rychlost při níž dojde ke spojení kuliček, zapojíme do hry zákon zachování energie. Budeme uvažovat mezní případ, kdy kulička dosáhne požadovaného bodu v okamžiku, kdy je její rychlost nulová. Součet počáteční kinetické energie a práce, kterou vykonala elektrostatická síla, se musí rovnat potenciální tíhové energii v uvažovaném bodě. Uvědomíme-li si, že práce vykonaná elektrostatickou silou při přiblížení bodového náboje q k dalšímu bodovému náboji Q, který je opačné polarity, ze vzdálenosti 
[image: image1174.wmf]2
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 na vzdálenost 
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 je dána vztahem 
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můžeme psát
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S využitím výše uvedeného vztahu pro x poté dostáváme
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Kuličce musíme udělit rychlost 
[image: image1180.wmf]1

s

m

83

,

5

-

×

=

v

.

[image: image2439.wmf]v

F

r

105.      Máme dva kladné bodové náboje o velikosti 
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. Vzdálenost těchto pevně umístěných nábojů je 
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 Kam na osu spojnice těchto nábojů musíme umístit záporný náboj o stejné velikosti, aby na něj působící elektrostatická síla byla co největší? Jakou práci musíme vykonat při přemístění uvedeného náboje ze středu spojnice do zmíněného bodu? 

ŘEŠENÍ: Nejprve musíme najít funkci udávající závislost velikosti působící síly na vzdálenosti x zkušebního náboje od středu spojnice obou pevných nábojů. S využitím faktu, že síly od obou uvedených nábojů musí být vzhledem k stejné velikosti těchto nábojů stejné, můžeme psát
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Maximum této funkce určíme tak, že ji derivujeme podle x a derivaci položíme rovnu nule
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Pomocí druhé derivace bychom se se snadno přesvědčili, že jde skutečně o maximum. Na zkušební náboj tedy v rámci osy spojnice obou pevných nábojů působí největší síla ve vzdálenosti 
[image: image1187.wmf]cm
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 od středu spojnice. 

Nyní se budeme věnovat druhé části úlohy, jíž je určení práce vykonané vnějšími silami při přesouvání zkušebního náboje ze středu spojnice pevných nábojů do bodu, kde působí největší síla. Využijeme přitom v první části úlohy získané znalosti závislosti síly na vzdálenosti x. Pro celkovou vykonanou práci bude platit vztah
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Při integrování jsme využili substituci 
[image: image1190.wmf].
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Celková práce při přesunutí zkušebního náboje je tedy 
[image: image1191.wmf].
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106.        Deskový kondenzátor po nabití na napětí U vtahuje do prostoru mezi deskami dielektrikum o relativní permitivitě 
[image: image1192.wmf]r

e

. Obdélníkové desky kondenzátoru mají plošný obsah S, délku l a jejich vzájemná vzdálenost je d. Určete závislost velikosti síly, jíž je diekektrikum vtahováno, na vzdálenosti x (viz obr.). 
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ŘEŠENÍ: Nejprve spočítáme kapacitu kondenzátoru v případě, že dielektrikum se nachází v poloze dané vzdáleností x. Celková kapacita kondenzátoru kondenzátoru je dána součtem kapacit části vyplněné dielektrikem a části, do níž dielektrikum nezasahuje (jde v podstatě o paralelní zapojení dvou kondenzátorů).  S využitím známého vztahu pro výpočet kapacity deskového kondenzátoru pak můžeme psát
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Sílu, kterou kondenzátor vtahuje vtahuje dielektrikum, poté určíme následující úvahou. Vzdálenost x se při vtahování zvětší na x + dx. Díky tomu se pochopitelně zvětší i kapacita kondenzátoru. Diferencováním výše uvedeného vztahu pro kapacitu získáváme pro přírůstek dC  vztah
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Změna elektrostatické energie kondenzátoru se musí rovnat práci vykonané při vtahování dielektrika na dráze dx. Pomocí známého vztahu pro energii kondenzátoru můžeme tento fakt zapsat následovně: 


[image: image1195.wmf](

)

x

F

C

C

Q

C

Q

d

d

2

2

2

0

2

0

×

=

+

×

-

×

,

 kde 
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 je náboj kondenzátoru. Levou stranu rovnosti vyjadřující zákon zachování energie při vtahování dielektrika můžeme upravit
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Použitím výše uvedených vztahů můžeme přepsat uvažovanou rovnost do tvaru, z něhož již přímo určíme velikost síly F.
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[image: image1199.wmf](
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  (V).

Velikost síly, jíž je vtahováno dielektrikum, je dána vztahem (V).
Část 4 – elektrický proud, elektrolýza

107.            K osvětlovacímu tělesu prochází kabelem z akumulátorové baterie 
[image: image1200.wmf]19
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 elektronů za sekundu. Jaký proud prochází vodičem?

ŘEŠENÍ: Elektrický proud lze definovat jako množství náboje prošlé vodičem za jednotku času. Proto můžeme psát


[image: image1201.wmf] 

.

A

8

=

×

=

=

t

e

n

t

Q

I


Vodičem protéká proud 
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108.         Olověný akumulátor je nabit nábojem 
[image: image1203.wmf]C
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. Jak dlouho můžeme akumulátor používat bez nabití, užíváme-li ho jako zdroj napětí pro elektrický obvod se žárovkou, kterou prochází proud 
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ŘEŠENÍ: Přímým použitím známého vztahu  pro elektrický proud dostáváme


[image: image1205.wmf]h

100

=

=

®

=

I

Q

t

t

Q

I

.

Akumulátor můžeme bez nabití používat po dobu 
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109.                Jaký elektrický náboj projde vodičem za 
[image: image1207.wmf]s
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, jestliže 

a)   je proud stálý 
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b)   proud rovnoměrně roste od 
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ŘEŠENÍ: a)                                             
[image: image1211.wmf]C
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b) Využijeme faktu, že při rovnoměrném růstu proudu projde vodičem stejný náboj, jako kdyby jím protékal stálý proud, jehož velikost je průměrem počáteční a koncové hodnoty proudu při rovnoměrném růstu. Pro celkový prošlý náboj tedy můžeme psát
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Při stálém proudu  projde vodičem náboj 
[image: image1213.wmf]C
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. Při rovnoměrném růstu projde náboj 
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110.             Proud I se mění s časem podle vztahu 
[image: image1215.wmf]t
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. Vypočtete jaký náboj projde vodičem mezi 2. a 6. sekundou.

ŘEŠENÍ: Tentokrát není proud procházející vodičem konstantní, ale je funkcí času. V takových případech určíme celkový prošlý náboj v době od 
[image: image1218.wmf]1
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 do 
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 pomocí vztahu 
[image: image1220.wmf](

)

dt

t

I

Q

t

t

ò

=

2

1

. V našem konkrétním případě se však integrování můžeme vyhnout. Stačí, když si uvědomíme, že při rovnoměrném růstu proudu projde vodičem stejný náboj, jako kdyby jím protékal stálý proud, jehož velikost je průměrem počáteční a koncové hodnoty proudu při rovnoměrném růstu. Pro celkový prošlý náboj tedy můžeme psát
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Můžete si ověřit, že ke stejnému výsledku se dostaneme i užitím vztahu 
[image: image1222.wmf](
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. Je třeba zdůraznit, že tento vzorec funguje i pro složitější než lineární funkční závislosti proudu na čase, zatímco náš postup lze uplatnit jen při rovnoměrném růstu proudu.

111.          Určete náboj, který prošel vodičem o odporu 
[image: image1223.wmf]W

=

3

R

 při rovnoměrném růstu napětí mezi konci vodiče ze 
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ŘEŠENÍ:  Při rovnoměrném růstu napětí a stálem odporu bude v souladu s Ohmovým zákonem rovnoměrně růst i proud procházející vodičem. V předcházejících příkladech jsme si řekli, že při rovnoměrném růstu proudu můžeme celkový prošlý náboj spočítat pomocí vztahu
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 je počáteční a 
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 koncový proud tekoucí vodičem. Užitím Ohmova zákona můžeme dále psát   
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Vodičem tedy projde náboj 
[image: image1231.wmf]C
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112.          Drát kruhového průřezu délky 
[image: image1232.wmf]m
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 o průměru 
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. Jak dlouhý musí být drát z téhož materiálu o dvojnásobném poloměru, aby měl stejný odpor. Určete měrný elektrický odpor materiálu, z něhož je vodič vyroben.

ŘEŠENÍ: Užitím známého vztahu pro odpor vodiče můžeme psát
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Pomocí stejného vztahu určíme i měrný elektrický odpor materiálu
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Drát musí mít délku 
[image: image1237.wmf]m
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. Měrný elektrický odpor materiálu je 
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113.             Konstantan má měrný odpor 
[image: image1239.wmf]m
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. Určete délku drátu z konstantanu o průměru 
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. Jak dlouhý měděný drát téhož průměru má stejný odpor, je-li měrný elektrický odpor mědi 
[image: image1242.wmf]m

10

55

,

1

8

2

×

W

×

=

-

r

.

ŘEŠENÍ: Délku drátu určíme jednoduchou úpravou vztahu pro výpočet odporu vodiče
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Pomocí stejného vztahu vyřešíme i druhou část úlohy
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Délka drátu z konstantanu je 
[image: image1245.wmf]m
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. Měděný drát by měl délku délku 
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114.           Nikelinový drát s měrným elektrickým odporem 
[image: image1247.wmf]m
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[image: image1248.wmf]m
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. Jakou délku má konstantanový drát s měrným odporem 
[image: image1249.wmf]m
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, jehož odpor i průměr jsou stejné jako u nikelinového drátu.

ŘEŠENÍ: Pomocí klasického vztahu pro výpočet odporu vodiče získáváme
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Konstantanový drát má délku 
[image: image1251.wmf]m
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115.        Určete proudovou hustotu v železném vodiči o délce 
[image: image1252.wmf]m
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[image: image1253.wmf]V
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, když měrný elektrický odpor železa je 
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ŘEŠENÍ: Pro proudovou hustotu platí za předpokladu, že je v celém průřezu vodiče konstantní, což je v našem případě splněno, vztah 
[image: image1255.wmf]S
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 . Ohmův zákon a vztah pro výpočet odporu vodiče poté zdůvodňují následující úpravy:


[image: image1256.wmf]2

6

m

A

10

1

,

6

-

×

×

=

×

=

×

×

=

×

=

=

=

l

U

S

S

l

U

S

R

U

S

R

U

S

I

j

r

r

.

Proudová hustota ve vodiči je 
[image: image1257.wmf]2
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116.         Jaké napětí lze vložit do konce cívky, která má 
[image: image1258.wmf]000
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 závitů měděného drátu o středním průměru závitu 
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, je-li přípustná proudová hustota 
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ŘEŠENÍ: Nejprve musíme spočítat celkovou délku drátu tvořícího cívku. Pro ni bude platit vztah 
[image: image1261.wmf]d
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, kde n je počet závitů cívky. Užitím Ohmova zákona a vzorců pro výpočet hustoty proudu a odporu vodiče poté dostáváme
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Je možné vložit napětí 
[image: image1263.wmf]V

4

,

6

=

U

.

117.         Jak velký je měrný elektrický odpor vodiče o průřezu 
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ŘEŠENÍ: Přímým užitím Ohmova zákona a vztahu pro výpočet odporu vodiče získáváme
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Měrný elektrický odpor vodiče je 
[image: image1269.wmf]m
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118.           Jak velké napětí je mezi dvěma body měděného drátu o průměru 
[image: image1270.wmf]mm
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, jestliže tyto body jsou od sebe vzdáleny 
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ŘEŠENÍ: Pomocí Ohmova zákona a vzorce pro výpočet odporu vodiče získáváme
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Mezi dvěma body měděného drátu je napětí 
[image: image1275.wmf]V
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119.           Dva dráty ze stejného materiálu mají stejnou hmotnost. První drát je n-krát delší. V jakém poměru jsou elektrické odpory drátů?

ŘEŠENÍ: Protože mají dráty stejnou hmotnost a jsou vyrobeny ze stejného materiálu, budou i jejich objemy stejné. Proto můžeme psát
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(při úpravě jsme využili faktu, že první drát je n-krát delší než druhý).  Nyní již můžeme pro výpočet obou odporů použít známý vzorec a výsledky dát do poměru
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Elektrické odpory jsou tedy v poměru 
[image: image1280.wmf]1
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120.              Výstupní napětí na elektroinstalaci je 
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 od stanice. Určete průřez měděného vodiče, který je nutno použít pro dvouvodičové vedení mezi elektroinstalací a spotřebičem, je-li proud 
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 a ztráty napětí ve vodičích nesmí přesáhnout 3 %. Měrný elektrický odpor mědi je
[image: image1284.wmf]m

10

17

9

×

W

×

=

-

r

.

ŘEŠENÍ: Skutečnost, že ztráty nesmějí překročit 3 % neznamená nic jiného, než že mezi krajními body vodiče o délce 10 km muže být napětí nejvýše 1,5 % z výstupního napětí na instalaci. Vedení je totiž dvouvodičové, a proto na každý z vodičů připadá právě polovina celkových ztrát. Pomocí Ohmova zákona a vzorce pro výpočet odporu vodiče pak získáváme


[image: image1285.wmf]2

1

mm

40

015

,

0

=

×

×

×

=

×

=

×

=

®

×

=

U

l

I

I

U

l

R

l

S

S

l

R

r

r

r

r

. 

Průřez vodiče může být nejvýše 
[image: image1286.wmf]2
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121.           Vypočtěte odpor vodiče z grafitu, který je vyroben ve tvaru kolmého komolého kužele o výšce 
[image: image1287.wmf]cm
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. Měrný elektrický odpor grafitu při této teplotě je 
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ŘEŠENÍ: Můžeme si představit, že komolý kužel je složen z obrovského počtu válcových elementů o diferenciálně malé výšce dx. Proto nejprve určíme odpor jednoho z těchto elementů ve vzdálenosti x od horní podstavy komolého kužele. Bude platit 
[image: image1292.wmf]2
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. Nyní musíme poloměr podstavy válečku vyjádřit pomocí jeho vzdálenosti od horní podstavy, poloměrů podstav  a výšky kužele. Z podobnosti trojúhelníků (viz obr.) získáváme 
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Celkový odpor komolého kužele určíme tak, že sečteme  příspěvky od všech elementů. Matematicky tento součet vyjádříme jako určitý integrál, přičemž integrovat budeme od 0 do v, protože proměnná x udávající vzdálenost elementu od horní podstavy se spojitě mění právě v tomto intervalu.
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 (při integrování jsme použili substituci 
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Odpor komolého kužele je 
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122.            Rovinný prstenec tvaru mezikruží o poloměrech 
[image: image1300.wmf]1
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, 
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 a tloušťce h je z materiálu o měrném odporu 
[image: image1302.wmf]r

. Najděte odpor prstence, když 

a) kontakty jsou hraniční kružnice;


b) je rozříznut a kontakty jsou v rozříznutém místě.


[image: image1303]
ŘEŠENÍ: a) Ve vzdálenosti r od středu mezikruží  si vytkneme  element v podobě prstence se středem ve středu mezikruží a šířce dr (viz obr.) a určíme jeho odpor dR. Tento element můžeme pokládat za část vodiče o délce dr a průřezu 
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, a proto pro jeho odpor dR  platí vztah
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Můžeme si představit, že jednotlivé elementy jsou zapojeny sériově, a proto celkový odpor mezikruží určíme tak, že sečteme odpory všech elementů, což provedeme pomocí určitého integrálu. Integrovat budeme  v mezích daných poloměry mezikruží, neboť právě v těmito polměry daném intervalu se spojitě mění vzdálenost jednotlivých elementů od středu. Bude platit
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b) Element dr si vytkneme stejným způsobem jako v první části příkladu. Tentokrát však vzhledem k jinému zapojení budeme muset tento element pokládat za část vodiče o délce 
[image: image1307.wmf]r
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 a průřezu 
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 . Pro elementární odpor dR poté bude platit
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Celkový odpor opět určíme pomocí integrace v mezích daných poloměry mezikruží. Musíme si však  uvědomit, že jednotlivé elementy jsou zapojeny jakoby paralelně, a proto pro celkový odpor mezikruží bude platit
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Odpor mezikruží v prvním zapojení je 
[image: image1311.wmf]1

2

ln

2

r

r

h

R

×

×

×

=

p

r

, ve druhém zapojení 
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123.         Jaký proud poteče prostředím tvaru kulových ploch o měrném odporu 
[image: image1313.wmf]r

, je-li mezi nimi napětí U?
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ŘEŠENÍ: Nejprve musíme určíme odpor uvažovaného prostředí. Za tímto účelem si ve vzdálenosti r od středu kulových ploch vytkneme element ve tvaru kulové slupky o tloušťce dr a určíme jeho elementární odpor dR. Element můžeme pokládat za část vodiče o délce dr a průřezu 
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Můžeme si představit, že jednotlivé elementy jsou spojeny sériově, a proto celkový odpor prostředí  určíme tak, že sečteme všechny elementární odpory. Matematicky tento součet vyjádříme určitým integrálem, přičemž integrovat budeme v mezích daných poloměry kulových ploch
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Pro procházející proud pak získáme pomocí Ohmova zákona vztah
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Proud procházející prostředím kulových ploch je 
[image: image1318.wmf](
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124.            Vlákno žárovky je z wolframu, který má teplotní koeficient odporu 
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. Odpor vlákna při 
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[image: image1321.wmf]W
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. Určete odpor vlákna při teplotě 
[image: image1322.wmf]C
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ŘEŠENÍ: Použitím známého vztahu udávající  závislost odporu na teplotě získáváme


[image: image1323.wmf](
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Při teplotě 2000˚ C má vlákno žárovky odpor 
[image: image1324.wmf]W
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125.           Konstantanový drát má při teplotě 
[image: image1325.wmf]C
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[image: image1327.wmf]C
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 odpor 
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. Určete teplotní koeficient odporu konstantanu.

ŘEŠENÍ: Hledaný koeficient získáme jednoduchou úpravou ze vzorce určujícího závislost odporu na teplotě. Bude platit
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Teplotní koeficient odporu konstantanu je 
[image: image1330.wmf]1
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126.           Odpor 
[image: image1331.wmf]W
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 žárovky připojené k síti je patnáctkrát větší při teplotě 
[image: image1332.wmf]C

500

2

2

°

=

t

 než při teplotě 
[image: image1333.wmf]C
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. Určete odpor při teplotě 10˚ C a teplotní koeficient odporu.

ŘEŠENÍ: Nejprve určíme teplotní koeficient odporu. Díky platnosti známého vztahu udávajícího závislost odporu na teplotě můžeme psát
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Odpor při teplotě 10˚ C určíme s pomocí vzorce 
[image: image1335.wmf]R
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. Bude platit
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Odpor žárovky při teplotě 10˚ C je 
[image: image1337.wmf]W

=

3

,

32

0

R

. Teplotní koeficient odporu je 
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127.         Kolikrát musíme zvýšit napětí na svorkách elektrické pece při zahřátí z 
[image: image1339.wmf]C

0

1

°

=

t

 na 
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 , chceme-li, aby se velikost proudu nezměnila. Teplotní koeficient odporu topného drátu je 
[image: image1341.wmf]1
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme pomocí známého vztahu kolikrát se při zahřátí zvětšil odpor topného drátu. Pro podíl odporů po a před zahřátím bude platit
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Dále si uvědomíme, že při požadovaném zachování velikosti proudu se musí v souladu s tvarem Ohmova zákona zvětšit napětí tolikrát, kolikrát se zvětšil odpor topného drátu. Pro podíl napětí po a před zahřátím tedy musí platit vztah
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Napětí na svorkách elektrické pece se tedy při zahřátí musí zvýšit 5,8-krát.

128.         Žárovkou připojenou na síť 
[image: image1344.wmf]V
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 prochází při teplotě 
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 proud 
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. Jak velký je nárazový proud při rozsvícení žárovky, jež se odehrává při teplotě 
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? Teplotní součinitel odporu materiálu, z něhož je vlákno, je 
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ŘEŠENÍ: Pomocí Ohmova zákona určíme odpor vlákna žárovky R při teplotě 2500˚ C. Poté využijeme vztah udávající závislost odporu na teplotě a spočteme odpor 
[image: image1349.wmf]0

R

 při teplotě 20˚ C. Opětovným použitím Ohmova zákona již snadno získáme hledaný nárazový proud


[image: image1350.wmf](
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[image: image1351.wmf](
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Nárazový proud při rozsvícení žárovky je 
[image: image1352.wmf]A
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129.               Měděná tyčinka o délce 
[image: image1353.wmf]1
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, teplotním koeficientu odporu 
[image: image1354.wmf]1
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 a měrném elektrickém odporu 
[image: image1355.wmf]1
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 a grafitová tyčinka o délce 
[image: image1356.wmf]2
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, teplotním koeficientu odporu 
[image: image1357.wmf]2

a

 a měrném elektrickém odporu 
[image: image1358.wmf]2
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 jsou zapojeny sériově. Určete poměr jejich délek tak, aby celkový odpor této soustavy nezávisel při zanedbání délkové roztažnosti materiálu na teplotě.

ŘEŠENÍ: Při zahřátí soustavy se odpor měděné tyčinky zvýší, zatímco odpor tyčinky grafitové poklesne. My požadujeme, aby velikosti změn obou odporů byly stejně velké. S využitím vztahu pro změnu odporu při změně teploty můžeme psát
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Poměr délek obou tyčinek je dán vztahem
[image: image1360.wmf]1
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130.           Dvě tyčinky stejného průměru, jedna ze železa a druhá z uhlíku, jsou spojeny za sebou. Při jakém poměru délek obou tyčinek nebude odpor této soustavy záviset na teplotě? Měrný elektrický odpor železa je 
[image: image1361.wmf]cm
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. Měrný elektrický odpor uhlíku je 
[image: image1363.wmf]cm
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ŘEŠENÍ: Naprosto stejným postupem jako v minulé úloze se dostaneme k podmínce
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Železná tyčinka musí být 444-krát delší než tyčinka uhlíková. 

Při řešení úloh tohoto typu si především musíme uvědomit, že odpor soustavy složené z dvou sériově spojených tyčinek může být teplotně nezávislý pouze v případech, kdy odpor jedné z tyčinek při zahřívání roste a odpor druhé klesá. V případě železa a uhlíku či měďi a grafitu je tato podmínka splněna, neboť uhlík a grafit jsou polovodiče a u polovodičů odpor s rostoucí teplotou klesá. Při spojení dvou kovových tyčinek by odpor celé soustavy musel bez ohledu na jejich délku růst, a teplotní nezávislosti odporu by nemohlo být dosaženo!   

131.           Na jednom konci válcového měděného vodiče o odporu 
[image: image1366.wmf]0
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. Určete odpor vodiče, jestliže teplota podél vodiče klesá rovnoměrně. Teplotní součinitel odporu mědi je roven 
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ŘEŠENÍ: Zásadní úlohu při řešení tohoto příkladu hraje fakt, že teplota podél vodiče klasá lineárně. Díky tomu, že i závislost odporu na teplotě je závislostí lineární, bude odpor  vodiče stejný, jako kdyby teplota podél celého vodiče byla stálá a byla rovna průměru teplot na obou koncích vodiče při rovnoměrném poklesu. Bude tedy platit
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(při úpravách jsme využili skutečnosti, že máme zadán odpor vodiče při teplotě 0˚ C ).

Odpor měděného vodiče je tedy 
[image: image1372.wmf]W
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132.           Čtyři rezistory o odporech 
[image: image1373.wmf]W
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, 
[image: image1376.wmf]W
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 jsou spojeny paralelně. Určete celkový odpor.

ŘEŠENÍ: Přímým použitím pravidla pro paralelní spojování rezistorů získáváme
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[image: image1378.wmf]W
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Celkový odpor soustavy je 
[image: image1379.wmf]W
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133.           Odporový etalon je zhotoven tak, že jeho hodnota je 
[image: image1380.wmf]W
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. Rezistor o jak velkém odporu k němu musíme paralelně připojit, abychom dosáhli přesné hodnoty 
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ŘEŠENÍ: Opět použijeme pravidlo pro paralelní spojování rezistorů
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Musíme připojit rezistor o odporu 
[image: image1383.wmf]W
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134.          Jak velký odpor musíme paralelně připojit k rezistoru o odporu 
[image: image1384.wmf]W
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, má-li být celkový odpor 
[image: image1385.wmf]W
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ŘEŠENÍ: Stejným postupem jako v minulé úloze dostáváme
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Musíme připojit rezistor o odporu 
[image: image1387.wmf]W
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135.             Strany a úhlopříčka obdélníka jsou z vodiče, jehož 1 dm má odpor 1 Ω. Strany mají délky a dm a b dm. Určete celkový odpor obdélníka.

[image: image2443.wmf]Q


[image: image1388]
ŘEŠENÍ: Nejprve si jednotlivé strany a úhlopříčku obdélníka nahradíme rezistory o stejném odporu (viz obr.) a poté použijeme známá pravidla pro spojování rezistorů
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[image: image1390.wmf](
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Odpor obdélníka je tedy
[image: image1391.wmf](

)

W

+

×

+

+

+

×

+

=

2

2

2

2

2

b

a

b

a

b

a

b

a

R

.

136.            Jakou podmínku musí splňovat odpory 
[image: image1392.wmf]2
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 v zapojení podle obrázku, má-li být proud 
[image: image1393.wmf]3
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 roven nule.

ŘEŠENÍ: Pomocí Kirchhoffových zákonů si sestavíme tři rovnice pro tři neznámé proudy 
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Dosazením za 
[image: image1398.wmf]2
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 z I. do III. rovnice dostáváme
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Z II. rovnice si vypočítáme proud 
[image: image1400.wmf]1
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 a dosadíme do upravené III. rovnice
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Jednoduchou úpravou získáme
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Protože proud 
[image: image1403.wmf]3
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 musí být nulový, bude platit
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Pro to, aby proud 
[image: image1405.wmf]3
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  byl roven nule, tedy musí být splněna podmínka 
[image: image1406.wmf].
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137.         Jak velké jsou proudy 
[image: image1407.wmf]3

2

1

 

a

 

,

I

I

I

, jestliže na svorky připojíme napětí 
[image: image1408.wmf]V
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ŘEŠENÍ: Při paralelním zapojení je ve všech větvích stejné napětí. Proto můžeme podle Ohmova zákona psát


[image: image1409.wmf]A

625

,

1

1

1

=

=

R

U

I

  ;
[image: image1410.wmf]A

182

,

1

2

2

=

=

R

U

I

  ; 
[image: image1411.wmf]A

867

,

0

3

3

=

=

R

U

I

.

Proudy v jednotlivých větvích jsou 
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138.         Určete odpor sítě (viz obr.)  


[image: image1413]
ŘEŠENÍ: Využitím Kirchhoffových zákonů získáme rovnice
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Z těchto rovnic rovnou vidíme, že platí 
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Napětí mezi body A a B můžeme vyjádřit v souladu s Ohmovým zákonem těmito dvěma způsoby
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Porovnáním obou vztahů již získáváme celkový odpor sítě


[image: image1420.wmf]3

3

1

R

R

I

R

I

R

I

R

I

R

c

c

c

=

®

×

=

×

®

×

=

×

.

Odpor sítě je tedy 
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139.           Vypočtete celkový odpor mezi body A a B, jestliže každý z rezistorů má odpor 
[image: image1422.wmf]W
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ŘEŠENÍ: Postupně budeme v souladu s pravidly pro spojování rezistorů nahrazovat skupiny paralelně či sériově zapojených rezistorů rezistorem jediným. Takto budeme postupovat až do chvíle, kdy nám zbyde jediný resistor, jehož odpor pak bude roven odporu mezi body A a B.

Bude platit


[image: image1423.wmf];

3

R

R

R

R

R

A

×

=

+

+

=

  


[image: image1424.wmf];

4

3

3

3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

A

A

B

×

=

×

+

×

×

=

+

×

=

  
[image: image1425.wmf]R

R

R

R

R

R

R

R

B

C

×

=

+

×

+

=

+

+

=

4

11

4

3



[image: image1426.wmf]R
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Odpor mezi body A a B je 
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140.      Vypočítejte odpor mezi body A a B (viz obr.).


[image: image1429]
ŘEŠENÍ: Stejným způsobem jako v minulém příkladě budeme nahrazovat skupiny paralelně a sériově zapojených rezistorů. Počítat budeme netradičně s konkrétními hodnotami, protože obecné výpočty jsou u složitějších sítí s různými rezistory velmi zdlouhavé a nepřehledné. Bude platit
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Odpor mezi body A a B je 
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  141.    Určete odpor mezi body A a B.

[image: image2447.wmf](

)

1

2

+

×

a

[image: image2448.wmf]y

F

r

d


[image: image1438]
ŘEŠENÍ: Naše strategie bude naprosto stejná jako v předchozích příkladech. Postupně získáváme
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Odpor mezi body A a B je 
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142.      Určete celkový odpor zapojení podle obrázku a napětí mezi body A a B, jestliže celkový proud je 
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ŘEŠENÍ: Úlohu budeme řešit klasicky nahrazováním jednotlivých skupin sériově či paralelně zapojených rezistorů. Vzhledem k tomu, že uvedený postup je tradiční, již na rozdíl od předchozích příkladů neuvádíme schéma postupného zjednodušování sítě. Bude platit
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Napětí mezi body A a B určíme jednoduše pomocí Ohmova zákona
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Celkový odpor je 
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[image: image1454.wmf]V

112

261

=

U

.

143.     Najděte podmínky rovnováhy Wheatstoneova můstku. (viz obr.)

[image: image2450.wmf]a


ŘEŠENÍ:  Můstek bude v rovnováze právě tehdy, když nemude procházet galvanometrem proud. Pro jednotlivé proudy poté musí v souladu s 1. Kirchhoffovým zákonem platit vztahy 
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Použitím 2. Kirchhoffova zákona dale získáváme podmínky
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Tyto rovnice mezi sebou vydělíme a využitím výše uvedených vztahů upravíme
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Podmínkou rovnováhy Wheatstonova můstku je tedy platnost vztahu 
[image: image1460.wmf].
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144.        Určete hodnotu rezistoru 
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, platí-li 
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ŘEŠENÍ: Využijeme faktu, že při paralelním zapojení je ve všech větvích stejné napětí. Pro jeho velikost budou podle Ohmova zákona platit vztahy
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 kde 
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 je celkový odpor sítě. Pro něj však v souladu s pravidlem pro paralelní spojování rezistorů platí vzorec
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Z tohoto vzorce již postupnými úpravami získáme hledanou hodnotu rezistoru 
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=

×

-

×

-

×

×

×

=

5

,

9

2

2

2

3

3

2

3

2

1

I

R

I

R

I

R

I

R

R

R

C

.

Hodnota rezistoru 
[image: image1473.wmf]1
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 je 9,5 Ω.

145.            Elektrický obvod se skládá ze tří vodičů stejného průřezu a stejné délky zapojených za sebou. Vodiče jsou z homogenních materiálů, jejichž měrné elektrické vodivosti (konduktivity) jsou v poměru 
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. Rozdíl potenciálů na koncích vodiče je 
[image: image1475.wmf]V
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. Určete napětí na jednotlivých vodičích.

ŘEŠENÍ: Důležitější než měrná elektrická vodivost je pro nás její reciproká hodnota, jež se nazývá měrným elektrickým odporem (rezistivitou) a značí se ρ. Proto nejprve určíme, v jakém poměru jsou rezistivity jednotlivých vodičů. Zjevně bude platit
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Vzhledem k tomu, že pro odpor vodiče platí vztah 
[image: image1477.wmf]S
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 a délka i průřez všech tří vodičů jsou stejné, bude dán poměr velikostí jejich odporů poměrem rezistivit materiálů z nichž byly vodiče vyrobeny. Pro poměr odporů tedy bude platit vztah
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Protože proudy tekoucí jednotlivými vodiči musí být vzhledem k jejich sériovému zapojení stejné, můžeme s využitím Ohmova zákona psát
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Protože však součet napětí na jednotlivých vodičích musí být roven rozdílu potenciálů na koncích vodiče , získáváme
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Napětí na jednotlivých vodičích jsou 
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146.       V zapojení podle obrázku vypočítejte velikost proudu, jestliže 
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme nám již důvěrně známým způsobem odpor sítě. Bude platit
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Pomocí Ohmova zákona pak spočteme celkový proud protékající sítí
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Sítí protéká proud 
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147.      Každý z rezistorů na obrázku má odpor 
[image: image1495.wmf]W
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. Jak velké proudy budou protékat jednotlivými rezistory, jestliže napětí mezi body A a B je 
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ŘEŠENÍ:  Nejjednodušší bude určení proudu 
[image: image1497.wmf]2
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. Stačí si uvědomit, že vě větvi protékané tímto proudem je jediný rezistor a úbytek napětí na tomto rezistoru proto musí být roven rozdílu potenciálů mezi body A a B. V souladu s Ohmovým zákonem pak platí
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O něco složitější je určení proudů v druhé hlavní větvi obvodu. Nejprve určíme celkový odpor této větve mezi body A a B. Pomocí pravidel pro spojování rezistorů postupně dostáváme
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Pro proud 
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 pak pomocí Ohmova zákona dostáváme
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Nyní nám již zbývá pouze určit proudy 
[image: image1503.wmf]3
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. Vzhledem k tomu, že rezistory, jimiž tyto proudy tečou, mají stejný odpor, bude platit 
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. Pomocí 1. Kirchhoffova zákona pak dostáváme
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Rezistory tedy tečou proudy 
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148.     Určete hodnoty rezistorů 
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ŘEŠENÍ: V obou větvích obvodu musí být stejné napětí jako na zdroji. Platí tedy
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Proudy tekoucí rezistory zapojenými v jedné větvi musí být samozřejmě stejné. V souladu s Ohmovým zákonem pak  pro hledané odpory rezistorů platí vztahy
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Hledané hodnoty rezistorů tedy jsou 
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149.         Určete, jaké hodnoty ukazují ampérmetr a voltmetr v zapojení podle obrázků . Odpor voltmetru je 
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 a odpor ampérmetru zanedbáváme. Dále platí 
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ŘEŠENÍ:  a) Hodnotu voltmetru určíme velice jednoduše. Přímým použitím 2. Kirchhoffova zákona zjistíme, že napětí na voltmetru musí být stejné jako napětí zdroje. Při určování hodnoty ampérmetru nejprve spočítáme celkový odpor obvodu. Použitím známých pravidel pro spojování rezistorů (voltmetr nyní  chápeme jako rezistor) dostáváme
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Celkový proud v obvodu, jehož hodnotu ampérmetr ukazuje, pak spočteme podle Ohmova zákona. Bude platit
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Ampérmetr ukazuje hodnotu 
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b) Nejprve určíme celkový odpor sítě. Klasickým způsobem postupně získáváme


[image: image1528.wmf]V

V

A

V

A

R

R

R

R

R

R

R

R

+

×

=

®

+

=

1

1

1

1

1

1

 ;  
[image: image1529.wmf](

)

2

1

1

2

1

2

1

1

2

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

V

V

V

V

A

C

×

+

×

+

×

=

+

+

×

=

+

=

.

Pomocí Ohmova zákona nyní snadno určíme celkový proud v obvodu 
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Tento celkový proud tekoucí obvodem se rozdělí na část tekoucí voltmetrem a část tekoucí ampérmetrem a odporem 
[image: image1531.wmf]1
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. V souladu s 1. Kirchhoffovým zákonem musí platit 
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 jsou zapojeny paralelně, a proto na obou těchto prvcích musí být stejné napětí. V souladu s Ohmovým zákonem pak můžeme psát
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Nyní určíme proud tekoucí voltmetrem, abychom poté mohli užitím Ohmova zákona spočítat napětí, jenž voltmetr ukazuje
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Ampérmetr ukazuje hodnotu 
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085

,

0

1

=

I

, voltmetr hodnotu 
[image: image1540.wmf]V

5

,

35

=

V

U

.

150.      Rezistory jsou zapojeny podle obrázku. Určete celkový odpor, je-li zdroj napětí připojen k bodům A a B. 
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[image: image1541]
ŘEŠENÍ: Vzhledem k tomu, že v obou větvích obvodu jsou zapojené rezistory o stejném odporu, bude potenciál v bodech C a D respektive E a F stejný. Mezi body se stejným potenciálem však neteče elektrický proud, a proto bude celkový odpor sítě stejný, jako kdyby body C a D i E a F vůbec nebyly spojeny vodičem. V takovém případě nám již budou stačit k nalezení celkového odporu znáná pravidla o spojování rezistorů. Bude platit
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Odpor mezi body A a B je 
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151.        V zapojení rezistorů podle obrázku  platí: 
[image: image1546.wmf]W
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, jestliže rezistorem 
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 neprotéká proud.

ŘEŠENÍ: Stejným způsobem jako v úloze 135 (rovnováha Wheatstonova můstku) dospějeme k podmínce 
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Hledaný odpor je 
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152.           Určete odpor drátěné krychle, jsou-li odpory jednotlivých větví R a přívody jsou připojeny: 

a) k vrcholům na tělesové úhlopříčce;


b) k vrcholům na stěnové úhlopříčce;


c) k sousedním vrcholům.

ŘEŠENÍ: Ještě předtím, než přistoupíme k řešení jednotlivých částí úlohy, si vysvětlíme obecnou strategii, která se při řešení obdobných úkolů s úspěchem používá. Především si musíme danou situaci překreslit tak, abychom získali standardní síť rezistorů, kterou je možno řešit pomocí známých pravidel. Je jasné, že odpory jednotlivých větví krychle budeme při tomto překreslování nahrazovat rezistory. Velice často budeme využívat poznatek, že mezi dvěma body se stejným potenciálem neteče elektrický proud. Tyto body proto můžeme spojit takzvaným nulovým vodičem, což nám mnohdy znatelně zjednoduší překreslování. Našim hlavním úkolem tedy bude hledání bodů se stejným potenciálem. V případě krychle se tyto body budou nalézat v rovině kolmé na spojnici vrcholů s připojenými přívody a procházející středem této spojnice. Tato rovina symetrie rozdělí krychli na dvě stejné části, což nám výrazně ulehčí práci. Bude totiž stačit určit odpor jedné z těchto částí a výsledek vynásobit dvěma. Studenti se slabší prostorovou představivostí mohou při hledání bodů náležejících rovině symetrie faktu, že cesta k těmto bodům musí být od obou vrcholů s připojenými přívody stejná. 

Nyní se již můžeme pustit do řešení konkrétních úloh.

ŘEŠENÍ: a) Po překreslení, při němž jsme využili možnosti spojit body o stejném potenciálu ležící v rovině symetrie nulovým vodičem (viz obr.), jsme získali síť, jejíž odpor je polovinou odporu celé krychle. Odpor sítě určíme bez problémů pomocí pravidel pro spojování rezistorů
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[image: image1557]
Odpor drátěné krychle je 
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b)[image: image2458.wmf]T
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 Po překreslení, při němž jsme opět uplatnili postup popsaný na začátku celého příkladu, získáváme  jednoduchou síť, jejíž odpor určíme pomocí pravidel pro spojování rezistorů. Odpor celé krychle pak bude opět roven dvojnásobku odporu sítě. Bude platit
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Odpor krychle je tedy 
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c) Při překreslování si musíme uvědomit skutečnost, že body D a E mají stejné potenciály. Bez využití tohoto poznatku bychom získali velmi složitou a prakticky neřešitelnou rezistorovou síť. Pokud však body D a E spojíme nulovým vodičem, což si vzhledem k jejich stejným potenciálům můžeme dovolit, tak se síť zjednoduší do podoby, kdy jsme schopni určit celkový odpor klasicky pomocí pravidel o spojování rezistorů. Bude platit
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Odpor krychle je 
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[image: image1572]
153.         Najděte odpor drátěného šestiúhelníka, je-li odpor každého úseku R a přívody jsou připojeny:

a) k protějším vrcholům;

b) k vrcholům A,C


c) k sousedním vrcholům.

ŘEŠENÍ: Základní myšlenka bude stejná jako v předchozím případě. Opět se budeme snažit překreslit šestiúhelník do podoby síťě rezistorů, jenž budou reprezentovat jednotlivé strany a části úhlopříček. Přitom budeme hojně využívat pravidla, že mezi dvěma body o stejném potenciálu neteče proud. Výhodou proti minulé úloze je, že u rovinného útvaru jako je šestiúhelník se body o stejném potenciálu hledají o něco snáze než u útvarů prostorových.

[image: image2460.wmf]1
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a) Po překreslení jsme získali standartní síť rezistorů, jejíž odpor jsme schopni spočítat pomocí pravidel pro spojování rezistorů. Nesmíne zapomenout, že celkový odpor šestiúhelníka je dvojnásobkem odporu uvedené sítě, neboť ta reprezentuje pouze polovinu šestiúhelníka.

Postupnými výpočty získáváme
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Celkový odpor šestiúhelníka je 
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b)  Opět se nám překreslením podařilo získát síť, jejíž odpor jsme schopni bez problémů spočítat. Bude platit
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Odpor šestiúhelníka je 
[image: image1582.wmf]R

R

v

×

=

4

3

.

c) Odpor získané sítě rezistorů určíme jako obvykle pomocí pravidel pro spojování rezistorů. Bude platit
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Odpor šestiúhelníka je 
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154.        Určete odpor sítě mezi body A, B (viz obr.) 


[image: image1590]
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ŘEŠENÍ: I při řešení této úlohy se opřeme o pravidlo, že mezi dvěma body o stejném potenciálu neteče proud. Je totiž jasné,  že odpovídající si uzly, v nichž dochází k větvení rezistorové sítě, jsou vůči bodům A a B na stejné úrovni, a proto mají stejný potenciál. Pokud tyto body spojíme nulovým vodičem, což si z výše uvedených důvodů můžeme dovolit, bude možné celou síť překreslit podle obrázku.  Nyní je již řešení úlohy velmi jednoduché. Stačí si uvědomit, že n paralelně zapojených rezistorů má v souladu s pravidly pro spojování rezistorů odpor 
[image: image1591.wmf].
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 Proto můžeme pro celkový odpor sítě psát vztah
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Výraz v závorce však není ničím jiným než součtem prvních n členů geometrické posloupnosti s prvním členem 1 a kvocientem 
[image: image1593.wmf]2
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. Pro tento součet platí obecně vzorec 
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Pro odpor nezi body A a B platí vztah 
[image: image1596.wmf]1

2

1

2

-

-

×

=

n

n

AB

R

R

.

155.           Určete odpor nekonečné sítě rezistorů (viz obr.).


[image: image1597]
ŘEŠENÍ: Velmi důležité je pro nás skutečnost, že uvažovaná síť rezistorů je nekonečná. Přidáme-li tedy k této síti ještě jeden člen, což je v našem případě jeden sériově a jeden paralelně zapojený resistor, celkový odpor se nezmění. To nám umožní překreslit celé zapojení do velmi jednoduché náhradní sítě, jejíž odpor musí být roven celkovému odporu původní nekonečné sítě. Díky tomu můžeme psát
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Získali jsme tedy kvadratickou rovnici pro neznámou 
[image: image1600.wmf]AB
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. Vyřešením této rovnice již určíme celkový odpor nekonečné sítě
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Druhé řešení kvardatické rovnice vychází záporně, což je pro nás nepřijatelné.

Odpor nekonečné sítě rezistorů je tedy dán vztahem 
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156.        Dokažte, že při přeměně trojúhelníka ve hvězdu (viz obr.), jež se často používá při řešení složitějších elektrických obvodů, platí mezi jednotlivými rezistory transformační vztahy:
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3

2

1

3

2

1

R

R

R

R

R

r

+

+

×

=

                      
[image: image1604.wmf]3

2

1

3

1

2

R

R

R

R

R

r

+

+

×

=

;                     
[image: image1605.wmf]3

2

1

2

1

3

R

R

R

R

R

r

+

+

×

=

.


[image: image1606]
ŘEŠENÍ: Má-li být zapojení do hvězdy ekvivalentní zapojení do trojúhelníka, musí být odpory mezi body A a B; A a C; B a C v obou případech stejné. V zapojení do trojúhelníka pro odpor mezi body A a B platí  
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Protože odpor mezi body A a B v zapojení do hvězdy musí být stejný, dostáváme vztah
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Úplně stejným způsobem najdeme vztahy udávající rovnost odporů při zapojení do trojúhelníka a do hvězdy pro další dvě dvojice bodů. Bude platit
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Tím jsme získali tři rovnice pro tří neznámé 
[image: image1611.wmf]2
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. Tuto soustavu vyřešíme nejsnáze tak, že tyto tři rovnice sečteme a získaný vztah vydělíme dvěma. Touto úpravou získáme
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Odečteme-li od této rovnice postupně každou ze tří předcházejících rovnic, dostaneme již tranformační vztahy, jež jsme měli dokázat.

157.      Vypočtete odpor mezi body X a Y. 

[image: image2464.wmf]1
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ŘEŠENÍ: Při řešení úlohy využijeme přeměnu trojúhelníku ve hvězdu, jejíž transformační vztahy jsme si odvodili v minulém příkladě. Po provedení této transformace získáme jednoduchou síť, jejíž odpor jsme již schopni bez problémů spočítat pomocí pravidel pro spojování rezistorů. Jednotlivé rezistory jsme označili záměrně tak, aby bylo možno rovnou použít transformační vzorce z minulého příkladu. A ještě jedna technická poznámka. V tomto i v dalších příkladech budeme trošku netradičně pracovat s konkrétními hodnotami. Obecné výpočty by totiž u těchto úloh byly složité a nepřehledné.
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Odpor mezi body X a Y je 
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158.       Určete celkový odpor zapojení podle obrázku, je-li dáno 
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ŘEŠENÍ: Tuto úlohu vyřešíme přímo opakovaním použitím pravidel pro spojování rezistorů. Bude platit
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Celkový odpor zapojení je 
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[image: image2466.wmf]b

159.        V zapojení podle obrázku platí: 
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ŘEŠENÍ: Při řešení této úlohy budeme využívat především Kirchhoffovy zákony. Nejprve určíme velikost  proudu 
[image: image1640.wmf]1
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 . Využijeme přitom toho, že součet napětí na rezistorech 
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 musí být v souladu s 2. Kirchhoffovým zákonem roven napětí zdroje. Platí tedy
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V dalším kroku určíme proud 
[image: image1644.wmf]5
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. V souladu s 1. Kirchhoffovým zákonem musí platit
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K tomu, abychom znali všechny údaje o uvažovaném zapojení, nám ještě schází určit proudy 
[image: image1646.wmf]3
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 a 
[image: image1647.wmf]4

I

 a odpor 
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. Pro tyto tři neznámé nyní potřebujeme najít tři rovnice. To se nám podaří opět pomocí Kirchhoffových zákonů. Dvakrát přitom použijeme 2.Kirchhoffův zákon, jenž stanovuje podmínky, které musí být splněny ve smyčkách, a jednou 1.Kirchhoffův zákon určující podmínky platné pro uzly. Bude platit
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Tuto soustavu budeme po dosazení konkrétních hodnot řešit tak, že z III. rovnice dosadíme za 
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. Po drobné úpravě získáme 
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Sečtením obou rovnic zjistíme, že 
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, což pro hledaný odpor po dosazení do rovnice A dává 
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Hledaná hodnota odporu je tedy 
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160.        Strany a úhlopříčka obdélníka jsou zhotoveny z vodiče, jehož 1 dm má odpor 1 Ω. Velikosti stran jsou 
[image: image1658.wmf]dm
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. Určete celkový odpor obdélníka v zapojení podle obrázku. 


[image: image1660]
ŘEŠENÍ: Po překreslení získáme v podstatě stejnou síť jako v příkladu 157. Při řešení tedy budeme postupovat stejně jako v této úloze. Především si přeměníme trojúhelník na hvězdu za použití transformačních vztahů, jež jsme odvodili v příkladu 156. Všimněte si, že označení jednotlivých rezistorů  je záměrně v souladu se značením u této úlohy, což nám umožňuje rovnou použít zmíněné transformační vztahy bez toho, abychom je museli upravovat. Díky tomu můžeme psát  
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Celkový odpor obdélníka je 
[image: image1668.wmf]W

=

47

,

3

v

R

.

161.         Stanovte výsledný odpor mezi body A a B (viz obr.).


[image: image1669]
ŘEŠENÍ: Opět jde o jeden z příkladů na procvičení přeměny trojúhelníka na hvězdu. Budeme tedy postupovat naprosto stejně jako v úloze 157. S využitím transformačních vztahů můžeme psát
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Odpor mezi body A a B je 
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162.          Jaký proud odebírá ze zdroje nevyvážený můstek zapojený podle obrázku. Jaký proud poteče galvanometrem?


[image: image1678]
ŘEŠENÍ: Nejprve musíme spočítat celkový odpor daného zapojení. Při tom opět využijeme transformaci hvězda-trojúhelník. V souladu s postupem uvedeným u předchozích příkladů můžeme psát
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Celkový proud v obvodu poté určíme pomocí Ohmova zákona. Bude platit
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Obvodem protéká proud 
[image: image1687.wmf]A
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Nyní věnujme pozornost tomu, jaký proud bude protékat galvanometrem. Musíme sestavit celkem pět rovnic pro 5 neznámých, jimiž jsou zjevně proudy 
[image: image1688.wmf]5
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. Využitím  Kirchhoffových zákonů získáváme 

I. 
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Tuto soustavu vyřešíme po dosazení konkrétních hodnot tak, že si za proudy 
[image: image1694.wmf]4
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 dosadíme ze IV. a V. rovnice do ostatních rovnic. Po drobné úpravě získáme následující soustavu
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  C. 
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Dále si z rovnice A vyjádříme 
[image: image1699.wmf]2
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 a dosadíme do zbývajících rovnic. Po úpravě získáme

1. 
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1. rovnici si vynásobíme číslem -2 a přičteme ji ke 2. rovnici. Tím dostaneme
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Skutečnost, že nám proud tekoucí galvanometrem vyšel záporně, není důvodem ke zděšení. Neznamená to totiž nic jiného, než že tento proud teče opačným směrem, než jsme uvažovali.

Galvanometrem teče proud 
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163.       Najděte proudy v odporech 
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ŘEŠENÍ:  Přímou aplikací Kirchhoffových zákonů získáme celkem čtyři rovnice pro čtyři neznámé proudy. Získanou soustavu poté vyřešíme některou z mnoha metod, které se při řešení soustav lineárních rovnic mohou uplatnit. Zde uvádíme pouze tvar jednotlivých rovnic, neboť řešení soustav tohoto typu je záležitost natolik častá, že nepotřebuje hlubší vysvětlení. 

I.
[image: image1710.wmf]4

3

2

1

I

I

I

I

+

=

+

 ; II. 
[image: image1711.wmf]2

1

2

2

1

1

e

e

U

U

I

R

I

R

-

=

×

-

×

 ; III. 
[image: image1712.wmf]2

3

3

2

2

e

U

I

R

I

R

=

×

+

×

,

 IV.
[image: image1713.wmf]3

3

4

4

I

R

I

R

×

=

×

.

Vyřešením soustavy získáváme
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Jednotlivými rezistory tedy tečou proudy 
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164.           Určete poměr svorkového napětí k napětí elektromotorickému, je-li vnitřní odpor zdroje n-krát menší než vnější odpor.


ŘEŠENÍ:  Vyjdeme z Ohmova zákona pro uzavřený obvod ve tvaru 
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. Po dosazení za proud již získáme pomocí jednoduchých úprav požadovaný poměr
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Hledaný poměr svorkového napětí k napětí elektromotorickému je tedy 
[image: image1724.wmf].
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165.            Článek A má 
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a) Určete rozdíl potenciálů mezi body M, N, je-li klíč K otevřen. 


b) Je-li klíč uzavřen, prochází odporem R proud 3 A (od N k M). Určete proudy ve větvích se zdroji a odpor R.

c) Určete elektromotorické napětí a vnitřní odpor jediného článku, který by nahradil paralelně spojené články A, B.
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ŘEŠENÍ: a) Nejprve určíme proud, který v obvodě poteče. Protože článek A má větší napětí, bude směr proudu dán polaritou tohoto článku. Celkové napětí v obvodu bude dáno rozdílem napětí na jednotlivých článcích. V souladu s Ohmovým zákonem bude platit 
[image: image1729.wmf]B
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. Rozdíl potenciálů mezi body M a N pak bude dán součtem napětí na článku B a napětí na rezistoru 
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. Bude tedy platit
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Rozdíl potenciálů mezi body M a N je 
[image: image1732.wmf]V
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b) Proudy ve větvích a odpor R určíme pomocí Kirchhoffových zákonů. Máme celkem tři neznámé, a proto budeme potřebovat tři rovnice. Jednu získáme pomocí 1.Kirchhoffova zákona, zbylé dvě pak pomocí 2. Kirchhoffova zákona (směr obíhání ve smyčkách je patrný z obrázku). Zjevně bude platit 
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Řešením této soustavy získáváme 
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c) Vnitřní odpor jediného článku musí být stejný jako celkový odpor při paralelním zapojení 
[image: image1739.wmf]A
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. V souladu s pravidly pro spojování rezistorů pak bude platit
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Elektromotorické napětí tohoto článku určíme z požadavku, aby proud dodávaný do daného obvodu zůstal stejný jako v případě dvou paralelně spojených článků. V souladu s Ohmovým zákonem pro uzavřený obvod můžeme psát
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Elektromotorické napětí článku musí být 
[image: image1743.wmf]V

8

=

e

U

 a jeho vnitřní odpor pak 
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166.         Určete, jaký vnější odpor musíme zařadit do jednoduchého obvodu, aby byl výkon maximální.

ŘEŠENÍ: Využitím Joule–Lenzova zákona můžeme pro výkon psát 
[image: image1745.wmf]I
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. Pokud za napětí dosadíme z Ohmova zákona pro uzavřený obvod dostáváme 
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Podařilo se nám tedy vyjádřit výkon jako funkci proudu. Pro to, abychom určili maximum této funkce, ji v souladu s obecnými pravidly pro hledání extrémů derivujeme a derivaci položíme rovnu 0. Bude platit


[image: image1747.wmf]e

i

U

I

R

I

P

+

×

×

-

=

2

d

d

  
[image: image1748.wmf]i
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Pomocí druhé derivace bychom snadno ověřili, že se jedná o maximum dané funkce. Porovnáním získaného vztahu se základním tvarem Ohmova zákona pro uzavřený obvod již získáme hledanou hodnotu vnějšího odporu
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Vidíme tedy, že pro dosažení maximálního výkonu musíme do obvodu zařadit odpor o stejné velikosti jako je vnitřní odpor zdroje.

167.         Vodičem o odporu 
[image: image1750.wmf]W
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 prošel náboj 
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. Určete teplo, které se uvolnilo ve vodiči v těchto případech: 

a) proud byl konstantní a protékal po dobu 
[image: image1752.wmf]s
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b) proud rovnoměrně klesal až na nulu po dobu 
[image: image1753.wmf]s
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c) proud spojitě klesal tak, že za každých 
[image: image1754.wmf]s
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 klesl na polovinu předchozí hodnoty. 


d) proud stupňovitě klesal tak, že za každých 
[image: image1755.wmf]s
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 klesl na polovinu předchozí hodnoty.

ŘEŠENÍ: a) Podle Joule–Lenzova zákona je teplo uvolněné ve vodiči o odporu R protékaném stálým proudem I za dobu 
[image: image1756.wmf]t
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Ve vodiči se uvolnilo teplo 
[image: image1759.wmf]J
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b) Tentokrát je situace komplikovanější v tom, že proud již není konstantní, ale mění se s ubíhajícím časem. V takovém případě musíme pro výpočet tepla uvolněného ve vodiči v době od 0 do τ použít obecnější vzorec 
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. Naším hlavním úkolem je tedy nalezení funkční závislosti proudu tekoucího vodičem na čase. Informace, že proud klesá rovnoměrně, pro nás znamená, že tato hledaná závislost je lineární, a lze ji tedy zapsat ve tvaru
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, kde 
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 a k jsou konstanty, jež musíme určit. Je jasné, že 
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 udává proud tekoucí vodičem v čase t = 0 s. Vzhledem k tomu, že proud klesal rovnoměrně, prošel vodičem stejný náboj jako při stálem proudu o poloviční velikosti počátečního proudu 
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Dosazením do výše uvedeného obecného vzorce pro výpočet tepla uvolněného ve vodiči dostáváme
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[image: image1768.wmf]=
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Ve vodiči se uvolní teplo 
[image: image1770.wmf]J
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c) Stejně jako v předchozí části úlohy budeme muset k výpočtu uvolněného tepla použít obecnější integrální vzorec. Rozdíl bude oproti minulu v složitější než lineární závislosti proudu na čase a také v integračních mezích u zmíněného vzorce. Musíme si totiž uvědomit, že při spojitém poklesu se proud sice s běžícím časem bude k nule nekonečně přibližovat, ale nikdy jí nedosáhne. Proto musíme za horní integrační mez položit nekonečno a pracovat s nevlastním integrálem. Pro uvolněné teplo tedy platí vztah 
[image: image1771.wmf]ò
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. Naším prvním úkolem bude nalezení funkční závislosti celkového náboje ještě neprošlého vodičem na čase. Skutečnost, že proud klesá spojitě tak, že vždy po určité době poklesne na polovinu předchozí hodnoty, totiž můžeme interpretovat tak, že procházející proud je přímo úměrný náboji, který ještě neprošel vodičem. Protože elektrický proud není nic jiného než časová změna náboje, získáváme pro náboj diferenciální rovnici
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 Jejím řešením, jenž provedeme separací proměnných, obdržíme vztah 
[image: image1773.wmf]t
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. Konstanty c a k musíme určit z okrajových podmínek. Především víme, že v čase t = 0 s je náboj Q roven celkovému náboji, což je 
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. Proto můžeme psát uvedenou funkční závislost neprošlého náboje na čase ve tvaru 
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. Konstantu k určíme z toho, že za dobu 
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 s poklesne proud, a tudíž i neprošlý náboj, na polovinu. Proto musí v souladu s vyvozenou funkční závislostí platit vztah
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Díky tomu můžeme psát 
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Pro funkčí závislost proudu protékajícího vodičem na čase pak dostáváme 
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Nyní již můžeme dosadit do obecného vzorce pro výpočet tepla uvolněného ve vodiči


[image: image1780.wmf]=

×

×

×

-

=

×

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

=

×

=

ò

ò

ò

ò

¥

-

¥

×

×

-

¥

×

-

¥

0

2

0

0

2

ln

2

2

2

2

0

2

0

2

ln

0

0

2

d

e

2

ln

d

e

2

ln

d

e

2

ln

d

)

(

u

Q

R

t

Q

R

t

Q

R

t

t

I

R

W

u

t

t

t

t

t

t

t


 
[image: image1781.wmf]J

78

2

ln

2

1

)

1

(

2

ln

2

1

2

0

2

0

=

×

×

×

=

-

×

×

×

×

-

=

t

t

Q

R

Q

R

. 

(při integraci jsme použili substituci 
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u

t

u

d

2

ln

2

d

,

2

ln

2

t

t

×

-

=

×

×

-

=

).

Ve vodiči se tedy uvolnilo teplo 
[image: image1783.wmf]J
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d) Při řešení této části úlohy využijeme faktu, že proud protékající vodiče je po částech konstantní. Označíme-li si proud tekoucí vodičem po dobu prvních 24 sekund 
[image: image1784.wmf]0
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, můžeme s využitím skutečnosti, že proud po 24 sekundách vždy klesá na polovinu předchozí hodnoty pro celkové teplo uvolněné ve vodiči psát 
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Při úpravě jsme využili faktu, že výraz v závorce je zjevně geometrickou řadou s počátečním členem 1 a kvocientem 
[image: image1787.wmf]4

1

. Nyní musíme určit proud 
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I

. Pro celkový náboj prošlý vodičem, jehož velikost máme zadanou, bude platit
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Dosazením do výše odvozeného vztahu pro celkové teplo uvolněné ve vodiči poté získáváme
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Ve vodiči tedy vzniklo teplo 
[image: image1792.wmf]J
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168.           K potenciometru o odporu R a ampérmetru je přivedeno konstantní napětí 
[image: image1793.wmf]0
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. Mezi jezdcem potenciometru a jeho koncem (viz obr.) je připojen odpor r. Jak se změní údaj na ampérmetru při přemístění jezdce z jedné krajní polohy do druhé? Najděte polohu jezdce, při níž je proud minimální. Načrtněte závislost proudu na poloze jezdce pro různé hodnoty r . Odpor ampérmetru je zanedbatelný.

ŘEŠENÍ:


[image: image1794]
Určení proudu protékajícího ampérmetrem při obou krajních polohách jezdce je jednoduché. V případě, že x = 0 si stačí uvědomit, že vzhledem k zanedbatelnému odporu ampérmetru bude proud tekoucí odporem r nulový. V souladu s Ohmovým zákonem pak ampérmetrem poteče proud daný vztahem 
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 . V případě, že x = L využijeme toho, že napětí na odporu R je stejné jako napětí zdroje. Pro proud tekoucí ampérmetrem poté získáváme vztah 
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 . Vidíme tedy, že proud tekoucí ampérmetrem je při obou krajních polohách jezdce stejný a údaj na ampérmetru se při jeho přesunu z jedné do druhé krajní polohy pochopitelně nezmění.

Podstatně složitější je určení proudu tekoucího ampérmetrem za situace, kdy x náleží do intervalu (0 ; L). V tomto případě budeme v podstatě pracovat s dvěma odpory 
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, jejichž zapojení je patrné z obrázku. Je jasné, že hodnoty těchto odporů budou záviset na poloze jezdce potenciometru. Zatím však pro nás bude výhodnější pracovat s těmito odpory bez toho, abychom si vyjadřovali jejich velikost v závislosti na x. To učiníme až v pokročilejší fázi. Místo toho si nejprve vypočteme velikost celkového proudu tekoucího obvodem. Ta je dána podílem napětí zdroje a celkového odporu. V souladu s pravidly pro spojování rezistorů bude platit
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Nyní vypočítáme proud 
[image: image1802.wmf]A
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 tekoucí ampérmetrem. Využitím 1.Kirchhoffova zákona získáváme vztah 
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 je proud tekoucí rezistorem r. Ze skutečnosti, že napětí na rezistorech r a
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 musí být stejné, dostáváme pomocí Ohmova zákona vzorec 
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. Z takto získaných vztahů postupnými úpravami dostáváme
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Při úpravě jsme využili faktu, že součet odporů
[image: image1811.wmf]1
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 musí být roven odporu potenciometru R. Platí tedy vztah 
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. V další fázi si vyjádříme hodnoty odporů 
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 pomocí vzdálenosti x udávající polohu jezdce. Protože podíl vzdálenosti x ku celkové délce potenciometru L musí být stejný jako podíl odporu 
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 ku celkovému odporu potenciometru, můžeme psát
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 Úplně stejnou úvahou získáme vztah pro druhý odpor 
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Dosazením těchto vzorců do dříve odvozeného vztahu pro proud tekoucí ampérmetrem dostáváme
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Má-li být hodnota proudu tekoucího ampérmetrem minimální, je třeba najít takové x, pro které funkce 
[image: image1818.wmf](
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 nabývá svého maxima. Tuto funkci tedy derivujeme a derivaci položíme rovnu nule.
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Pomocí druhé derivace bychom se snadno přesvědčili, že jde o maximum.Proud tekoucí ampérmetrem je tedy minimální, je-li jezdec umístěn přesně ve středu potenciometru.
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Vzhledem k tomu, že jsme již nalezli funkční závislost proudu tekoucího ampérnetrem na poloze jezdce, není problém pro danou hodnotu r tuto závislost graficky znázornit. Stačí vytvořit graf funkce, jejíž předpis známe, což lze provést například pomocí programu EXCEL. Vyzkoušejte si jako cvičení! 

169.        Zdroj je připojen k reostatu (viz obr). V případech, kdy je jezdec ve vzdálenosti x od jednoho nebo druhého konce reostatu, je výkon stejný. Určete vnitřní odpor zdroje, je-li odpor reostatu R a jeho délka L.

ŘEŠENÍ: Nejprve si musíme ujasnit, jaký bude odpor do obvodu zapojené části reostatu při jednotlivých umístěních jezdce. V souladu s úvahami provedenými v minulé úloze můžeme říci, že v jednom případě bude pro tento odpor platit vztah 
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, ve druhém pak vztah 
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 . Pomocí Joule–Lenzova zákona a Ohmova zákona pro uzavřený obvod můžeme pro výkon při jednotlivých umístěních jezdce psát vzorce 
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Díky rovnosti výkonů při obou polohách jezdce získáváme rovnici, z níž postupnými úpravami vyjádříme hledaný vnitřní odpor zdroje 
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Vnitřní odpor zdroje je tedy dán vztahem 
[image: image1833.wmf](
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170.       Nabitý kondenzátor je připojen ke stejnému nenabitému kondenzátoru. Určete, k jakým změnám energie přitom dochází (z hlediska zákona zachování energie).

ŘEŠENÍ: Po připojení nenabitého kondenzátoru přejde část náboje na tento kondenzátor tak, aby se vyrovnala napětí. Protože oba kondenzátory jsou stejné, musí být při požadovaném stejném napětí stejné i náboje. Vzhledem k tomu, že celkový náboj v rámci soustavy se nezmění, bude po připojení na obou kondenzátorech náboj 
[image: image1834.wmf]2

Q

, kde Q je původní náboj kondenzátoru. Před připojením nenabitého kondenzátoru byla energie elektrického pole dána vztahem 
[image: image1835.wmf]C
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. Po připojení je součet energií elektrických polí v obou kondenzátorech vyjádřen vzorcem
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Vidíme tedy, že celková energie elektrického pole  klesla po připojení nenabitého kondenzátoru na polovinu. Tuto energetickou ztrátu vysvětlíme z hlediska zákona zachování energie tak, že se část energie elektrického pole přeměnila ve vodičích, jimiž byl nenabitý kondenzátor připojen, na teplo. Zajímavé je, že množství tepla vzniklého ve spojovacích vodičích není závislé na odporu těchto vodičů. V úloze 175 si tuto skutečnost dokážeme přímým použitím Joule-Lenzova zákona. 

171.          Dvě žárovky na napětí 
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 jsou spojeny sériově a zapojeny do sítě s napětím 
[image: image1840.wmf]V
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ŘEŠENÍ: Naším hlavním úkolem v tomto příkladě bude spočítat napětí na obou žárovkách při zapojení do sítě. Je jasné, že součet napětí na obou žárovkách musí být při sériovém zapojení roven napětí v síti. Platí tedy vztah 
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. Pro příkon žárovek evidentně platí vzorce 
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, kde U je maximální povolené napětí žárovek, tedy v našem případě 27 V. Pro podíl příkonů žárovek pak bude platit 


[image: image1844.wmf]1

2

2

2

1

2

2

1

R

R

R

U

R

U

P

P

=

=

.

Protože oběma žárovkami teče stejný proud, musí podle Ohmova zákona platit vztah 
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Dále platí
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Napětí na žárovce o příkonu 25 W  bude 
[image: image1848.wmf]V
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 a na žárovce o příkonu 150 W 
[image: image1849.wmf]V
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. Maximální povolené napětí tedy bude překročeno u obou žárovek. Mnohem výraznější však bude toto překročení u žárovky s nižším příkonem, a proto by se nejspíše přepálila právě tato žárovka. Tím by byl obvod přerušen a druhá žárovka, u níž je povolené napětí překročeno jen těsně, by zůstala uchráněna.

172.          Roztokem 
[image: image1850.wmf]4
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 protékal proud po dobu 
[image: image1851.wmf]s
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 tak, že vzrostl rovnoměrně od 
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. Jaké množství mědi se přitom vyloučilo na katodě?

ŘEŠENÍ: Podle 1.Faradayova zákona se hmotnost vyloučené látky vypočte podle vztahu 
[image: image1854.wmf]Q
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, kde A je takzvaný elektrochemický ekvivalent a Q je náboj prošlý elektrolytem. Tento náboj jsme schopni spočítat při znalosti proudu tekoucího roztokem. V našem případě roste proud rovnoměrně, což znamená, že celkový prošlý náboj bude stejný jako kdyby po celou dobu protékal konstantní proud o velikosti rovné průměru počáteční a koncové hodnoty proudu při rovnoměrném růstu. Platí tedy vztah
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 Pro elektrochemický ekvivalent látky platí v souladu s 2.Faradayovým zákonem vztah 


[image: image1856.wmf]F
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kde 
[image: image1857.wmf]m
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 je molární hmotnost vylučující se látky, což je  našem případě měď, udaná v kilogramech na mol, v je takzvaná valence, jenž udává, kolik elektronů je potřeba dodat k vyloučení jednoho atomu či molekuly látky, a F je Faradayova konstanta, jejíž hodnota je 
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.V našem konkrétní příkladě je valence vzhledem k faktu, že oxidační číslo mědi je + II, rovna 2. Molární hmotnost mědi je poté 
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. Dosazením uvedených hodnot do 1.Faradayova zákona získáváme
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Na katodě se tedy vyloučí 
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173.         Při elektrolýze roztoku 
[image: image1862.wmf]24
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 se spotřebuje výkon 
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. Určete odpor elektrolytu, jestliže za dobu 
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ŘEŠENÍ: Nejprve spočítáme velikost proudu tekoucího elektrolytem. Vzhledem k tomu, že tento proud je konstantní, můžeme zapsat 1. Faradayův zákon ve tvaru 
[image: image1866.wmf]t
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. Po dosazení z 2. Faradayova zákona získáváme pro proud tekoucí roztokem vztah 
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 Molární hmotnost vodíku je 
[image: image1868.wmf]1
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 a valence je zjevně opět rovna 2. S využitím známého vztahu pro výkon poté můžeme psát
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Odpor elektrolytu je tedy 
[image: image1870.wmf]W
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174.             Při elektrolýze vody tekl proud 
[image: image1871.wmf]A

20

=

I

 po dobu 
[image: image1872.wmf]min

20

=

t
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ŘEŠENÍ: Při řešení této úlohy využijeme stavovou rovnici ideálního plynu 
[image: image1875.wmf]T
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 , z níž vyjádříme termodynamickou teplotu  
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. Protože známe objem i tlak vyloučeného kyslíku, stačí nám, když spočteme látkové množství. Pro to platí známý vzorec 
[image: image1877.wmf]m
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. Hmotnost vyloučeného kyslíku určíme klasicky pomocí Faradayových zákonů. Bude platit
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Protože kyslík tvoří dvouatomové molekuly a jeho oxidační číslo je –II, bude valence rovna 4. Molární hmotnost kyslíku je pak 
[image: image1879.wmf]1

3

mol

kg

10

32

-

-

×

×

=

m

M

. Postupným dosazením do výše uvedených vztahů získáváme
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Termodynamická teplota vyloučeného kyslíku je 
[image: image1881.wmf]K

54

,

193

=

T

.

175.           Nabitý kondenzátor připojíme ke kondenzátoru bez náboje o stejné kapacitě. Dokažte pomocí Joule-Lenzova zákona, že teplo vzniklé ve spojovacím vodiči při vyrovnávání napětí na obou kondenzátorech nezávisí na odporu tohoto vodiče.

ŘEŠENÍ: Po připojení nenabitého kondenzátoru na něj začne z nabitého kondenzátoru přecházet náboj. Proto bude spojovacím vodičem procházet proud. Tento proud bude zjevně časově proměnný, a proto budeme muset pro teplo uvolněné v tomto vodiči v souladu s Joule-Lenzovým zákonem použít vztah 
[image: image1882.wmf](
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 (integrační meze jsou dány faktem, že proud bude procházet vodičem až do chvíle, kdy se náboje na obou kondenzátorech zcela vyrovnají, což bude v podstatě trvat nekonečně dlouho). Abychom mohli uvedený vztah použít, musíme tedy určit závislost proudu na čase. Toho docílíme pomocí 2. Kirchhoffova zákona. Podle něho musí proud tekoucí vodičem splňovat vztah 
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kde 
[image: image1884.wmf]1
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 a 
[image: image1885.wmf]2
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 jsou napětí na jednotlivých kondenzátorech. Užitím známého vztahu mezi nábojem, kapacitou a napětím můžeme tento vzorec s využítím faktu, že proud tekoucí vodičem je časová změna náboje na prvním kondenzátoru, přepsat do tvaru
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Součet nábojů na obou kondenzátorech musí být v každém okamžiku stejný jako počáteční náboj 1. kondenzátoru 
[image: image1887.wmf]0
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. Po dosazení získáváme diferenciální rovnici, kterou vyřešíme metodou separace proměnných
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Konstantu k musíme určit z počátečních podmínek. Protože v čase 
[image: image1891.wmf]s
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 je náboj na prvním kondenzátoru roven 
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, získáváme 
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Závislost proudu na čase je pak zjevně dána vztahem
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Pro teplo uvolněné ve vodiči poté po dosazení získáváme
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Vidíme tedy, že teplo uvolněné ve vodiči závisí pouze na počátečním náboji a na kapacitě kondenzátoru. Toto teplo je navíc zjevně rovno polovině elektrické energie nabitého kondenzátoru. Všimněte si, že výsledky tohoto příkladu jsou v plném souladu s tím, co jsme zjistili v úloze 170 pomocí zákona zachování energie.  

176.        Elektrický stožár vysokého napětí 
[image: image1896.wmf]kV
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 je uzemněný vodivou koulí o poloměru 
[image: image1897.wmf]cm
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, jenž je z poloviny zakopána v zemi. Na vedení vznikla porucha tak, že nastal zkrat mezi stožárem a vedením. Určete pod jakým napětím se ocitne člověk, který udělá krok o délce 
[image: image1898.wmf]cm
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 ve vzdálenosti 
[image: image1899.wmf]m
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 od stožáru směrem k němu.

ŘEŠENÍ: Nejprve vypočítáme odpor uzemnění. Při tom budeme postupovat tak, že si vytkneme polokulovou vrstvu země  ve vzdálenosti r > 
[image: image1900.wmf]0
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 o tloušťce dr  a určíme, jak tato vrstva přispívá k celkovému odporu. Bude platit
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Celkový odpor poté určíme integrací od 
[image: image1902.wmf]0
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 do nekonečna
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Celkový proud tekoucí do uzemnění určíme pomocí Ohmova zákona. Bude platit
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Tento proud se roztéká do země rovnoměrně. Pro proudovou hustotu ve vzdálenosti r od stožáru platí tedy vztah
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Užitím Ohmova zákona v diferenciálním tvaru určíme intenzitu elektrického pole na povrchu
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Pro hledané napětí poté platí vztah


[image: image1907.wmf](
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Člověk se ocitne pod napětím 
[image: image1908.wmf]V
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Odvoďte vztah pro magnetickou indukci přímého vodiče.
 ŘEŠENÍ: Na vodiči si vytknneme element 
[image: image1909.wmf]l

r
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 ve vzdálenosti l od paty kolmice spuštěné na vodič z bodu, kde indukci určujeme, a zjistíme pomocí Biotova-Savartova zákona, jak přispívá tento element k celkové magnetické indukci v daném bodě. Bude platit 
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kde 
[image: image1911.wmf]r
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 je vektor určený bodem, v němž počítáme indukci, a  elementem 
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. V souladu s vlastnostmi vektorového součinu můžeme pro velikost vektoru 
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Pro kvadrát vzdálenosti elementu dl od bodu, kde určujeme indukci, platí podle Pythagorovy věty vztah 
[image: image1915.wmf]2
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. Dále zjevně platí vztah 
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. Po dosazení pak získáváme
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Z vlastností vektorového součinu dále zjišťujeme, že vektor 
[image: image1918.wmf]B
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 je kolmý na rovinu, která je určena vodičem a bodem, v němž určujeme indukci. To znamená, že přírůstky indukce od jednotlivých elementů budou mít stejný směr, a celkovou indukci v daném bodě tedy určíme tak, že sečteme velikosti všech přírůstků. Matematicky vyjádříme tento součet pomocí určitého integrálu, přičemž integrovat budeme podle proměnné l. Ta se vzhledem k nekonečné délce drátu spojitě mění od minus nekonečna do plus nkonečna, čímž jsou určeny integrační meze. Bude platit
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Při integrování jsme využili velmi užitečný vzorec 
[image: image1920.wmf](
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Magnetická indukce nekonečně dlouhého přímého vodiče je tedy dána vztahem 
[image: image1921.wmf].
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178.        Odvoďte vztah pro magnetickou indukci toroidu o poloměrech 
[image: image1922.wmf]1
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, 
[image: image1923.wmf]2
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.

ŘEŠENÍ:

[image: image2470.wmf]a

 Tentokrát využijeme k výpočtu magnetické indukce Ampérův zákon, jemuž se také někdy říká zákon celkového proudu. Podotkněme, že tento zákon je ekvivalentní s Biotovým-Savartovým zákonem, jenž jsme využívali v minulé úloze. Při odvození budeme využívat skutečnosti, že indukčními čárami magnetického pole uvnitř toroidu jsou kružnice se středem ve středu toroidu. Za Ampérovu křivku si zvolíme tu z těchto kružnic, která má poloměr roven průměru poloměrů toroidu. Za těchto podmínek je jasné, že vektor magnetické indukce bude mít ve všech bodech této křivky stejnou velikost a bude mít vždy stejný směr jako elementární vektor 
[image: image1924.wmf]l
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. Dále je jasné, že celkový proud obepnutý Ampérovou křivkou bude n – násobkem proudu tekoucího toroidem, kde n je počet závitů toroidu. Díky tomu můžeme s využitím vlastností skalárního součinu provést následující úpravy vycházející z Ampérova zákona
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S využitím faktu, že uvažovanou křivkou je kružnice o poloměru 
[image: image1926.wmf]2
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 můžeme dále psát
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Magnetická indukce toroidu je tedy dána vztahem 
[image: image1928.wmf](

)

2

1

0

R

R

I

n

B

+

×

×

×

=

p

m

.

179.         Spočtěte magnetickou indukci na ose kruhového závitu, kterým protéká proud I, ve vzdálenosti x od jeho středu. Poloměr závitu je R 

[image: image2471.wmf]a

ŘEŠENÍ: Na kruhovém závitu si vytkneme element 
[image: image1929.wmf]l

r

d

 a určíme, jak tento element přispívá k celkové magnetické indukci v daném bodě na ose závitu. V souladu s Biotovým-Savartovým zákonem bude pro příspěvek uvedeného elementu k celkové índukci platit vztah 
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Vzhledem k tomu, že vektory 
[image: image1931.wmf]r
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 a 
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 jsou navzájem kolmé, bude pro velikost vektoru 
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 platit vztah
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Vektor 
[image: image1935.wmf]B
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, jenž je díky vlastnostem vektorového součinu kolmý na vektor 
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 i na vektor 
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, si rozložíme na dvě navzájem kolmé složky 
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. Sečtením všech y-ových složek příspěvků od jednotlivých elementů bychom vzhledem k symetrii úlohy dostali nulu. Proto nás bude dále zajímat pouze  složka 
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. Pro její velikost pak bude platit vzorec
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Pro kvadrát vzdálenosti elementu dl od bodu, kde určujeme indukci, platí podle Pythagorovy věty vztah 
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. Dále zjevně platí vztah 
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Celkovou indukci pak určíme tak, že sečteme příspěvky od všech elementů 
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Magnetická indukce na ose kruhového závitu je dána vztahem 
[image: image1947.wmf](
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180.         Spočtěte magnetickou indukci válcové cívky na její ose ve vzdálenosti a od jejího středu. Cívka má N závitů o poloměrech R a její délka je l. Určete vztah pro nekonečně dlouhou cívku.
[image: image2472.wmf]G
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ŘEŠENÍ: Při výpočtu využijeme vztah pro magnetickou indukci na ose kruhového závitu, který jsme odvodili v minulé úloze. Vytkneme si element dx ve vzdálenosti x od středu cívky, a určíme, jak tento element přispívá k celkové indukci. Je-li na cívce o délce l celkem N závitů, bude při předpokládaném rovnoměrném rozložení na úseku o délce dx právě dN  závitů, přičemž bude platit vztah 
[image: image1948.wmf]x
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. Každý z těchto závitů bude k celkové indukci v daném bodě přispívat podle vzorce odvozeného v minulé úloze. Celkový příspěvek elementu dx pak bude dán vztahem
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Celkovou indukci pak určíme sečtením všech příspěvků od jednotlivých elementů. Tento součet vyjádříme pomocí integrálu, přičemž integrovat budeme podle proměnné x. Ta udává vzdálenost elementu od středu cívky a spojitě se tedy mění od 
[image: image1950.wmf]2
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 do 
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 Tím jsou určeny integrační meze. Bude platit
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 (V).

Při integrování jsme uplatnili substituci 
[image: image1955.wmf]x
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 a provedli záměnu mezí. Poté jsme použili vzorec 
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Magnetická indukce válcové cívky na ose je dána vztahem (V).

Vztah pro nekonečně dlouhou cívku určíme tak, že spočteme limitu z vyvozeného vzorce pro l blížící se k nekonečnu. Z pochopitelných důvodů budeme limitovat pouze výraz v závorce. Ten se bude pro obrovské hodnoty l zjevně blížit ke dvěma, a proto pro indukci nekonečně dlouhé válcové cívky bude platit vztah
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181.         Tři rovnoběžné vodiče s proudy o stejné velikosti leží v jedné rovině a vzdálenosti krajních vodičů od prostředního jsou stejné. Krajními vodiči teče proud opačným směrem než prostředním vodičem. Jaký směr má magnetická indukce v bodě, který je ve stejné vzdálenosti od středního vodiče jako krajní vodiče a leží na kolmici k rovině, v níž leží vodiče?
ŘEŠENÍ: Celková indukce v daném bodě je dána vektorovým součtem indukcí vyvolaných v tomto bodě jednotlivými vodiči. Platí tedy vztah 
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 . Směry jednotlivých vektorů, jenž musíme určit pomocí Ampérova pravidla pravé ruky, jsou patrné z obrázku. Nejprve určíme výslednici vektorů 
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B

r

a 
[image: image1960.wmf]3

B

r

. Velmi důležité pro nás je, že proudy 
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 jsou stejné a stejná je i vzdálenost vodičů, jimiž tyto proudy protékají, od daného bodu. Díky tomu bude platit, že 
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. Pro velikost výslednice, jejíž směr je patrný z obrázku, pak bude platit vztah 
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, kde 
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 je úhel, který svírá každý ze skládaných vektorů s výslednicí. To je však vzhledem k vlastnostem rovnoramenného trojúhelníka zjevně 45˚. Užitím vztahu pro magnetickou indukci nekonečně dlouhého přímého vodiče pak můžeme psát
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Nyní určíme magnetickou indukci vyvolanou prostředním vodičem. Její směr je zjevně opačný než směr vektoru 
[image: image1967.wmf]A
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 a pro velikost platí vztah 
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. Pro celkovou indukce v daném bodě pak bude zjevně platit 
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Magnetická indukce v daném bodě je tedy rovna 0.

[image: image2474.wmf]T
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182.         Dvěma nekonečně dlouhými rovnoběžnými vodiči tečou proudy 
[image: image1970.wmf]1

I

, 
[image: image1971.wmf]2

I

. Magnetická indukce v bodě M je rovna nule a v bodě N je orientována vzhůru. Určete směry proudů ve vodičích, orientaci magnetické indukce v bodě L, poměr proudů a bod na ose x, v němž je velikost magnetické indukce maximální.


 ŘEŠENÍ: Kdyby měly proudy v obou vodičích opačný směr, měly by v souladu s Ampérovým pravidlem pravé ruky vektory magnetické indukce vyvolané těmito vodiči v bodě M stejný směr, a proto by celková indukce v tomto bodě nemohla být rovna nule. Proto musí mít proudy ve vodičích stejný směr. Ze skutečnosti, že v bodě N je indukce orientována vzhůru, pak opět pomocí pravidla pravé ruky zjistíme, že směr proudu v obou vodičích musí mířit ven z nákresny. To, že celková indukce v bodě N je orientována vzhůru, znamená, že magnetické indukce vyvolané jednotlivými vodiči mají stejnou velikost. Vzhledem k stejné vzdálenosti uvedeného bodu od obou vodičů  to s přihlédnutím ke tvaru vzorce pro výpočet indukce nekonečně dlouhého přímého vodiče neznamená nic jiného, že i proudy v obou vodičích mají stejnou velikost. Orientaci magnetické indukce bodě L určíme opět pomocí Ampérova pravidla pravé ruky – při stejném směru i velikosti proudů ve vodičích snadno zjistíme, že indukce v tomto bodě je orientována směrem dolů.

Nyní již můžeme přistoupit k nejobtížnější části úlohy, jíž je nalezení bodu na ose x, v němž je velikost indukce maximální. Vzhledem k poznatkům získaným v předchozí části řešení můžeme říci, že velikost magnetické indukce od jednotlivých vodičů bude ve všech bodech na ose stejná. Pro velikost celkové indukce v bodě o vzdálenosti x od počátku pak budou s využitím známých vztahů platit následující vzorce:
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Tím jsme získali předpis funkce udávající závislost velikosti magnetické indukce na vzdálenosti od počátku. Pro určení maxima tuto funkci musíme derivovat a derivaci položit rovnu nule. Bude platit
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Můžeme tedy shrnout odpovědi na všechny otázky ze zadání: Proudy v obou vodičích směřují z nákresny, jejich velikost je stejná, magnetická indukce v bodě L míří směrem dolů a na ose x je maximální indukce ve vzdálenosti 
[image: image1976.wmf]2
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 od počátku.

183.      Vodič má tvar ramen pravého úhlu. Vypočtěte magnetickou indukci v bodě A vzdáleném od vrcholu V 
[image: image1977.wmf]cm
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, když vodičem prochází proud 
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ŘEŠENÍ: Celková magnetická indukce v bodě A bude dána vektorovým součtem indukcí vyvolaných rameny vodiče. Indukci od ramene, jež se nachází na přímce, kde leží i bod A, určíme velice jednoduše. Vytkneme-li si totiž na tomto rameni element 
[image: image1979.wmf]l

r

d

, bude přírůstek indukce v bodě A vyvolaný  tímto elementem dán podle Biotova-Savartova zákona dán vztahem 
[image: image1980.wmf]3
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. Vektory 
[image: image1981.wmf]l
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 a 
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 jsou však vzhledem k tomu, že rameno vodiče a bod A leží v přimce, kolineární, a vektorový součin dvou kolineárních vektorů je roven nule. Z tohoto důvodu bude nulový i přírustek indukce vyvolaný daným elementem a tudíž i celková indukce vyvolaná příslušným ramenem vodiče. Indukci od druhého ramene spočteme pomocí vzorce pro výpočet indukce nekonečně dlouhého přímého vodiče, který jsme odvodili v příkladu 177. Stačí si uvědomit, že uvažované rameno pravého úhlu není ničín jiným než polovinou nekonečně dlouhého vodiče. Proto i jím vyvolaná indukce bude poloviční. Pro magnetickou indukci v bodě A pak můžeme psát
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Magnetická indukce v bodě A je tedy 
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184.   Maličká plochá smyčka s proudem je umisťována postupně do bodů 1, 2, 3 na ose solenoidu, kterým prochází proud tímtéž směrem. Průřezy smyčky a solenoidu jsou rovnoběžné, délka solenoidu je mnohem větší než jeho poloměr R. Určete, ve kterém bodě na smyčku působí největší síla, a směr síly v bodech 1, 2, 3. (Použijte vztah 
[image: image1986.wmf]d

d

x

mB

F

x

×

=

r

r

, kde 
[image: image1987.wmf]m

r

 je magnetický moment smyčky).

ŘEŠENÍ: Našim hlavním úkolem bude spočítat derivaci magnetické indukce podle vzdálenosti od středu cívky. V úloze 180 jsme dokázali, že velikost magnetické indukce na vzdálenosti a od středu cívky je dána vztahem 
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kde l je délka cívky. V našem případě je však délka cívky
[image: image1989.wmf]l
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, což při derivování musíme vzít na vědomí. S uvážením těchto skutečností můžeme psát
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Nyní již můžeme pomocí odvozeného vztahu spočítat, jaká síla působí na smyčku v jednotlivých bodech na ose solenoidu. Po dosazení příslušných hodnot vidíme, že v poloze 1 je velikost síly nulová, v polohách 2 a 3 je dána vztahy
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Porovnáním těchto vztahů zjišťujeme při uvážení faktu, že délka solenoidu je mnohem větší než jeho poloměr, že největší síla působí na smyčku v bodě 3. Tato síla vychází záporně, což znamená, že cívka smyčku v tomto bodě přitahuje k sobě. Naopak v bodě 2 vychází síla kladně, což znamená, že cívka smyčku odpuzuje.

[image: image2477.wmf]a

185.           Přímým, velmi dlouhým vodičem protéká proud 
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. Kruhový závit je umístěn tak, že jeho rovina je rovnoběžná s vodičem, a normála, vedená k rovině závitu jeho středem, vodič protíná. Vzdálenost středu závitu od vodiče je 
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[image: image1999.wmf]cm

30

=

R

. Vypočtěte magnetickou indukci ve středu závitu, protéká-li jím proud 
[image: image2000.wmf]A

3

2

=

I

.


 ŘEŠENÍ: Magnetická indukce ve středu závitu je dána vektorovým součtem indukcí vyvolaných nekonečně dlouhým vodičem a závitem. Směr vektorů určíme jednoduše pomocí Ampérova pravidla pravé ruky (viz obr.) a pro jejich velikost použijeme známé vztahy, které jsme si odvodili v předchozích úlohách. S využitím skutečnosti, že směry indukcí od přímého vodiče a o závitu jsou navzájem kolmé, pak můžeme pomocí Pythagorovy věty psát
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Velikost magnetické  indukce ve středu závitu je 
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186.       Drátěný kroužek je umístěn tak, že jeho rovina je vertikální. V jeho středu se nachází malá magnetka, která se může volně otáčet kolem vertikální osy. Ke dvěma bodům kroužku jsou radiálně připojeny přívody od zdroje proudu. Jakou polohu zaujme magnetka?

ŘEŠENÍ: To, jakou polohu magnetka zaujme, bude záviset na směru vektoru magnetické indukce ve středu kroužku. Tato indukce je vyvolána  proudy, které protékají  přívodními vodiči ke kroužku, a samozřejmě proudy tekoucími samotným kroužkem. Označení těchto proudů je patrné z obrázku. Nejprve určíme velikost indukce vyvolané přívodními vodiči. To půjde velmi jednoduše. Vytkneme-li si totiž na uvedeném vodiči element 
[image: image2005.wmf]l
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, bude přírůstek indukce ve středu kroužku vyvolaný  tímto elementem dán podle Biotova-Savartova zákona dán vztahem 
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. Vektory 
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 jsou však vzhledem k tomu, že přivodní vodič a střed kroužku leží v přímce, kolineární, a vektorový součin dvou kolineárních vektorů je roven nule. Z tohoto důvodu bude nulový i přírustek indukce vyvolaný daným elementem a tudíž i celková indukce vyvolaná příslušnými přivodními vodiči. Při výpočtu indukce vyvolané proudy tekoucími samotným kroužkem využijeme vztah udávající velikost indukce ve středu kruhového závitu 
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. V našem případě však uvažované proudy protékají pouze část kroužku, jež je určena úhlem 
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 Z tohoto důvodu bude platit
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Vektory 
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 mají podle Ampérova pravidla pravé ruky opačný směr, a pro velikost výsledné magnetické indukce bude tedy platit vztah 
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. Nyní musíme nějakým způsobem spočítat velikost proudů 
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. Budeme uvažovat, že kroužek je vyrobem z materiálu o rezistivitě 
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 a jeho průřez je 
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. Za předpokladu, že napětí mezi body A a B je U, pak bude v souladu se známým vztahem pro výpočet odporu vodiče platit
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Po dosazení do výše uvedených vztahů pak dostáváme
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Vidíme tedy, že magnetická indukce vyvolaná vodičem je ve středu kroužku nulová a magnetka se tedy natočí ve směru magnetického pole Země.

187.          Vypočtěte magnetickou indukci ve středu drátěného čtverce o straně 
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, jestliže jím protéká proud 
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ŘEŠENÍ: Pomocí Ampérova pravidla pravé ruky zjišťujeme, že vektory magnetické indukce vyvolané jednotlivými stranami čtverce mají ve středu stejný směr. Protože vzhledem k symetrii musí mít tyto vektory stejnou velikost, stačí nám, když spočteme magnetickou indukci vyvolanou jednou ze stran čtverce. Celková indukce pak bude zjevně čtyřnásobkem takto určené hodnoty. Na vodiči si vytknneme element 
[image: image2025.wmf]l
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 ve vzdálenosti l od paty kolmice spuštěné na vodič ze středu čtverce, a zjistíme pomocí Biotova-Savartova zákona, jak přispívá tento element k celkové magnetické indukci v daném bodě. Bude platit 
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kde 
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 je vektor určený bodem, v němž počítáme indukci, a elementem 
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. V souladu s vlastnostmi vektorového součinu můžeme pro velikost vektoru 
[image: image2029.wmf]1
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Pro kvadrát vzdálenosti elementu dl od středu čtverce, platí podle Pythagorovy věty vztah 
[image: image2031.wmf]2

2

2

l

a

r

+

=

. Dále zjevně platí vztah 
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. Po dosazení pak získáváme
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Z vlastností vektorového součinu dále zjišťujeme, že vektor 
[image: image2034.wmf]B

r

d

 je kolmý na rovinu čtverce. To znamená, že přírůstky indukce od jednotlivých elementů budou mít stejný směr, a celkovou indukci v daném bodě tedy určíme tak, že sečteme velikosti všech přírůstků. Matematicky vyjádříme tento součet pomocí určitého integrálu, přičemž integrovat budeme podle proměnné l. Ta se spojitě mění od 
[image: image2035.wmf]a

-

 do 
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, čímž jsou určeny integrační meze. Bude platit
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Pro celkovou indukci ve středu čtverce pak platí
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Magnetická indukce ve středu čtverce je 
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188.       Určete, v jakém poměru musí být délky stran drátěného obdélníka daného obsahu S protékaného proudem I, aby magnetická indukce ve středu obdélníka byla maximální.

ŘEŠENÍ: Z taktických důvodů si velikosti stran uvažovaného obdélníka označíme 
[image: image2040.wmf]a

×

2

 a 
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. V první fázi určíme velikost magnetické indukce ve středu obdélníka jako funkci délek jeho stran. Je jasné, že celková indukce bude dána vektorovým součtem indukcí vyvolaných jednotlivými stranami. Pomocí Ampérova pravidla pravé ruky snadno zjistíme, že všechny tyto vektory budou mít stejný směr. Pro velikost celkové indukce ve středu pak bude platit vztah 
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 je velikost indukce vyvolané ve středu stranou délky 
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 a 
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 je velikost indukce vyvolaná stranou délky 
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. Nejprve určíme 
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 . Na straně 
[image: image2048.wmf]a
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 si vytkneme element 
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ve vzdálenosti l od středu této strany a určíme, jak tento element přispívá k indukci ve středu čtverce. Prakticky stejným postupem jako v úloze 187 zjistíme, že pro uvedený přírůstek platí vztah
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Celkovou indukci ve středu obdélníka vyvolanou stranou 
[image: image2051.wmf]a
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 určíme tak, že sečteme velikosti všech přírůstků. Matematicky vyjádříme tento součet pomocí určitého integrálu, přičemž integrovat budeme podle proměnné l. Ta se  spojitě mění od 
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 do 
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, čímž jsou určeny integrační meze. Bude platit
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Obdobným způsobem určíme i indukci 
[image: image2055.wmf]2
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Pro celkovou indukci ve středu obdélníka pak dostáváme


[image: image2058.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

+

×

×

=

+

×

×

×

×

+

+

×

×

×

×

=

×

+

×

=

a

b

b

a

b

a

I

b

a

a

b

I

b

a

b

a

I

B

B

B

2

2

0

2

2

0

2

2

0

2

1

2

2

p

m

p

m

p

m



[image: image2059.wmf],

4

4

4

2

2

0

2

2

0

2

2

0

b

a

S

I

b

a

b

a

I

b

a

b

a

I

+

×

×

×

×

=

×

×

×

+

×

×

×

=

×

×

+

×

×

=

p

m

p

m

p

m


kde S je obsah obdélníka, který podle zadání musíme chápat jako konstantu. K tomu, abychom dosáhli maximální indukce ve středu obdélníka, musíme nastavit jeho rozměry 
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 tak, aby  výraz 
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 byl co možná největší. Přitom však musíme respektovat podmínku, že máme pevně zadaný obsah obdélníka. Z matematického hlediska jde o nalezení vázaného extrému funkce 
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 (odmocnina nemá na polohu extrému žádný vliv) za vazební podmínky 
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. Z této podmínky si vyjádříme neznámou b a dosadíme do předpisu funkce. Poté již získáme funkci jedné proměnné, jejíž extrém nalezneme tak, že ji zderivujeme a derivaci položíme rovnu nule
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Pmocí druhé derivace bychom se přesvědčili, že jde skutečně o maximum. Zpětným dosazením zjistíme, jaký rozměr má v uvažované situaci, kdy je maximální indukce ve středu čtverce, strana 
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Zjistili jsme zajímavou skutečnost, že ve středu obdélníka o daném obsahu je maximální indukce v případě, že obě jeho strany mají stejnou velikost. Proto platí, že ze všech pravoúhlých rovnoběžníků daného obsahu protékaných proudem má největší magnetickou indukci ve svém středu čtverec.  

189.           Homogenně nabitý kotouč s poloměrem R a plošnou hustotou náboje 
[image: image2070.wmf]s

 rotuje kolem své osy s frekvencí  f. Spočítejte velikost magnetické indukce na ose kotouče ve vzdálenosti x od jeho středu. 

ŘEŠENÍ: Na kotouči si vytkneme prstenec o elementární šířce dr a poloměru r a určíme, jak tento prstenec přispívá k celkové indukci na ose kotouče. Vzhledem k tomu, že kotouč rotuje s frekvencí f, můžeme uvažovat, že prstencem protéká proud o velikosti 
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, kde dQ je náboj koncentrovaný na prstenci. Pro něj platí zjevně vztah 
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. Pro uvažovaný proud tekoucí prstencem pak dostáváme
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V příkladu 179 jsme odvodili, že kruhový závit protékaný proudem I vyvolává na své ose ve vzdálenosti x od středu magnetickou indukci 
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. S využitím tohoto poznatku můžeme pro přírůstek indukce dB vyvolané naším prstencen psát
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Celkovou indukci spočítáme tak, že sečteme příspěvky od všech možných prstenců. Budeme tedy integrovat, a to podle proměnné r a v mezích od 0 do R.
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Při integraci jsme použili substituci 
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Magnetická indukce rotujícího kotouče na jeho ose je tedy dána vztahem 
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190.             V rovině určené dvěma rovnoběžnými velmi dlouhými přímými vodiči, jejichž vzdálenost je l, se nachází obdélník o délkách stran a a b. Oběma vodiči prochází proud stejné velikosti, ale opačného směru. Určete  magnetický indukční tok procházející obdélníkem jako funkci vzdálenosti x (viz obr.). 

ŘEŠENÍ: Protože oběma vodiči protéká proud opačným směrem, budou mít, jak snadno zjistíme pomocí Ampérova pravidla pravé ruky, vektory magnetické indukce vyvolané těmito proudy ve všech bodech uvažovaného obdélníka stejný směr, přičemž budou kolmé k rovině obdélníka. Celkový indukční tok tedy bude dán součtem indukčních toků vyvolaných oběma vodiči. Nejprve určíme tok vyvolaný 1. vodičem. Zatímto účelem si v obdélníku vytkneme element o šířce dr a určíme tok procházející tímto elementem. Můžeme psát
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Celkový indukční tok obdélníkem vyvolaný 1. vodičem určíme pomocí integrálu, přičemž integrovat budeme podle proměnné r, která se spojitě mění  mezích od 0 do a
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Při určení magnetického indukčního toku vyvolaného 2. vodičem budeme postupovat zcela analogicky. Opět si vytkneme příslušný element a zjistíme, že platí
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Sečtením všech přírůstků, které provedeme tradičně pomocí určitého integrálu, obdržíme
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Pro celkový indukční tok obdélníkem pak dostáváme
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Celkový indukční tok obdélníkem je dán vztahem 
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191.        Dutým válcovým vodičem s vnějším poloměrem a a vnitřním poloměrem b protéká proud I  homogenně rozložený v celém průřezu. Určete velikost magnetické indukce ve vzdálenosti r od středu vodiče, kde b < r < a .

 ŘEŠENÍ: Tuto úlohu budeme řešit užitím Ampérova zákona celkového proudu. Za Ampérovu křivku si zvolíme kružnici s poloměrem r, kde b < r < a a středem ve středu uvažovaného válce. Vzhledem k symetrii bude mít vektor magnetické indukce ve všech bodech kružnice stejnou velikost a její směr bude v každém bodě kružnice stejný jako směr tečny vedené ke kružnici v tomto bodě. Díky tomu můžeme psát
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kde 
[image: image2087.wmf]c

I

 je proud obklopený uvažovanou kružnicí. Nyní musíme určit, jak tento proud závisí na poloměru kružnice. S využitím skutečnosti, že proud ve vodiči je rozložem homogenně, bude platit


[image: image2088.wmf]I

S

S

I

o

c

×

=

,

kde 
[image: image2089.wmf]0

S

 je obsah té části průřezu vodiče, která je obklopena naší kružnicí a S je celkový obsah průřezu vodiče. Zjevně bude platit
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Dosazením do výše uvedených vztahů pak dostáváme
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Velikost magnetické indukce ve vzdálenosti r od středu je tedy dána vztahem 
[image: image2093.wmf](
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192.        Vodičem, jehož tvar je patrný z obrázku, protéká proud I. Určete velikost magnetické indukce v bodě S .

ŘEŠENÍ: Vodič si myšleně rozdělíme na tři části a určíme magnetickou indukci v bodě S, které tyto části vyvolávají. Nejjednodušší bude určení indukce 
[image: image2094.wmf]1

B

 , kterou vyvolává část vodiče označená na obrázku římskou číslicí I. Vytkneme-li si totiž na této části vodiče  element 
[image: image2095.wmf]l
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d

, bude přírůstek indukce v bodě S vyvolaný  tímto elementem dán podle Biotova-Savartova zákona vztahem 
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 a 
[image: image2098.wmf]r
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 jsou však vzhledem k tomu, že uvažovaná část vodiče a bod S leží v přimce, kolineární a vektorový součin dvou kolineárních vektorů je roven nule. Z tohoto důvodu bude nulový i přírustek indukce vyvolaný daným elementem a tudíž i celková indukce vyvolaná příslušnou částí vodiče. Další částí vodiče není nic jiného než polovina kružnice. Pro velikost magnetické indukce ve středu kružnice protékané proudem I platí známý vztah 
[image: image2099.wmf]R
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. Polokružnice zjevně bude vyvolávat indukci o poloviční velikosti. Platí tedy vzorec
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Třetí částí vodiče je pro změnu polovina nekonečně dlouhého přímého drátu. Pro velikost magnetické indukce ve vzdálenosti r od tohoto drátu jsme v jednom z předchozích příkladů odvodili vztah 
[image: image2101.wmf]r
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. V našem případě s využitím tohoto vztahu dostáváme pro velikost indukce vyvolané třetí částí vodiče vzorec
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Snadno nahlédneme, že vektory 
[image: image2103.wmf]3
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 mají stejný směr. Pro celkovou velikost magnetické indukce v bodě S pak bude platit
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Magnetická indukce v bodě S má velikost 
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193.         Na kruhovém závitu s poloměrem r = 10 cm je rovnoměrně rozložen náboj Q = 
[image: image2106.wmf]8
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C. Závit se otáčí kolem osy kolmé k jeho rovině, která prochází jeho středem, s frekvencí f = 
[image: image2107.wmf]1
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. Určete velikost magnetické indukce ve středu závitu.

ŘEŠENÍ: Při řešení této úlohy si stačí uvědomit, že díky rotaci v podstatě prochází závitem elektrický proud, jehož velikost je určena vztahem 
[image: image2108.wmf]f
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. Pro magnetickou indukci ve středu kruhového závitu, jímž prochází proud I, však platí známý vztah  
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Magnetická indukce ve středu závitu je 
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194.       Vodičem vodorovně zavěšeným na dvou ohebných přívodech prochází proud I. Vodič má délku l a hmotnost m. Vodič se nachází v homogenním magnetickém poli, jehož indukční čáry jsou svislé. Určete velikost magnetické indukce, znáte-li úhel odklonu  
[image: image2112.wmf]a

.
[image: image2484.wmf]e

o

F

F

r

r

+

ŘEŠENÍ: Na vodič působí vedle tíhové síly 
[image: image2113.wmf]G
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 i Ampérova síla 
[image: image2114.wmf]m
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, jenž bude kolmá ke směru magnetických indukčních čar. Pro její velikost pak platí vztah 
[image: image2115.wmf]l
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. Z obrázku je jasné, že tangenta úhlu odklonu od svislého směru je dána podílem velikostí Ampérovy síly a síly tíhové. Bude platit
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Velikost magnetické indukce je dána vztahem 
[image: image2117.wmf].
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195.         Ve dvou vodorovných rovinách, jejichž vzdálenost je 
[image: image2118.wmf]cm
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, jsou nad sebou dva stejné čtvercové závity o straně 
[image: image2119.wmf]cm
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. Oběma závity prochází proud 
[image: image2120.wmf]A

3

=

I

. Určete velikost síly, kterou se závity vzájemně odpuzují. Jaké jsou směry proudů v závitech?

[image: image2121]
ŘEŠENÍ: Ze skutečnosti, že se závity odpuzují, rovnou vyplývá, že směr proudu v těchto závitech musí být stejný. Je jasné, že nám stačí určit, jakou silou je odpuzována jedna ze stran uvažovaného závitu. Celková síla působící na závit je pak čtyřnásobkem této síly. Vybereme si tedy jednu ze stran závitu, a určíme, jakou silou 
[image: image2122.wmf]F
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  ji odpuzuje  druhý závit. Ze skutečnosti, že navzájem kolmé vodiče na sebe navzájem silově nepůsobí, plyne při uvážení faktu, že vodiče protékané proudy se při stejném směru těchto proudů odpuzují, a při opačném přitahují, že pro velikost hledané síly 
[image: image2123.wmf]F
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 můžeme psát vztah 
[image: image2124.wmf]2
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, kde 
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 je síla, kterou působí odpovídající strana druhého závitu, a 
[image: image2126.wmf]2
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 průmět síly, kterou působí strana protilehlá, do svislého směru. Nejprve určíme 
[image: image2127.wmf]1

F

. Situace je komplikovaná v tom, že magnetické pole vyvolané odpovídající si stranou druhého závitu není v rámci námi uvažované strany homogenní. Musíme tedy určit závislost velikosti magnetické indukce na vzdálenosti x od kraje. Pro hledanou sílu poté můžeme psát vzorec 
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. Hledanou závislost indukce na x určíme tak, že si podle obrázku 104 vytkneme element dy a určíme příspěvek tohoto elementu k celkové indukci v uvažovaném bodě. Podle Biotova-Savartova zákona bude platit


[image: image2129.wmf](

)

2

3

2

2

0

2

0

d

4

sin

d

4

d

l

y

l

y

I

r

y

I

B

+

×

×

×

×

=

×

×

×

×

=

p

m

a

p

m

.

Celkovou indukci v daném bodě určíme integrací  mezích od -x do d-x.
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Pro velikost hledané síly pak dostáváme
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V podstatě jsme odvodili vzorec udávající, jakou silou na sebe působí dva rovnoběžné vodiče délky d protékané stejným proudem I, které se nacházejí ve vzdálenosti l. Pomocí tohoto vzorce nyní spočteme velikost síly 
[image: image2133.wmf]y
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. Bude platit
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(při úpravě jsme využli skutečnosti, že pro vzdálenost a protilehlých vodičů podle Pythagorovy věty platí vztah 
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Pro celkovou sílu, jíž se závity odpuzují, pak dostáváme
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Závity se odpuzují silou 
[image: image2138.wmf].
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196.            Elektron urychlený napětím 
[image: image2139.wmf]kV
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 vletí do homogenního magnetického pole, jehož směr je kolmý ke směru pohybu elektronů a velikost magnetické indukce je 
[image: image2140.wmf]T

10

1

,

1

4

-

×

=

B

. Určete poloměr trajektorie a dobu oběhu po této trajektorii.
ŘEŠENÍ: V homogenním magnetickém poli, jehož směr je kolmý na směr pohybu elektronu, se elektron pohybuje po kružnici. Její poloměr určíme z faktu, že magnetická síla působící na elektron plní roli síly dostředivé. Porovnáním příslušných vztahů pro velikost těchto sil získáváme
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Rychlost elektronu, jejíž velikost se při pohybu po kružnici pochopitelně nemění, určíme z rovnosti práce vykonané urychlovacím napětím a kinetické energie elektronu. Musí platit
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Po dosazení získáváme pro poloměr trajektorie vztah
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Dobu oběhu poté určíme jako podíl délky kružnice a rychlosti elektronu. Můžeme psát
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Poloměr trajektorie, po níž elektron obíhá, je zhruba 
[image: image2145.wmf]m
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. Doba oběhu elektronu je 
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197.          Odhadněte výpočtem maximální velikost magnetické indukce magnetického pole vychylovacích cívek televizní obrazovky. Předpokládejte, že magnetické pole je homogenní a prostorově omezené dvěma rovinami kolmými na osu obrazovky. Jejich vzájemná vzdálenost je 
[image: image2147.wmf]cm
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. Elektrony jsou před vstupem do magnetického pole urychleny elektrickým polem mezi elektrodami o napětí 
[image: image2148.wmf]kV
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. Maximální odchýlení trajektorie elektronů od osy obrazovky je 
[image: image2149.wmf]°
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[image: image2485.wmf]G
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ŘEŠENÍ: Po vstupu do magnetického pole se elektrony začnou pohybovat po kružnici. Po opuštění tohoto pole pokračují elektrony po přímce směrem ke stínítku obrazovky. Odchylku trajektorie elektronů způsobuje magnetická síla o velikosti 
[image: image2150.wmf]v
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, která se projevuje jako síla dostředivá. Z této skutečnosti jsme schopni spočítat poloměr kružnice po níž se bude elektron po dobu svého průletu magnetickým polem pohybovat. Bude platit
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Z obrázku je zřejmé, že pro sinus úhlu 
[image: image2152.wmf]a

, jenž udává odchýlení trajektorie elektronů od osy obrazovky platí vztah 
[image: image2153.wmf]r
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. Pro velikost magnetické indukce pole vychylovacích cívek pak můžeme psát
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Pro rychlost elektronu urychleného napětím U jsme v minulém příkladě odvodili vztah 
[image: image2155.wmf]m
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. S využitím tohoto vzorce již můžeme po dosazení vypočítat hledanou magnetickou indukci. Platí
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Magnetická indukce magnetického pole vychylovacích cívek je zhruba 
[image: image2157.wmf]mT
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[image: image2486.wmf]v
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198.           Osa televizní obrazovky je orientována ve směru jih−sever. Určete velikost posunutí střední části obrazu na stínítku obrazovky ve vodorovném směru, způsobeného zakřivením trajektorie elektronů, jestliže vertikální složka magnetické indukce pole Země má velikost 
[image: image2158.wmf]T
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. Vzdálenost stínítka od katody je 
[image: image2159.wmf]m
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, napětí mezi anodou a katodou, kde jsou elektrony urychlovány, je 
[image: image2160.wmf]kV
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ŘEŠENÍ: Na elektron působí v průběhu jeho letu stálá magnetická síla, jenž způsobí, že se tento elektron bude pohybovat po kružnici. Poloměr této kružnice určíme stejně jako v minulých příkladech z toho, že magnetická síla je při tomto pohybu silou dostředivou. Platí vztah 
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Z obrázku je zřejmé, že pro sinus úhlu 
[image: image2162.wmf]a

, jenž udává odchýlení trajektorie elektronů od osy obrazovky platí vztah 
[image: image2163.wmf]r
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.  Pro velikost posunutí střední části obrazu pak získáváme vzorec 
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Dosazením ze známého vztahu pro rychlost elektronu urychleného napětím U získáváme pro poloměr trajektorie elektronu vzorec 
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Dosazení zadaných hodnot do tohoto vzorce zjistíme, že poloměr trajektorie je mnohem větší než vzdálenost katody od obrazovky. Úhel odklonu tedy bude velmi malý a pro malé úhly platí s dostatečnou přesostí aproximace 
[image: image2166.wmf]a

a

»

sin

. S využitím této skutečnosti můžeme pro velikost posunutí obrazu psát
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Posunutí obrazu vyvolané zemským magnetickým polem je 
[image: image2168.wmf]mm
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199.         Malé těleso o hmotnosti m s kladným nábojem Q, které je připevněno k niti o délce l, se může pohybovat po kružnici ve vertikální rovině. Homogenní pole o magnetické indukci 
[image: image2169.wmf]B

r

 je orientováno kolmo k této rovině a směřuje ven z nákresny. Jakou minimální rychlost musíme tělesu udělit ve spodním bodě, aby vykonalo celý obrat?
ŘEŠENÍ: Je zřejmé, že o tom, zda těleso vykoná celou otočku se rozhodne při průchodu nejvyšším bodem trajektorie. Proto si musíme uvědomit, které síly budou na těleso v tomto bodě působit. Rozhodně se projeví síla tíhová 
[image: image2170.wmf]G
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r

, která se bude snažit dokončení otáčky zabránit, dále síla odstředivá 
[image: image2171.wmf]o
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, jenž bude působit proti síle tíhové a bude tedy tělesu pomáhat udržet se na kruhové trajektorii. Vzhledem k tomu, že těleso má náboj a nachází se v magnetickém poli, bude na něj působit i síla magnetická 
[image: image2172.wmf]m
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, která bude mít podle Flemingova pravidla levé ruky stejný směr jako síla odstředivá.. Pro to, aby těleso mohlo dokončit obrat, musíme zajistit alespoň rovnost síly tíhové a součtu síly odstředivé a magnetické. Musí tedy platit 
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  Dosadíme li za jednotlivé síly, získáme vztah
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Dostali jsme kvadratickou rovnici, z níž snadno vypočteme 
[image: image2175.wmf]1

v

, což je minimální požadovaná rychlost tělesa v nejvyšším bodě trajektorie. Bude platit
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Protože rychost musí být v našem případě kladná, vyhovuje pouze řešení se znaménkem plus. Pro náš další postup bude výhodné, když si spočítáme kvadrát minimální požadované rychlosti v nejvyšším bodě trajektorie, tedy 
[image: image2177.wmf]2
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. Zjevně bude platit 
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[image: image2179.wmf]÷
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My však nemáme určit 
[image: image2180.wmf]1

v

, nýbrž minimální rychlost udělenou na počátku pohybu, tedy v nejnižším bodě kruhové trajektorie. Tuto rychlost označme 
[image: image2181.wmf]m
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 a uvažme, jak souvisí s již spočtenou 
[image: image2182.wmf]1
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. Vyjdeme ze zákona zachování energie. Protože se v uvažované soustavě neuplatňuje práce jiných sil, než síly tíhové (síla magnetická práci nekoná!) platí, že součet kinetické a potenciální tíhové energie soustavy je stálý. Při vhodné volbě hladiny nulové potenciální energie pak můžeme psát 
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Pro minimální rychlost na počátku pohybu pak platí
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Nyní provedeme dosazení z výše vyvozeného vztahu pro 
[image: image2185.wmf]2
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 a získáme
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 (V).

Minimální rychlost, kterou musíme udělit tělesu na počátku pohybu, je dána vztahem (V). 
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200.       Alfačástice vlétla ve směru normály do oblasti příčného magnetického pole o indukci 
[image: image2187.wmf]T

1

,

0

=

B

. Velikost oblasti je 
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1

,

0

=

l

. Najděte rychlost částice, jestliže se při průchodu magnetickým polem odklonila o úhel 
[image: image2189.wmf]°
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.
ŘEŠENÍ: Na alfačástici působí v průběhu jejího letu v magnetickém poli stálá magnetická síla, jenž způsobí, že se tato částice bude pohybovat po kružnici. Poloměr této kružnice určíme z toho, že magnetická síla je při tomto pohybu silou dostředivou. Platí vztah 
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Pro sinus úhlu 
[image: image2191.wmf]a

, jenž udává odchýlení trajektorie částice od původního směru, zjevně platí vztah 
[image: image2192.wmf]r
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. Pro rychlost čístice pak dostáváme
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K tomu, abychom mohli spočítat konkrétní hodnotu rychlosti, samozřejmě musíme znát hmotnost a elektrický náboj alfačástice. Z jaderné fyziky však víme, že tato částice je tvořena dvěma protony a dvěma neutrony. Uvážíme-li, že hmotnost protonu i neutronu je přibližně rovna atomové hmotnostní konstantě a proton má kladný elementární náboj, můžeme psát 
[image: image2194.wmf]u
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. Výše odvozený vztah pro rychlost pak můžeme přepsat do tvaru
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Alfačástice se pohybuje rychlostí 
[image: image2196.wmf]1

6

s

m

10

-

×

=

v

.

201.      Tyč o hmotnosti 
[image: image2197.wmf]kg
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 leží na vodorovných kolejnicích vzdálených od sebe 
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. Kolejnicemi a tyčí protéká proud 
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. Součinitel statického smykového tření mezi tyčí a kolejnicemi je 
[image: image2200.wmf]6

,

0

=

f

. Při jaké nejmenší velikosti magnetické indukce se tyč dá do pohybu? Jaký bude směr této indukce?
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ŘEŠENÍ: Především musíme zjistit, jaká nejmenší síla F  je potřeba k tomu, aby byla tyč uvedena do pohybu. Hledaná minimální indukce pak bude mít podle Ampérova zákona velikost 
[image: image2201.wmf]l
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 a její směr bude kolmý na rovinu určenou tyčí a silou F. Musíme především zjistit závislost velikosti síly nutné k rozpohybování tyče na úhlu, který tato síla svírá s vodorovným směrem. Tyči bude zabraňovat v pohybu třecí síla, pro jejíž velikost bude platit vztah 
[image: image2202.wmf]n
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, kde 
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 je síla působící na tyč ve svislém směru. Její velikost je dána rozdílem velikostí tíhové síly 
[image: image2204.wmf]G
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 a svislé složky 
[image: image2205.wmf]y
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 síly, kterou uvádíme tyč do pohybu. Aby se tyč začala pohybovat, musí být vodorovná složka 
[image: image2206.wmf]x

F

 síly, kterou na ni působíme, přinejmenším stejně velká jako síla třecí. Z těchto úvah již s využitím obrázku získáme hledanou závislost. Můžeme psát
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Nyní musíme zjistit, pro jaký úhel je uvedená síla minimální. Protože v čitateli máme konstantu, stačí, když určíme maximum výrazu ve jmenovateli. Jmenovatele tedy zderivujeme a derivaci položíme rovnu nule.
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Snadno bychom se přesvědčili, že pro určenou hodnotu úhlu 
[image: image2211.wmf]a

 je síla nutná k rozpohybování tyče skutečně minimální. Pro její velikost bude platit
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Pro velikost nejmenší magnetické indukce pak dostáváme 
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Směr magnetické indukce je kolmý na působící sílu. Protože tato síla svírá úhel 
[image: image2215.wmf]°
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 s vodorovným směrem, bude magnetická indukce svírat tentýž úhel se směrem svislým.

Nejmenší magnetická indukce, která dokáže uvést tyč do pohybu, má velikost 
[image: image2216.wmf]T
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 a svírá úhel 
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 se svislým směrem.

Část 6 – elektromagnetická indukce, střídavý proud

202.          Kovová tyč se pohybuje stálou rychlostí v = 
[image: image2218.wmf]1
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 rovnoběžně s dlouhým přímým drátem, jímž prochází proud 
[image: image2219.wmf]A
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 (viz obr.). Spočítejte elektromotorické napětí indukované v tyči.
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[image: image2490.wmf]ŘEŠENÍ: Indukované elektromotorické napětí je podle Faradayova indukčního zákona rovno časové změně magnetického indukčního toku. V našem případě je však vzhledem k rovnoměrnému pohybu tyče tato změna rovna indukčnímu toku procházejícímu obdélníkem, jehož jedna strana má délku tyče a velikost druhé strany je rovna velikosti rychlosti pohybu tyče. Indukční tok obdélníkem určíme tak, že si vytkneme element o šířce dx podle obrázku a s pomocí vztahu pro magnetickou indukci dlouhého přímého vodiče zjistíme tok tímto elementem. Bude platit
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Celkový indukční tok uvažovaným obdélníkem poté určíme sečtením všech přírůstků. Tento součet vyjádříme klasicky pomocí určitého integrálu. Integrovat budeme podle proměnné x, jenž se spojitě mění od 0 do b, čímž jsou určeny integrační meze
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Protože platí, že indukované napětí v tyči je rovno magnetickému indukčnímu toku, který jsme spočítali, můžeme psát
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V tyči se indukuje napětí 
[image: image2223.wmf]V
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203.        Na velmi dlouhých rovnoběžných  vodivých kolejnicích leží kovová tyč délky l (viz obr.). V čase t = 0 s se tato tyč začne pohybovat rychlostí 
[image: image2224.wmf]0

v

 po těchto kolejnicích. Na konci jsou kolejnice spojeny přes odpor R. Celá soustava je umístěna v homogenním magnetické poli o magnetické indukci B, které je kolmé na rovinu kolejnic. Určete, jak bude záviset rychlost tyče a dráha jí uražená na čase.

ŘEŠENÍ: Podstatné pro nás je, že kolejnice s připojeným odporem a kovová tyč tvoří uzavřený obvod. Poté, co se začne tyč pohybovat, se bude měnit magnetický indukční tok procházející tímto obvodem, což v souladu s Faradayovým zákonem způsobí, že se v obvodu začne indukovat napětí a bude jím procházet proud. Na vodič v magnetickém poli, jímž prochází elektrický proud, však působí Ampérova síla, která bude podle Lenzova zákona působit proti směru pohybu vodiče (vyjádřením této skutečnosti je znaménko minus v níže uvedených vzorcích). Tyč se tedy bude postupně zpomalovat. Popišme nyní uvažovaný děj kvantitativně. Pro indukované napětí bude platit
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Pro proud tekoucí tyčí pak pomocí Ohmova zákona dostáváme
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Na tyč tedy bude působit Ampérova síla, jejíž velikost bude vzhledem k tomu, že rovina, v níž se tyč pohybuje, je  kolmá na směr magnetického pole, dána vztahem 
[image: image2227.wmf]l
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. Po dosazení za proud a vyjádření působící síly pomocí 2. Newtonova zákona získáváme
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Obdrželi jsme jednoduchou diferenciální rovnici, kterou vyřešíme tak, že separujeme proměnné
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a integrujeme
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Konstantu c musíme určit z počátečních podmínek. Protože rychlost v čase t = 0 s byla 
[image: image2231.wmf]0

v

, zjišťujeme, že platí c = 
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. Závislost rychlosti tyče na čase pak můžeme zapsat ve tvaru
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Pro dráhu uraženou tyčí pak platí známý vzorec 
[image: image2234.wmf](
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. Po dosazení získáváme
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Konstantu k určíme z faktu, že v čase t = 0 s je dráha uražená tyčí nulová. Po dosazení zjišťujeme, že 
[image: image2236.wmf]2
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. Předpis funkce udávající závislost dráhy uražené tyčí na čase pak zapíšeme ve tvaru
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Hledané funkční závislosti tedy mají tvar 
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204.           Dlouhý přímý vodič a obdélníkový rámeček o rozměrech a a b leží v jedné rovině (viz obr.). V čase t = 0 s začne vodičem procházet střídavý proud popsaný vztahem 
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. Určete, jaké teplo se uvolní v obdélníkovém rámečku za dobu 
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= 12 s, je-li jeho odpor 
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. Silové působení mezi vodičem a rámečkem neuvažujte. 
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ŘEŠENÍ: Změny proudu procházejícího vodičem způsobí změny magnetického pole tohoto vodiče, a tudíž i změny magnetického indukčního toku procházejícího rámečkem. Díky těmto změnám se v rámečku začne v souladu s Faradayovým zákonem elektromagnetické indukce indukovat napětí a bude jím procházet proud. K tomu, abychom dokázali určit, jaké teplo se uvolní za určitou dobu 
[image: image2245.wmf]1

t

, musíme znát časovou závislost proudu procházejícího rámečkem. Pak můžeme pro výpočet uvolněného tepla použít vztah 
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 Nejprve určíme magnetický indukční tok procházející rámečkem jako funkci času . To provedeme tak, že si vytkneme element o šířce dx podle obrázku a s pomocí vztahu pro magnetickou indukci dlouhého přímého vodiče zjistíme tok tímto elementem. Bude platit
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Celkový indukční tok uvažovaným obdélníkem poté určíme sečtením všech přírůstků. Tento součet vyjádříme klasicky pomocí určitého integrálu. Integrovat budeme podle proměnné x, jenž se spojitě mění od 0 do a, čímž jsou určeny integrační meze
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Pro indukované napětí pak přímým užítím Faradayova zákona dostáváme
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Pro proud tekoucí rámečkem  bude platit


[image: image2250.wmf]l

l

a

R

b

t

I

R

U

I

i

+

×

×

×

×

×

×

×

-

=

=

ln

2

cos

0

0

p

w

w

m

.

Pro teplo uvolněné ve vodiči pak můžeme psát
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V rámečku se uvolnilo teplo 
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205.      Přímý vodič délky 
[image: image2255.wmf]cm
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 kolem jednoho svého konce v homogenním magnetickém poli o indukci 
[image: image2257.wmf]T
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. Rovina rotace vodiče je kolmá k indukčním čarám. Určete elektromotorické napětí, které se indukuje v tyči.

ŘEŠENÍ: Při elementárním pootočení tyče o úhel 
[image: image2258.wmf]a

d

 opíše tato tyčku plošku dS, pro jejíž velikost platí vztah 
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Užitím Faradayova zákona elektromagnetické indukce pak získáváme 
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V tyči se indukuje napětí 
[image: image2261.wmf]V
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206.            V magnetickém poli je umístěn závit o ploše 
[image: image2262.wmf]2
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. Rovina závitu e kolmá na směr magnetických indukčních čar. Určete velikost indukce tohoto magnetického pole, jestliže při rychlém vysunutí závitu z tohoto pole prošel závitem náboj 
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ŘEŠENÍ: Při vysouvání závitu z magnetického pole se mění magnetický indukční tok závitem, a proto se v něm podle Faradayova zákona indukuje napětí, pro jehož velikost platí vztah 
[image: image2265.wmf].
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 Závitem poté poteče proud 


[image: image2266.wmf].
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 Uvážíme-li, že proud je časovou změnou elektrického náboje, můžeme psát 
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Po dosazení za proud se nám změna času zkrátí a jednoduchou úpravou získáme hledanou magnetickou indukci: 

[image: image2268.wmf].
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Magnetická indukce má velikost 
[image: image2269.wmf]T.
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207.             V obvodu podle obrázku je zapojena ideální pojistka, která má nulový odpor do chvíle, kdy proud jí protékající dosáhne hodnoty 
[image: image2270.wmf]A

3

max

=

I

. Po dosažení této hodnoty se pojistka přepálí a její odpor bude nekonečný. V čase t = 0 s sepneme spínač S. Určete závislost proudu protékajícího cívkou na čase (po přepálení pojistky měříte čas znovu od nuly). Za jak dlouho po sepnutí spínače se pojistka přepálí?

ŘEŠENÍ: Do chvíle, kdy se přepálí pojistka, je odpor celého obvodu nulový. Proud tekoucí obvodem postupně roste a v cívce se indukuje napětí, které v souladu s Lenzovým zákonem působí proti tomuto růstu. Napětí zdroje musí být podle 2. Kirchhoffova zákona v každém okamžiku stejné jako napětí indukované v cívce. Musí tedy platit
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Až do okamžiku přepálení pojistky tedy proud tekoucí cívkou lineárně roste. Pro čas, v kterém k tomuto přepálení dojde, bude platit
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Závislost proudu tekoucího cívkou na čase je do přepálení pojistky dána vztahem 
[image: image2273.wmf].
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 K přepálení pojistky dojde 1,5 s po sepnutí spínače.

Po přepálení pojistky se situace v obvodě zásadně změní. Proud začne protékat rezistorem a jeho velikost se bude zmenšovat (v ustáleném stavu bude totiž proud tekoucí obvodem 
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, zatímco v okamžiku přepálení je tento proud 
[image: image2275.wmf]A
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). Napětí, které se bude indukovat v cívce, bude podle Lenzova zákona působit proti poklesu proudu. Užitím 2. Kirchhoffova zákona získáváme
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Obdrželi jsme lineární diferenciální rovnici 1. řádu s pravou stranou. Z matematiky víme, že obecné řešení rovnice tohoto typu můžeme vyjádřit jako součet partikulárního řešení a obecného řešení příslušné diferenciální rovnice bez pravé strany. Partikulární řešení zjistíme snadno. Vzhledem ke tvaru pravé strany je jasné, že jím bude konstantní funkce 
[image: image2277.wmf].
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 Z fyzikálního hlediska nám toto řešení udává proud tekoucí cívkou po ustálení soustavy. Příslušnou homogenní diferenciální rovnici budeme řešit separací proměnných. Bude platit
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Hledané obecné řešení je tedy možno zapsat ve tvaru
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Konstantu c musíme určit z počátečních podmínek. V okamžiku přepálení pojistky je proud tekoucí cívkou 
[image: image2280.wmf]A
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. Díky tomu dostáváme 
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Závislost proudu tekoucího cívkou na době, která uplynula od přepálení žárovky, je dána vztahem
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208.             V obvodu na obrázku je proud I udržován konstantní změnami napětí zdroje. Spínač S je sepnut v čase t = 0 s. Odvoďte, jak závisí proud protékající cívkou na čase, který uplynul od sepnutí spínače a určete, kdy je proud rezistorem stejný jako proud cívkou. 

[image: image2495.wmf]1
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ŘEŠENÍ: Po sepnutí spínače se začne proud tekoucí cívkou zvětšovat, což způsobí, že se v ní bude indukovat napětí působící proti tomuto růstu. Podle 2. Kirchhoffova zákona bude indukované napětí v cívce v každém okamžiku stejné jako úbytek napětí na rezistoru. Označíme-li si proudy tekoucí cívkou a rezistorem podle obrázku, můžeme psát
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Zjevně platí, že 
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, což nám při konstantnosti proudu I umožňuje jednoduchými úpravami dospět k diferenciální rovnici, jejímž řešením bude funkce udávající závislost proudu tekoucího cívkou na čase
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Stejně jako v minulé úloze jsme získali jsme lineární diferenciální rovnici 1. řádu s pravou stranou. Partikulárním řešením je tentokrát konstantní funkce 
[image: image2286.wmf]I
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.  Z fyzikálního hlediska nám toto řešení udává proud tekoucí cívkou po ustálení soustavy. Příslušnou homogenní diferenciální rovnici budeme řešit separací proměnných. Bude platit
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Proud tekoucí cívkou tedy závisí na čase vztahem
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Konstantu c musíme určit z počátečních podmínek. Na počátku je proud tekoucí cívkou nulový, což dává podmínku 
[image: image2289.wmf].
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 Závislost proudu tekoucího cívkou na čase pak můžeme zapsat ve tvaru
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Stejný proud rezistorem i cívkou poteče v okamžiku, kdy bude platit 
[image: image2291.wmf]I
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. Po dosazení získáváme
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Stejný proud rezistorem a cívkou teče v čase 
[image: image2293.wmf].
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209.         Určete vzájemnou indukčnost kruhového závitu o poloměru R = 20 cm a nekonečně dlouhé válcové trubice o poloměru r = 1 cm, která je kolmá na rovinu závitu a její osa prochází středem závitu.

ŘEŠENÍ: Především musíme spočítat magnetický indukční tok procházející kruhovým závitem, který je vyvolán trubící protékanou proudem I. Za tímto účelem je potřeba zjistit závislost velikosti magnetické indukce vyvolané uvažovanou trubicí na vzdálenosti od jejího středu. Pomocí Ampérova zákona snadno zjistíme, že uvnitř trubice je indukce nulová. Vně trubice je magnetické pole stejné, jako kdyby bylo vyvoláno nekonečně dlouhým přímým vodičem. Pro velikost magnetické indukce ve vzdálenosti x od osy trubice tedy můžeme psát 
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 Nyní přistoupíme k určení indukčního toku závitem. Ve vzdálenosti x od osy trubice si vytkneme prstenec o elementární šířce dx . Pro magnetický indukční tok tímto prstencem bude platit
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Celkový indukční tok závitem určíme integrací v mezích od r do R
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Porovnáním se vztahem 
[image: image2297.wmf]I
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 získáváme pro vzájemnou indukčnost vzorec
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Vzájemná indukčnost válcové trubice a kruhového závitu je 
[image: image2299.wmf]H
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210.    Určete vlastní indukčnost toroidu o N závitech čtvercového průřezu, jehož rozměry jsou patrné z obrázku.

ŘEŠENÍ: Hlavně musíme spočítat magnetický indukční tok procházející jedním závitem toroidu. Musíme si uvědomit, že magnetické pole není v toroidu nezanedbatelné tlouštky homogenní. K určení indukčního toku proto potřebujeme znát závislost velikosti magnetické indukce na vzdálenosti od středu toroidu. Pomocí Ampérova zákona snadno zjistíme (viz úloha 176) , že platí 
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 Dále si vytkneme element o šířce dr , jehož tvar je patrný z obrázku, a určíme indukční tok tímto elementem. Bude platit
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Celkový indukční tok jedním závitem toroidu pak určíme sečtením všech přírůstků. Tento součet provedeme pomcí určitého integrálu, přičemž integrovat budeme v mezích od a do b
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Porovnáním získaného výsledku se vztahem 
[image: image2303.wmf]I
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 pak dostáváme
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Indukčnost toroidu je dána vztahem 
[image: image2305.wmf](
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211.          V homogenním magnetickém poli se nacházejí dvě velmi dlouhé rovnoběžné vodivé kolejnice. Rovina kolejnic je kolmá na směr magnetického pole. Kolejnice jsou připojeny ke zdroji stejnosměrného napětí o elektromotorickém napětí 
[image: image2306.wmf]e

U

 a rezistoru R. Po kolejnicích se bez tření, ale s vodivým kontaktem pohybuje vodivá tyč délky l a hmotnosti m. Spočtete, jaké maximální rychlosti může tyč při pohybu dosáhnout a odvoďte funkci udávající závislost rychlosti na čase, jestliže na počátku byla tyč v klidu. 

ŘEŠENÍ: Na tyč působí Ampérova síla, pro jejíž velikost platí vztah 
[image: image2307.wmf]l
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. Tato síla způsobuje postupné zrychlování tyče na počátku pohybu. S rostoucí rychlostí tyče však roste i napětí 
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, které se v tyči indukuje. Toto napětí je v souladu s Lenzovým zákonem namířeno proti napětí zdroje, a proto se proud tekoucí tyčí postupně zmenšuje až do chvíle, kdy se obě napětí vyrovnají, proud zcela zanikne, a tyč se vzhledem k nulovosti působící síly začne pohybovat rovnoměrně s rychlostí 
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. Její velikost určíme pomocí  2. Kirchhoffova zákona. Podle něj musí platit
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V ustálenem stavu je 
[image: image2311.wmf]0
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, z čehož pro maximální možnou rychlost dostáváme
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Mezní rychlost tyče je dána vztahem 
[image: image2313.wmf].
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Pro určení závislosti rychlosti tyče na čase si musíme sestavit pohybovou rovnici
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Pomocí vzorce pro mezní rychlost tyče můžeme tento vzorec upravit do tvaru
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Získali jsme jednoduchou diferenciální rovnici, kterou vyřešíme separací proměnných
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Konstantu c určíme ze skutečnosti, že rychlost v čase t = 0 je podle zadání nulová. Po úpravě získáváme
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což je již předpis hledané funkce. Jako cvičení si zkuste určit závislost dráhy uražené tyčí na čase.

212.           V dvou rovnoběžných rovinách ve vzdálenosti r od sebe jsou umístěny dva kruhové závity o shodném poloměru R  tak, že spojnice jejich středů je kolmá na obě roviny. Uvažujte, že r je mnohem větší než R a určete vzájemnou indukčnost těchto závitů.

ŘEŠENÍ: Vzhledem k tomu, že vzdálenost závitů je mnohem větší než jejich poloměr, můžeme magnetické pole vyvolaném proudem v jednom závitu pokládat v rámci závitu druhého s dostatečnou přesností za homogenní. Všude v druhém závitu je tedy magnetická indukce jak co do velikosti tak co do směru stejná jako v jeho středu, kde je podle příkladu 179 kolmá na rovinu závitu a má velikost danou vztahem 
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Pro magnetický indukční tok v druhém závitu bude díky konstantnosti magnetické indukce v rámci tohoto závitu platit
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Porovnáním získaného výsledku se vztahem 
[image: image2320.wmf]I
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 pak pro vzájemnou indukčnost dostáváme
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Vzájemná indukčnost uvedených vztahů je tedy dána vztahem 
[image: image2322.wmf](
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213.          Určete energii magnetického pole toroidu o N závitech obdélníkového průřezu protékaného proudem I, jehož rozměry jsou patrné z obrázku.
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ŘEŠENÍ: Pro hustotu energie magnetického pole ve vakuu platí vztah 
[image: image2323.wmf]0
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. Magnetické pole toroidu je soustředěno pouze v jeho objemu, kde však bohužel není homogenní. Pomocí Ampérova zákona snadno zjistíme, že velikost magnetické indukce závisí na vzdálenosti r vztahem 
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Nyní si vytkneme element o šířce dr, jehož tvar je patrný z obrázku, a určíme, jaká energie je koncentrována v tomto elementu. Uvědomíme-li si, že uvažovaný element je v podstatě část válcové plochy, můžeme pro jeho objem psát 
[image: image2325.wmf]r
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. Pro energii v tomto objemu pak platí vztah
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Celkovou energii magnetického pole toroidu získáme, když sečteme příspěvky od všech elementů. Tento součet vyjádříme tradičně pomocí určitého integrálu, přičemž integrovat budeme v mezích od a do b. Bude platit
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Energie magnetického pole toroidu je tedy dána vztahem 
[image: image2328.wmf].
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Doplňující úkol: Prakticky stejným postupem jako v úloze 210 si spočtete indukčnost toroidu o N závitech obdélníkového průřezu a ukažte, že platí vztah 
[image: image2329.wmf].
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 Uvědomte si, že při znalosti indukčnosti můžeme energii magnetického pole určit bez složitých výpočtů právě pomocí tohoto vztahu.

214. Velmi dlouhý koaxiální kabel je tvořen dvěma tenkostěnnými souosými vodivými dutými válci s poloměry a a b. Oběma válci teče proud stejné velikosti, avšak opačného směru. Určete energii magnetického pole koaxiálního kabelu vztaženou na jednotku délky. 
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ŘEŠENÍ: Užitím Ampérova zákona snadno zjistíme, že magnetické pole je soustředěno pouze v prostoru mezi válci. Všude jinde je magnetická indukce nulová. Je třeba si uvědomit, že uvažované magnetické pole není homogenní, ale je souměrné podle osy válců. Závislost velikosti magnetické indukce na vzdálenosti r od osy určíme opět pomocí Ampérova zákona. Bude platit


[image: image2330.wmf].

2

0

r

I

B

×

×

×

=

p

m


(vcelku pochopitelně jsme získali stejný vztah jako pro nekonečně dlouhý přímý vodič).
Vytkeme si element ve tvaru válcové vrstvy o tloušťce dr ve vzdálenosti r od osy válců a určíme, jaká energie je koncentrována v objemu této vrstvy. Uvážíme-li, že energii pole vztahujeme na jednotku délky kabelu, můžeme psát
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[image: image2332.wmf]r
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Celkovou energii určíme integrací podle proměnné r . Ta se spojitě mění v mezích od a do b, čímž jsou určeny integrační meze
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Energie magnetického pole koaxiálního kabelu je dána vztahem 
[image: image2334.wmf].
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[image: image2500.wmf]1
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215.          Dlouhý přímý úzký pásek z neferomagnetického kovu necháme volně padat mezi póly magnetu s homogenním polem o magnetické indukci 
[image: image2335.wmf]B

r

, která je kolmá k rovině pásku. Na pásek působí vedle tíhové síly také brzdná síla 
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, která je vyvolána vířivými proudy. Pro její velikost platí vztah 
[image: image2337.wmf]v
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, kde k je konstanta a v okamžitá rychlost pásku. Předpokládejte, že pásek byl na počátku v klidu a určete závislost rychlosti pásku na čase. Dále určete, jaké maximální rychlosti může pásek při pohybu dosáhnout.

ŘEŠENÍ: Pohybovou rovnici pásku můžeme zapsat ve tvaru
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To je v podstatě lineární diferenciální rovnice 1.řádu s pravou stranou. Partikulárním řešením této rovnice je zjevně konstantní funkce 
[image: image2339.wmf]B
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. Z fyzikálního hlediska nám toto řešení udává, jakou rychlostí se bude pásek pohybovat po ustálení. Jde tedy o již přímo o hledanou maximální rychlost. Obecné řešení přidružené homogenní rovnice určíme separací proměnných. Bude platit
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Hledané závislost rychlosti pásku na čase pak můžeme zapsat ve tvaru
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kde c je konstanta, kterou musíme určit z počátečních podmínek. Vzhledem k tomu, že v čase t = 0 je rychlost nulová, dostáváme
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Po úpravě získáváme konečný vztah 
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Rychlost pásku tedy postupně narůstá, až do dosažení mezní hodnoty 
[image: image2344.wmf].
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 Poté se pásek pohybuje rovnoměrně.

216.    Hliníkový kotouč o poloměru 
[image: image2345.wmf]mm
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vložíme do proměnného magnetického pole, jehož indukční čáry jsou kolmé k rovině kotouče. Magnetická indukce závisí na čase vztahem 
[image: image2346.wmf],
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. Určete proud indukovaný v kotouči a jeho výkon. Konduktivita hliníku je 
[image: image2348.wmf]1

1

7

m

10

7

,

3

-

-

×

W

×

=

g

.

ŘEŠENÍ: Vytkneme si elementární prstenec o poloměru r a šířce dr a určíme intenzitu vírového elektrického pole indukovaného v tomto prstenci. Podle Faradayova zákona elektromagnetické indukce platí
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Uvážíme-li, že pro intenzitu vírového elektrického pole platí vztah 
[image: image2350.wmf]r
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, můžeme psát
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B

r

r

t

B

r

E

m

m

i

w

w

p

w

w

p

sin

2

2

sin

2

×

×

×

=

×

×

×

×

×

×

=

.

Pomocí Ohmova zákona v diferenciálním tvaru určíme závislost proudové hustoty na poloměru r

[image: image2352.wmf]t
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S využitím faktu, že uvažovaný prstenec má obdélníkový průřez o plošném obsahu 
[image: image2353.wmf]dr

d

×

=

h

S

, můžeme pro celkový proud indukovaný v kotouči psát


[image: image2354.wmf].
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Amplituda proudu má tedy velikost
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Element výkonu proudu indukovaného na prstenci určíme ze vztahu 
[image: image2356.wmf]R
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, kde dR je odpor tohoto prstence. Po dosazení ze známých vztahů získáváme
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Po dosazení ze vztahu pro intenzitu a integraci přes celý kotouč dostáváme
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Největší hodnota, které dosahuje cyklicky proměnný výkon, je pak dána vztahem
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Indukovaný proud dosahuje maximální hodnoty 
[image: image2360.wmf]A
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a jeho maximální výkon je 
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217.         Ke zdroji střídavého napětí U = 10 V a frekvenci  f = 50 Hz jsou do série připojeny rezistor o odporu R = 5 Ω, ideální cívka o indukčnosti L a kondenzátor s proměnnou kapacitou C. Při nastavení kapacity kondenzátoru na 
[image: image2362.wmf]F
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 teče obvodem stejný proud jako při nastavení kapacity na 
[image: image2363.wmf]F.
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 Určete indukčnost cívky a spočtete proud tekoucí obvodem při dané kapacitě 
[image: image2364.wmf]1

C

.

ŘEŠENÍ: Skutečnost, že při daných nastaveních kapacity kondenzátoru teče obvodem stejný proud, znamená, že v obou případech má obvod stejnou impedanci. Pomocí známého vztahu pro impedanci sériově zapojeného RLC obvodu můžeme psát
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Snadno zjišťujeme, že tento vztah může být za daných podmínek splněn pouze při platnosti rovnosti
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Z tohoto vzorce již postupnými úpravami získáme hledanou indukčnost cívky
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Při znalosti indukčnosti cívky jsme již snadno schopni spočítat proud tekoucí obvodem při dané kapacitě. Bude platit
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Indukčnost cívky je 
[image: image2369.wmf]H
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 a obvodem teče proud 
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218.       Určete rezonanční frekvenci obvodu zapojeného dle obrázku.

[image: image2501.wmf]2
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ŘEŠENÍ: Při řešení této úlohy uplatníme metodu využívající symbolického vyjádření veličin střídavého proudu pomocí komplexních čísel. Její hlavní výhoda spočívá v tom, že komplexní čísla  umožní podchytit fázové posuny napětí a proudu, k nimž dochází na cívkách a kondenzátorech, což nám v důsledku umožní spočítat impedanci i dosti složitých obvodů střídavého proudu pomocí známých pravidel pro spojování rezistorů. Stačí, když induktanci symbolicky vyjádříme komplexním číslem 
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 a kapacitanci komplexním číslem 
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. Je jasné, že i impedance je v tomto pojetí chápána jako komplexní číslo mající reálnou a imaginární část. Její velikost je poté dána absolutní hodnotou tohoto čísla. Naše strategie při řešení tohoto příkladu bude spočívat v tom, že určíme admitanci, což není nic jiného než reciproká hodnota impedance, jako komplexní číslo. Rezonační frekvenci pak určíme z faktu, že při této frekvenci musí být imaginární složka admitance nulová. Bude platit
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[image: image2374.wmf].
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Díky požadované nulovosti imaginární složky admitance pak získáváme
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Rezonanční frekvence daného obvodu je tedy dána vztahem 
[image: image2376.wmf]2
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219.         Určete napěťový přenos obvodu CR a proveďte rozbor jeho vlastností.

[image: image2502.wmf]1
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ŘEŠENÍ: Je jasné, že podíl výstupního a vstupního napětí v obvodu, což je námi hledaný napěťový přenos, je stejný jako podíl odporu R a celkové impedance obvodu. K jejímu určení využijeme stejně jako v minulé úloze symbolickou metodu uplatňující komplexní čísla. Můžeme psát
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Velikost impedance určíme jako absolutní hodnotu tohoto komplexního čísla, čímž získáváme
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Pro napěťový přenos pak v souladu s uvedenými fakty dostáváme vztah
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Z uvedeného vztahu je jasné, že obvod CR potlačuje signály nízkých frekvencí, zatímco signály vysokých frekvencí propouští.

220.           K síťovému transformátoru, jehož svorkové napětí má efektivní hodnotu U = 10 V a jehož vnitřní odpor je zanedbatelný, připojíme cívku. Obvodem prochází proud o efektivní hodnotě I = 16 mA. Zařadíme-li do série s cívkou rezistor o odporu 
[image: image2380.wmf]1
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= 470 Ω, zmenší se proud tekoucí cívkou na hodnotu 
[image: image2381.wmf]1
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= 11,8 mA. Určete indukčnost L ideální cívky a rezistanci R rezistoru, jejichž sériovým spojením bychom mohli reálnou cívku nahradit. Transformátor je zdrojem harmonického napětí o frekvenci 
[image: image2382.wmf]Hz
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme impedanci samostatné reálné cívky. Užitím symbolické metody získáváme
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Stejným způsobem určíme impedanci sériového spojení cívky s rezistorem
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Odečtením obou získaných vztahů a úpravou získáváme
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Uvážíme-li, že platí vztahy 
[image: image2386.wmf]2
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, můžeme psát
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Pro indukčnost ideální cívky pak bude platit
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Reálnou cívku můžeme nahradit sériovým zapojením rezistoru 
[image: image2389.wmf]W
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 a ideální cívky o indukčnosti 
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221.        Určete, při jaké frekvenci je napěťový přenos Wienova členu (viz obr.) maximální. Jaké hodnoty při této frekvenci dosahuje?
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ŘEŠENÍ: Podmínkou pro to, aby napěťový přenos byl maximální, je minimálnost podílu napětí 
[image: image2391.wmf]2
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. Naším úkolem tedy bude vyjádření uvedeného podílu jako funkce frekvence a určení, pro kterou hodnotu tato funkce nabývá svého minima. Zjevně platí vztah 
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. Impedance obou částí Wienova členu určíme jako obvykle pomocí symbolické metody. Můžeme psát
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[image: image2394.wmf].
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Pro hledaný podíl pak dostáváme
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Z matematiky víme, že platí vztah 
[image: image2396.wmf],
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přičemž rovnost nastává pro x = 1. Pro frekvenci, kdy bude uvažovaný poměr, a tudíž i napěťový přenos minimální, tedy získáváme
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Při této frekvenci je 
[image: image2398.wmf]2
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, což znamená, že maximální napěťový přenos Wienova členu je 
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Napěťový přenos Wienova členu je maximální při frekvenci 
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, kdy je jeho hodnota 
[image: image2401.wmf].
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