Základní příklady – mechanické kmitání a vlnění
Kmitání

K1. Kmitavý pohyb je popsán rovnicí 
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 Příslušné veličiny vystupují v rovnici v základních jednotkách. Určete postupně amplitudu 
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 frekvenci f,  periodu 
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a počáteční fázi 
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 daného kmitání. Dále určete, ve kterém čase 
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 bude okamžitá výchylka oscilátoru poprvé rovna nule. 

 ŘEŠENÍ: Zadanou rovnici porovnáme s obecnou rovnicí kmitavého pohybu ve tvaru: 


[image: image6.wmf](

)

.

sin

j

w

+

×

×

=

t

y

y

m

 Tímto porovnáním postupně dostáváme s využitím vztahů mezi úhlovou frekvencí, frekvencí a periodou 
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Nyní stanovíme čas  
[image: image9.wmf]1
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, ve kterém bude výchylka poprvé nulová. To nastane v okamžiku, kdy v argumentu funkce sinus bude poprvé nula. Dostáváme tedy:   
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Nulová výchylka nastane poprvé v čase 
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K2. Hmotný bod kmitá harmonicky s amplitudou 
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 Napište rovnici kmitavého pohybu a určete, v jakém čase 
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 bude poprvé výchylka rovna 
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ŘEŠENÍ: Obecná rovnice harmonického kmitavého pohybu je ve tvaru 
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 (užili jsme známý vztah mezi úhlovou frekvencí a periodou 
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 ). Nyní již stačí dosadit do této rovnice postupně údaje pro amplitudu, periodu a počáteční fázi. V základních jednotkách dostáváme:  
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Dosazením hodnoty 10 cm za okamžitou výchylku y a užitím vlastností funkce sinus (hodnoty 1 nabývá obecně v bodech 
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, v našem případě nás bude zajímat hned hodnota pro k=0, tj.  
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 ) snadno najdeme hledaný čas 
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Hledaná rovnice kmitání je 
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 a maximální výchylky je poprvé dosaženo v čase  
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K3. Určete dobu 
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, za kterou urazí hmotný bod harmonicky kmitající s frekvencí 
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ŘEŠENÍ: Vyjdeme z rovnice harmonického kmitání s uvážením toho, že počáteční fáze bude nulová (bod začíná svůj pohyb v rovnovážné poloze směrem do kladných výchylek) a pro úhlovou frekvenci platí 
[image: image32.wmf].
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 Nyní dosadíme za y hodnotu 
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Při určení druhého hledaného času 
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 si musíme uvědomit, že nejde přímo o hodnotu získanou po dosazení amplitudy 
[image: image39.wmf]m

y

y

=

2

 do rovnice, ale že od takto získané doby 
[image: image40.wmf]3

t

 udávající, za jak dlouho se přesuneme z rovnovážné polohy do bodu obratu, musíme odečíst dobu 
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První polovinu amplitudy uvažovaný hmotný bod urazí za dobu 
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K4. Hmotný bod harmonicky kmitá s nulovou počáteční fází. Pří výchylce 
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 Určete periodu T a maximální výchylku 
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 daného kmitavého pohybu. 

ŘEŠENÍ: Situace označená dolním indexem 1 nastává v nějakém neznámém čase 
[image: image51.wmf],
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 je neznámá počáteční fáze kmitání a 
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 jeho úhlová frekvence. Podobným způsobem můžeme napsat i vztahy pro situaci označenou indexem 2, který nastává v neznámém čase 
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 Tím bychom měli 4 rovnice pro 5 neznámých 
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 bychom již měli dostatek rovnic pro výpočet hledaných veličin. Problém je v tom, že výpočty touto cestou by byly extrémně komplikované a zdlouhavé, a to především kvůli přítomnosti členů se sinem a kosinem. Budeme proto muset udělat trik tak, abychom se kosinu a sinu úplně zbavili. K tomu nám poslouží právě zmiňovaná goniometrická jednička. Bude však třeba výše uvedené rovnice umocnit na druhou a zároveň rovnici pro výchylku vynásobit úhlovou frekvencí tak, aby měla analogický tvar jako rovnice pro rychlost. Budeme tak počítat hodnotu výrazu 
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Výpočet provedeme nejprve pro situaci 1:   
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Úplně stejný postup užijeme i pro situaci 2: 
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  Nyní se podívejme na poslední vztahy u obou situací. Levé strany se sobě rovnají, a proto se musí rovnat i strany pravé. Tím však již získáme jedinou rovnici  
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 pro neznámou úhlovou frekvenci 
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 (a potažmo periodu 
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Máme stanovenu periodu a nyní ještě budeme potřebovat spočítat maximální výchylku 
[image: image66.wmf].
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 který jsme odvodili dříve. Z něj vyjádříme hledanou maximální výchylku a dostaneme: 
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Kmitavý pohyb má tedy periodu 
[image: image69.wmf]s
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K5. Uvažujme krychli o délce hrany 
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 Po vychýlení z rovnovážné polohy dané rovností tíhové síly a vztlakové síly působící na ponořenou část krychle začne krychle harmonicky kmitat s s periodou T. Určete tuto periodu. 


[image: image74]
ŘEŠENÍ: V rovnovážné poloze nastává rovnost velikostí vztlakové síly 
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 objemu krychle.  Po zanoření krychle o y vůči rovnovážné poloze (viz obrázek) se tíhová síla nezmění, ale vztlaková síla se zvětší o 
[image: image78.wmf].

g

V

F

v

vz

×

×

D

=

D

r

 Pro změnu objemu ponořené části ale zjevně platí 
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 (nově se totiž zanořil hranol o obsahu podstavy 
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 a výšce y). V důsledku toho vzniká síla snažící se vrátit krychli zpět do rovnovážné polohy, pro jejíž velikost bude platit vztah 
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 Vidíme, že kmitání bude harmonické (síla je přímo úměrná výchylce) a pro tuhost oscilátoru (čili konstantu úměrnosti) k dostaneme porovnáním se vztahem 
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  Pro periodu kmitání pak budeme ještě potřebovat určit hmotnost krychle. Pro ni bude platit: 
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(užili jsme známý vzorec pro objem krychle 
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). Dosazením do základního vzorce pro periodu harmonického kmitání dostáváme:  
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Krychle bude harmonicky kmitat s periodou 
[image: image87.wmf]s.
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K6. Na pružině je zavěšena miska se závažím a oscilátor kmitá s periodou 
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Přidáním dalšího závaží se perioda oscilátoru zvětší na hodnotu 
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Stanovte, o jakou délku 
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se posunula přidáním dalšího závaží rovnovážná poloha pružiny (tj. o kolik by se protáhla pružina v případě, že by byla v klidu). 

ŘEŠENÍ: Další závaží působí na misku a tudíž i na pružinu přídatnou tíhovou silou 
[image: image91.wmf],
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 je hmotnost tohoto závaží a g je klasicky tíhové zrychlení. V důsledku této síly se rovnovážná poloha posune o 
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směrem dolů, přičemž v souladu s definicí tuhosti pružiny k musí platit, že 
[image: image94.wmf].

k

m

g

l

g

m

l

k

D

=

D

®

×

D

=

D

×

  Problém spočívá v tom že neznáme hmotnost přidaného závaží ani tuhost pružiny. Budeme se tudíž muset pokusit podíl těchto veličin nějak vyjádřit na základě znalosti period kmitání před přidáním dalšího závaží a po jeho přidání. Pro ně bude platit v souladu se základním vztahem pro periodu harmonického kmitání vztahy
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kde m je původní hmotnost oscilátoru (před přidáním dalšího závaží).  V dalším kroku odečteme oba výše uvedené vztahy:
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Nyní využijeme toho, že podíl změny hmotnosti a tuhosti oscilátoru jsme výše dokázali vyjádřit pomocí hledaného prodloužení pružiny a tíhového zrychlení vztahem  
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, dosadíme a vyjádříme neznámé prodloužení pružiny 
[image: image98.wmf].
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Vidíme, že rovnovážná poloha pružiny se posune směrem dolů o 
[image: image100.wmf].
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K7. Vodorovná deska harmonicky kmitá ve vodorovném směru s periodou 
[image: image101.wmf] 
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Na desku umístíme dřevěný hranolek. Určete, při jaké amplitudě kmitů 
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 začne hranolek na povrchu desky proklouzávat za předpokladu, že součinitel jeho smykového tření je 
[image: image103.wmf].
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ŘEŠENÍ: Hranolek začne proklouzávat v okamžiku, kdy maximální setrvačná síla působící na hranolek, jíž je možné pomocí druhého Newtonova zákona a vztahu pro maximální zrychlení oscilátoru 
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 (zde m je hmotnost hranolku a úhlová frekvence byla převedena na periodu užitím známého vztahu 
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 Dáním obou výrazů do rovnosti se dostáváme k rovnici,z níž již velmi jednoduše spočítáme hledanou amplitudu 
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Hranolek začne prokluzovat ve chvíli, kdy amplituda kmitů dosáhne hodnoty 
[image: image111.wmf] 
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K8. Těleso netlumeně kmitá ve vodorovném směru harmonicky s amplitudou 
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Určete maximální výslednou sílu působící na těleso během kmitání 
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 a rychlost tělesa při průchodu rovnovážnou polohou 
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 za předpokladu, že jeho hmotnost je 
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Nakonec napište rovnici kmitání za předpokladu, že počáteční fáze byla rovna nule, tj. 
[image: image117.wmf].
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ŘEŠENÍ: Celkovou energii lze díky tomu, že v bodech obratu je kinetická energie nulová a celková energie je tudíž rovna potenciální energii pružnosti, vyjádřit vztahem 
[image: image118.wmf],
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 kde k je tuhost oscilátoru. Z uvedeného vztahu můžeme snadno spočítat tuhost: 
[image: image119.wmf].
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 Výsledná síla působící na těleso (a směřující do rovnovážné polohy) závisí na okamžité výchylce y vztahem 
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 a nabývá maximální hodnoty 
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 v bodech obratu. Dosazením za tuhost pružiny dostáváme: 
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Dále využijeme toho, že díky platnosti zákona zachování mechanické energie musí být kinetická energie v rovnovážné poloze rovna celkové energii kmitání tělesa. Díky tomu můžeme hledanou rychlost 
[image: image123.wmf]RP
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 vypočítat následujícím způsobem: 
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Obecná rovnice harmonického kmitavého pohybu je ve tvaru


[image: image125.wmf](

)

.

sin

j

w

+

×

×

=

t

y

y

m

 Amplitudu a počáteční fázi známe, musíme však určit úhlovou frekvenci kmitání 
[image: image126.wmf].

w

 Pro ni však platí vztah 
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díky čemuž dostáváme po úpravě a dosazení:
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Zjistili, jsme, že maximální síla působící na těleso je 
[image: image129.wmf] 
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a rovnice kmitání je 
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K9. O jakou hodnotu 
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 se změní doba kyvu mosazného kyvadla, která je při teplotě 
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 zvýšíme-li teplotu okolního prostředí na 
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 Oč by se denně opožďovaly hodiny s takovým kyvadlem? Koeficient délkové roztažnosti mosazi je 
[image: image136.wmf].
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ŘEŠENÍ: Pro dobu kyvu kyvadla (která je polovinou doby kmitu, tj. periody T0) při počáteční teplotě platí vztah


[image: image137.wmf],
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kde 
[image: image138.wmf]0
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 je původní délka závěsu a 
[image: image139.wmf]g

 tíhové zrychlení. Tíhové zrychlení je na teplotě nezávislé, délka závěsu se však s rostoucí teplotou lineárně zvětšuje, takže při teplotě 
[image: image140.wmf]2
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 pro ni bude platit vzorec
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To znamená, že doba kyvu se po zahřátí zvětší na 


[image: image142.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

(

)

s.

00014

,

1

10

25

10

19

1

1

1

1

1

6

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

1

=

-

×

×

+

×

=

-

×

+

×

=

=

-

×

+

×

×

=

-

×

+

×

×

=

×

=

-

t

t

t

t

g

l

g

t

t

l

g

l

a

t

a

p

a

p

p

t


Hodiny se tedy každou sekundu budou opožďovat o dobu 
[image: image143.wmf],
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 pro kterou platí
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Za jeden den (což je 24 hodin = 24 krát 60 minut krát 60 sekund = 86400 sekund) bude pak toto zpoždění činit
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Doba kyvu po zahřátí vzroste na hodnotu 
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K10. V kabině výtahu visí kyvadlo, jehož perioda je za standardních podmínek 
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Když se kabina výtahu pohybuje se stálým zrychlením 
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 směrem vzhůru, změní se perioda kyvadla na hodnotu 
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Určete tuto periodu 
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Tíhové zrychlení je 
[image: image152.wmf].
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[image: image153]
ŘEŠENÍ: Při pohybu se zrychlením působí v neinerciální soustavě spojené s kyvadlem na kuličku kyvadla setrvačná síla 
[image: image154.wmf],
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kde m je hmotnost kuličky. Uvedená síla působí ve svislém směru a skládá se s tíhovou silou 
[image: image155.wmf].
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 Pokud se výtah pohybuje se zrychlením směrem vzhůru (což je náš případ), bude setrvačná síla působit směrem dolů a celková síla působící kolmo dolů bude rovna 
[image: image156.wmf](
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 V takovém případě však bude v souladu s odvozením vztahu pro periodu matematického kyvadla pro malé úhly a s výše uvedeným obrázkem platit vztah 
[image: image157.wmf](
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 kde F je síla vracející oscilátor do rovnovážné polohy, y výchylka z rovnovázné polohy  a l délka závěsu kyvadla. Vidíme, že kmitání bude harmonické (síla je přímo uměrná výchylce) a pro tuhost oscilátoru (čili konstantu úměrnosti) k dostaneme porovnáním se vztahem 
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  Pro periodu kmitání pak dosazením do základního vzorce dostáváme 

[image: image160.wmf](
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Bohužel ještě neznáme délku závěsu l, jíž budeme muset zjistit ze znalosti doby periody 
[image: image161.wmf].
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Dosazením za l  do výše uvedeného vztahu pro 
[image: image163.wmf] 
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dostáváme konečný výsledek: 
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Ve výtahu pohybujícím se se zrychlením směrem vzhůru bude mít kyvadlo periodu 
[image: image165.wmf] 

s.

84

,

0

1

=

T


Poznámka: Úplně stejným způsobem jako výše se dá ukázat, že pro periodu kmitání kyvadla ve výtahu pohybujícím se se zrychlením a směrem dolů platí vztah 
[image: image166.wmf].
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 (perioda se tedy v tomto případě prodlužuje). 
 Cvičení K1-C. Těleso mechanického oscilátoru s frekvencí vlastního kmitání 
[image: image167.wmf]Hz
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bylo vychýleno z rovnovážné polohy silou 
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Při tom vykonaly vnější síly práci 
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Určete hmotnost tělesa m a napište rovnici harmonického kmitání oscilátoru, které nastane po uvolnění tělesa (čas měříme od okamžiku uvolnění). 
[
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Cvičení K2-C. Těleso o hmotnosti 
[image: image171.wmf]kg
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zavěšené na pružině o zanedbatelné hmotnosti a tuhosti k kmitá s periodou 
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Určete, na jakou hodnotu 
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 se změní perioda, když těleso zavěsíme na dvě stejné pružiny (tj. platí 
[image: image174.wmf])
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Cvičení K3-C. V kabině výtahu visí kyvadlo, jehož perioda je za standardních podmínek 
[image: image177.wmf] 
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Když se kabina výtahu pohybuje se stálým zrychlením a, změní se perioda kyvadla na 
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Určete velikost a směr zrychlení kyvadla. [
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 směr dolů]. 
Vlnění
V1. Postupné vlnění je popsáno rovnicí 
[image: image180.wmf](
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 Příslušné veličiny vystupují v rovnici v základních jednotkách. Určete postupně amplitudu 
[image: image181.wmf],
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 frekvenci f, vlnovou délku 
[image: image182.wmf]l

 a rychlost šíření vlnění v. 


ŘEŠENÍ: Zadanou rovnici porovnáme s obecnou rovnicí postupně vlny ve tvaru: 


[image: image183.wmf].
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 Tímto porovnáním postupně dostáváme s využitím vztahu mezi vlnovou délkou, rychlostí šíření a frekvencí 
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 následující: 
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Vidíme, že pro hledané veličiny platí tyto výsledky: 
[image: image186.wmf].
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V2. Určete rovnici postupného vlnění, jestliže jeho zdroj kmitá s amplitudou 
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  a nulovou počáteční fází. Netlumené vlnění se pak šíří látkovým prostředím s konstantní rychlostí 
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. Dále napište rovnici kmitání bodu M nacházejícího se ve vzdálenosti 
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 od zdroje vlnění a určete jeho fázi 
[image: image191.wmf].
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ŘEŠENÍ: Nejprve musíme určit vlnovou délku vzniklého postupného vlnění. Dosazením do základního vztahu okamžitě dostáváme  
[image: image192.wmf] 
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Nyní již známe vše potřebné (tj. amplitudu, periodu a vlnovou délku) pro dosazení do příslušné rovnice postupného vlnění v obecném tvaru 
[image: image193.wmf].
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 Dostáváme: 

      
[image: image194.wmf](
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Uvažované postupné vlnění lze popsat rovnicí 
[image: image195.wmf](
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Kmitání bodu M popíšeme tak, že do uvažované rovnice postupného vlnění obsahující dvě proměnné (čas t a polohu x) dosadíme za polohu právě uvedenou pozici bodu M, tj. 
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Srovnáním s obecnou rovnicí kmitání 
[image: image198.wmf](
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 vidíme, že fáze bodu M je 
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 Díky periodicitě funkce sinus (perioda  je právě
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) je však po převedení do intervalu 
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 v němž fázi typicky určujeme, tato fáze rovna nule, tj. 
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Rovnice kmitání bodu M je tedy 
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 a jeho fáze je rovna nule (tj. má stejnou fázi jako zdroj vlnění). 

V3.  Dva body ležící v přímce se zdrojem vlnění o frekvenci 
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kmitají s fázovým rozdílem 
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 Určete konstantní rychlost v šíření vlnění v daném prostředí.  
ŘEŠENÍ: Nejprve si uvědomíme, že dráhový rozdíl vlnění v uvedených dvou bodech můžeme stanovit jednoduše jako 
[image: image208.wmf].
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 Následně užijeme klíčový vztah udávající souvislost dráhového rozdílu d a fázového rozdílu 
[image: image209.wmf]j

 ke stanovení vlnové délky daného vlnění. Bude platit: 
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Nyní již známe vlnovou délku a jsme při známé frekvenci schopni velmi rychle určit rychlost šíření vlnění v daném prostředí. Bude platit:  
[image: image211.wmf].
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V daném prostředí se vlnění šíří rychlostí 
[image: image212.wmf].

s

m

4000

1

-

×

=

v


V4. Určete fázový rozdíl kmitání dvou bodů ležících na přímce se zdrojem vlnění o frekvenci 
[image: image213.wmf] 
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a vlnění se v daném prostředí šíří rychlostí 
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ŘEŠENÍ: V prvním kroku si musíme stanovit vlnovou délku příslušného vlnění. Bude platit, že 
[image: image216.wmf] 
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Nyní, při znalosti vlnové délky, již stačí využít stejně jako ve předešlém příkladě vztah mezi dráhovým rozdílem (tj. vzdáleností obou bodů) a rozdílem fázovým, který máme určit. Dostáváme: 
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Díky periodicitě funkce sinus (perioda  je právě
[image: image218.wmf]p
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) je však po převedení do intervalu 
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 v němž fázi a její rozdíly typicky určujeme, tento rozdíl fázi roven 
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 Oba sledované body tak kmitají v protifázi (je-li u jednoho v daném okamžiku maximální kladná výchylka, je u druhého v tom samém okamžiku maximální výchylka záporná a naopak). 

Fázový rozdíl kmitání obou bodů je 
[image: image221.wmf],
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 body kmitají v protifázi. 

V5.  Quinckeho trubicí v základní poloze (tj. obě ramena stejně dlouhá) prochází zvukové vlnění ze zdroje o frekvenci 
[image: image222.wmf] 
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K prvnímu interferenčnímu zeslabení dojde ve chvíli, kdy jedno z ramen trubice vysuneme o vzdálenost 
[image: image223.wmf] 
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Určete rychlost zvukového vlnění v trubici v.   

ŘEŠENÍ: Vyjdeme z toho, že pro dosažení destruktivní interference musí být vlnění procházející oběma rameny tzv. v protifázi, což nastane ve chvíli, kde je dráhový rozdíl roven lichému počtu půlvln, tj. 
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kde k je postupně 0,1,2,… Protože se však bavíme o prvním zeslabení, je k = 0 a dráhový rozdíl je tedy roven polovině vlnové délky, tj.  
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 Dráhový rozdíl ale není nic jiného než dvojnásobek vysunutí ramene trubice, tj. 
[image: image226.wmf]l
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 (zvuk prochází nahoru a poté zase zpět, při vytažení o 1 cm se tak jeho dráha prodlouží o 2 cm). Platí tedy, že 
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 Nyní již můžeme spočítat hledanou rychlost díky znalosti frekvence stejným způsobem jako například v příkladu V3. Získáváme tak 
[image: image228.wmf].
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Zvukové vlnění se v Quinckeho trubici šíří rychlostí 
[image: image229.wmf].
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V6. Vlnění vyvolané zdrojem kmitajícím s frekvencí 
[image: image230.wmf]Hz
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 se odráží na konci bodové řady a vznikne stojaté vlnění, přičemž vzdálenost jeho nejbližšího uzlu od konce řady je 
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 Určete, jakou rychlostí v se šíří vlnění v daném prostředí, pokud je konec bodové řady a) pevný, b) volný
ŘEŠENÍ: a) Při odrazu na pevném konci bodové řady se mění fáze na opačnou a uzel je přímo na konci této řady (je to logické, upevněný konec nemůže kmitat a jeho amplituda je tedy logicky nulová). Vzdálenost dvou nejbližších uzlů je u stojatého vlnění vždy rovna polovině vlnové délky, bude proto platit, že 
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 Při znalosti vlnové délky a frekvence však již můžeme velmi snadno stanovit rychlost šíření vlnění v daném prostředí stejným způsobem jako např. v příkladech V3 a V5. Bude platit: 
[image: image233.wmf].
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b) Při odrazu na volném konci bodové řady se fáze nemění a na konci vzniká kmitna stojatého vlnění (konec totiž může kmitat s maximální možnou amplitudou). Vzdálenost nejbližšího uzlu a kmitny je však u stojatého vlnění vždy rovna čtvrtině vlnové délky, takže platí 
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 Stejným způsobem jako v předchozí části nyní stanovíme rychlost šíření vlnění: 
[image: image235.wmf].
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V případě odrazu na pevném konci by rychlost byla 
[image: image236.wmf],
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 v případě odrazu na volném konci poté 
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V7. Strunou délky 
[image: image238.wmf],
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 jež je pevně uchycena na obou koncích, se šíří vlnění rychlostí 
[image: image239.wmf].

s

m

300

1

-

×

=

v

 Určete frekvenci a) prvního harmonického tónu 
[image: image240.wmf]1
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 b) třetího harmonického tónu 
[image: image241.wmf]3
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 , který vznikne při chvění struny. 
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ŘEŠENÍ: a) První harmonický tón mající základní (nejnižší možnou) frekvenci vznikne v případě, kdy je uprostřed struny kmitna a jediné uzly jsou na jejím okraji v bodech, kde je struna uchycena (viz obrázek – první situace shora). Vzhledem k tomu, že vzdálenost dvou uzlů je vždy rovna polovině vlnové délky pak ale musí pro vlnovou délku platit 
[image: image242.wmf].
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 Pro frekvenci pak při známé rychlosti šíření již snadno dostáváme  
[image: image243.wmf].
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b)  Třetí harmonický tón vznikne v případě, kdy jsou na struně vedle krajních uzlů ještě další dva symetrické uzly (jeden ve třetině struny, druhý ve dvou třetinách struny; situaci ilustruje třetí obrázek shora). V takovém případě je ale polovina vlnové délky (vzdálenost mezi dvěma nejbližšími uzly) evidentně rovna třetině délky struny a zjevně tak platí, že 
[image: image244.wmf].
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 Stejně jako v části a) spočítáme frekvenci, a získáme 
[image: image245.wmf].
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 To je zjevně trojnásobek základní frekvence stanovené v části a)

První harmonický tón dané struny má frekvenci 
[image: image246.wmf],
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Poznámka 1. Výše uvedený postup můžeme snadno zobecnit pro případ k-tého harmonického tónu. V takovém případě vzniká mezi oběma konci k-1 symetrických uzlů a vzdálenost dvou nejbližších uzlů (což je vždy polovina vlnové délky) je délka struny dělená číslem k. Pro vlnovou délku tak platí 
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 a pro frekvenci následně 
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  Frekvence k-tého harmonického tónu je tak zjevně k-násobkem základní frekvence. Dá se dokázat (tzv. Fourierova harmonická analýza), že obecně neharmonický průběh tónu vznikajícího chvěním struny lze vyjádřit jako součet těchto harmonických tónů s frekvencemi danými výše uvedeným vztahem. Amplitudy jednotlivých harmonických tónů pak rozhodují o barvě výsledného tónu, zatímco frekvence základního harmonického tónu určuje výšku tónu.        
Poznámka 2. Podstatná otázka je, na jakých parametrech závisí rychlost šíření vlnění ve struně. Ukazuje se, že tato rychlost je přímo úměrná odmocnině ze síly F napínající strunu a nepřímo úměrná odmocnině z jednotkové hmotnosti struny µ (tj. hmotnosti na jednotku délky), tj. platí, že 
[image: image250.wmf],
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 kde k je konstanta. Z toho okamžitě vyplývá, že více napínaná struna dává tón o vyšší základní frekvenci (ta je totiž úměrná rychlosti), čehož využívají houslisté při ladění kolíčky. Naopak tlustší struna bude mít větší jednotkovou hmotnost, menší rychlost šíření vlnění a tudíž i menší základní frekvenci. Na houslích proto dávají tlustší struny nižší tóny a naopak struny tenčí tóny vyšší.

V8.  Určete frekvenci a) prvního harmonického tónu 
[image: image251.wmf]1

f

 b) druhého harmonického tónu 
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 , který vznikne při chvění vzduchového sloupce délky 
[image: image253.wmf]m,
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který je na jedné straně uzavřen a na straně druhé otevřen. Rychlostí šíření zvukového vlnění je  
[image: image254.wmf].
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[image: image256]
ŘEŠENÍ: a) Na uzavřeném (pevném) konci musí být uzel, na konci otevřeném naopak kmitna vzniklého stojatého vlnění. První harmonický tón (tj. tón mající základní čili nejnižší možnou frekvenci) odpovídá situaci, kdy mezi tímto uzlem a kmitnou není žádný další uzel či kmitna (viz první z obrázků). V takovém případě je však vzdálenost nejbližšího uzlu a kmitny (což je vždy čtvrtina vlnové délky) rovna právě délce tyče a platí tedy 
[image: image257.wmf].
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  Pro základní frekvenci pak při známé rychlosti šíření již snadno dostáváme  
[image: image258.wmf].
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b)  Druhý harmonický tón vznikne ve chvíli, kdy je mezi uzlem na uzavřeném konci a kmitnou na otevřeném konci navíc ještě jeden uzel a jedna kmitna (situaci ilustruje druhý obrázek). V takovém případě je však celkové délka trubice rovna trojnásobku vzdálenosti nejbližšího uzlu a kmitny (to je vždy čtvrtina vlnové délky) a platí tak 
[image: image259.wmf].
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 Pro frekvenci pak dostáváme 
[image: image260.wmf]Hz.
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 To je zjevně trojnásobek základní frekvence. 
První harmonický tón daného vzduchového sloupce má frekvenci 
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 druhý poté 
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Poznámka. Stejně jako v předchozím případě můžeme provést zobecnění pro případ k-tého harmonického tónu. V takovém případě vzniká mezi oběma konci k-1 symetrických uzlů a stejný počet kmiten a vzdálenost nejbližšího uzlu a kmitny (což je vždy čtvrtina vlnové délky) je tak rovna délce vzduchového sloupce děleno 2k-1. Pro vlnovou délku k-tého harmonického tónu tedy platí 
[image: image263.wmf].
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 Pro frekvenci pak získáváme 
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V9. Určete frekvenci a) prvního harmonického tónu 
[image: image265.wmf]1

f

 b) třetího harmonického tónu 
[image: image266.wmf]3
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,  který vznikne při chvění pružné tyče délky 
[image: image267.wmf]m
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upevněné uprostřed. Rychlost šíření vlnění v tyči je 
[image: image268.wmf].
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ŘEŠENÍ: a) Uprostřed tyče (v místě upevnění) je uzel, zatímco na jejích okrajích jsou kmitny. V základním případě prvního harmonického tónu majícího základní (nejnižší možnou) frekvenci nejsou mezi prostředním uzlem a krajní kmitnou žádné další uzly či kmitny, jak ilustruje první obrázek shora. V takovém případě je však vzdálenost nejbližšího uzlu a kmitny, což je vždy čtvrtina vlnové délky, rovna polovině déky tyče a platí tedy  
[image: image270.wmf].
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  Pro základní frekvenci pak při známé rychlosti šíření již snadno dostáváme  
[image: image271.wmf]Hz.
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b)  Třetí harmonický tón vznikne ve chvíli, kdy jsou mezi uzlem uprostřed tyče a kmitnou na otevřeném konci navíc na každé straně ještě dva uzly a dvě kmitny (situaci ilustruje třetí obrázek shora). V takovém případě je však polovina délky trubice rovna hned pětinásobku vzdálenosti nejbližšího uzlu a kmitny (to je vždy čtvrtina vlnové délky) a platí tak 
[image: image272.wmf].
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 Pro frekvenci pak dostáváme 
[image: image273.wmf].
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 To je zjevně pětinásobek základní frekvence. 

První harmonický tón dané tyče upevněné uprostřed má frekvenci 
[image: image274.wmf]Hz,
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 třetí poté 
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Poznámka. Úplně stejně jako v předchozím případech můžeme provést zobecnění pro případ k-tého harmonického tónu. V takovém případě vzniká mezi pevným středem a volným tyče k-1 uzlů a stejný počet kmiten a vzdálenost nejbližšího uzlu a kmitny (což je vždy čtvrtina vlnové délky) je tak rovna délce poloviny tyče děleno 2k-1. Pro vlnovou délku k-tého harmonického tónu tedy platí 
[image: image276.wmf].
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 Pro frekvenci pak získáváme 
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V10. Při měření rychlosti zvukového vlnění pomocí tzv. Kundtovy trubice o délce 
[image: image278.wmf]m
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nastalo rezonanční zesílení při frekvenci zdroje zvuku
[image: image279.wmf]Hz
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a následně (při zvyšování frekvence) při frekvenci 
[image: image280.wmf] 
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Určete na základě uvedených dat rychlost zvukového vlnění 
[image: image281.wmf].
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ŘEŠENÍ: Kundtova trubice je na jedné straně uzavřená (tj. je tam kmitna) otevřená a na druhé straně uzavřená (je tam uzel). Jde tedy vlastně o typ trubice řešený v příkladu V8. Při frekvenci 
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(jde vlastně o frekvenci k-tého harmonického tónu v daném typu trubice) vzniká uvnitř k-1 kmiten, při frekvenci 
[image: image283.wmf] 
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poté k kmiten (viz příklad V8 a poznámka k němu). Bohužel zde ale nevíme, jaké je vlastně k. Můžeme však využít toho, že podle poznámky k příkladu V8 je frekvence k-tého harmonického tónu dána u tohoto typu trubice dána vztahem 
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 Pro frekvenci k+1 – harmonického tónu pak musí logicky platit podle stejného principu vztah 
[image: image285.wmf](
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 Uvedené dva vztahy však již tvoří soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé k a v. Z této soustavy získáme hledanou rychlost v nejsnáze tak, že obě rovnice od sebe odečteme. Bude platit: 

[image: image286.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

.

s

m

340

2

425

,

0

4

600

1000

2

4

4

2

4

2

1

2

1

2

4

4

1

2

4

1

2

4

1

2

4

1

2

1

1

1

1

1

-

+

+

+

+

×

=

×

×

-

=

×

×

-

=

®

®

×

×

==

-

®

×

×

=

-

×

-

+

×

×

×

=

=

×

×

-

×

-

×

×

+

×

=

-

®

×

×

+

×

=

Ù

×

×

-

×

=

l

f

f

v

l

v

f

f

l

v

k

k

l

v

l

v

k

l

v

k

f

f

l

v

k

f

l

v

k

f

k

k

k

k

k

k

k

k


Rychlost zvukového vlnění je tedy 
[image: image287.wmf].
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Cvičení V1-C. Určete frekvenci a) prvního harmonického tónu 
[image: image288.wmf]1
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 b) třetího harmonického tónu 
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,  který vznikne při chvění pružné tyče délky 
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upevněná ve dvou bodech ve vzdálenosti 
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 od obou konců tyče uprostřed. Rychlost šíření vlnění v tyči je 
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Cvičení V2-C. Reproduktor je připojen k tónovému generátoru a je zdrojem zvuku o frekvenci  
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. Přiložením reproduktoru ke skleněné trubici délky 
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(trubice je otevřená na obou koncích a je v ní vzduch) v ní bylo vzbuzeno rezonanční chvění. Na jakou nejbližší nižší frekvenci 
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 musíme naladit tónový generátor, aby opět vzniklo rezonanční chvění? Rychlost zvukového vlnění je 
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