Otazka 16 — Postulaty kvantové mechaniky a jejich
disledky

Prvnim krokem ke vzniku kvantové mechaniky, jakaikgini disciplina popisujici
zakonitosti platici pro pohyb v mikro&¢, byl objev Maxe Plancka z roku 1900, Ze absd@lutn
cerné €leso vyzduje nikoliv spojig, ale po kvantech majicich enerii= hlv.

Postupg (predevSim ve 20. letech 20. stoleti zasluhou fyzdko Erwin Schrodinger,
Werrner Heisenberg, Paul Dirac a mnoha dalSich)zbgtmulovany zakladni postulaty této
fyzikalni teorie. Tyto postulaty neni mozné exphei odvodit, jejich spravnost se testuje
shodou dsledki s experimentalnimi vysledky.

V ruznych &ebnicich se uvadiizny paet postulai i jejich formulace, zavisi na tom,
jaky pristup autor k vykladu kvantové mechaniky zvoli.

Z&kladni postuléaty:
1) Postulat o vinové funkci

Tento postulat naniika, Ze veSkeré informace o staddstice v kvantové mechanice
jsou popsany komplexni vinovou funkci ve tvaru:

w(xy,zt)=¢(F 1)

Jaky je vyznam této funkce a jaké vlastnosti mug® rdkazuje se, Ze druhd mocnina
této funkce (jiz jde o realné hodnoty!) udava pggpatiobnost nalezendastice dp v

elementarnim objemdV pomoci vztahu:
dp = |l,l/(x, Y, z,t)|2dv = |¢/(x, Y, z,t)|2dxdydz.

Integrovanim uvedeného vztahu snadno zjistimeyaedpodobnost nalezerastice v
né¢jakém objemw/ je dana vztahem:

p= J'|zp(x, y, z t)dv.
v

Vzhledem k tomu, Zedkde se dandastice nachazet musi, je uvedeny integirés gely
prostor R3 .Tuto skuténost vyjaduje tzv.normovaci podminka

j|w(x, y, z tfdVv =1.
R3
Jednd se o prvniutkZitou vlastnost, kterou musi gplvat kazda vinova funkce. DalSi
poZzadavek kladeny na vlastnosti této funkce dostene faktu, Ze zgny fyzikalnich vel€in
probihaji spoj&. Matematicky je tato skutaost vyjadenaspojitosti vinové funkce.

P¥imo z 1. postulatu vidime, Ze vinova funkce jedradmé popisuje stav systému. Diky
tomu musi byt vinova funkcgdnoznatna (z matematického Uhlu pohledu bychom mohli
pripustit odliSnosti na mnozén miry nula, protoZze to by nijak neovlivnilo vy§y
pravdpodobnosti vyskytu va@akém konéném objemu).



Navic je teba, aby vinova funkce neutikala seisgmici jdouci nade vSechny meze do
nekon€na. Tento firozeny pozZadavek vyjddijeme koneénosti vinové funkce (pro
souadnice jdouci nade vSechny meze musi funkce lirattkxnule).

Zakladnimi vlastnostmi vinové funkce tedy jsou:

e Spojitost

* Konecnost

* Jednozna&nost

* Splnéni normovaci podminky

Pouze funkce spljici uvedené podminky ime byt vinovou funkci &ake
kvantowmechanické&astice.

Na zawvr této casti uve’me, Ze pro kvant@vmechanicky systém bstupnich volnosti
ma vinova funkce tvar:

Wlxa, Xo, Xg,e X ).

Obecr se tedy jedna o funk€i+ 1 prongnnych. Pravépodobnost nalezeni systému v
daném okamziku v kowkeé oblasti prostoru je pak vzdy udana integralees pFislusné
souadnice.

2) Postulat o operatorech

Stav systému je v kvantové mechanice popsén vinéwakci. Nabizi se takipozena
otazka, jakym zfisobem jsou v ni vyjadny fyzikalni veléiny? Ukazuje se, Zéyzikalni
veli¢iny jsou v kvantové mechanice reprezentovany operéty pasobicimi na mnoZir
(presrgji Hilbertov € prostoru) vinovych funkci. Toto je obsahem 2. postulatu této teorie.

Ukazuje se vSak, Ze ne vSechny operatory mohowezeptovat fyzikalni vetiny.
Musime pozadovat, aby tyto operatory byigearni (tzn. Ze jejich fisobeni na funkci
¢ W, +c, [, dava stejny vysledek jakoc; —nasobelpiusobeni nay; se&teny s
C, — nasobkem fsobeni nay,. Matematicky to mizeme pi ozna&eni operatoruA zapsat
nasledova:

Alc, @y + ¢, W,) = ¢y T ) + ¢, TAw,).
PoZadavek na linearitu souvisi s tim, Ze v kvantaeéhanice plati princip superpozice!

Druha podminka je, aby operatory byly tzermitovské. Tento poZadavek Ize
matematicky vystihnout podminkou:

j¢DD&¢/dv:j(A¢)Dmydv.
Vv \Y



Tato podminka musi platit pro libov@revolené vinové funkcep ay. Vyznam této
podminky spoiva v tom, Ze hermitovské operatory maji jenomné@alastni ¢isla, coz bude
dulezité v souvislosti s 3. postulatem.

Zakladem celé teorie jsou vyjémhi pro operatory polohy a hybnosti. Ty Ize vyjad
nasledujicim zfisobem:

. " ) 0
X=X =—i hs O—.

Operatoru polohy tak odpovida nasobeii$lpSnou sotadnici, operatoru hybnosti poté
(az na konstantu) derivovani podle &mlnice. Pro operator odpovidajici vektoru hybnosti
pak Ize v souladu s definici nabla operatoru psat:

ﬁ:_i[hél:[’.

Operétory dalSich fyzikélnich veéih poté lze vyjadt uzitim klasickych vzorg
spojujicich tyto veliiny se soiadnici a hybnosti (samigmeé pokud se jedna o klasické
veli¢iny. Treba pro spin, ktery je specialitou kvantové fyzilkyyv klasickém sité¢ nema
obdoby, musime zavést specialni operatorieb@ pro operator kinetické energie vsak

2

muzeme v souladu s klasickym vzorcem= ;ﬁsp&itat:

_(-ithsmM)* _ 2
20 2[n 20n

_I’_‘

Vyuzili jsme toho, Ze druhd mocnina nabla operat@u.aplacév operator. Zcela
analogicky nfizeme vypo¢itat teba slozky operatoru momentu hybnos&ti pro rgjz v

klasické fyzice plati vzoret = x p

Velkou roli v kvantové fyzice hraje tz\komutator operatora, ktery je definovan
vztahem[A, éJ = AB - BA Pokud je tento komutator rovny nulenbe odpovidajici fyzikalni
veliciny mefit sowasre. Pokud vSak tento komutéator jgzny od nuly, neni mozné stanovit u
daného systému seasré hodnoty fyzikalnich vedin odpovidajicich operatim A a B.

Vzhledem k tomu, Ze pro operatory polohy a hybnalstii (v x-ové sotadnici) vztah
[)A(’ ﬁx] =i Dh§’

neni mozné u daného systému & zneiit hybnost a polohu. Toto tvrzeni je
obsahem znamydHeisenbergovych relaci neutitosti!

Na z&¢r poznamenejme, Ze operator sizame pedstavit v podstatjako nekonéng
rozmegrnou matici. Mizeme tak v podstatict, Ze nemoznost sdasré v kvantové mechanice
stanovit polohu a hybnost je matematicky vygth pomoci nekomutativnosti Stnu matic.

3) Postulat o kvantovani



PoloZzme si otazku, jakych hodnotibe nabyvat fyzikalni velina vyjadena ve
formalismu kvantové mechaniky operatoreln Ukazuje se, Ze niZze nabyt pouze hodnot

s

udanych tzv. vlastnimi ¢isly uvedeného operatoru!Pro vlastnicisla operatoru pak plati z
definice rovnice

Al//n =AW,.

VInova funkcey,, se nazyv&lastni vinovou funkci odpovidajici vlastnimadislu A, .

Muze se stat, Zze jednomu vlastnigislu odpovida vice vlastnich funkci, poté mluvime o
degeneraci spektra(nag. degenerace energetickych hladin). Rgadvidime, Ze tyto vlastni
funkce maiji celodadu zajimavych vlastnosti. Jiz nyni je vSak jagpmé; jsme u 2. postulatu
pozadovali, aby operatory byly hermitovské! V &pam gipadd bychom dostavali
imaginarni vlastnéisla, coz je vzhledem k tomu, Ze jde o hodnotukBirii veliciny nesmysil.

7 w7z

Vlastni ¢isla operatoru jsou diskrétni (jsou tielda hodnoty 2,4,6...nevyplji cely
interval), coz ma za nasledek, Ze &iely v mikroswté mohou velmic¢asto nabyvat pouze
urgitych konkrétnich hodnot - jsou kvantovany! V madw&ié nic podobného neexsistuje,
jedinou tam kvantovanou véinou je podle Raunera pivo, a to pillperch©. Jde o jeden ze
zasadnich rozdilklasické a kvantové fyziky.

Mnozina vSech vlastnichiisel se nazyva spektrum operatoruiella k uéeni

energetického spektra operatoru musime ragha tzv. hamiltonianu H. (hamiltonova
operatoru, jde o operator celkové energie). Muby f#atit vztah

HA[//I'] = En W’n-

Hodnoty E, udavaji mozné energetické hladiny, hodnaty jim odpovidajici vinové

funkce. Pozdi uvidime, Ze vySe uvedeny vztah je viastednim z tvali dolre znamé
Schrédingerovy rovnice

4) Postulat o sfedni hodno€

Je-li systém ve stavu popsaném vinovou furk¢iméli bychom byt podle 1. postulatu

schopni stanovit stdni hodnotu (tj. hodnotu, kterou dostanemi@mgrovanim vysledk z
obrovského mnozstvi &keni) pro libovolnou fyzikalni vetinu reprezentovanou linearnim a

hermitovskym operatorem

Navod, jak to redk provést, ndAm dava tento postulatie8@hi hodnotu veliny
reprezentované operatorefn urcime pomaoci vzorce:

A= [y Agav.
\

Diky vlastnostem vinové funkce a operatoru tai@dsti hodnota vzdy existuje a je
koneina. Hwzdicka pak udava komplexrsdruzenou funkci.

Nyni se dostavdme &pk vlastnostem systému vlastnich funkci. Ukazejeze systém
téchto funkci je vzdy ortogonalni, coz znamena, laé:p



jlﬂmD@Un =0prom#n.
Y

Libovolnou vinovou funkciy pak Ize vyjatit jako linearni kombinaciéchto viastnich
funkci ¢; pomoci vztahu:

l//:Zai ;.

Pravd@podobnost nalezeni hodno#y ve stavu popsaném vlastni funkgj se pak da
stanovit nasledujicim vzorcem:

Uvedené vztahy nam umiadji spaitat pravépodobnost nalezeni libovolné hodnoty
libovolné fyzikalni veléiny pro systém popsany vinovou funkgi. To je v souladu s

tvrzenim 1. postulatu, Ze vinova funkce nam pogkyreSkeré mozné informace o systému.
5) Postulat o redukci vinové funkce

Z konce uvedeného odstavce je patrne€, Ze u sysp@psaného vinovou funkay,
ktera neni zadnou z vlastnich vinovych funkgj daného operatoru, nédeme jednozriane

stanovit, jakou hodnotu fyzikalni veiny odpovidajici tomuto operatoru (podle 2. podtula
odpovida kazdé fyzikalni veéiné nejaky linearni a hermitovsky operator!): ddeme ukit
pouze pravé&podobnost, jaka hodnota bude nalezena.

V okamziku, kdy provedeme dfeni, vSak ziskame jednu jedinou konkrétni hodnbtu
jiz odpovida (alespp v piipact nedegenerovaného spektra) jedina vlastni funice

Znamena to, Ze provedenim m&eni se stav systéemu zénil ze stavu popsaného vinovou
funkci ¢ do stavu vyjadreného odliSnou vinovou funkciy; ! Pro tento proces se pouziva

vyrazredukce vinové funkce

V klasické fyzice #co podobného nema obdoby, protoZedpokladame, Ze iieme
proveést ndfeni na systému bez toho, aby doslo k€enjeho stavu. V kvantové mechanice je
toto principiale nemozné. BliZze o této rozdilnosti v otazce 19.

6) Postulat o¢asové Schrédingero¥ rovnici

Stejre jako v klasické fyzice, i v kvantové mechaniceipbtijemepohybovou rovnici
urcujici vyvoj systému ¥ase. Tuto rovnici nam poskytuje nasledujici p@stul

Je-li systém véaset =0 popséan vinovou funkcig(F 0), pak je jeho nasledny vyvoj
dan ¢asovou Schrodingerovou rovnici

i Ty G‘L’a(:’t) =Hy(r 1)

OperétorI:I je hamiltonianem systému, jedné se tedy o opec&l@ové energie.



Uvedend rovnice je parciélni diferencialni rovnievniho fadu vcase. K spravnému
urceni jejihoreSeni je protoreba zadat p@teeni podminku, jiz je pravvinova funkce Wwase
t=0.

Z vlastnosti této rovnice aigdchozich postulatplyne zajimava skudeost, Ze f
jednozn&ném uteni stavu systému v pateinim ¢ase nejsme schopni stanovit jednaza
hodnotu fyzikélnich vetin v jakémkoliv nadchazejicim okamziku.ifeme pouze it
pravdpodobnost toho, Ze se dostanemeénk di oném hodnotam.

Kvantova mechanika je tedy na rozdil od klasick&maaiky nedeterministickou teorii,
coz bylo trnem v oku celi@adt vyznamnych fyzik (nag. Albert Einstein). Podrol#i o tom
v otazce 19.

7) Postulat o nerozliSitelnosti¢astic
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V klasické fyzice plati, Ze dv stejné castice (ij. ¢castice se stejnymi fyzikalnimi
charakteristikami) rizeme rozliSit podle jejich trajektorie. Ve fyzicgdntové tuto moznost
nemame. Je to proto, Ze samotny pojem trajektadie rema jednoziay smysl kvili
existenci Heisenbergovych relaci ngétasti.

Dve castice s pesre stejnymi charakteristikami jsou tedy v kvantovécimenice zasadn
navzajem nerozliSitelné. Tomuto tvrzenirB& princip neur ¢itosti.

Uvedeny princip ma po#énné zajimave fyzikalni dsledky. UvaZzujme systém slozeny ze
dvoucastic 1 a 2. Stav tohoto systému je popsan vinduwokci ¢/,, . Pokud nyni uvedené

castice prohodime, ziskame stav popsany vinovoucfugrk ;. Vzhledem k tomu, Zéastice

jsou nerozliSitelné, musi byt prasgbdobnost vyskytu udana kvadratem vinové funkce
v obou gipadech stejna. Tzn. Ze plati:

Vufzwmﬁ

Toho Ize docilit d¢éma zmisoby:
a) plati¢,, =¢,, V takovém pipact je vinova funkcesymetricka, prislusnécastice

se nazyvajbosonya plati pro § statistickéBoseho-Einsteinovo roz#leni. V jednom stavu
muze byt mnoha4stic tohoto typu. Mezi tytdastice pat nagiklad proton¢i foton. Jejich
spin je celdiselny.

b) plati¢/1, = -,; . VInova funkce jeantisymetricka, castice tohoto typu se nazyvaji

fermiony a plati pro & statistické Fermiho-Diracovo rozdéleni. Pro fermiony plati tzv.
Pauliho vyluéovaci princip zarwujici, Zze v kazdém stavu seaie nachazet nejvyse jedna
¢astice. Spin je u fermidnpolaiselny. Typickym pikladem tohoto druhdastic je elektron.

8) Postulat o existenci spinu

Ve 20. letech 20. stoleti se ukazalo, Ze elementéstice maji vlastni magneticky
moment a moment hybnosti. Tuto skirtest prokazal nagklad znamy Stetiiv — Gerlacliv
experiment, i némZ se svazek vodikovych aténv magnetickém poli roz&il na dva
svazky.



Nerelativistickd kvantova mechanika nebyla schofuta experimentak prokazanou
skute&nost vys¥tlit na zakla@ predchozich postulat proto bylo teba gidat postulat dalsi:

Elementarni ¢4stice maji vlastni magneticky moment a vlastni moent hybnosti —
tzv. spin.

Je teba zdraznit, Ze spin nepochazi od rotace kolem vlassy! ddde o zcela
specifickou zalezitost kvantové mechaniky, kterénaev klasické fyzice obdoby a nelze ji
proto v jejim ramci nijak interpretovat. Pafidse ukazalo, Ze existence spiniirgzere
vyplyva z relativistického zobeéni kvantové mechaniky, jeZz je udano taviracovou
rovnici.
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