Otazka 17 — Spektra fyzikalnich velktin, zakladni
piipady s kvantovanou energii

(potencialova jama, oscilator, atom vodiku)

Fyzikalni  veltiny jsou v matematickém formalismu kvantové meckgni
reprezentovanyoperatory, které musi bytlinearni a hermitovské (blizSi zdivodréni a
piiklady konkrétnich operatbru otazky 16, postulaty 2 a 3). Podle postulatwankovani
pak mizeme pi realném experimentu naiiit pouze takové hodnoty fyzikélni veéiny, jez
jsouvlastnimi ¢isly prislusSného operatoru!

Mnozina vSech vlastnichisel se nazyv&pektrum operatoru. Uréeni hodnot, jichz
dana vekiina miZze nabyvat, je tak vlastnilohou o vlastniclislech operatdr Negasgji nas
zajima uéeni energetického spektra systému. Operator celkneégie se jmenuje (analogie

s klasickou fyzikou, viz otazka &amiltoniv operator. Pro jeho vypoet plati v souladu se
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vztahem T zzpﬁ platnym v klasické fyzice pro kinetickou enerdiia hybnostp a

s tvarem operatoru vektoru hybnospi=—i [hs (10, jez uveden u otadzky 16, nasledujici

vypocet (operétof\? odpovida potencialni energii):

~ . 2 2 A
Gotayo P o Cithem)?  hem@ o
2 20m 20

Pfi hledani energetického spektra systému ifggkime Ulohu o vlastniatislech, kterou
muzeme zapsat v nasledujicim tvaru:
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Vlastni¢isla E,, udavaji pislusné energetické hladiny, odpovidajici vlastmikte ¢,

poté vinové funkce odpovidaji@mto hladinam!! MiZze se stat, Ze jedné eneregetické hkadin
odpovida vice vlastnich funkci, pak héwoe o tzv.degeneraci spektra.Ta nastava
piredevsim u probléivykazujicich ukitou miru symetrie (nap 3D potencialova jama tvaru
krychle).

Uvedeny vztah pro vlastntisla hamiltonianu neni nic jiného nez Bagova
Schrédingerova rovnice.Resit tuto rovnici tak neznamena v realu nic jinéhonez najit
pro dany systém spektrum jeho Hamiltonova operatorl Bohuzel se ukazuje, Ze tato tloha
je matematicky velmi komplikovana a analytickyei noznéeSit je u &ch nejjednodussich
systéni.. V ostatnich fipadech je feba pouzit &aké giblizné metody jako je feba
poruchovy poet (viz otazka 18¢i Ritzova varigni metoda.

K fyzikaIn¢ vyznamnym systéfim, u nichZ je analytickéieSeni mozné, pat
potencialova jama (1D a 3D), linearni harmonicky oprator ¢i atom vodiku.

1) 1D potencialova jama



UvaZzujme jednorozginy systém, u &hoz je potencialni energie v interva(IQ a) rovna
nule, zatimco vSude jinde je tato energie neknaeNaSim Ukolem bude najit energetické
hladiny tohoto systémik,, a odpovidajici vinove funkcg,, .

Predev&im je jasné, Ze viude mimo intef@ah) bude vinova funkce rovna konstattn

nule, protoZze se tamdstice diky nekormé hodnat potencialni energie nerhe dostat.
Budeme protoreSit Schrédingerovu rovnici pro uvedeny intervale(jo Uluhu o hledani

vlastnich¢isel!), kde je potenciélni energie rovna nule arérmm\? se tedy ubec neuplatni.
Proto bude platit:
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Pii vypoctu se vyuZije skutaosti, Ze v 1D se Laplate operator redukuje na
2
obyc¢ejnou druhou parcialni derivaciA - :—2 . Uvedeny vztah je vlastnobyejnou
X
diferencialni rovnici 2fadu stejného typu jako se objevujebia u netlumeného kmitani
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oscilatoru. Budeme jiesit tak, Ze si ozméme w? = 5
hS

, ¢imZ rovnici fevedeme do
tvaru:
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Parcialni derivace fizeme nahradit ol&gjnymi, protozZe funkce zavisi jen na sadnici
x. Uvedend diferencialni rovnice n&8eni ve tvaru:

w(x) = Altosax + B [$inax.

Nyni je poteba z vlastnosti vinové funkce stanovit konsta#tyB a rovréZz urit,
jakych hodnot mize nabyvat vyraz., z nthoZ budeme vypotavat energie systému. Vinova
funkce musi byt spojita na krajich potencialovéyamtehoz okamzit plynou podminky:

w(0)=0, w(a)=0.
Prvni z tchto podminek rizeme splnit jedié tak, Ze se vynuluje konstanta Plati

tedy, Ze A= 0. Zdruhé podminky dostdvame (funkce sinus je nulew@laiselnych
nasobcicltisla n):
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Z podminky na spojitost vinové funkce v Bod jsme tak dok&zalo ziskat mozné
hodnoty energiicastice v potencialové jamn je libovolné girozenécislo (udava piadi
energetické hladiny). Pro zakladni energeticky glati, Zen = 1a jeho energie je tedy
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Nyni jiZz musime jen nalézt konstan® abychom byli schopni napsat odpovidajici
vinové funkcey, .To provedeme pomoci normovaci podminky pro vinowmkci! Pro
provedeni vyp&tu se zjisti, Ze

(X)) dx=1= }(B Binat)? dx= B = \/z
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Pro vinové funkcéastice v 1D potenciélové janpak mizeme pséat:

Wa(x)= \E Bin{% &J.

Tim je pipad 1D potencialové jamy definitignvyieSen. Energie je, v souladu
s aekavanim, kvantovana, jedné energetické htadidpovida pra¥ jedna vlastni vinova
funkce. Spektrum je tak v tomtdipadt nedegenerované.

2) 3D potencialova jama

Uloha je podobna jako v gredchozim gFipadé, jediny rozdil je vtom, Ze nulova
poetncialni energie je v oblasti tvaru kvadru o déddach hran a, b, c.VSude jinde je
potencialni energie nekotred, a vinova funkce tudiz nulova. NaSim (kolem ggitn

energetické hladiny systémiE, a odpovidajici vinové funkcey,(x,y,z). Operétor

potencialni energi® v uvaZzované oblasti vymizi, takZze Schrddingerownici (Glohu pro
vlastni¢isla Hamiltonova operatoru)ieme psat ve tvaru:
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Tato rovnice séeSi tzv. Fourierovou metodou zaloZenou na tonigZeni lze vyjékit
ve tvaru sotinu funkci zavislych vzdy jen na jedné pré&meé:

wxy.2) = (x)my (y)w,(2)

Navic aekavame, Ze energie lze vydd jako souwet energii odpovidajicich
jednotlivym slozkam. Plati tedy:

E=E +E, +E,.

Finta je v tom, Ze tentoredpoklad vede k tomu, Ze se nam rovnice pro 3Dnodni
jamu rozpadne na 3 rovnice pro 1D potencialni jakere jsmeesili v ¢asti a)! Plati tedy:
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Po vyeSeni &chto rovnic (stejné jako &asti 1) dostaneme pro n-tou energetickou

hladinu hodnotu:
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Plati, Zze lm,n jsou girozena ¢isla, zakladni energeticky stav dostavame pro
l=m=n=1

Pti vyjadieni odpovidajicich vinovych funkci se pak ukazug,pro situacia=b=c
(to znamena, Ze jde o krychli!) nastane situacy, jediné energetické hladirodpovida vice
vinovych funkci! Dochazi tedy k degeneraci spekifa se projevi velmtasto prag u
systému vykazujicich gitou symetrii (tato skutaost se dokazuje pomoci teorie grup)

3) Linearni harmonicky oscilator
Uvazujme kvantovou analogii klasického jednorémmého harmonického oscilétoru.

Jeho potencialni energie je v klasické fyzice da'maahemV:%EkBZ. Odpovidajici
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operator potencialni energie tedy bude v kvantow&hanice dan vyrazend :EEIKDZZ.
PrisluSnou Schrddingerovu rovnici tedyabeme v souladu s tim, co je uvedeno né&tiau
otazky zapsat ve tvaru:
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Jedné se o diferenciélni rovniciiadu, vinova funkce zavisi, vzhledem k tomu, Zegde
1D problém, pouze na stadnici x. NasSim Ukolem je najit mozné energetické hladiny
systemuE,, a jim odpovidajici vinové funkce,

BohuZel se ukazuje, ZéeSeni této ulohy je sice analyticky mozné, ale velm
komplikované. Lze jej provést Huklasicky, v tzv. sotadnicové reprezentaci, nebo v tzv.
Fockowé reprezentaci vyuzivajici tz\kreaénich a anihilaénich operatoéi! Tyto operatory
hraji velkou roli v tzv2. kvantovani,které je zdkladem profechod od kvantové mechaniky
ke kvantové teorii pole.

Po provedeni vSechriglusnych vypétiu zjistime, Ze energetické hladiny jsou dany

nasledujicim vzorcem:
E,= (n + %) [hy Cdu.



Frekvence harmonického oscilatow je pitom stejré jako v klasickém fipact dana
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vzorcem w=,|—. Odpovidajici vlastni vinové funkcg, jsou vyjadeny velmi slozZitym
m

zpasobem pomoci tzviHermitovych polynomi. Dulezité je, Ze jedné energetické hladin
odpovida jedna vinova funkce, spektrum harmoniclesulatoru je tedyedegenerované!

Zajimavé je, Ze pro nulovou hladinm=  dostavdme nenulovou energii oscilatoru
h [

Eo = . To je v @ikrém rozporu s klasickymifpadem, kde je samigm¢ dosazeni

nulové energie mozné ifpnulové vychylce)! Dan se dokazat, Ze tato skubdst souvisi
s Heisenbergerovymi relacemi neuitosti.

Linearni harmonicky oscilator hraje velkou rofiedevsim proto, Zze jeho pomoci jdou
Vv prvni aproximaci vyjéatit jakékoliv kmity soustavy vifpac, Ze maji malou amplitudu (viz
otazka 7). Ztohoto idvodu se uvedené vysledky kvantové mechaniky pojiziieba i
popisu vibraci dvouatomové molekuly nebéi pyvozovani tepelné kapacity ve fyzice
pevnych latek.

4) Atom vodiku

Asi nejvyznamgijSim systémem, kde Ize analyticky ciir energetické hladiny a
odpovidajici vinové funkce, je atom vodiku. Tewlgstre sloZzen z protonu a elektronu, které
na sebe fsobi Coulombovskou interakci. Jde tedy v podstatvantovou analogii problému
dvou €les znamého z klasické mechanikyi Wpoctu se zanedbava spin elektronu i jadra,
zkouma se relativni pohyb elektronu a jadra. Hamién systému je poté dan nasledujicim
vztahem:
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Druhy ¢len zachycuje pravCoulombickou interakci protonu a elektronu. Odjglayici
Schrddingerovu rovnici poté Ize vyjdidnasledujicim vztahem:
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Ukolem je, jako jiz trading, stanovit energetické hladiny systérii a odpovidajici
vlastni funkcey, .Re$eni rovnice je velmi namé a zdlouhavé. Je zalozeno na vyuZiti

sférické symetrie aipvodu rovnice do sférickych siadnic. Nasled# se separuje vinova
funkce na radialntast R(r) a sférickouwsast Y, (¢, ).

Z podminek kladenych na kvantovani momentu hybnesgntralnim poli nasledn
vyplyne existence dvou kvantovyctisel | (vedlejSi kvantové¢islo) a m (magnetické
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kvantovécislo). Prislusna energetick& hladina je pak popdéaanim kvantovym éislemn.

Hlavni kvantové ¢islo nabyva hodnot z mnoZinyiipzenych ¢isel a v kvantové
mechanice jednoztia¢ udava energii fislusného stavu. Pro ni se da po provedeni §ypo
odvodit vztah:
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Symbol a, udava tzv. Bohiv polome¥r atomu, hodnota tohoto polémn je

a, = 053107 °m. Energie zakladniho stavu atomu vodiku je:
E, =-136eV.

VedlejSi kvantove&tislo nabyva hodnot = 012.....,n— 1Magnetické kvantovéislo
pak mize mit hodnotyn=-I -1 +1,....| - 1, .

Existence d&chto cisel, a jejich mozné hodnoty, vychaziiirpo z kvanto¥
mechanického vypou. Ukazuje se, Ze j@Stexistuje ¢tvrté kvantovecislo, jez vychazi
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z existence spinu elektronu. Toto tapinové kvantovécislo mize nabyvat hodnos = iE'

Spin je relativistickym efektem, v ramci nerelastické kvantové mechaniky jéeba jeho
existenci postulovat. V relativistickém zobéoh jeho existence vyplyne ieSeni tzv.
Diracovy rovnice.

DulezZité je, Ze jedné energetické hladimdpovidajici danému hlavnimu kvantovému
¢islu n odpovida ¥tSi mnozstvi stav liSicich se jinymi kvantovymgisly (pesrg jich je
21]12). Spektrum vodiku je tedyegenerovanéPresrgjSi vypaiet atomu vodiku vysitlujici
mimo jiné i jemnou a hyperjemnou strukturu spekiici car tohoto prvku, dava relativisticka
kvantova mechanika.

VInové funkcey,, odpovidajici energetickym hladinai, jsou dosti komplikované,

piedevsim ve svych sférickyafastech. Jejich vygtenim je mozné ziskatrgdstavu o tom,
jakd je v jednotlivém stavu praggodobnost nalezeni elektronu v dané oblasti. Ndad&k
toho vznikaji tzv. orbitaly jako oblasti s vysokpravdpodobnosti vyskytu elektronu.
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