Otazka 18 — Schrddingerova rovnice, jeji specialni
tvary a zpasobyireSeni

Schrédingerova rovnice (SR), pojmenovana po rakémsteoretickém fyzikovi Erwinu
Schrodingerovi, je zakladnim vztahem nerelativigidkvantové mechaniky. Jednd se o
vétSinou parcialni diferenciélni rovnici pro vinovdunkci ¢¢. Kvadrat této vinové funkce

udava pravépbodobnost nalezeniastice v dané oblasti, vlastnosti funkce jsou umgde
otazky 16. V zavislosti na tom, zda zkoumafasovy vyvoj systému nebo stacionarni stav,
rozliSujeme d¥ zakladni formy této rovnice:

1) Casova Schrédingerova rovnice

Tuto rovnici mizeme zapsat v nasledujicim tvaru:

i Chy a‘)‘/’a(%t): Ho(F t).

Operétorl—] je Hamiltonovym operatorem zkoumaného systéemwwaslu s klasickou
fyzikou a s Uvahami z otazky 16 je jej mozné vyjddomoci operatoru potencialni energie
V nasledujicim zf;sobem:
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Je teba zdraznit, Zecasovou SR neni moznéjak regulérg odvodit, jeji existence je
dana pimo jednim ze z&kladnich postuidtvantové mechaniky! Je vS8ak mozné djakym
zpasobem zdvodnit a dat tuto rovnici do souvislosti s Gvahdthasicke fyziky.

Z tasové SR je mozné pémé jednoduchym z@sobem odvodit fisluSnou rovnici

netasovou. Uvazujme, Ze hamiltonian systérhlinezavisi nacase. V takovém ffjpack
mazeme hledanou vinovou funkei(F,t) vyjadiit jako sowin funkce ¢(F) zavisejici pouze

na sotiadnici a funkceg(t) zavisejici pro z#nu pouze néase. Plati tedy:

w(F.t) = () t)

Po dosazeni a provedeni Uprav zjistime, Ze plati:

Ok¢ strany rovnice musi byt rovny konstanmozmeru energie, kterou ozteme E.
Diky tomu zjifujeme, Ze plati:
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Uvedeny vztah se nazyy@ez'asova SR Pro funkci vyjadujici casovy vyvoj pak po
vypoctu vychazejicim z vySe uvedené rovnice dostavame:

qp(t)zeﬁ'ﬂ[sﬂ.

U systému gasow nezavislym hamiltonianem (to jélézita podminka) pak Ize obecné
nestacionarnfeseni odpovidajici stavu s energiii jemuZ odpovida vinova funkag,,(F),

psat ve tvaru:

E,

w(E )=, (F)e™ .

2) Bezasova Schrédingerova rovnice

Z uvedeného tvaru je ihnedeimé, Ze se jedna v podstat tlohu o nalezeni vlastnich

¢isel a vlastnich funkci Hamiltonova operétdﬁu S vyuzitim tvaru tohoto operatoruieme
bezasovou SR ihnedippsat do tvaru:
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v némz se begasova SR velmiasto uvadi. Je zajimavé, Ze uvedeny tvar Ize §tyan
Upravach ziskat z klasické Hamiltonovy-Jacobihonice pro konzervativni systém, jiz l1ze

psat (viz otazka 8) ve tvaru
ds
H —,q|=E,
)

kde H je Hamiltonova funkceq zobec®nda sotiadnice systémuS ¢asow nezavsila

akce (jedna se o vytwgjici funkci pro pohyb jakoZto kanonickou transfaci) a E energie
systému.

Uvadi se, Ze Schrédinger vyvodil agovou SR préav z Hamiltonovy-Jacobiho
rovnice, jeZ je diky tomu pokladana zdityr most mezi klasickou a kvantovou mechanikou.

Pokud uvaZzujeme jednoroZmy problém, nizeme beZasovou SR zapsat ve tvaru:

mL
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Pokud pak operator potencialni energ'?e zavisi pouze na seadnici, jedna se
obycejnou diferenciélni rovnici pro nezndmou funk&iix). Reseni této rovnice jde analyticky
provést nafiklad u jednorozrérné potenciélové krabice (viz problém 1 v otazce riébo u
harmonického oscilatoru (problém 3 u otazky 17).aliticky Ize pochopitel& vyresit i



nejjednodussi mozny problém, jimZ je volédstice. FisluSna befrasova SR je pak diky
absenci operatond zapsana na celém intervetioo, ) ve tvaru:
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Energetické spektrum je v tomtdipact vcelku pochopitel& spojité, vinovou funkci
pak Ize pro danou (ro¥# spojitou) hybnost psat ve tvaru:

_pm

w(x)=e'™
Casow zavisla vinova funkce je pak dana vztahem:

Eff E—

Y(xt)=p()re™ =t
Reseni tedy vyslo ve tvaru rovinné viny.

Samozejne se niize stat, Ze ziskana diferencialni rovriiesitelna analyticky neni, pak
je nutné pouzit&ktery z gibliznych postug, o nichz se je8tzminime.

Zajimavym 1D problémem je potencialova bariéra kogevysky.ReSeni pislusné
bezxasové SR neni jednoduché, je & mSak mozné vysitlit existenci tunelového jevu
(castice pekonad ¥tSi energetickou bariéru, nez je jeji energie),nktaema klasickou
analogii. Tento jev se upfatje napiklad v elektroniceci v jaderné fyzice p vyswtleni
rozpadur .

V trojrozmérném fFipadt Ize bezasovou SR vesit napiklad pro 3D potencialovou
jamu (viz problém 2 v otazce 1% pro atom vodik (problém 4 v otdzce 17). V obou
piipadech sd&eSeni provadi separaci préimych, u atomu vodiku je Uloha dikyesdové
symetrii grevedena do sférickych s@anic. Diky této symetrii poté dojde k degeneraci
spektra atomu vodiku, o niZ jsme se zminili v atakt.

Na zawr se v rychlosti zminime o tzwtacionarnim poruchovém pdtu, jenz nam
umoziuje [iblizné vyreSit rekteré problémy, u nichz analytické&@Seni SR neni mozné.
Zakladni mysSlenka je, Ze si hamiltonian systékhurozlozime na hamiltonian neporuseného
systéemuH g, u nthoz analytick&eSeni zname ajakou malou poruchWV. Musi tedy platit,
ze

H=Hy,+W.

Pro gipad s nedegenerovanym spektrem uvazujme energéhiekliny neporuseného
hamiltonianu Ep, a odpovidajici vinové funkce (ke kazdé energetibladire je pra¢
jednal!) ¢, . Pritomnost poruchy vyjagené operétorenW zmeni energetické hladiny na
nové hodnotyE,, a odpovidajici vinové funkce ng, Ukazuje se, Zze v 1. aproximaci
muzeme tyto porusené energetické hladiny a vlastikda vyp@itat pomocid&chto vzord:
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SymbolemW,,, je pritom ozn&enocislo ziskané jaké vysledek nasledujiciho integralu:

_ (0
Winn = I‘/’OmW(//On dv.
v

Poruchovy p®et mizeme samdzjmé rozumré vyuzit pouze v okamziku, kdy je

prislusna porucha reprezentovand operatoidm dostaténg mala!l Toto kritérium Ize
matematicky vyjatit ve tvaru:
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Uvedené vzorce plati pouze kippd® nedegenerovaného spektra! Pro degenerované
spektrum jsou vypiiy porekud obtiZrjSi a vysledné vztahy sloZji.

Poruchovy poet (s degenerovanym spektrem) se pouzivdiklag @i vypoctu atomu
héliaci u Starkova jevu na vodiku (roZpeni spektralnictiar ve vigjSim elektrickém poli).

Existuji i dalSi metody umaijici provest pblizné vypaty u slozigjSich probléeni
kvantové mechaniky. K nejvyznagjgim z nich paf variatni metody, které se velndasto
uzivaji ¥eba u slozijSich vypdtu v oblasti kvantové chemie.

Zajimavy je 1 nestacionarni poruchovy ¢et jeZz umoi#uje provést vypétu
pravdpodobnost fechodi mezi jednotlivymi hladinami v atomech. Matematicley tuto
pravdépodobnost it uzitim tzv. Fermiho zlatého pravidla. Z néj se pak odvozuje
existence zakazanychtgzhod (jsou to ty, u nichz prawgpodobnost fechodu v prvnintddu
poruchového p&u rovna nule), jez je vyj&dnavybérovymi pravidly.
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