Příklady – Hookův zákon, teplotní roztažnost

1. Mosazná koule má při teplotě 
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průměr 
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Oč je nutné zvýšit její teplotu, aby neprošla otvorem o průměru 
[image: image3.wmf]cm?
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 Koeficient objemové roztažnosti mosazi je 
[image: image4.wmf].
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ŘEŠENÍ: Musíme zjistit, při jaké změně teploty 
[image: image5.wmf]t
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 bude průměr koule roven průměru otvoru  
[image: image6.wmf]cm.
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K tomu, abychom mohli určit závislost průměru na teplotě, musíme znát nikoliv koeficient objemové roztažnosti 
[image: image7.wmf]b

, ale koeficient délkové roztažnosti 
[image: image8.wmf]a

 (uvažujeme změnu v jednom rozměru, proto pracujeme s délkovou roztažností). Oba koeficienty dává do souvislosti vztah 
[image: image9.wmf],
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 z něhož plyne, že 
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 Nyní již můžeme použít klasický vzorec pro délkovou roztažnost, z něhož vyjádříme hledané 
[image: image11.wmf]t
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[image: image13.wmf]C.
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Teplotu mosazné koule musíme zvýšit o 
[image: image14.wmf]C.
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2. Ocelová kolejnice má délku 
[image: image15.wmf]m.
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O kolik se prodlouží při zahřátí o 
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? Jaké je prodloužení na trati dlouhé 
[image: image17.wmf]km.
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Koeficient délkové roztažnosti oceli je 
[image: image18.wmf].
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ŘEŠENÍ: Prodloužení kolejnice určíme přímým použitím známého vzorce pro délkovou roztažnost
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Naprosto stejným způsobem poté spočteme i prodloužení na celé trati


[image: image20.wmf]m.
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Kolejnice se při ohřátí 
[image: image21.wmf]C
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 prodlouží o 
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 Na celé trati je prodloužení 
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3. Jak se změní hustota stříbra, která při teplotě 
[image: image24.wmf]C
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 ochladíme-li stejný kousek stříbra na teplotu 
[image: image26.wmf]C.

18

1

°

=

t

 Koeficient teplotní roztažnosti stříbra je 
[image: image27.wmf].
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ŘEŠENÍ: Využijeme vzorec udávající závislost hustoty na změně teploty, který odvodíme  v úloze 13 této sady příkladů. Podle tohoto vztahu můžeme psát
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Hustota stříbra po ochlazení je 
[image: image29.wmf].
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4. Benzen má při teplotě 
[image: image30.wmf]C
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 hustotu 
[image: image31.wmf]3
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 a teplotní součinitel objemové roztažnosti 
[image: image32.wmf].
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 Při této teplotě plave na jeho hladině dřevěné tělísko o hustotě 
[image: image33.wmf].
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 Při jaké teplotě začne dřevěné tělísko klesat ke dnu, je-li teplotní součinitel objemové roztažnosti dřeva 
[image: image34.wmf].
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ŘEŠENÍ: Dřevěné tělísko se začne potápět ve chvíli, kdy jeho hustota bude větší než hustota benzenu. Našim hlavním úkolem je tedy nalezení vztahu popisujícího závislost hustoty dřeva a benzenu na změně teploty 
[image: image35.wmf]t
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. Vyjdeme z definičního vztahu pro hustotu, využijeme známý vzorec pro objemovou roztažnost a uvážíme, že hmotnost se při změně teploty samozřejmě nemění. Bude tedy platit
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[image: image37.wmf](
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Nyní musíme nalézt změnu teploty 
[image: image38.wmf]t
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, při níž budou hustoty dřeva a benzenu stejné. Musí tedy platit rovnost 
[image: image39.wmf].
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 Po dosazení z výše uvedených vztahů již získáme rovnost, z níž postupnými úpravami vypočteme hledanou změnu teploty
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[image: image41.wmf](
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[image: image42.wmf](
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Dřevěné tělísko tedy začne klesat ke dnu při teplotě 
[image: image43.wmf]C.

3

,

19

0

1

°

=

D

+

=

t

t

t


5. Určete, o kolik se prodlouží v důsledku působení tíhové síly svisle umístěná ocelová tyč o původní délce 
[image: image44.wmf]m
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, když víte, že hustota oceli je 
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme tíhovou sílu působící na danou tyč. S využitím vztahů pro hmotnost pomocí hustoty a objemu a pro objem tyče můžeme psát: 


[image: image47.wmf],
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kde 
[image: image48.wmf]S

 je neznámý průřez tyče (uvažujeme, že objem se v důsledku působení tíhové síly podstatně nezmění). Pro normálové napětí v horní části tyče  v místě jejího zavěšení pak bude platit:


[image: image49.wmf].
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Musíme si však uvědomit, že toto normálové napětí nebude ve všech průřezech tyče stejné a bude se postupně zmenšovat směrem k dolnímu konci tyče (protože se započítá pouze tíhová síla působící pod daným průřezem). V důsledku toho bude na dolním konci tyče napětí dokonce nulové: 
[image: image50.wmf].
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Vzhledem k lineární závislosti můžeme uvažovat průměrné napětí v tyči jako průměr obou uvažovaných extrémů. Pro toto průměrné napětí tedy platí: 


[image: image51.wmf].
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Toto průměrné napětí nyní můžeme použít v Hookově zákoně pro určení relativního prodloužení 
[image: image52.wmf]e

  a následně i skutečného prodloužení 
[image: image53.wmf].
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 Bude platit: 


[image: image54.wmf].
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Vidíme, že prodloužení je prakticky zanedbatelné a činí pouze 
[image: image55.wmf].
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6. Ocelová tyč má průřez 
[image: image56.wmf]2
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 a její koeficient tepelné roztažnosti je 
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. Tyč zahřejeme z teploty 
[image: image58.wmf]C
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 na teplotu 
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, a pak ji ochladíme na původní teplotu.  Spočtete, jakou nejmenší silou působící ve směru osy tyče je třeba tyč natahovat, aby se při ochlazení nezkrátila. Youngův model pružnosti, jenž pro jednoduchost pokládáme v uvažovaném teplotním intervalu za konstantní, je 
[image: image60.wmf]Pa.
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ŘEŠENÍ:  Při ohřátí se tyč prodlouží, přičemž toto prodloužení 
[image: image61.wmf]l
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je přímo úměrné změně teploty 
[image: image62.wmf]0

1

t

t

t

-

=

D

 podle vzorce 


[image: image63.wmf](
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kde 
[image: image64.wmf]0
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 je počáteční délka tyče. Po ochlazení na původní teplotu by se tyč chtěla opět zkrátit právě na svoji počáteční délku 
[image: image65.wmf]0
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Pokud tomu chceme zabránit, musíme tyč natahovat stejnou silou jako kdybychom ji chtěli natáhnout z délky 
[image: image66.wmf]0
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 na délku 
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. Podle Hookova zákona pro deformaci tahem je však síla nutná k relativnímu prodloužení tyče 
[image: image68.wmf]e

, jenž je definováno vztahem 
[image: image69.wmf]0
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,  přímo úměrná tomuto prodloužení, přičemž konstantou úměrnosti je součin Youngova modelu pružnosti E, jehož hodnotu pro naši situaci máme uvedenu v zadání, a průřezu tyče 
[image: image70.wmf]S

. Matematicky můžeme Hookův zákon vyjádřit ve tvaru


[image: image71.wmf].
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Po dosazení za 
[image: image72.wmf]l
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 již získáváme konečný vzorec pro sílu ve tvaru
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Tyč musíme natahovat silou 
[image: image74.wmf]kN.
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7. Ocelový drát byl při teplotě 
[image: image75.wmf]C
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 upevněn mezi dvě pevné svorky. Teplota prostředí byla 
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. Pevnost oceli je 
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 Youngův modul pružnosti pro ocel je 
[image: image78.wmf]Pa
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 a součinitel délkové roztažnosti oceli je 
[image: image79.wmf].
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a) Přetrhne se drát dříve, než vychladne na teplotu prostředí?

b) Při jaké nejvyšší teplotě smí být drát napnut mezi svorky, aby se při chladnutí na teplotu okolí nepřetrhl?

Předpokládejte, že deformace je až do meze pevnosti pružná. 

ŘEŠENÍ: a) Při ochlazování má drát tendenci se zkracovat, což však vzhledem k jeho upevnění mezi pevné svorky není možné. Důsledkem toho dochází s klesající teplotou k postupnému zvětšování vnitřního tlaku v drátu, jež je v souladu s Hookovým zákonem pro pružné deformace úměrné relativnímu zkrácení drátu 
[image: image80.wmf]e

, k němuž by došlo, kdyby drát nebyl upevněn. Tento tlak závisí na teplotě drátu 
[image: image81.wmf]t

 vztahem
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kde 
[image: image83.wmf]E

 je Youngův modul pružnosti, jenž máme zadán. Drát se přetrhne v okamžiku, kdy vnitřní tlak dosáhne meze pevnosti oceli 
[image: image84.wmf],
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 což nastane při teplotě 
[image: image85.wmf],
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 pro kterou bude platit vztah
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Vidíme, že teplota přetržení drátu je nižší než teplota prostředí. To znamená, že se drát při chladnutí nepřetrhne.

b) Pro hledanou teplotu 
[image: image87.wmf]max
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 musí platit, že vnitřní tlak dosáhne meze pevnosti právě ve chvíli, kdy se drát ochladí na teplotu okolí. To znamená, že bude v souladu s vzorci uvedenými v části a) platit vztah
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Drát smí být napjat mezi svorky maximálně při teplotě 
[image: image89.wmf]C.
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