Příklady a cvičení – mechanické kmitání – 2.A
K1. Kmitavý pohyb je popsán rovnicí 
[image: image1.wmf].
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 Příslušné veličiny vystupují v rovnici v základních jednotkách. Určete postupně amplitudu 
[image: image2.wmf],
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 frekvenci f,  periodu 
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a počáteční fázi 
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 daného kmitání. Dále určete, ve kterém čase 
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t

 bude okamžitá výchylka oscilátoru poprvé rovna nule. 

 ŘEŠENÍ: Zadanou rovnici porovnáme s obecnou rovnicí kmitavého pohybu ve tvaru: 
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 Tímto porovnáním postupně dostáváme s využitím vztahů mezi úhlovou frekvencí, frekvencí a periodou 
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 následující: 
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Nyní stanovíme čas  
[image: image9.wmf]1
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, ve kterém bude výchylka poprvé nulová. To nastane v okamžiku, kdy v argumentu funkce sinus bude poprvé nula. Dostáváme tedy:   
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Nulová výchylka nastane poprvé v čase 
[image: image11.wmf].
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K2. Hmotný bod kmitá harmonicky s amplitudou 
[image: image12.wmf],
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 Napište rovnici kmitavého pohybu a určete, v jakém čase 
[image: image15.wmf]1
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 bude poprvé výchylka rovna 
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ŘEŠENÍ: Obecná rovnice harmonického kmitavého pohybu je ve tvaru 
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 (užili jsme známý vztah mezi úhlovou frekvencí a periodou 
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 ). Nyní již stačí dosadit do této rovnice postupně údaje pro amplitudu, periodu a počáteční fázi. V základních jednotkách dostáváme:  
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Dosazením hodnoty 10 cm za okamžitou výchylku y a užitím vlastností funkce sinus (hodnoty 1 nabývá obecně v bodech 
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, v našem případě nás bude zajímat hned hodnota pro k=0, tj.  
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 ) snadno najdeme hledaný čas 
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Hledaná rovnice kmitání je 
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 a maximální výchylky je poprvé dosaženo v čase  
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K3. Určete dobu 
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, za kterou urazí hmotný bod harmonicky kmitající s frekvencí 
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při pohybu z rovnovážné polohy první polovinu amplitudy (tj. dosáhne výchylky 
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ŘEŠENÍ: Vyjdeme z rovnice harmonického kmitání s uvážením toho, že počáteční fáze bude nulová (bod začíná svůj pohyb v rovnovážné poloze směrem do kladných výchylek) a pro úhlovou frekvenci platí 
[image: image32.wmf].
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 Platí tedy 
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 Nyní dosadíme za y hodnotu 
[image: image34.wmf]m

y

y

×

=

2

1

1

 a dostaneme s využitím poznatku, že 
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 hledaný čas 
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Při určení druhého hledaného času 
[image: image38.wmf]2

t

 si musíme uvědomit, že nejde přímo o hodnotu získanou po dosazení amplitudy 
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 do rovnice, ale že od takto získané doby 
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 udávající, za jak dlouho se přesuneme z rovnovážné polohy do bodu obratu, musíme odečíst dobu 
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První polovinu amplitudy uvažovaný hmotný bod urazí za dobu 
[image: image44.wmf]  
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K4. Uvažujme krychli o délce hrany 
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 Po vychýlení z rovnovážné polohy dané rovností tíhové síly a vztlakové síly působící na ponořenou část krychle začne krychle harmonicky kmitat s s periodou T. Určete tuto periodu. 


[image: image49]
ŘEŠENÍ: V rovnovážné poloze nastává rovnost velikostí vztlakové síly 
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 a tíhové síly 
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.  Pomocí Archimedova zákona není obtížné zjistit, že ponořeno bude 
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 objemu krychle.  Po zanoření krychle o y vůči rovnovážné poloze (viz obrázek) se tíhová síla nezmění, ale vztlaková síla se zvětší o 
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 Pro změnu objemu ponořené části ale zjevně platí 
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 (nově se totiž zanořil hranol o obsahu podstavy 
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 a výšce y). V důsledku toho vzniká síla snažící se vrátit krychli zpět do rovnovážné polohy, pro jejíž velikost bude platit vztah 
[image: image56.wmf].
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 Vidíme, že kmitání bude harmonické (síla je přímo úměrná výchylce) a pro tuhost oscilátoru (čili konstantu úměrnosti) k dostaneme porovnáním se vztahem 
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  Pro periodu kmitání pak budeme ještě potřebovat určit hmotnost krychle. Pro ni bude platit: 
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(užili jsme známý vzorec pro objem krychle 
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). Dosazením do základního vzorce pro periodu harmonického kmitání dostáváme:  
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Krychle bude harmonicky kmitat s periodou 
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K5. Na pružině je zavěšena miska se závažím a oscilátor kmitá s periodou 
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Přidáním dalšího závaží se perioda oscilátoru zvětší na hodnotu 
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Stanovte, o jakou délku 
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se posunula přidáním dalšího závaží rovnovážná poloha pružiny (tj. o kolik by se protáhla pružina v případě, že by byla v klidu). 

ŘEŠENÍ: Další závaží působí na misku a tudíž i na pružinu přídatnou tíhovou silou 
[image: image66.wmf],
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 je hmotnost tohoto závaží a g je klasicky tíhové zrychlení. V důsledku této síly se rovnovážná poloha posune o 
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směrem dolů, přičemž v souladu s definicí tuhosti pružiny k musí platit, že 
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  Problém spočívá v tom, že neznáme hmotnost přidaného závaží ani tuhost pružiny. Budeme se tudíž muset pokusit podíl těchto veličin nějak vyjádřit na základě znalosti period kmitání před přidáním dalšího závaží a po jeho přidání. Pro ně bude platit v souladu se základním vztahem pro periodu harmonického kmitání vztahy
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kde m je původní hmotnost oscilátoru (před přidáním dalšího závaží).  V dalším kroku odečteme oba výše uvedené vztahy:


[image: image71.wmf].
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Nyní využijeme toho, že podíl změny hmotnosti a tuhosti oscilátoru jsme výše dokázali vyjádřit pomocí hledaného prodloužení pružiny a tíhového zrychlení vztahem  
[image: image72.wmf]g

l

k

m

D

=

D

, dosadíme a vyjádříme neznámé prodloužení pružiny 
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Vidíme, že rovnovážná poloha pružiny se posune směrem dolů o 
[image: image75.wmf].
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K6. Vodorovná deska harmonicky kmitá ve vodorovném směru s periodou 
[image: image76.wmf] 
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Na desku umístíme dřevěný hranolek. Určete, při jaké amplitudě kmitů 
[image: image77.wmf]m
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 začne hranolek na povrchu desky proklouzávat za předpokladu, že součinitel jeho smykového tření je 
[image: image78.wmf].
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ŘEŠENÍ: Hranolek začne proklouzávat v okamžiku, kdy maximální setrvačná síla působící na hranolek, jíž je možné pomocí druhého Newtonova zákona a vztahu pro maximální zrychlení oscilátoru 
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 vyjádřit vztahem 
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 (zde m je hmotnost hranolku a úhlová frekvence byla převedena na periodu užitím známého vztahu 
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 Dáním obou výrazů do rovnosti se dostáváme k rovnici,z níž již velmi jednoduše spočítáme hledanou amplitudu 
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Hranolek začne prokluzovat ve chvíli, kdy amplituda kmitů dosáhne hodnoty 
[image: image86.wmf] 
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K7. Těleso netlumeně kmitá ve vodorovném směru harmonicky s amplitudou 
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Určete maximální výslednou sílu působící na těleso během kmitání 
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 a rychlost tělesa při průchodu rovnovážnou polohou 
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 za předpokladu, že jeho hmotnost je 
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ŘEŠENÍ: Celkovou energii lze díky tomu, že v bodech obratu je kinetická energie nulová a celková energie je tudíž rovna potenciální energii pružnosti, vyjádřit vztahem 
[image: image92.wmf],
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 kde k je tuhost oscilátoru. Z uvedeného vztahu můžeme snadno spočítat tuhost: 
[image: image93.wmf].
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 Výsledná síla působící na těleso (a směřující do rovnovážné polohy) závisí na okamžité výchylce y vztahem 
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 v bodech obratu. Dosazením za tuhost pružiny dostáváme: 
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Dále využijeme toho, že díky platnosti zákona zachování mechanické energie musí být kinetická energie v rovnovážné poloze rovna celkové energii kmitání tělesa. Díky tomu můžeme hledanou rychlost 
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 vypočítat následujícím způsobem: 
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Zjistili, jsme, že maximální síla působící na těleso je 
[image: image99.wmf] 
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a rychlost v rovnovážné poloze je 
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K8. O jakou hodnotu 
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 se změní doba kyvu mosazného kyvadla, která je při teplotě 
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 Oč by se denně opožďovaly hodiny s takovým kyvadlem? Koeficient délkové roztažnosti mosazi je 
[image: image105.wmf].
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ŘEŠENÍ: Pro dobu kyvu kyvadla (která je polovinou doby kmitu, tj. periody T0) při počáteční teplotě platí vztah
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kde 
[image: image107.wmf]0

l

 je původní délka závěsu a 
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 tíhové zrychlení. Tíhové zrychlení je na teplotě nezávislé, délka závěsu se však s rostoucí teplotou lineárně zvětšuje, takže při teplotě 
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To znamená, že doba kyvu se po zahřátí zvětší na 
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Hodiny se tedy každou sekundu budou opožďovat o dobu 
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 pro kterou platí
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Za jeden den (což je 24 hodin = 24 krát 60 minut krát 60 sekund = 86400 sekund) bude pak toto zpoždění činit
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Doba kyvu po zahřátí vzroste na hodnotu 
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K9. V kabině výtahu visí kyvadlo, jehož perioda je za standardních podmínek 
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Když se kabina výtahu pohybuje se stálým zrychlením 
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 směrem vzhůru, změní se perioda kyvadla na hodnotu 
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Určete tuto periodu 
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Tíhové zrychlení je 
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[image: image122]
ŘEŠENÍ: Při pohybu se zrychlením působí v neinerciální soustavě spojené s kyvadlem na kuličku kyvadla setrvačná síla 
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kde m je hmotnost kuličky. Uvedená síla působí ve svislém směru a skládá se s tíhovou silou 
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 Pokud se výtah pohybuje se zrychlením směrem vzhůru (což je náš případ), bude setrvačná síla působit směrem dolů a celková síla působící kolmo dolů bude rovna 
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 V takovém případě však bude v souladu s odvozením vztahu pro periodu matematického kyvadla pro malé úhly a s výše uvedeným obrázkem platit vztah 
[image: image126.wmf](

)

(

)

,

y

l

g

a

m

F

l

y

g

a

m

F

l

y

F

F

F

G

s

×

+

×

=

®

=

+

×

®

=

+

 kde F je síla vracející oscilátor do rovnovážné polohy, y výchylka z rovnovázné polohy  a l délka závěsu kyvadla. Vidíme, že kmitání bude harmonické (síla je přímo uměrná výchylce) a pro tuhost oscilátoru (čili konstantu úměrnosti) k dostaneme porovnáním se vztahem 
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  Pro periodu kmitání pak dosazením do základního vzorce dostáváme 
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Bohužel ještě neznáme délku závěsu l, jíž budeme muset zjistit ze znalosti doby periody 
[image: image130.wmf].
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Dosazením za l  do výše uvedeného vztahu pro 
[image: image132.wmf] 
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dostáváme konečný výsledek: 
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Ve výtahu pohybujícím se se zrychlením směrem vzhůru bude mít kyvadlo periodu 
[image: image134.wmf] 
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Poznámka: Úplně stejným způsobem jako výše se dá ukázat, že pro periodu kmitání kyvadla ve výtahu pohybujícím se se zrychlením a směrem dolů platí vztah 
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 (perioda se tedy v tomto případě prodlužuje). 
 Cvičení K1-C. Těleso mechanického oscilátoru s frekvencí vlastního kmitání 
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bylo vychýleno z rovnovážné polohy silou 
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Při tom vykonaly vnější síly práci 
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Určete hmotnost tělesa m a napište rovnici harmonického kmitání oscilátoru, které nastane po uvolnění tělesa (čas měříme od okamžiku uvolnění). 
Cvičení K2-C. Těleso o hmotnosti 
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zavěšené na pružině o zanedbatelné hmotnosti a tuhosti k kmitá s periodou 
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Určete, na jakou hodnotu 
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 se změní perioda, když těleso zavěsíme na dvě stejné pružiny (tj. platí 
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Cvičení K3-C. V kabině výtahu visí kyvadlo, jehož perioda je za standardních podmínek 
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Když se kabina výtahu pohybuje se stálým zrychlením a, změní se perioda kyvadla na 
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