Příklad 1.7. 
Při jaké rychlosti bude hybnost elektronu stejná jako hybnost fotonu s vlnovou délkou 1 pm? 

ŘEŠENÍ: Úloha vypadá na první pohled velmi jednoduše. Pokud uvážíme, že by pro hybnost elektronu platil klasický vztah 
[image: image1.wmf]v
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 a pro hybnost fotonu platí 
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 tak dáním obou výrazů do rovnosti dostaneme okamžitě řešení. Můžeme psát:


[image: image3.wmf].
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Vidíme, že klasický výpočet vedl k rychlosti vyšší, než je rychlost světla (ta je 300 000 kilometrů za sekundu), což je nepřijatelné. Jediné možné řešení je provést výpočet relativisticky s využitím vztahu pro relativistickou hybnost, který lze psát jako 
[image: image4.wmf].
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  Díky tomu dostáváme:  
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s

m

10

77

,

2

1

1

8

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

-

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

®

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

×

®

®

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

×

×

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

×

×

®

=

-

×

®

=

-

×

l

l

l

l

l

l

l

l

l

h

c

m

c

h

v

c

h

h

c

m

v

v

h

c

h

v

c

m

h

v

c

c

v

m

h

c

v

c

v

m

h

c

v

v

m

e

e

e

e

e

e


Vidíme, že nyní je už výsledek menší, než je rychlost světla, což je správné. 
Příklad 1.30

Odvoďte z Planckova zákona: 

a) Stefanův-Boltzmannův zákon (použijte vztah 
[image: image6.wmf]ò
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b) Rayleighův-Jeansův zákon pro velké vlnové délky

c) Wienův zákon pro malé vlnové délky

ŘEŠENÍ:

a) Na základě definice spektrální hustoty vyzařování 
[image: image7.wmf]n
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M

 bude pro celkovou intenzitu vyzařování  
[image: image8.wmf]e

M

  platit vztah  
[image: image9.wmf].
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 Do tohoto vztahu dosadíme z Planckova zákona a provedeme šikovné úpravy tak, abychom si předpřipravili integrál, jehož hodnotu máme uvedenu v zadání. Bude platit: 
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Nyní provedeme substituci 
[image: image11.wmf].
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 Je třeba uvážit rovněž integrační meze, ale to je v dané situaci docela jednoduché – stačí si uvědomit, že nulové frekvenci odpovídá nulová hodnota x a nekonečné frekvenci nekonečná hodnota x. Meze se tudíž po provedené substituce nezmění. Získáváme: 
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Odvodili jsme tak Stefanův-Boltzmanův zákon ve tvaru 
[image: image13.wmf]4
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 a zároveň jsme zjistili, že pro Stefanovu-Bolzmannovu konstantu platí vztah 
[image: image14.wmf].
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 Dosazením získáme skutečně hodnotu uvedenou pro tuto konstantu ve skriptech. 
b) Využijeme Taylorovu řadu funkce 
[image: image15.wmf],
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kterou lze zapsat ve tvaru 
[image: image16.wmf]...
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Díky tomu pro výraz 
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  objevující se v Planckově zákoně můžeme psát  
[image: image18.wmf]...
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Celý trik je nyní v tom, že pro velké vlnové délky budou frekvence malé a tudíž výraz 
[image: image19.wmf]T
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 bude mnohem menší než 1. V takovém případě lze ale zanedbat všechny jeho mocniny od druhé mocniny výše a bude s dostatečnou přesností platit vztah 
[image: image20.wmf].
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  Nyní již stačí dosadit do Planckova zákona a dostaneme po drobné úpravě Rayleighův-Jeansův zákon uvedený ve skriptech: 


[image: image21.wmf].
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c) Zde je řešení velice jednoduché. Stačí si totiž uvědomit, že pro malé vlnové délky budou velké frekvence a v důsledku toho bude výraz 
[image: image22.wmf]T
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 nabývat velmi vysokých hodnot. V takovou chvíli je ale možné zanedbat odečítání jedničky ve jmenovateli Planckova zákona a říci tedy, že s dostatečnou přesností platí vztah 
[image: image23.wmf].
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 Dosazenim do Planckova zákona pak okamžitě dostaneme Wienův zákon ve tvaru:


[image: image24.wmf].
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Příklad 1.31
Z Wienova zákona odvoďte Wienův posunovací zákon. 

ŘEŠENÍ: Vidíme, že Wienův posunovací zákon se týká frekvence, zatímco Wienův zákon odvozený v minulé úloze je udán pomocí vlnové délky. V prvním kroku bude tedy třeba přepsat Wienův zákon v proměnné vlnová délka. K tomu nám pomůže známý vztah vztahu 
[image: image25.wmf]l
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 a vztah mezi spektrálními hustotami v obou uvažovaných proměnných 
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 a 
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 ve tvaru 
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 , který je odvozen ve skriptech. Díky tomu můžeme rovnou psát: 


[image: image29.wmf].
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Nyní máme Wienův zákon ve správných proměnných. Navíc jsme si jej připravili tak, aby bylo možné dobře provést jeho derivaci. Maximum spektrální hustoty vyzařování totiž stanovíme právě tím, že příslušný funkční předpis derivujeme podle proměnné 
[image: image30.wmf]l

 a derivaci položíme rovnu nule. Protože konstanty nás při derivování nezajímají, budeme derivovat pouze výraz uvedený v závorce. Nesmíme přitom zapomínat na pravidla pro derivování složené funkce. Bude platit 
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Teď máme již připravenu derivaci a zajímá nás, kdy se tato derivace bude rovnat nule. Vzhledem k tomu, že členy před závorkou se nule pro žádnou smysluplnou hodnotu vlnové délky rovnat nemohou, položíme roven nule výraz v závorce: 

   
[image: image32.wmf].
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Správně bychom měli ještě formálně dokázat, že se jedná skutečně o maximum křivky, ale vzhledem k okolnostem můžeme říci, že to vyplývá z logiky věci. Odvodili jsme tedy Wienův posunovací zákon ve tvaru 
[image: image33.wmf]T
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  a zároveň jsme zjistili, že pro konstantu b platí vztah: 
[image: image34.wmf],
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 který po dosazení skutečně dává správnou hodnotu uvedenou ve skriptech.  

Příklad 1.32
Odvoďte vztah pro maximální hodnotu spektrální hustoty intenzity vyzařování 
[image: image35.wmf].
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ŘEŠENÍ: V prvním kroku bude vůbec třeba najít příslušnou spektrální hustotu vyzařování v proměnné vlnové délky. Díky znalosti této hustoty v proměnné frekvence (viz Planckův zákon ve skriptech), známému vztahu 
[image: image36.wmf]l
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 a vztahu mezi spektrálními hustotami v obou uvažovaných proměnných 
[image: image37.wmf]n

 a 
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 ve tvaru 
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 odvozenému ve skriptech můžeme rovnou psát: 
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Nyní známe Planckův vyzařovací zákon v proměnné vlnová délka. Maximální hustota spektrální intenzity vyzařování ale není nic jiného, než y-ová souřadnice bodu, v němž příslušná křivka nabývá svého maxima. Zároveň však víme ze skript, že pro x-ovou souřadnici tohoto maxima 
[image: image41.wmf]max

l

 platí Wienův posunovací zákon, který lze zapsat ve tvaru 
[image: image42.wmf],
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 kde b je konstanta a T termodynamická teplota. V zásadě tak pouze potřebujeme dosadit do výše uvedeného vztahu pro 
[image: image43.wmf].
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 za vlnovou délku hodnotu 
[image: image44.wmf].
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 Získáváme: 


[image: image45.wmf].
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Zde je třeba si uvědomit, že K je funkcí různých fyzikálních konstant a je tudíž rovněž konstantou. Zjistili jsme tedy, že maximální hodnota spektrální intenzity vyzařování je úměrná 5. mocnině termodynamické teploty.   
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