Část 2 – Intenzita elektrického pole

41.     Lineární hustota náboje tyče o délce 
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; x je vzdálenost od jednoho konce tyče. Určete celkový náboj  tyče.

ŘEŠENÍ: Využijeme toho, že funkce udávající závislost hustoty náboje na vzdálenosti od jednoho konce tyče je lineární. Z tohoto důvodu bude celkový náboj stejný, jako kdyby byla celá tyč nabita homogenně s hustotou 
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, jenž je aritmetickým průměrem hustot náboje 
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 na  koncích  tyče. V souladu se základním vztahem pro lineární hustotu náboje pak můžeme psát
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Celkový náboj tyče je tedy 
[image: image9.wmf]nC.
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Uvědomte si, že uvedený postup lze užít jen díky linearitě funkce udávající závislost hustoty na vzdálenosti. Kdyby tato funkce byla složitější, museli bychom k výpočtu použít integrální počet. Konkrétně bychom využili vzorec 
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. Ověřte si, že použitím tohoto vzorce dostaneme v našem konkrétním příkladě stejný výsledek 
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42.      Jak velká je intenzita elektrického pole v bodě, kde na náboj 
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ŘEŠENÍ: Přímým použitím definičního vztahu pro intenzitu elektrického pole získáváme
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Intenzita uvažovaného elektrického pole je tedy 
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43.            Jakou intenzitu má elektrické pole, které působí na elektron silou 
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 Náboj elektronu má velikost 
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ŘEŠENÍ: Výsledek opět získáme přímým použitím vztahu pro intenzitu elektrického pole
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Intenzita elektrického pole je 
[image: image20.wmf].
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44.       Kulička o hmotnosti 
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. S jakým zrychlením se bude pohybovat v homogenním elektrickém poli o intenzitě 
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ŘEŠENÍ: Využitím vztahu pro intenzitu elektrického pole 
[image: image24.wmf]Q
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 a 2. Newtonova pohybového zákona 
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Kulička se bude pohybovat se zrychlením 
[image: image27.wmf].
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45.         Jaká síla bude působit na prachové částice nabité záporným elementárním nábojem v poli o intenzitě 
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ŘEŠENÍ: Opět využijeme základní vztah pro intenzitu elektrického pole a 2. Newtonův zákon
.
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Nesmíme zapomenout dosadit za intenzitu ve správných jednotkách, jimiž jsou volty na metr! Platí převod 
[image: image32.wmf].
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 Síla působící na kuličku je 
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46.           Vodní kapka o poloměru 
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 má náboj stejný jako elektron a je v mračnu, v němž je elektrické pole směřující svisle dolů o velikosti intenzity 
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 Určete celkovou sílu působící na kapku. Náboj elektronu je 
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ŘEŠENÍ: Na kapku bude zjevně působit tíhová síla 
[image: image39.wmf]G

F

r

 a elektrická síla 
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. Protože kapka má záporný náboj, bude mít elektrická síla na ni působící opačný směr než elektrické pole. Tato síla tedy bude směřovat směrem nahoru a pro velikost celkové síly bude platit vztah
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(hmotnost kapky je 
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při úpravě jsme využili předpokladu, že kapka má kulový tvar, pro objem kapky tudíž platí 
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Na kapku tedy působí síla směrem vzhůru o velikosti 
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47.             Dvě vodivé koule jsou nejprve nabity stejně velkými náboji souhlasnými, poté stejně velkými náboji nesouhlasnými. Rozměry koulí nelze zanedbat vzhledem k jejich vzdálenosti. Ve kterém případě je velikost síly mezi koulemi větší a proč? 

ŘEŠENÍ: Síla bude větší v případě nesouhlasného nabití, neboť náboje se soustředí na přiléhajících stranách koulí a vzdálenost mezi nimi tedy bude menší než v případě souhlasného nabití, kdy se náboje snaží dostat co nejdále od sebe.

48.        Elektron se pohybuje ve směru siločar elektrického pole o intenzitě 
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. Jakou vzdálenost proletí ve vakuu do úplného zastavení, je-li jeho počáteční rychlost rovna 
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ŘEŠENÍ: Na elektron bude působit elektrická síla, jenž jej bude zbržďovat. Důležité je, že vzhledem k homogennitě elektrického pole bude tato síla konstantní. Elektron tedy bude konat rovnoměrně zpomalený pohyb. Pro jeho dráhu platí známý vztah
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Nyní dosadíme použitím definičního vztahu pro intenzitu elektrického pole a 2. Newtonova zákona a z definice zrychlení určíme dobu, kterou elektron potřeboval k zastavení. Musíme si uvědomit, že pro zrychlení platí vztah 
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Po dosazení do vztahu pro brzdnou dráhu získáme
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Elektron urazí dráhu 
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38

,

2

=

s

 za čas 
[image: image58.wmf]s.

10

7

,

4

8

-

×

=

t


49.        Do prostoru, v němž současně působí horizontální a vertikální homogenní elektrické pole o intenzitách 
[image: image59.wmf]1
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 vlétne podél siločar elektron. Jeho rychlost se na dráze 
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 zvětší dvakrát. Určete konečnou rychlost elektronu.

ŘEŠENÍ: Nejprve určíme pomocí Pythagorovy věty výslednou intenzitu elektrického pole. Zjevně platí 
[image: image62.wmf].
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 Vzhledem k homogennitě uvažovaného elektrického pole bude na elektron působit stálá síla a ten se tedy začne pohybovat rovnoměrně zrychleně s nenulovou počáteční rychlostí. Pro tento typ pohybu platí vztahy
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Protože rychlost se na dané dráze zvětší podle zadaní dvakrát, můžeme psát  
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Toto vyjádření nyní dosadíme do vztahu pro dráhu   
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Nyní jsme odvodili vztah pro dobu, za kterou došlo ke zdvojnásobení rychlosti elektronu. Protože však musíme určit počáteční rychlost 
[image: image67.wmf]0
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, použijeme vztah 
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Užitím definičního vztahu pro intenzitu elektrického pole a 2. Newtonova zákona dosadíme za a a získáme konečný vztah pro počáteční rychlost 
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Konečná rychlost je pak zjevně dvojnásobná 
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Konečná rychlost elektronu je tedy 
[image: image74.wmf].
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50.          Dvě nabité kuličky o hmotnostech 
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 jsou spojeny nehmotnou nevodivou nití o délce 
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ŘEŠENÍ: Je jasné, že se celá soustava bude pohybovat svisle dolů. Musíme však rozřešit, která kulička zaujme v rámci soustavy spodní, a která horní pozici. Vespod se nepochybně ocitne kulička, jenž by za daných podmínek při samostatném pohybu dosahovala většího zrychlení. Vzhledem k tomu, že v gravitačním poli je zrychlení obou kuliček stejné, rozhodne pole elektrické. V tom však bude mít výrazně větší zrychlení kulička mající menší hmotnost a větší náboj.

Proto můžeme říci, že spodní pozici v soustavě zaujme kulička o hmotnosti 0,2 g a náboji 0,3 μC. Po této složitější úvaze, jejíž provedení je však pro vyřešení příkladu bezpodmínečně nutné, přistoupíme k sestavení pohybových rovnic pro obě kuličky. Především si musíme uvědomit, které síly na kuličky působí. V případě spodní kuličky jde o tíhovou sílu 
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Na druhou kuličku budou působit následující síly: tíhová síla 
[image: image86.wmf]2
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, elektrická síla vyvolaná vnějším polem 
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, elektrická síla vyvolaná nábojem druhé kuličky 
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Nyní musíme získané pohybové rovnice správně interpretovat. Jde o soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé a a 
[image: image93.wmf]1
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, což umožní  rychle spočítat zrychlení soustavy. Při úpravách využijeme známé vztahy pro velikost tíhové a elektrické síly
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Hledanou tahovou sílu niti poté určíme tak, že za zrychlení dosadíme například do druhé rovnice
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Soustava se pohybuje se zrychlením 
[image: image100.wmf]2
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. Nit je napínána silou 
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51.           Mezi vodorovnými destičkami nabitého kondenzátoru je umístěno prachové zrnko o hmotnosti 
[image: image102.wmf]kg
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[image: image103.wmf]C
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. Určete směr a velikost intenzity elektrického pole v kondenzátoru, je-li prachové zrnko v rovnováze.

ŘEŠENÍ: To, že je zrnko v rovnováze, neznamená nic jiného, než že výslednice všech na něj působících sil je rovna nule. Protože na zrnko působí pouze tíhová a elektrická síla, je třeba, aby tyto síly měly stejnou velikost a opačný směr. Intenzita elektrického pole tedy musí směřovat vzhůru a pro její velikost musí platit vztah
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Velikost intenzity elektrického pole (intenzita míří směrem vzhůru) v kondenzátoru je tedy 
[image: image105.wmf]1
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52.         Kolik elektronů je na kapičce oleje o hmotnosti 
[image: image106.wmf]g
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, je-li kapka v rovnováze mezi vodorovnými deskami kondenzátoru, jenž jsou ve vzdálenosti 
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[image: image108.wmf]V
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ŘEŠENÍ: Na kapičku bude působit  tíhová síla a síla elektrická. Z požadavku rovnováhy plyne, že tyto síly mají stejnou velikost a opačný směr. Musí tedy platit
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kde z je hledaný počet elektronů. Pro velikost intenzity elektrického pole mezi deskami kondenzátoru  poté platí vztah 
[image: image110.wmf]d
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Do vzorce jsme samozřejmě museli dosadit v základních jednotkách, platí, že 
[image: image112.wmf].
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53.        V homogenním elektrickém poli o intenzitě 
[image: image114.wmf]1
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, jejíž směr svírá se svislicí úhel 
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ŘEŠENÍ: Především si musíme uvědomit, že intenzita může být orientována dvěma způsoby (viz obr.). Nejprve rozřešíme první případ. Na kuličku působí tíhová síla 
[image: image118.wmf]G
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, elektrická síla 
[image: image119.wmf]e
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 a tahová síla niti 
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, jejíž velikost hledáme. V rovnováze musí platit, že výsledná síla působící na kuličku je nulová. To znamená, že tahová síla niti musí mít stejnou velikost a opačný směr vůči výslednici tíhové a elektrické síly. Velikost této výslednice určíme pomocí kosinové věty. Bude platit  
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×

×

×

×

×

-

×

+

×

150

cos

2

2

2

2

2

Q

E

g

m

Q

E

g

m

,


[image: image123.wmf]mN
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Při řešení v druhém případě budeme postupovat zcela stejně a získáme vztah
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V prvním případě bude nit napínána silou 
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54.         V homogenním elektrickém poli o intenzitě 
[image: image129.wmf]1
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 zavěšená na tenké izolované niti délky 
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. Kuličce byla v rovnovážné poloze udělena ve vodorovném směru rychlost 
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ŘEŠENÍ: Na kuličku bude působit tíhová síla 
[image: image134.wmf]G
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, elektrická síla 
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 a tahová síla vlákna 
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. Tíhová síla má stejný směr jako síla elektrická, a proto bude pro velikost výslednice těchto dvou sil platit
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Tuto výslednici si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky tak, aby jedna z nich ležela v přímce, v níž je nit. Je jasné, že tato síla 
[image: image138.wmf]1
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 bude napínat nit. Pro její velikost platí vztah
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Druhá složka 
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 se bude snažit vrátit kuličku zpět do rovnovážné polohy. Našim úkolem je určit velikost síly 
[image: image141.wmf]1

v

F

r

. Abychom mohli použít výše odvozený vzorec pro velikost této síly, musíme určit cos
[image: image142.wmf]a

, kde 
[image: image143.wmf]a

 je úhel, jenž svírá nit v okamžiku obratu se svislým směrem. Tento úhel určíme pomocí zákona zachování energie. Při vhodné volbě hladiny nulové potenciální energie bude mít kulička na počátku pouze energii kinetickou, jejíž velikost je dána vztahem 
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. Ve chvíli, kdy se kulička zastaví, bude mít naopak pouze potenciální tíhovou energii. Její velikost je dána vztahem 
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, kde x je výška nad hladinou nulové potenciální energie. Pro tuto výšku však pomocí obrázku a s využitím goniometrických vztahů pro pravoúhlý trojúhelník odvodíme vzorec 
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V žádném případě však nemůžeme dát potenciální energii v bodě obratu a kinetickou energii na počátku pohybu do rovnosti! Proti pohybu kuličky totiž působí i elektrická síla a kulička tedy musí vynaložit část své energie na překonávání této síly. Zákon zachování energie poté můžeme v našem případě vyjádřit ve tvaru 
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, kde W je práce, kterou vykonala kulička při přemáhání elektrické síly. Bude pro ni platit vztah 
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Po dosazení získáváme
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Pro velikost síly napínající nit tedy bude platit
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Nit je tedy napínána silou 
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55.       Jaký úhel se svislicí bude svírat nit, na které visí kulička o hmotnosti 
[image: image154.wmf]g
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, umístíme-li ji do homogenního elektrického pole o intenzitě 
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, je-li intenzita orientována vodorovně?  
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ŘEŠENÍ: Na kuličku bude působit tíhová síla 
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, elektrická síla 
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 a tahová síla niti 
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. Musí platit, že výslednice tíhové a elektrické síly má opačný směr než tahová síla. Z tohoto faktu a ze skutečnosti, že tíhová a elektrická síla jsou navzájem kolmé, můžeme usoudit, že platí vztah
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Nit bude svírat se svislicí úhel 
[image: image161.wmf]°

=

45

a

.

[image: image461.wmf]1

Q

F

r

56.        Kulička z bezové duše o hmotnosti 
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 a je připojena k jednomu konci hedvábného vlákna o délce 
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. Druhý konec vlákna je připevněn k velké vertikální desce o plošné hustotě náboje 
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme úhel 
[image: image166.wmf]a

, který svírá nit s vertikální deskou. Ze stejných důvodů jako v předchozím příkladě bude platit
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(při úpravě jsme použili vztahu pro intenzitu nekonečné homogenně nabité roviny 
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Vzdálenost kuličky od desky je 
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57.         Kulička o hmotnosti 
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 je připevněna k jednomu konci hedvábného vlákna o délce 
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 Druhý konec vlákna je připojen k velké vertikální desce, jež má plošnou hustotu náboje 
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ŘEŠENÍ: Naprosto stejným postupem jako v předchozím příkladě získáme vzorec
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Vlákno tedy svírá s vertikálním směrem úhel 
[image: image177.wmf].
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58.     Nekonečně velká svislá deska je nabita rovnoměrně nábojem o plošné hustotě 
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. V jednom bodě desky je upevněno hedvábné vlákno, na němž je zavěšena kulička o hmotnosti 
[image: image179.wmf]g
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ŘEŠENÍ: Základní myšlenka je zase stejná jako v předchozích příkladech. Použijeme tedy klasický vztah 
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Kulička nese náboj 
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59.          Intenzita elektrického pole mezi vychylovacími deskami osciloskopu je 
[image: image183.wmf]1
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. Určete sílu působící na elektron mezi deskami a zrychlení elektronu vyvolané touto silou.

ŘEŠENÍ: Sílu působící na elektron vypočteme přímým použitím definičního vztahu pro intenzitu. Zrychlení poté určíme pomocí 2. Newtonova zákona. Bude platit
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Na elektron působí síla 
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60.    Elektron vlétl doprostřed mezi desky kondenzátoru rovnoběžně s nimi rychlostí 
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. Mezi deskami je homogenní elektrické pole o intenzitě 
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. Zanedbejte tíhovou sílu a určete, zda elektron může z kondenzátoru vylétnout.
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ŘEŠENÍ: Nejprve určíme dobu, kterou elektron potřebuje k průletu. Vzhledem k tomu, že ve směru osy x nepůsobí na elektron žádná síla, platí pro dobu nutnou k průletu vztah 
[image: image192.wmf]v
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. V druhé fázi určíme, za jak dlouho dopadne elektron na desku kondenzátoru. Ve směru osy y na něj bude působit elektrická síla 
[image: image193.wmf]e
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, jejíž velikost i směr budou vzhledem k homogennitě pole mezi deskami kondenzátoru stálé. Proto se bude elektron ve směru osy y pohybovat rovnoměrně zrychleně s nulovou počáteční rychlostí a doba, za kterou dopadne na desku bude splňovat vztah
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(za zrychlení jsme dosadili z již v předchozích úlohách používaného vztahu 
[image: image195.wmf]e
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). Tuto dobu nyní porovnáme s již dříve vypočtenou dobou nutnou k průletu kondenzátorem. Zjišťujeme, že pro dané hodnoty platí  
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, což znamená, že elektron dopadne na desku kondenzátoru dříve, než by z něho mohl vyletět. Elektron tedy z kondenzátoru vyletět nemůže. 

61.             Do prostoru mezi deskami kondenzátoru vlétne rovnoběžně s deskami elektron, resp. záporný iont. Počáteční kinetickou energii získávají iont i elektron průchodem stejného elektrického napětí 
[image: image197.wmf]0
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. Napětí mezi deskami kondenzátoru je U, vzdálenost desek d. Která částice urazí do dopadu na desku větší vzdálenost, jestliže obě vlétají doprostřed mezi desky? Odvoďte.

ŘEŠENÍ: Při řešení budeme využívat obrázek a některé vztahy uvedené u předchozí úlohy. Náboj iontu si označíme Q. Hmotnost elektronu si označme 
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, hmotnost iontu 
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 a určeme, jakou rychlost získají při urychlování. Z rovnosti práce vykonané při urychlování a získané kinetické energie plyne
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 Po vlétnutí mezi desky kondenzátoru začne na elektron i na iont působit elektrická síla, jenž způsobí, že se začnou pohybovat ve směru osy y rovnoměrně zrychleně. Elektron dopadne na desku za dobu 
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, jenž bude splňovat vztah
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Iont dopadne na desku za dobu 
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, pro níž bude platit
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Ve směru osy x se elektron i iont pohybují rovnoměrně, a proto bude pro vzdálenost uraženou do dopadu následující vztahy

pro elektron:      
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pro iont :            
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Vidíme, že vzdálenost uražená do dopadu nezávisí na hmotnosti ani na náboji, a proto dopadnou iont i elektron do stejné vzdálenosti. 

62.        Jaká je velikost intenzity elektrického pole bodového náboje 
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 ve vzdálenosti 
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ŘEŠENÍ: Výsledek získáme přímým použitím vztahu pro velikost intenzity bodového náboje
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Velikost intenzity je tedy 
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63.           Intenzita elektrického pole Země je u jejího povrchu průměrně 
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. Jaký náboj má Země za předpokladu, že je všude na povrchu stejná intenzita. Poloměr Země je 
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ŘEŠENÍ: Můžeme si představit, že všechen náboj je soustředěn ve středu Země. Proto použijeme

vzorec pro velikost intenzity bodového náboje (za poloměr Zeměj třeba dosadit v meterch!). Dostáváme  
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Za uvedených předpokladů má Země náboj 
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64. Vypočítejte intenzitu elektrického pole ve středu spojnice dvou nábojů 
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 , které jsou od sebe vzdáleny 
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         jehož relativní permitivita je 
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ŘEŠENÍ: Výsledná intenzita je dána v souladu s principem superpozice vektorovým součtem intenzit od obou bodových nábojů. Vzhledem k tomu, že intenzity od obou nábojů mají ve středu spojnice opačný směr, bude platit
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Intenzita pole je tedy 
[image: image220.wmf]1
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65.          Kladný bodový náboj 
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 je umístěn ve vakuu ve vzdálenosti 
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. Určete velikost intenzity elektrického pole v bodě A na spojnici obou nábojů, který je vzdálen 
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a) bod A leží mezi náboji 

b) bod A neleží mezi náboji
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ŘEŠENÍ: a) Celkovou intenzitu v bodě A spočteme podle principu superpozice jako vektorový součet intenzit 
[image: image225.wmf]1
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 a 
[image: image226.wmf]2
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 vyvolaných jednotlivými náboji. Vzhledem k polaritě nábojů budou mít obě intenzity stejný směr a pro velikost výslednice tedy bude platit
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Intenzita elektrického pole v bodě A je 
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b) Intenzity od obou nábojů budou mít tentokrát opačný směr, a proto bude pro velikost jejich výslednice platit vztah
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Intenzita elektrického pole v bodě A je 
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66.         Dva kladné náboje 
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  jsou od sebe vzdáleny 
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. Ve kterém bodě je intenzita výsledného elektrického pole rovna nule?

ŘEŠENÍ: V místě s nulovou celkovou intenzitou musí mít intenzity od obou nábojů stejnou velikost a opačný směr. Je jasné, že hledaný bod musí ležet na spojnici obou nábojů, nikde jinde nemůže být splněna podmínka opačného směru. Vzdálenost hledaného bodu od většího náboje 
[image: image234.wmf]1
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 označme x, vzdálenost  od menšího náboje 
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 je poté l-x. Poté můžeme okamžitě psát
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Nulová intenzita bude na spojnici nábojů ve vzdálenosti 
[image: image237.wmf]cm
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od většího náboje.

67.           V určité vzdálenosti od sebe se nacházejí dva bodové náboje 
[image: image238.wmf]1
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, 
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. Na obrázcích je závislost 
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 (x-ová souřadnice intenzity elektrického pole) na vzdálenosti x. Určete znaménka nábojů na každém obrázku. Pozn.:
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, je-li orientována vpravo, a 
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, je-li orientována vlevo.
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                                                                       K příkladu 67
ŘEŠENÍ: Uvědomme si, že velikost intenzity bodového náboje klesá se čtvercem vzdálenosti od tohoto náboje. Ve velké blízkosti jednoho z nábojů je tedy  celková intenzita dána v podstatě pouze intenzitou  od tohoto náboje, neboť druhý náboj je příliš daleko na to, aby se mohl projevit. Dále víme, že náboj je kladný, směřuje-li vektor intenzity od něj, a záporný, směřuje-li tento vektor k němu. Na základě těchto faktů již můžeme rozhodnout o polaritě všech zkoumaných nábojů. Platí

a)  
[image: image244.wmf]1
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- kladný,
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- záporný

b)  
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- kladný,
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- kladný

c)  
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- záporný,
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- kladný

d) 
[image: image250.wmf]1
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- záporný,
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- záporný

68.           Dva bodové náboje 
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 jsou umístěny ve vzdálenosti l od sebe. Na obrázku je závislost 
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 na x.Určete znaménka a poměr velikostí nábojů, víte-li, že intenzita je nulová v bodě ve vzdálenosti 
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 od náboje 
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. Dále určete vzdálenost 
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, v níž je velikost intenzity maximální.
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K příkladu 68
ŘEŠENÍ: Úvahou popsanou v minulé úloze snadno zjistíme, že náboj 
[image: image259.wmf]2

Q

 je záporný. Složitější je určení polarity druhého náboje. Kdyby měl tento náboj stejnou polaritu jako 
[image: image260.wmf]2
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, měly by intenzity elektrických polí vyvolaných těmito náboji vpravo od náboje 
[image: image261.wmf]2
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 stejný směr. V takovém případě by však v žádném bodě ležícím napravo od 
[image: image262.wmf]2
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 nemohla být celková intenzita elektrického pole nulová, což podle obrázku zjevně je. Náboj 
[image: image263.wmf]1
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 tedy musí být kladný. V bodě ve vzdálenosti 
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 od  náboje 
[image: image265.wmf]1
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 je celková intenzita rovna nule. To znamená, že velikost intenzit od obou nábojů se v tomto bodě rovná. Z této úvahy již získáváme rovnici, jež nám umožňuje určit poměr velikostí nábojů. 
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Nyní nám již zbývá pouze určit , v kterém bodě bude intenzita maximální. Za tímto účelem určíme funkční závislost velikosti celkové intenzity na vzdálenosti od náboje 
[image: image267.wmf]2

Q

. Poté určíme extrém této funkce. Pro velikost celkové intenzity budou platit následující vztahy
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Tuto funkci nyní derivujeme a derivaci položíme rovnu nule. Je jasné, že konstanta 
[image: image269.wmf]0
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 nemá na polohu maxima žádný vliv, a proto ji můžeme vypustit
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[image: image273.wmf]1
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Určili jsme vzdálenost extrému od 
[image: image274.wmf]2

Q

 , pro vzdálenost od 
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 pak platí
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Maximální intenzita je tedy ve vzdálenosti 
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 od náboje 
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69.          Stanovte intenzitu v bodech A,B,C, je-li 
[image: image279.wmf]C

10

12

9

1

-

×

=

Q

  a 
[image: image280.wmf]C

10

12

9

2

-

×

-

=

Q

 (viz obr.).


[image: image281]
ŘEŠENÍ: Stanovení intenzity v bodech A a B je velmi jednoduché. Stačí si uvědomit, jaký směr budou mít intenzity vyvolané oběma bodovými náboji v těchto bodech. Pro velikost intenzit, jejichž směr je patrný z obrázku, pak bude platit vztahy
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[image: image284.wmf]1
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 a 
[image: image285.wmf]2

Q

 dosazujeme velikost nábojů!).
O něco složitější je výpočet intenzity v bodě C. Důležité pro nás je, že trojúhelník, jehož vrcholy jsou oba bodové náboje a bod C, je rovnostranný. Vzhledem ke stejné velikosti bodových nábojů dále platí, že velikost intenzit vyvolaných těmito náboji v bodě C je stejná. Pro výpočet velikosti celkové intenzity v tomto bodě tedy můžeme použít vztah 
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cos

2

1

×

×

=

C

C

E

E

, kde 
[image: image287.wmf]a

 je úhel, jenž svírají skládané vektory intenzity se svojí výslednicí, což je vzhledem k vlastnostem rovnostranného trojúhelníka 60˚.   Platí tedy
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Velikosti intenzit v bodech A,B a C jsou tedy po řadě 
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70.         Je dán rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník ABC o přeponě 
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. Stanovte intenzitu elektrického pole v bodě C, je-li v bodech bodě A náboj 
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ŘEŠENÍ: Celková intenzita v bodě C bude dána vektorovým součtem intenzit, jež jsou v tomto bodě vyvolány náboji ve vrcholech A a B. Vzhledem k tomu, že velikosti těchto nábojů a i jejich vzdálenosti od bodu C jsou stejné, bude pro velikost celkové intenzity platit hojně používaný vztah
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, kde α  úhel, jenž svírají skládané vektory intenzity s výslednicí, což je v našem případě zjevně 45˚
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Intenzita v bodě C má velikost 
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71.          Určete intenzitu elektrického pole v bodě A, víte-li, že 
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ŘEŠENÍ: Především si musíme uvědomit, že trojúhelník ABC je podle obrácené věty Pythagorovy pravoúhlý. Intenzitu elektrického pole v bodě C poté určíme jako vektorový součet intenzit vyvolaných náboji v bodech B a C. Pro její velikost bude v souladu s Pythagorovou větou platit vztah
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Intenzita elektrického pole v bodě A má velikost 
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72.             Odvoďte vztah pro intenzitu elektrického pole nekonečného přímého homogenně nabitého vodiče s lineární hustotou τ ve vzdálenosti a od vodiče. 
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ŘEŠENÍ: Při řešení této úlohy budeme nuceni využít integrální počet. Postup, jenž budeme realizovat, se s drobnými obměnami uplatňuje při řešení celé řady úloh nejen z elektřiny a magnetismu, a proto je třeba, abyste jej vzali patřičně na vědomí! Nejprve si vytkneme element o délce dx ve vzdálenosti x od bodu B, jenž je patou kolnice spuštěné z bodu, v němž intenzitu pole určujeme (viz obr.). Spočteme, jak tento element, jenž můžeme pokládat za bodový náboj, přispívá k celkové intenzitě v bodě A. Pro velikost tohoto příspěvku bude v souladu s Coulombovým zákonem platit vztah
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Vektor intenzity elektrického pole 
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 vyvolaného elementem dx si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky, pro jejichž velikosti bude platit
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Sečtením všech přírůstků pro x-ovou složku vektoru intenzity získáme vzhledem k symetrii úlohy nulu (o správnosti této úvahy se můžeme snadno přesvědčit přímou integrací). Proto nás bude zajímat pouze velikost intenzity ve směru osy y. Celkovou intenzitu určíme tak, že sečteme všechny přírůstky od jednotlivých elementů. Matematicky tento součet v limitním přechodu nekonečně mnoha nekonečně malých čísel vyjádříme pomocí integrálu. Otázka je, jakým způsobem tuto integraci provést. Zde se nabízejí dvě odlišné možnosti:

1) Integrace podle proměnné x provedená pomocí tzv. Eulerovy substituce. 

Integrační meze jsou v tomto případě samozřejmě minus nekonečno a nekonečno (jde o nekonečně dlouhý vodič). Bude platit:
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K výpočtu integrálu (konstanty jsme vytknuli) nyní provedeme Eulerovu substituci ve tvaru:
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Dalšími výpočty dostáváme:
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Nyní již máme spočítáno vše potřebné a můžeme dosadit do původního integrálu:
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Provedeme další substituci v následujícím tvaru:
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Po dosazení dostáváme:
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Volbou konstanty 
[image: image312.wmf]2
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(vzhledem k tomu, že tento integrál budeme počítat nakonec jako určitý, o konstanty nám nejde) dostáváme definitivní výsledek:


[image: image313.wmf](

)

ò

+

×

=

+

.

1

2

2

2

2

3

2

2

x

a

a

x

dx

x

a


Díky tomu můžeme pro intenzitu elektrického pole nekonečně dlouhého homogenně nabitého vodiče psát: 
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Vidíme, že postup vedoucí k tomuto výsledku byl dosti zdlouhavý a náročný. Proto ukážeme i druhou cestu založenou na převedení na integraci podle úhlu.

2) Integrace převedením na úhel

Využijeme toho, že podle obrázku zjevně platí:
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Diferenciací vzorce pro kosinus dostáváme:
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S využitím těchto vzorců lze již příslušnou integraci provést velice jednoduše:
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Při výpočtu jsme samozřejmě nesměli zapomenout na provedení záměny mezí (z obrázku je zřejmé, proč byla tato záměna provedena právě tímto způsobem). Je vidět, že tento druhý způsob je podstatně méně početně náročnější než přímá integrace provedená pomocí Eulerovy substituce. V následujícím příkladu ukážeme, že je možné snadno počítat i intenzitu pole homogenně nabitého vodiče konečné délky, pokud ji určujeme na ose symetrie tohoto vodiče.
73.           Tenký kruhový prstenec o poloměru R je homogenně nabit nábojem Q. Určete: 

a) sílu, která působí na náboj 
[image: image318.wmf]0

Q

 uprostřed prstence;
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b)   intenzitu elektrického pole buzeného prstencem na ose kolmé k prstenci ve vzdálenosti d od jeho středu;


c)  limitní hodnoty pro 
[image: image319.wmf]0
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 a pro d mnohem větší než R. Kde na ose prstence je intenzita maximální?
ŘEŠENÍ: a) Vzhledem k symetrii úlohy můžeme bez jakýchkoliv výpočtů okamžitě říci, že intenzita ve středu prstence bude nulová.

b) Na prstenci si vytkneme element dr a určíme, jakým způsobem bude přispívat k intenzitě ve zvoleném bodě na ose prstence. Pro velikost tohoto přírůstku bude zjevně platit
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Vektor intenzity 
[image: image321.wmf]E
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 vyvolané v bodě na ose prstence elementem dr si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky. Vzhledem k symetrii úlohy však pro nás bude podstatná pouze složka 
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, pro jejíž velikost bude platit
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Celkovou intenzitu pak určíme sečtením přírůstků od všech elementů na prstenci. Bude platit
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Pro intenzitu elektrického pole na ose prstence ve vzdálenosti d od jeho středu tedy platí vztah
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c) Prošetřením vyvozené funkční závislosti velikosti intenzity na vzdálenosti od středu prstence zjišťujeme, že pro d blížící se k nule se k nule blíží i velikost intenzity pole. Tento závěr je zcela v souladu s výsledkem, k němuž jsme dospěli v první části této úlohy. Pro obrovské hodnoty d můžeme poloměr prstence zanedbat a získáme vztah
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což je však vzorec pro výpočet velikosti intenzity elektrického pole vyvolaného bodovým nábojem. Ani tento závěr není obtížné fyzikálně interpretovat. Ve velké vzdálenosti je pole prstence stejné jako pole bodového náboje umístěného v jeho středu.

Nyní se budeme zabývat otázkou, ve kterém bodě na ose je intenzita maximální. Výše odvozený vztah udávající závislost E na d derivujeme, a derivaci položíme rovnu nule.Získáváme 
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Pomocí druhé derivace bychom se snadno přesvědčili, že jde o maximum.

Maximální intenzita je tedy ve vzdálenosti 
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 od středu prstence.

74.       Ve vzdálenosti 
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od přímého drátu délky 
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, na kterém je rovnoměrně rozložen náboj 
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, leží na ose drátu zrníčko prachu s nábojem 
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. Určete směr a velikost síly, která působí na zrníčko. Vztah pro intenzitu odvoďte bez použití Gaussovy věty. 
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ŘEŠENÍ: Budeme postupovat obdobně jako při odvozování intenzity nekonečného přímého vodiče, jež jsme provedli v úloze 72. Nejprve si na drátu vytkneme element dr a určíme, jak přispívá tento element k celkové intenzitě pole v uvažovaném bodě. Zjevně platí
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Vektor intenzity 
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 si rozložíme na dvě na sebe kolmé složky, pro jejichž velikosti budou platit vzorce  
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Pro lineární hustotu náboje bude platit 
[image: image337.wmf]d
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. Stejnou úvahou jako v úloze 72 dospějeme k poznatku, že po sečtení všech příspěvků bude nenulová  pouze složka intenzity ve směru osy y. Její velikost určíme pomocí integrálu. Integrovat budeme vzhledem k omezené délce vodiče v mezích od 
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Připomeňme, že př itegraci jsme užili vzorec odvozený v úloze 72, výpočet by samozřejmě bylo možné provést rovněž předevením na integraci podle úhlu. Sílu, jež působí na prachové zrnko spočteme při znalosti intenzity elektrického pole velmi snadno
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Na zrníčko působí síla o velikosti 
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75.        Dva nekonečně dlouhé navzájem kolmé přímé vodiče jsou rovnoměrně nabity s lineární hustotou nábojů 
[image: image342.wmf]1
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, 
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t

. Jednou ze siločar je přímka procházející průsečíkem vodičů a ležící v rovině obou vodičů. Jaký úhel svírá tato siločára s vodičem o hustotě 
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ŘEŠENÍ: Pro tangentu úhlu, jenž svírá siločára s vodičem o lineární hustotě 
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, musí platit vztah 
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. S využitím vzorce pro výpočet intenzity nekonečně dlouhého přímého vodiče můžeme psát
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Protože však zjevně platí vztah 
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Siločára svírá s vodičem o hustotě 
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 úhel 
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76.        V určité vzdálenosti od sebe se nacházejí dva přímé nekonečně dlouhé vodiče s lineárními hustotami nábojů  
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, 
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 tak, že jsou navzájem kolmé. Jak závisí síla vzájemného působení mezi těmito vodiči na jejich vzdálenosti? 
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ŘEŠENÍ: Na jednom z vodičů si vytkneme element dy a určíme, jakou silou působí druhý vodič na tento element. S využitím vztahu pro intenzitu nekonečně dlouhého přímého vodiče ve tvaru 
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 můžeme pro velikost této elementární síly psát
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Vektor 
[image: image357.wmf]F
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d

 si rozložíme na dvě navzájem kolmé složky. Jako již tradičně pro nás však bude podstatná pouze jedna z nich- tentokrát ta ve směru osy x. Celková síla působící ve směru osy y bude totiž vzhledem k symetrii úlohy nulová. Zjevně bude platit
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Celkovou sílu působící na vodič poté určíme integrací v mezích od minus nekonečna do nekonečna


[image: image359.wmf](

)

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

=

+

×

×

×

=

+

×

×

×

=

2

2

0

2

1

2

2

0

2

1

d

2

d

2

y

a

y

a

y

y

a

a

F

pe

t

t

pe

t

t



[image: image360.wmf][

]

.

2

2

1

2

1

2

0

2

1

0

2

1

2

0

2

1

2

0

2

1

e

t

t

pe

t

t

pe

t

t

pe

t

t

×

=

×

×

=

+

×

×

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

×

=

¥

¥

-

¥

¥

-

¥

¥

-

ò

ò

u

arctg

u

du

a

y

dy

a


Při výpočtu integrálu jsme použili substituci 
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Z odvozeného vztahu vidíme, že síla nezávisí na vzdálenosti mezi vodiči, ale pouze na lineráních hustotách náboje na obou vodičích. 
77.      Ve vzdálenosti a od přímého nekonečně dlouhého vodiče s lineární hustotou náboje 
[image: image362.wmf]t
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 se nachází bodový náboj 
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-

. V jaké oblasti (viz obr.) leží body, v nichž je intenzita elektrického pole rovna nule? Proveďte diskusi počtu řešení.
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ŘEŠENÍ: Nutnou podmínkou pro to, aby v nějakém bodě byla intenzita rovna nule je, aby vektory intenzity elektrických polí vyvolaných přímým vodičem a bodovým nábojem měly stejnou velikost a opačný směr. Podmínka na opačný směr však může být zřejmě splněna pouze na přímce kolmé k drátu, jenž prochází bodovým nábojem a to ještě pouze v oblastech I a III. Nejprve prošetříme možnost, že bod s celkovou nulovou intenzitou elektrického pole se nachází v oblasti III. Z požadavku na stejnou velikost intenzit od bodového náboje a přímého vodiče získáme s použitím vztahů pro výpočet intenzity těchto prvků rovnost
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kde y udává vzdálenost hledaného bodu od bodového náboje. Jednoduchými úpravami získáme kvadratickou rovnici pro neznámou y, jíž snadno vyřešíme
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 Nyní musíme získaný výsledek správně interpretovat. Vidíme, že diskriminant kvadratické rovnice je kladný pro všechny přípustné hodnoty parametrů a, Q a τ. Kvadratická rovnice tedy má dva reálné kořeny. Jeden z nich však bude vždy záporný, což je pro nás vzhledem k tomu, že počítáme vzdálenost, nepřijatelné. Vyhovovat nám tedy bude pouze jedno řešení, a to 
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V oblasti III tedy bude vždy existovat právě jeden bod s nulovou výslednou intenzitou elektrického pole. Pro jeho vzdálenost od bodového náboje platí vztah 
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Nyní přistoupíme k hledání bodů s nulovou intenzitou v oblasti I. Z podmínky na stejnou velikost intenzit od bodového náboje a dlouhého přímého vodiče získáme rovnost
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kde x je vzdálenost hledaného bodu od drátu. Postupnými úpravami se opět dostaneme ke kvadratické rovnici pro neznámou x, jíž vyřešíme klasickým způsobem
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Získané výsledky nyní musíme správně interpretovat, což tentokrát nebude úplně jednoduché. Především si povšimněme, že diskriminant uvažované kvadratické rovnice již nemusí být vždy kladný. Za situace, kdy je záporný, což zjevně nastane při splnění nerovnosti 
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, nemá kvadratická rovnice žádný reálný kořen, což znamená, že v oblasti I neexistuje žádný bod s nulovou intenzitou elektrického pole. Při nezápornosti diskriminantu sice bude mít kvadratická rovnice jeden resp. dva reálné kořeny, ale to nám nedává záruku existence bodů s nulovou intenzitou v oblasti I. My totiž musíme díky tomu, že x udává vzdálenost, požadovat, aby tyto kořeny byly kladné! Vidíme, že kladný může být pouze jeden z kořenů, a to pouze v případě splnění nerovnosti 
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Můžeme tedy shrnout: Jsou li splněny nerovnosti 
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existuje v oblasti I právě jeden bod s nulovou intenzitou elektrického pole a jeho vzdálenost od přímého vodiče je 
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. V případě nesplnění alespoň jedné z uvedených nerovnic se bod s nulovou intenzitou v oblasti I nenalézá.

Celkově má tedy tato úloha jedno či dvě řešení v závislosti na hodnotách jednotlivých parametrů. 
78.      Odvoďte vztah pro intenzitu elektrického pole v vzdálenosti a od nekonečně velké nabité roviny s plošnou hustotou náboje 
[image: image375.wmf]s

 na každé straně. Využijte výsledek příkladu 73.

ŘEŠENÍ: Nekonečně velkou rovinu si rozkrájíme na prstence o diferenciální tloušťce dr, jejichž společným středem bude pravoúhlý průmět bodu, v němž intenzitu určujeme, do uvedené roviny. Určíme náboj, který nese jeden z těchto prstenců. Bude platit
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(r je poloměr prstence, dvojka se ve vzorci objevuje proto, že rovina je nabitá z obou stran). Pro přírůstek intenzity dE v uvažovaném bodě bude podle vzorce pro intenzitu prstence platit
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Celkovou intenzitu určíme tak, že sečteme přírůstky od všech nekonečně tenkých prstenců. Matematicky podchytíme tento součet pomocí integrálu, přičemž integrační meze budou vzhledem k nekonečné rozlehlosti desky nula a nekonečno. (poloměr jednotlivých prstenců se totiž spojitě mění právě od nuly do nekonečna) Bude platit
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Při integrování jsme použili substituci 
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Intenzita nekonečně velké po obou stranách homogenně nabité roviny je tedy 
[image: image380.wmf]0
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. Všimněte si, že intenzita nezávisí na vzdálenosti od roviny. Této skutečnosti se využívá například k získání homogenního pole mezi deskami deskového kondenzátoru.

79.         Dokažte, že na ose rovnoměrně nabitého kotouče s plošnou hustotou náboje 
[image: image381.wmf]s

 (na každé straně) je ve vzdálenostech malých ve srovnání s poloměrem kotouče stejná intenzita elektrického pole jako u nekonečné nabité roviny a ve velkých vzdálenostech stejná intenzita elektrického pole jako u bodového náboje.

ŘEŠENÍ:  Pro velikost intenzity na ose kotouče o poloměru R ve vzdálenosti x od středu kotouče platí vztah
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 Tento vztah si můžete zkusit dokázat postupem velmi podobným jako v minulém příkladě. Stačí, když jako horní integrační mez budete brát místo nekonečna poloměr prstence R. Pro vzdálenosti malé v porovnání s poloměrem prstence bude druhý člen v závorce u vztahu udávajícího závislost velikosti intenzity na vzdálenosti od středu kotouče velmi malý, a proto jej můžeme zanedbat. Tím získáme vztah 
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 , jenž je zároveň vzorcem pro výpočet intenzity u nekonečně velké roviny nabité obou stranách. 
 Podstatně složitější je druhá část naší úlohy, kdy je vzdálenost x mnohem větší než poloměr R. Nejprve upravíme druhý člen v závorce ve vztahu pro intenzitu kotouče
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Použijeme zobecněnou binomickou větu ve tvaru 
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Rozvinutím podle této věty získáme
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Vzhledem k tomu, že R je mnohem menší než x si můžeme dovolit zanedbat všechny členy tohoto binomického rozvoje od třetího výše. Tím získáme
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Dosazením do vztahu pro velikost intenzity kotouče dostáváme
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Protože pro plošnou hustotu náboje platí vztah 
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To je však již vzorec pro intenzitu elektrického pole bodového náboje.

80.        Jaká je intenzita elektrického pole v blízkosti dvou nekonečně velkých vodivých navzájem kolmých desek, jestliže jedna z nich má plošnou hustotu 
[image: image391.wmf]s

 a druhá plošnou hustotu 
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 za předpokladu, že elektrické pole je ve vakuu.
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ŘEŠENÍ: Výsledná intenzita pole bude dána vektorovým součtem intenzit polí vyvolaných jednotlivými deskami. Vzhledem k tomu, že desky svírají pravý úhel, můžeme s využitím vztahu pro intenzitu elektrického pole nekonečné nabité roviny 
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Velikost celkové intenzity v blízkosti dvou na sebe kolmých desek je tedy 
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81.          Dva tenké nekonečně dlouhé rovnoběžné vodiče ve vzdálenosti d od sebe jsou nabity s lineárními hustotami 
[image: image396.wmf]t
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, 
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. Určete intenzitu elektrického pole v bodě, který leží v rovině symetrie ve vzdálenosti x od roviny, v níž leží oba vodiče.

ŘEŠENÍ: Intenzitu pole v daném bodě určíme v souladu s principem superpozice jako vektorový součet intenzit 
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od obou vodičů. Vzhledem k tomu, že oba vodiče jsou od bodu, v němž určujeme intenzitu, stejně vzdáleny, a že velikost lineární hustoty náboje na obou vodičích je stejná, bude pro velikost intenzit platit 
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 je úhel, jenž svírá každá ze skládaných intenzit s výslednicí. Dále platí
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což po dosazení a využití známého vzorce pro intenzitu pole ve vzdálenosti a od nekonečně dlouhého lineárního vodiče nabité lineární hustotou náboje 
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Velikost intenzity je tedy v bodě na ose spojnice obou vodičů dána vztahem 
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82.           Na pevně uchycené niti o délce 
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[image: image412.wmf]1

m

kV

20

-

×

=

E

, jehož směr je patrný z obrázku. Kuličku nejprve vychýlíme do směru elektrického pole, a poté ji uvolníme. Určete
a)     maximální rychlost 
[image: image413.wmf]v

, jíž kulička po uvolnění dosáhne

b)     sílu 
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ŘEŠENÍ: a) Kuličku urychluje pohybová složka tíhové síly, pro jejíž velikost platí vztah 
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 je při uvolnění 
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, jenž nit svírá se svislým směrem, se však 
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 poroste. Maximální rychlosti bude dosaženo v okamžiku, kdy obě uvedené síly budou mít stejnou velikost. Pro úhel 
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, který v tu chvíli svírá nit s vodorovným směrem, musí platit
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Velikost rychlosti kuličky při tomto úhlu určíme pomocí zákona zachování energie. Kinetická energie kuličky je podle tohoto zákona rovna rozdílu prací vykonaných při pohybu tíhovou silou a silou elektrickou. Pro vzdálenost x (viz obr.) získáváme z pravoúhlých trojúhelníků vzorec 
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  S uvážením faktu, že se nacházíme v homogenním tíhovém a elektrickém poli, pak můžeme psát
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Po dosazení za úhel 
[image: image428.wmf]a

 z výše vyvozeného vztahu pak dostáváme
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b) Nit je při pohybu napínána celkem třemi silami. Ve dvou případech jde o složky tíhové a elektrostatické síly 
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, v případě třetím poté o sílu odstředivou 
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. Po dosazení za rychlost a úhel 
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 z výše uvedených vztahů pak můžeme psát
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Maximální rychlost kuličky je 
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83.           Ve výšce h nad zemí je umístěna krychlička o hmotnosti m, jenž je nabita kladným nábojem o velikosti Q. Tuto krychličku necháme sklouznout po nakloněné rovině na zem. Jaký úhel 
[image: image438.wmf]a

 musí svírat tato nakloněná rovina s vodorovoným směrem, aby doba, za kterou se krychlička dostane na zem, byla co nejmenší za předpokladu, že se nacházíme v homogenním elektrickém poli o intenzitě 
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, jehož směr je zřejmý z obrázku? Tření mezi krychličkou a nakloněnou rovinou zanedbejte.

ŘEŠENÍ:  Na krychličku bude v průběhu pohybu působit tíhová síla 
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 a elektrická síla 
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. Tyto síly si rozložíme na tečnou a normálovou složku. Všimněme si, že normálové složky tíhové síly 
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 a elektrické síly 
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mají opačný směr! Aby se krychlička vůbec udržela na nakloněné rovině, je třeba, aby normálová složka síly tíhové byla přinejmenším stejně velká jako normálová složka síly elektrické. Rozhodně tedy musí platit vztah
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Tečné složky obou uvažovaných sil udělují krychličce pohybující se po nakloněné rovině zrychlení. To bude vzhledem k homogennitě tíhového pole Země i pole elektrického stálé. Pro jeho velikost platí vztah 
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Krychlička se tedy bude po nakloněné rovině pohybovat rovnoměrně zrychleně s nulovou počáteční rychlostí. Pro dráhu tohoto typu pohybu platí známý vztah 
[image: image446.wmf]2
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. Uvážíme-li, že pro celkovou délku nakloněné roviny platí vzorec 
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, můžeme pro dobu, za kterou kulička dorazí na konec, psát
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Nalezli jsme předpis funkce udávající závislost druhé mocniny doby potřebné k proběhnutí nakloněné roviny na úhlu 
[image: image449.wmf]a

, jenž tato rovina svírá s vodorovným směrem. Protože požadujeme, aby tato doba byla minimální, musíme určit takový úhel, při kterém bude výraz ve jmenovateli této funkce maximální (prostě hledáme extrém funkce úhlu 
[image: image450.wmf]a

 ve jmenovateli, čitatel nehraje žádnou roli stejně jako fakt, že známe závislost druhé mocniny času). Jmenovatele proto derivujeme podle 
[image: image451.wmf]a

 a derivaci položíme rovnu nule
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Snadno bychom ověřili (mametmaticky pomocí druhé derivace, plyne to i z fyzikálního rozboru úlohy), že se jedná skutečně o maximum. Nyní musíme zkontrolovat, zda námi určený úhel splňuje podmínku, kterou jsme zformulovali na počátku. Velice rychle ukážeme, že tomu tak je. S využitím faktu, že funkce tangens je v intervalu 
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 rostoucí, totiž můžeme psát 
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. Právě splnění této nerovnosti jsme však požadovali. 

Kulička se tedy dostane na zem v nejkratším čase, pokud bude nakloněná rovina svírat se svislým směrem úhel 
[image: image457.wmf].
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