Řešené příklady z termodynamiky 
Jiří Kohout

1.  Proč se při budování silnice nechávají mezery mezi betonovými bloky a zalévají se asfaltem? Uveďte dvě další analogické situace, při kterých se tento fyzikální jev projevuje.

ŘEŠENÍ: Samozřejmě to souvisí s teplotní roztažností betonu. Pokud bychom mezi bloky nenechali mezery, došlo by při zvýšení teploty k jeho roztažení a následnému popraskání a poškození vozovky. Asfalt je pak do mezer dáván proto, abychom zabránili průniku vody a dalších látek do mezer a poškození betonu. Vzhledem k jeho specifickým vlastnostem mu roztažení betonových bloků nevadí.

S problémy způsobenými teplotní roztažností se v technické praxi setkáváme často. Klasickým příkladem je prodlužování kolejnic (řeší se použitím na změny teploty co nejméně citlivého materiálu a ponecháním mezírek mezi jednotlivými díly kolejnic). I tak se při velmi vysokých teplotách omezuje z bezpečnostních důvodů  maximální rychlost vlaků. Obdobná situace nastává u mostních konstrukcí, jež kvůli teplotní roztažnosti nesmí být připevněny k pilířům, ale pouze položeny alespoň na ocelových válcích, aby se konstrukce mohla při změně teplot posunovat.

Naopak užitečná je teplotní roztažnost u bimetalů (proužky ze dvou kovů s rozdílnými součiniteli teplotní roztažnosti). Bimetaly se uplatňují například v termostatu žehličkách.

2.  Lékařský teploměr nemá na stupnici ani 
[image: image1.wmf]0C
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 ani 
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. Jak byla stanovena jeho stupnice?

ŘEŠENÍ: Stačí ponořit lékařský teploměr postupně do dvou kapalin v termodynamické rovnováze, u níž díky souběžnému měření spolehlivým, klasicky ocejchovaným, teploměrem známe přesně teplotu (s tím, že tyto teploty musí samozřejmě odpovídat rozsahu lékařského teploměru, tj. třeba 36 a 41 stupňů). Zjistíme si, jaká výška rtuťového sloupce odpovídá u lékařského teploměru těmto dvěma teplotám, a pak již snadno vytvoříme příslušnou stupnici. 

3. Do varné konvice s výkonem 
[image: image3.wmf]W
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 jsme nalili vodu o objemu 
[image: image4.wmf]l

2

,

1

=

V

 a teplotě 
[image: image5.wmf]C

15

°

=

t

 . Když se voda začala vařit, konvice vypnula. Jak dlouho trval ohřev? Ve skutečnosti byl ohřev asi o 
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 delší, co z toho plyne? Měrná tepelná kapacita vody je 
[image: image7.wmf],
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ŘEŠENÍ:  Nejprve spočteme teplo, jež musíme vodě dodat, aby začala vřít (musíme ji tedy zahřát na teplotu 
[image: image9.wmf]C.
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Dobu potřebnou k ohřevu pak získáme jako podíl dodaného tepla a výkonu
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Skutečnost, že ve skutečnosti trval ohřev déle, je způsobena omezenou účinností spotřebiče. Tu můžeme určit jako podíl očekávané a skutečné doby ohřevu. Bude platit
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Ohřev by měl trvat 
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 skutečná účinnost je 
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4. Vlak o hmotnosti 
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 Jaké teplo Q vzniklo při brzdění za předpokladu, že veškerá pohybová energie se změnila v teplo?

ŘEŠENÍ: Za předpokladu, že se veškerá kinetická energie přeměnil na teplo, samozřejmě stačí spočítat původní kinetickou energii vlaku, což vhledem k tomu, že máme zadánu hmotnost i počáteční rychlost, není problém. Bude platit:
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(za rychlost je samozřejmě potřeba dosadit ve správných jednotkách, tedy 
[image: image19.wmf]1

s

m

20

-

×

=

v

). Vzniklé teplo samozřejmě vůbec nezávisí na čase, po který brzdění probíhalo.

 Během brzdění vzniklo teplo 
[image: image20.wmf]GJ.
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5. Při jaké teplotě ukazuje Fahrenheitova stupnice: a) dvakrát větší číselnou hodnotu než Celsiova, b) poloviční hodnotu oproti Celsiově.


ŘEŠENÍ: Při řešení obou částí úlohy použijeme převodní vztah mezi teplotou na Celsiově stupnici 
[image: image21.wmf]c
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 a Fahrenheitově stupnici 
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a) Na Fahrenheitově stupnici má být dvojnásobná teplota, než na Celsiově. Musí tedy platit vztah 
[image: image24.wmf].
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 Dosazením do převodního vztahu dostáváme:
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b)  Poloviční teplota znamená, že musí být splněn vztah 
[image: image26.wmf].
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 Dosazením do převodního vztahu pak obdržíme:
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Dvojnásobná hodnota nastane při teplotě 
[image: image28.wmf],
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 poloviční poté při hodnotě 
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[image: image30.wmf]
6. Nejvyšší zaznamenaná teplota v Údolí smrti (USA) byla 
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 Kolik je to ve stupních Celsia?

ŘEŠENÍ: Stačí použít převodní vztah v minulé úlohy. Bude platit:
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Nejvyšší naměřená teplota v Údolí smrti je tedy 
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7. Při jaké teplotě 
[image: image34.wmf]f
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 se číselný údaj na Fahrenheitově stupnici shoduje s údajem na Celsiově stupnici?

ŘEŠENÍ: Opět jde o jednoduchou úlohu na převodní vztah mezi oběma teplotními stupnicemi. Dosazením vztahu 
[image: image35.wmf]c
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 dostáváme:
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Ke shodě obou stupnic dojde při teplotě 
[image: image37.wmf].
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 8. Použitím modelu ideálního plynu odhadněte hustotu vodíku 
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 Relativní atomová hmotnost vodíku je 
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 Výsledek porovnejte s tabulkami a případný nesouhlas vysvětlete.

ŘEŠENÍ: Vyjdeme ze stavové rovnice ideálního plynu 
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, do níž dosadíme za látkové množství ze vztahu 
[image: image43.wmf].
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 Z takto upraveného vzorce pak již můžeme snadno vyjádřit hledanou hustotu. Je třeba si pouze uvědomit, že molární hmotnost vodíku je 
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(vodík je dvouatomový, proto relativní atomovou hmotnost násobíme dvěma!). Můžeme psát
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kde jsme za molární hmotnost dosadili v kilogramech na mol! Tabulková hodnota hustoty je 
[image: image46.wmf].
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 Rozdíl mezi tabulkovou a skutečnou hodnotou je nepatrný, což znamená, že vodík lze s dostatečnou přesností pokládat za ideální plyn.

9. Ocelová tyč má průřez 
[image: image47.wmf]2
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 a její koeficient tepelné roztažnosti je 
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. Tyč zahřejeme z teploty 
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, a pak ji ochladíme na původní teplotu.  Spočtete, jakou nejmenší silou působící ve směru osy tyče je třeba tyč natahovat, aby se při ochlazení nezkrátila. Youngův model pružnosti, jenž pro jednoduchost pokládáme v uvažovaném teplotním intervalu za konstantní, je 
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ŘEŠENÍ:  Při ohřátí se tyč prodlouží, přičemž toto prodloužení 
[image: image52.wmf]l
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je přímo úměrné změně teploty 
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kde 
[image: image55.wmf]0
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 je počáteční délka tyče. Po ochlazení na původní teplotu by se tyč chtěla opět zkrátit právě na svoji počáteční délku 
[image: image56.wmf]0
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Pokud tomu chceme zabránit, musíme tyč natahovat stejnou silou jako kdybychom ji chtěli natáhnout z délky 
[image: image57.wmf]0
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 na délku 
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. Podle Hookova zákona pro deformaci tahem je však síla nutná k relativnímu prodloužení tyče 
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, jenž je definováno vztahem 
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,  přímo úměrná tomuto prodloužení, přičemž konstantou úměrnosti je součin Youngova modelu pružnosti E, jehož hodnotu pro naši situaci máme uvedenu v zadání, a průřezu tyče 
[image: image61.wmf]S

. Matematicky můžeme Hookův zákon vyjádřit ve tvaru
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Po dosazení za 
[image: image63.wmf]l
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 již získáváme konečný vzorec pro sílu ve tvaru
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Tyč musíme natahovat silou 
[image: image65.wmf]kN.
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10. Porovnejte skutečnou (podle tabulek) hustotu vodní páry 
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 při varu za normálního tlaku 
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, kterou by měla vodní pára podle modelu ideálního plynu. 

ŘEŠENÍ: Do stavové rovnice ideálního plynu v základním tvaru 
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 dosadíme za látkové množství ze vzorce 
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 (kyslík má 16, vodík 1, proto pro 
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 je 16+1+1 = 18). Jednoduchou úpravou pak získáme
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kde jsme za molární hmotnost dosadili v kilogramech na mol a za teplotu varu vody 
[image: image74.wmf]K
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  (100 stupňů Celsia).

Z výsledku je vidět, že skutečná hustota vodní páry se od hustoty vypočtené podle stavové rovnice ideálního plynu liší jen zhruba o 1,5%, což znamená, že vodní páru lze v tomto konkrétním případě s dostatečnou přesností pokládat za ideální plyn.

11. Sifonová bombička má objem 
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). Vypočtete tlak p uvnitř bombičky při pokojové teplotě 
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ŘEŠENÍ: Stejným způsobem jako v minulé úloze upravíme stavovou rovnici tak, aby obsahovala zadané veličiny a poté z ní vyjádříme hledaný tlak. Molární hmotnost oxidu uhličitého je  
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 (kyslík má 16, uhlík 12, proto pro 
[image: image80.wmf]2
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 je 16+16+12 = 44). Můžeme psát
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Tlak v sifonové bombičce je 
[image: image82.wmf]MPa.
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12. Jak se změní hustota stříbra, která při teplotě 
[image: image83.wmf]C
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 ochladíme-li stejný kousek stříbra na teplotu 
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 Koeficient teplotní roztažnosti stříbra je 
[image: image86.wmf].
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ŘEŠENÍ: Využijeme vzorec udávající závislost hustoty na změně teploty, který odvodíme  v úloze 13 této sady příkladů. Podle tohoto vztahu můžeme psát
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Hustota stříbra po ochlazení je 
[image: image88.wmf].
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13. Benzen má při teplotě 
[image: image89.wmf]C
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 a teplotní součinitel objemové roztažnosti 
[image: image91.wmf].
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 Při této teplotě plave na jeho hladině dřevěné tělísko o hustotě 
[image: image92.wmf].

m

kg

880

3

02

-

×

=

r

 Při jaké teplotě začne dřevěné tělísko klesat ke dnu, je-li teplotní součinitel objemové roztažnosti dřeva 
[image: image93.wmf].
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ŘEŠENÍ: Dřevěné tělísko se začne potápět ve chvíli, kdy jeho hustota bude větší než hustota benzenu. Našim hlavním úkolem je tedy nalezení vztahu popisujícího závislost hustoty dřeva a benzenu na změně teploty 
[image: image94.wmf]t

D

. Vyjdeme z definičního vztahu pro hustotu, využijeme známý vzorec pro objemovou roztažnost a uvážíme, že hmotnost se při změně teploty samozřejmě nemění. Bude tedy platit
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[image: image96.wmf](
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Nyní musíme nalézt změnu teploty 
[image: image97.wmf]t
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, při níž budou hustoty dřeva a benzenu stejné. Musí tedy platit rovnost 
[image: image98.wmf].
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 Po dosazení z výše uvedených vztahů již získáme rovnost, z níž postupnými úpravami vypočteme hledanou změnu teploty
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Dřevěné tělísko tedy začne klesat ke dnu při teplotě 
[image: image102.wmf]C.
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14.  O jakou hodnotu 
[image: image103.wmf]t
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 se změní doba kyvu mosazného kyvadla, která je při teplotě 
[image: image104.wmf]C
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 Oč by se denně opožďovaly hodiny s takovým kyvadlem? Koeficient délkové roztažnosti mosazi je 
[image: image107.wmf].
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ŘEŠENÍ: Pro dobu kyvu kyvadla při počáteční teplotě platí vztah


[image: image108.wmf],
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kde 
[image: image109.wmf]0
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 je původní délka závěsu a 
[image: image110.wmf]g

 tíhové zrychlení. Tíhové zrychlení je na teplotě nezávislé, délka  závěsu se však s rostoucí teplotou lineárně zvětšuje, takže při teplotě 
[image: image111.wmf]2
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 pro ni bude platit vzorec
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To znamená, že doba kyvu se po zahřátí zvětší na 
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Hodiny se tedy každou sekundu budou opožďovat o dobu 
[image: image114.wmf],
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pro kterou platí
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Za jeden den bude pak toto zpoždění činit
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Doba kyvu po zahřátí vzroste na hodnotu 
[image: image117.wmf]s,
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15. Olověná kulička o hmotnosti 
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 a zastaví se v něm. Určete zvýšení teploty kuličky 
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, předpokládáme-li, že kuličkou jsou pohlceny 
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z celkové uvolněné energie. Měrná tepelná kapacita olova je 
[image: image123.wmf].
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ŘEŠENÍ:  Spočítáme, jaká byla původní kinetická energie 
[image: image124.wmf]k

E

 letící kuličky a následně, kolik tepla 
[image: image125.wmf]Q

 bylo po zásahu terče pohlceno kuličkou (víme, že jde o 2/3 původní energie. Bude platit:
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Nyní zjistíme, jak přijaté teplo souvisí s změnou teploty kuličky 
[image: image127.wmf].
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 (jenž vyplývá přímo z toho, jak je definována měrná tepelná kapacita), dostáváme po dosazení za teplo okamžitě konečný výsledek:
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Teplota kuličky se zvýšila o hodnotu 
[image: image130.wmf]K.
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 Všimněte si, že za uvedených předpokladů nezávisí změna na hmotnosti předmětu!

16. Skleněná koule s kapilární trubicí byla při teplotě 
[image: image131.wmf]C
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 rtuti. Jak velký je zdánlivý koeficient roztažnosti rtuti 
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        ŘEŠENÍ: Při řešení tohoto úkolu si především musíme uvědomit rozdíl mezi skutečným a zdánlivým koeficientem roztažnosti kapaliny. Zatímco skutečný koeficient udává, jak se změní přímo objem kapaliny bez ohledu na to, v jaké nádobě je kapalina umístěna, zdánlivý koeficient určuje změnu objemu kapaliny ve vztahu k dané nádobě, jejíž objem se přirozeně při změně teploty také mění. Zdánlivý koeficient 
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 tedy můžeme pro danou kapalinu a danou nádobu nepřímo definovat vztahem
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kde 
[image: image138.wmf]rozd

V

D

 udává rozdíl změny objemu kapaliny a změny objemu nádoby,v níž je kapalina umístěna, 
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 původní objem kapaliny a 
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 rozdíl teplot.V naší úloze je však tento rozdíl změn objemů určen právě objemem rtuti 
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která z nádoby vytekla. Z tohoto důvodu můžeme psát
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Zdánlivý koeficient objemové roztažnosti rtuti je tedy 
[image: image143.wmf].
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17. Mosazná koule má při teplotě 
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Oč je nutné zvýšit její teplotu, aby neprošla otvorem o průměru 
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[image: image147.wmf].
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ŘEŠENÍ: Musíme zjistit, při jaké změně teploty 
[image: image148.wmf]t
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 bude průměr koule roven průměru otvoru  
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K tomu, abychom mohli určit závislost průměru na teplotě, musíme znát nikoliv koeficient objemové roztažnosti 
[image: image150.wmf]b

, ale koeficient délkové roztažnosti 
[image: image151.wmf]a

 (uvažujeme změnu v jednom rozměru, proto pracujeme s délkovou roztažností). Oba koeficienty dává do souvislosti vztah 
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 Nyní již můžeme použít klasický vzorec pro délkovou roztažnost, z něhož vyjádříme hledané 
[image: image154.wmf]t

D



[image: image155.wmf][

]

,

3

1

1

1

0

0

1

ú

û

ù

ê

ë

é

D

×

×

+

×

=

D

×

+

×

=

t

d

t

d

d

b

a



[image: image156.wmf]C.
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Teplotu mosazné koule musíme zvýšit o 
[image: image157.wmf]C.
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18. Ocelová kolejnice má délku 
[image: image158.wmf]m.
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Koeficient délkové roztažnosti oceli je 
[image: image161.wmf].
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ŘEŠENÍ: Prodloužení kolejnice určíme přímým použitím známého vzorce pro délkovou roztažnost
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Naprosto stejným způsobem poté spočteme i prodloužení na celé trati
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Kolejnice se při ohřátí 
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19. Objem kapaliny závisí na teplotě vztahem 
[image: image167.wmf](
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 Pro vodu v teplotním intervalu 
[image: image168.wmf]C
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 Určete, pro jakou teplou z uvedeného intervalu je objem vody minimální.

ŘEŠENÍ: Uvedený vztah nám udává funkční závislost objemu na teplotě. Extrém funkce určíme obecně tak, že ji zderivujeme, a derivaci položíme rovnu nule. Tím se dostaneme ke kvadratické rovnici, kterou již umíme snadno řešit. Bude platit
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[image: image171.wmf].
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Dosazením za konstanty A,B a C získáme kořeny 
[image: image172.wmf]C
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 zjevně neleží v uvažovaném teplotním intervalu, a proto jej neuvažujeme. Hodnota 
[image: image175.wmf]1
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 se v uvažovaném intervalu nachází, musíme však ještě zjistit, zda uvažovaná funkce pro tuto hodnotu skutečně nabývá svého minima. To provedeme pomocí druhé derivace. Můžeme psát 
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Vidíme, že druhá derivace je v uvažovaném bodě kladná, což znamená, že funkce zde nabývá svého minima. 

Objem vody je minimální pro teplotu 
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20. V peci je na teplotu 
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 Po vyjmutí z pece je tento kus železa položen na blok ledu. Jaké množství ledu 
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 roztaje za předpokladu, že se veškeré teplo předané ledu využije na jeho tání a led přitom roztaje na vodu o teplotě 
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         ŘEŠENÍ: Po ustálení bude teplota kusu železa stejná jako teplota ledu a vody, to znamená 
[image: image182.wmf]C.
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 Železo tedy při svém ochlazování odevzdá teplo 
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 pro které platí vzorec
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 je měrná tepelná kapacita železa, jenž je podle tabulek 
[image: image186.wmf].
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 Led při roztávání přijme teplo 
[image: image187.wmf],
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 které je součinem hmotnosti a měrného skupenského tepla tání 
[image: image188.wmf],

t

l

 jenž udává množství tepla potřebného na roztátí 1 kilogramu. Podle tabulek je 
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 Z rovnosti přijatého a odevzdaného tepla pak již snadno spočítáme hmotnost roztátého ledu
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Roztaje tedy 
[image: image191.wmf]kg

84

,

1

2

=

m

 ledu.

21. Ocelovým drátem pokojové teploty 
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Na jakou teplotu 
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 se ohřál? Koeficient teplotní roztažnosti oceli je 
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ŘEŠENÍ: Pro prodloužení drátu při zahřátí z teploty 
[image: image197.wmf]0
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 na teplotu 
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 platí klasický vzorec, z něhož již snadno spočteme výslednou teplotu
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Drát se rozžhavil na teplotu 
[image: image200.wmf]C.
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22.  Z nádoby o objemu 
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 se stlačeným vodíkem uniká plyn. Při teplotě 
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 Po nějaké době při teplotě 
[image: image204.wmf]C

17

2

°

=

t

 byl tlak stejný. Kolik plynu uniklo?

ŘEŠENÍ: Pomocí upravené stavové rovnice si při známé molární hmotnosti vodíku 
[image: image205.wmf]1
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 snadno spočítáme hmotnosti plynu při obou teplotách. Bude platit
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Rozdíl uvedených hmotností nám pak již udává, kolik plynu uniklo
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Uniklo 
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23. Do mosazného kalorimetru o hmotnosti 
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 se ponořil kousek neznámého kovu o hmotnosti 
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 Vypočtete měrnou tepelnou kapacitu tohoto kovu 
[image: image214.wmf]k
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 a na základě této kapacity určete pomocí tabulek, o jaký kov se jedná. Předpokládejte, že měrná tepelná kapacita mosazi je 
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 Měrná tepelná kapacita vody je 
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ŘEŠENÍ: Vzhledem k tomu, že soustava je tepelně izolována, musí být teplo 
[image: image218.wmf]od
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 odevzdané kovem rovno součtu tepel 
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přijatých vodou a kalorimetrem. Pro jednotlivá tepla platí v souladu s tím, jak je definována měrná tepelná kapacita, následující vztahy
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kde 
[image: image223.wmf]k
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 je hledaná měrná tepelná kapacita kovu. Po dosazení získáme jednoduchou rovnici, jejímž řešením určíme hledanou kapacitu
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Měrná tepelná kapacita kovu je 
[image: image226.wmf],
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což podle tabulek zhruba odpovídá tepelné kapacitě hliníku. 
24. Tyč délky 
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 Na jednom konci je udržována na teplotě 
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 a druhým koncem se opírá o led. Odhadněte, jaké množství ledu 
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 roztaje za dobu 
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 Součinitel tepelné vodivosti materiálu, z něhož je tyč vyrobena, je 
[image: image232.wmf].
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         ŘEŠENÍ: Množství ledu, co roztaje, bude určeno tím, kolik tepla prostoupí tyčí za danou dobu. Musíme tedy především spočítat toto teplo 
[image: image233.wmf].
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K roztátí ledu o hmotnosti 
[image: image235.wmf]2
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 je třeba dodat teplo 
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 je skupenské teplo tání. Porovnáním obou výrazů získáváme
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Roztaje 
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25. Parovodní potrubí průměru 
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Součinitel tepelné vodivosti užitého materiálu je 
[image: image243.wmf].
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 Stanovte energetické ztráty při jeho užívání po dobu 
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, víte-li, že venkovní teplota se ustálila na 
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ŘEŠENÍ: Teplo, které prostoupí stěnou potrubí za jednotku času, je přímo úměrné ploše a rozdílu teplot, který je v našem případě konstantně 
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2

t

t

t

-

=

D

, a nepřímo úměrný tloušťce stěny. Hlavním úkolem je tedy výpočet plochy, jíž teplo uniká. Uvažujeme, že průměr potrubí je podstatně větší než tloušťka pláště válce, a proto zadaná hodnota 60 cm udává jakýsi střední průměr (správně bychom museli, jak je patrné z obrázku rozlišit vnitřní a vnější průměr potrubí, pro výpočet by pak však bylo potřeba užít integrální počet)  Proto můžeme plochu, jíž teplo uniká, pokládat za plášť válce, jehož výškou je délka potrubí a průměrem poté zadaná hodnota 
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 je poloměr potrubí. Pro celkové energetické ztráty pak platí
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Pozor! Do uvedeného vzorce je třeba dosazovat ve správných jednotkách, to znamená za čas v sekundách (
[image: image253.wmf]s

2592000

3600

24

30

=

×

×

=

t

) a za obě teploty 
[image: image254.wmf]2

1

  

a

t

t

 buď v kelvinech nebo ve stupních Celsia!!

Energetické ztráty jsou 
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26.   K určení průměrné teploty tavící pece do ní byla vložena platinová koule o hmotnosti 
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 Jak vysoká byla teplota v peci, stoupla-li teplota vody na 
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 Měrná tepelná kapacita platiny je konstantně rovna 
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 a měrná tepelná kapacita vody je 
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ŘEŠENÍ: Po ponoření do vody odevzdá platinová koule teplo 
[image: image262.wmf],

od

Q

 pro které platí známý vzorec
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 je hledaná teplota v peci. 

 Voda při tomto procesu přijme teplo 
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Z rovnosti přijatého a odevzdaného tepla pak již snadno spočteme hledanou teplotu v peci
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Teplota v peci je 
[image: image268.wmf]C.
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27.    Kolik tepla propustí za hodinu skleněná tabule 
[image: image269.wmf]mm
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Součinitel tepelné vodivosti užitého materiálu je 
[image: image273.wmf].
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ŘEŠENÍ: Teplo, které projde skleněnou deskou, je přímo úměrné obsahu desky, rozdílu teplot a času a nepřímo úměrné tloušťce desky. Konstantou úměrnosti je součinitel tepelné vodivosti materiálu. Proto můžeme psát
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Skleněná tabule propustí teplo 
[image: image275.wmf]MJ.
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28.  Určete měrnou tepelnou kapacitu při stálém tlaku (
[image: image276.wmf]p
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) směsi tří plynů o složení 
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 EMBED Equation.3  [image: image279.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image281.wmf]2
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, známe-li měrné tepelné kapacity při stálém objemu u jednotlivých složek: 
[image: image282.wmf].
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Molární hmotnosti jednotlivých plynů jsou 
[image: image283.wmf],
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 univerzální plynová konstanta pak 
[image: image284.wmf].
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ŘEŠENÍ: Nejprve si pomocí Meyerova vztahu spočítáme měrné tepelné kapacity při stálém tlaku pro jednotlivé složky. Bude platit:
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 EMBED Equation.3  [image: image286.wmf],
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[image: image288.wmf]
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(pozor, za molární hmotnosti je nutné dosazovat v kilogramech na mol!). Kapacitu směsi pak spočteme jednoduše jako vážený průměr z uvedených kapacit jednotlivých složek, přičemž příslušnými váhami jsou hmotnosti jednotlivých složek. Platí tedy
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Měrná tepelná kapacita směsi při stálém tlaku je tedy 
[image: image291.wmf].

K

kg

J

6

,

993

1

1

-

-

×

×

=

p

c


29. Měděný kalorimetr má hmotnost 
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 Stanovte měrnou tepelnou kapacitu hliníku 
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  a srovnejte s tabulkovou hodnotou 
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 Měrná tepelná kapacita vody je 
[image: image300.wmf].
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ŘEŠENÍ:  Po ponoření hliníku do studené vody dojde k tomu, že váleček odevzdá teplo 
[image: image303.wmf],
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 a kalorimetr (jehož počáteční teplota je pochopitelně stejná jako počáteční teplota vody, protože soustava byla v termodynamické rovnováze) přijme teplo 
[image: image305.wmf].
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 Po jisté době se opět nastolí termodynamická rovnováha charakterizovaná jedinou výslednou teplotou 
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 platnou pro všechny složky. Pro odevzdaná resp. dodaná tepla bude v souladu s definicí měrné tepelné kapacity platit:
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[image: image309.wmf](

)

.

1

1

2

T

T

c

m

Q

v

Cu

d

-

×

×

=


Při výpočtu 
[image: image310.wmf]1
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 jsme využili skutečnost, že hmotnost vody v kalorimetru můžeme stanovit ze známého objemu V a hustoty 
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Nyní provedeme samotný výpočet. Vzhledem k tomu, že soustava je tepelně izolována, musí být odevzdané teplo 
[image: image313.wmf]od
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 rovno součtu dodaných tepel 
[image: image314.wmf].

2

1

d

d

Q

Q

+

 Dosazením za jednotlivá tepla pak dostaneme rovnici, z niž po několika úpravách spočteme hledanou měrnou tepelnou kapacitu hliníku 
[image: image315.wmf].
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Měrná tepelná kapacita hliníku je podle tohoto výpočtu 
[image: image317.wmf],
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 což je zhruba o 5 %  méně  než tabulková hodnota 
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30. Vodě o hmotnosti 
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 byla chladícím zařízením odebrána energie 
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 Určete výslednou teplotu 
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 Měrná tepelná kapacita vody je 
[image: image323.wmf],

K

kg

J

4180

1

1

-

-

×

×

=

v

c

 měrné skupenské teplo tání vody poté 
[image: image324.wmf].

kg

kJ

334

1

-

×

=

t

l


          ŘEŠENÍ: Tato úloha je trošku nepříjemná v tom, že nevíme, zda odebraná energie bude stačit na ztuhnutí celého množství vody či pouze jeho části, nebo zda dokonce dojde pouze ke snížení teploty, ale veškerá látka zůstane v kapalném skupenství. To, která z uvedených možností nastane, určíme tak, že si spočteme množství energie, kterou musíme odebrat, aby se voda ochladila na 0˚ a poté celá ztuhla. K ochlazení na teplotu tání je třeba odebrat energii 
[image: image325.wmf],
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Pro následnou přeměnu na led pak musíme dodat energii 
[image: image327.wmf].
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 Dosazením konkrétních hodnot zjišťujeme, že platí 
[image: image328.wmf].
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 To znamená, že námi odebraná energie stačila na ztuhnutí celého objemu kapaliny a navíc ještě došlo k ochlazení vzniklého ledu. Na to bylo využito odebrání energie 
[image: image329.wmf].
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 Odpovídající změnu teploty ledu (a tím i hledanou výslednou teplotu) určíme z následujícího vztahu
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Výsledná teplota je 
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31.   Vzduchoplavecký balon naplněný héliem vystoupil z místa, kde byla teplota 
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ŘEŠENÍ: Ze stavových rovnic ideálního plynu pro obě uvažované situace rovnou získáme hledaný objem


[image: image338.wmf].
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Objem balonu je 
[image: image339.wmf].
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32. Plyn zaujímá při tlaku 
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Na jeho stlačení vynaložíme práci 
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 Určete výsledné hodnoty tlaku 
[image: image344.wmf],
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 objemu 
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 a teploty 
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 Poissonova konstanta pro příslušný děj probíhající za tepelné izolace je 
[image: image347.wmf].

25

,

1

=

k


ŘEŠENÍ: Využijeme vzorec, jenž je pro práci vykonanou při adiabatickém ději s plynem odvozen v úloze 5 této sady příkladů (tam se sice jedná o expanzi, jediný rozdíl při stlačení je však ve znaménku). Proto platí
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Pomocí Poissonova zákona pak již snadno spočteme výsledný tlak a užitím stavové rovnice

poté i výslednou teplotu
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[image: image350.wmf]K.
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Výsledné hodnoty stavových veličin jsou: 
[image: image351.wmf]K.
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 33. Izobarickým dějem zvýšil 
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 přitom vykonal a jaké teplo 
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 přitom přijal?

ŘEŠENÍ: Hélium má jakožto jednoatomový ideální plyn molární tepelnou kapacitu při stálém objemu 
[image: image357.wmf].
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 Molární tepelnou kapacitu při stálém tlaku, jíž budeme potřebovat při výpočtu přijatého tepla při izobarickém ději spočteme pomocí Meyerova vztahu 
[image: image358.wmf].
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 Pro přijaté teplo pak bude v souladu s tím, jak je definována molární tepelná kapacita, platit vztah
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)

(

)

J.

2100

2

5

1

2

1

2

=

-

×

×

×

=

-

×

×

=

T

T

R

n

T

T

C

n

Q

P


K určení vykonané práce použijeme 1. termodynamický zákon, podle něhož musí být nárůst vnitřní energie 
[image: image360.wmf]U
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 roven rozdílu dodaného tepla a vykonané práce. Platí tedy 
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 Změnu vnitřní energie však můžeme snadno spočítat podle vzorce 
[image: image362.wmf](
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 Po dosazení získáváme
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Plyn vykonal práci 
[image: image364.wmf]J

831

=

W

a přijal teplo 
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34. Kolik tepla 
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 musíme dodat héliu o objemu 
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 , aby při stálém tlaku 
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zvětšilo svůj objem na dvojnásobný (
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ŘEŠENÍ: Stejně jako v předchozí úloze pokládáme hélium za ideální plyn mající molární tepelnou kapacitu při stálém objemu 
[image: image370.wmf].
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 Díky tomu můžeme spočítat při izobarickém ději dodané teplo podle vztahu 

[image: image371.wmf](
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 Problém je v tom, že neznáme ani látkové množství ani to, o kolik se změnila teplota. Víme však, že při izobarickém ději platí Charlesův zákon, podle něhož je 
[image: image372.wmf]konst
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. Díky tomu se teplota musela zvýšit stejně jako objem na dvojnásobek. Platí tedy vzorec 
[image: image373.wmf].
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 Dále můžeme vyjádřit látkové množství ze stavové rovnice ideálního plynu pro situaci na začátku uvažovaného děje, čímž získáme vztah 
[image: image374.wmf].
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 Po dosazení do výše uvedeného vzorečku pak můžeme psát
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Musíme dodat 
[image: image376.wmf]J
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tepla.

35. Vodík je dvouatomový plyn, jehož 
[image: image377.wmf].
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 Vyplňuje objem 
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  při tlaku 
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 Určete práci, kterou tento plyn vykoná, expanduje-li na objem 
[image: image380.wmf].
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         a) izotermicky

         b) adiabaticky

ŘEŠENÍ: a) Při konstantním tlaku platí pro vykonanou práci vzorec 
[image: image381.wmf](

)

.

1

2

V

V

p

W

-

×

=

 V našem případě však tlak konstantní není, což znamená, že budeme muset využít obecnější vztah 
[image: image382.wmf].
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 K tomu, abychom jej mohli prakticky použít, musíme nejprve vyjádřit tlak jako funkci objemu. K tomu nám pomůže jednoduchý důsledek stavové rovnice pro izotermické děje zvaný Boyle-Mariottův zákon : 
[image: image383.wmf].
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 Po dosazení získáváme
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b) Opět budeme vzhledem k nekonstantnosti tlaku používat vzorec 
[image: image385.wmf].
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 K vyjádření p jako funkce V nám tentokrát pomůže Poissonův zákon platící pro adiabatické (tepelně izolované) děje: 
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1

1

1

1

k

k

k

k

k

V

V

p

p

V

p

V

p

konst

V

p

×

=

®

×

=

×

®

=

×


Musíme proto určit Poissonovu konstantu daného plynu. K tomu nám pomůže jednak její definiční vztah 
[image: image387.wmf]V
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 a jednak Meyerův vztah 
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 Po dosazení získáváme 
[image: image389.wmf].
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 Nyní již můžeme dosadit do základního vzorce pro práci


[image: image390.wmf][
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Při izotermické expanzi se vykoná práce 
[image: image391.wmf]J,
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při adiabatické pak 
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36. Oxid uhličitý je uchováván v ocelové láhvi o objemu 
[image: image393.wmf]l
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 při teplotě 
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290

1

=

T

a tlaku 
[image: image395.wmf]MPa
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. Odhadněte jeho výslednou teplotu 
[image: image396.wmf]2
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, rozepne-li se uvedený plyn po otevření kohoutku na tlak atmosférický 
[image: image397.wmf]Pa.
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 Polytropický koeficient proběhlého děje je 
[image: image398.wmf].
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ŘEŠENÍ: Vyjdeme z Poissonova zákona, z něhož vyjádříme výsledný objem 
[image: image399.wmf]2
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Získané vyjádření dosadíme do stavové rovnice ideálního plynu a po jednoduché úpravě získáme hledanou výslednou teplotu
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Výsledná teplota je 
[image: image402.wmf]K.

147

2

=

T


37. Určete měrné tepelné kapacity 
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 a 
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 neznámého plynu, víte-li, že při teplotě 
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. Univerzální plynová konstanta je 
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ŘEŠENÍ: Vyjdeme klasicky z Meyerova vztahu 
[image: image410.wmf]R
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, který dává do souvislosti molární tepelné kapacity při stálém objemu 
[image: image411.wmf]V
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 a při stálém tlaku 
[image: image412.wmf].
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 V naší úloze však máme určovat měrné a nikoliv molární tepelné kapacity. Z tohoto důvodu Meyerův vztah vydělíme molární hmotností plynu 
[image: image413.wmf],
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čímž dostaneme výraz
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 EMBED Equation.3  [image: image415.wmf].
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Nyní je potřeba do výpočtu nějakým způsobem zakomponovat zadanou Poissonovu konstantu, pro níž platí vztah 
[image: image416.wmf].
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 To uděláme tak, že výše uvedený vztah vydělíme měrnou tepelnou kapacitou při stálém objemu 
[image: image417.wmf].
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 Po úpravě pak dostáváme:
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V tuto chvíli již máme vzorec pro hledanou tepelnou kapacitu 
[image: image419.wmf].

v

c

Je však ještě třeba spočítat zatím neznámou molární hmotnost plynu 
[image: image420.wmf].
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 K tomu nám velmi dobře poslouží stavová rovnice ideálního plynu. Bude platit:
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Dosazením do získaného výrazu pro tepelnou kapacitu pak dostáváme:


[image: image422.wmf](
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Pro měrnou tepelnou kapacitu při stálém tlaku 
[image: image423.wmf]p

c

 pak s užitím Meyerova vztahu okamžitě získáváme:


[image: image424.wmf].
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Měrná tepelná kapacita neznámého plynu při stálém objemu je 
[image: image425.wmf],

8

,

671

1

1

-

-

×

×

=

K

kg

J

c

v

 jeho měrná tepelná kapacita při stálém tlaku je pak 
[image: image426.wmf].
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38.  Kolik tepla Q je nutné odebrat 
[image: image427.wmf]g
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 dusíku, abychom ho při teplotě 
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ŘEŠENÍ: Při izotermickém ději se nemění vnitřní energie plynu, což má v souladu s 1. termodynamickým zákonem za následek, že odebrané teplo bude rovno absolutní hodnotě práce vykonané při stlačování plynu, jenž je rovna 
[image: image432.wmf]ò
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 Tento vztah však není v tomto případě pro výpočet příliš výhodný, protože obsahuje jako integrační meze objemy, jež nemáme zadány. Proto zdiferencujeme stavovou rovnici a následně vyjádříme meze pomocí tlaku
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Při výpočtu jsme využili skutečnost, že jde o izotermický děj. Objem vyjádříme z Boylova – Mariottova zákona: 
[image: image434.wmf].
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 Neznámý počáteční objem 
[image: image435.wmf]1
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 vypočítáme ze stavové rovnice ideálního plynu:
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Tím získáváme
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Je třeba odebrat teplo 
[image: image438.wmf]J.
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39. Píst ve válci stroje se posunul o délku 
[image: image439.wmf]cm,
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 Celý děj probíhal adiabaticky. Určete počáteční objem vzduchu 
[image: image442.wmf]1
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ve válci, je-li plocha pístu 
[image: image443.wmf].

cm

30

2

=

S

 Poissonova konstanta daného plynu je 
[image: image444.wmf].
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ŘEŠENÍ: Zvětšení tlak bude mít za následek zmenšení objemu, a to o 
[image: image445.wmf].
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 Pro adiabatický děj dále platí Poissonův zákon, jenž můžeme zapsat ve tvaru 
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Díky tomu můžeme psát
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Počáteční objem plynu byl 
[image: image448.wmf]l.
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40. Kolik tepla 
[image: image449.wmf]Q

 musíme odebrat, chceme-li stlačit 
[image: image450.wmf]l
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 vzduchu normálního tlaku 
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 na objem 
[image: image452.wmf]l
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 a udržovat přitom konstantní teplotu. 

ŘEŠENÍ: Při konstantní teplotě se nemění vnitřní energie, což v souladu s 1. termodynamickým zákonem znamená, že odebrané teplo bude číselně rovno práci vykonané při stlačování plynu. K jejímu výpočtu budeme vzhledem k nekonstantnosti tlaku nuceni použít vztah 
[image: image453.wmf]ò
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 Za tlak dosadíme klasicky z Boyle – Mariottova zákona platného pro izotermický děj 
[image: image454.wmf].
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 Tím získáváme
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Je třeba odebrat teplo 
[image: image456.wmf]J.
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41.  Vzduch o objemu 
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, teplotě 
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 a tlaku 
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 nejprve izotermicky stlačíme na objem 
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 a pak adiabaticky rozepneme na dvojnásobek původního objemu 
[image: image461.wmf].
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 Jaká bude výsledná teplota 
[image: image462.wmf]3
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 po adiabatické expanzi a jakou práci 
[image: image463.wmf]W

 plyn vykonal  při celém ději ? Poissonova konstanta pro vzduch je 
[image: image464.wmf].
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ŘEŠENÍ:  Je jasné, že při stlačení se teplota nezmění (jde o izotermický děj!) a bude tedy platit relace 
[image: image465.wmf].
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 Při následném adiabatickém ději je splněn Poissonův zákon, jenž lze v našem případě psát ve tvaru 
[image: image466.wmf]konst
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 (tento tvar lze získat jednoduchou úpravou ze základního vyjádření Poissonova zákona 
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). Po úpravě a dosazení za 
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 a 
[image: image469.wmf]3

V

 získáváme
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Celková práce 
[image: image471.wmf]W

 vykonaná plynem je tedy dána součtem 
[image: image472.wmf],
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 kde 
[image: image473.wmf]1
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 je velikost práce při izotermickém stlačení a 
[image: image474.wmf]2

W

 velikost práce při adiabatické expanzi. S využitím vztahů odvozených pro práci u izotermického a adiabatického děje v příkladu 5 lze rovnou psát
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Při výpočtu jsme provedli dosazení za objemy 
[image: image476.wmf]2

V

 a 
[image: image477.wmf]3
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 a využili faktu, že při izotermickém ději platí, že součin objemu a tlaku je konstantní (tzv. Guy – Lussacův zákon). Díky tomu jsme získali vztah 
[image: image478.wmf].
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 (objem se pětkrát zmenšil, tlak díky tomu musel pětkrát vzrůst…).    

Výsledná teplota je 
[image: image479.wmf]K.
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42. Původní tlak plynu byl 
[image: image481.wmf]kPa
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 a po polytropické kompresi vzrostl na 
[image: image482.wmf].
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 Jeho původní objem 
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 Určete polytropický exponent 
[image: image485.wmf]h

 práci 
[image: image486.wmf],
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 kterou bylo třeba při stlačení vykonat.

ŘEŠENÍ: Pro polytropický děj platí vztah 
[image: image487.wmf]konst
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 (jde v podstatě o Poissonův zákon, pouze s tím rozdílem, že exponent 
[image: image488.wmf]h

 není na rozdíl od klasického adiabatického případu dán podílem tepelných kapacit při stálém tlaku a objemu). Díky tomu můžeme psát
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Při výpočtu jsme použili známé pravidlo pro počítání s logaritmy ve tvaru 
[image: image490.wmf].
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 Při výpočtu vykonané práce opět vyjdeme z toho, že pro polytropický děj platí analogie Poissonova zákona. Díky tomu bude postup stejný jako u adiabatického děje. V souladu s částí b) příkladu 5 získáváme 
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Exponent příslušného polytropického děje je 
[image: image492.wmf]5
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, vykonaná práce poté 
[image: image493.wmf]MJ.

4

=

p

W


43.  V 
[image: image494.wmf]V
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 diagramu nakreslete cyklus 1234 skládající se ze dvou izochor (12,34) a dvou izobar (23,41). Předpokládejte, že počáteční stav je definován veličinami 
[image: image495.wmf]1
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 a dále, že platí 
[image: image496.wmf].
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 Uvedený cyklus poté překreslete ještě do diagramu 
[image: image497.wmf].
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ŘEŠENÍ: Nejprve nakreslíme do diagramu počáteční bod 1 daný souřadnicemi 
[image: image498.wmf]1
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 (tlak vynášíme na osu y, objem pak na osu x!). Děj 12 je izochorický, což znamená, že se objem nemění a grafem je tedy úsečka rovnoběžná s osou y. Tím se dostaneme do bodu 2 mající souřadnice  
[image: image499.wmf].
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 Následuje izobarický děj 23, kde se nemění tlak, a proto je grafem úsečka rovnoběžná s osou x. Vzniklý bod 3 má souřadnice 
[image: image500.wmf].
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 Děj 34 je izochorický, a tak se po úsečce rovnoběžné s osou y dostaneme do bodu 4:  
[image: image501.wmf].
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 To, že tlak v bodě 4 musí být stejný jako v bodě 1 vyplývá z faktu, že poslední děj 41 je podle zadání opět izobarický! Výsledným obrazcem je, jak můžeme vidět z obrázku, obdélník.

  Nyní přistoupíme k překreslení grafu do diagramu 
[image: image502.wmf].
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 Opět vyjdeme z počátečního bodu 1 o souřadnicích 
[image: image503.wmf]1
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 (tentokrát vynášíme objem na osu y a teplotu na osu x!). Pro izochorický děj 12 platí Charlesův zákon (jednoduchý důsledek stavové rovnice IP) ve tvaru 
[image: image504.wmf].

2

2

1

1

T

p

T

p

=

  Protože tlak se zvětšil dvakrát, získáváme snadno vztah 
[image: image505.wmf].
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 Grafem děje 12 je tedy úsečka rovnoběžná s osou x a bod 2 má souřadnice 
[image: image506.wmf].
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 Následuje izobarický děj 23 splňující Gay – Lussacův zákon ve tvaru 
[image: image507.wmf].
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 Protože platí 
[image: image508.wmf],
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 získáváme okamžitě vyjádření 
[image: image509.wmf].
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 Díky tomu se po úsečce, jež tentokrát není rovnoběžná s žádnou ze souřadnicových os, ale zato leží na přímce procházející počátkem, do bodu 3 se souřadnicemi 
[image: image510.wmf].
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 Pro následující izobarický děj 34 platí opět Gay- Lussacův zákon ve tvaru 
[image: image511.wmf].

4

4

3

3

T

p

T

p

=

 Z předchozí části úlohy však víme, že platí 
[image: image512.wmf].
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 Díky tomu okamžitě získáváme, že 
[image: image513.wmf].
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 Tím se po úsečce rovnoběžné s osou x dostáváme do bodu 4 se souřadnicemi  
[image: image514.wmf].
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 Průběh celého cyklu je patrný z obrázku.


[image: image515]
44.  Ideální plyn přejde ze stavu 
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 izotermickou kompresí do stavu 
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 a z něho pak izobarickou expanzí do 
[image: image518.wmf],
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 z něhož se následně izochorickým dějem vrací do původního stavu. Načrtněte cyklus a určete 

a) při kterém z uvedených dějů soustava koná práci 

b) kdy nastane tepelná výměna s okolím 


[image: image1539.wmf]p

ŘEŠENÍ: a) Pro elementární práci způsobenou změnou objemu platí klasický vztah 
[image: image519.wmf]V
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. To znamená, že se práce koná vždy, když se mění objem. V našem případě tedy při izotermické kompresi a při izobarické expanzi. S uvážením vzorců pro práci odvozených v části 4 této sbírky snadno zjistíme, že při izotermické kompresi platí 
[image: image520.wmf]1
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 práci koná okolí!), při izobarické expanzi pak 
[image: image522.wmf])
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[image: image523.wmf]Þ
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 práci koná soustava!). Průběh cyklu je patrný z obrázku. Všimněte si, že práce vykonaná při izotermickém a izobaroickém ději odpovídá obsahu plochy pod příslušnými křivkami v p – V diagramu!

b) Jediným dějem, kdy nenastává tepelná výměna s okolím, je děj adiabatický. Ten se však v našem případě neobjevuje, což znamená, že k výměně tepla dojde ve všech třech případech.

 Obtížnější je určit, kdy bude soustava teplo přijímat a kdy odevzdávat. K tomuto rozhodnutí budeme využívat 1. termodynamický zákon. Při izotermické kompresi se nemění vnitřní energie, což znamená, že soustava musí odevzdat teplo, jehož velikost je číselně rovna práci vykonané okolím. Pro její velikost tedy platí 
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V následujícím izobarickém ději koná soustava práci a zároveň dochází ke zvýšení její vnitřní energie. To v souladu s 1.TZ znamená, že soustava teplo přijímá. Velikost přijatého tepla je dána vztahem  
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 kde n je látkové množství plynu a 
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 jeho molární tepelná kapacita při stálém tlaku. 

Konečně v závěrečném izochorickém ději se nekoná práce a dochází ke snižování teploty. To má za následek, že soustava musí teplo odevzdávat. Jeho velikost je číselně dána vztahem 
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kde 
[image: image528.wmf]v

C

 je molární tepelná kapacita při stálém objemu (uvědomte si, že pro ideální plyny platí Mayerův vztah ve tvaru 
[image: image529.wmf].
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 Dá se dokázat, že uvedená nerovnost je splněna zcela obecně i pro neideální plyny).

45. Počáteční objem kyslíku je 
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 Nejdříve jej izobaricky zahřejeme na objem 
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 a následně izochoricky zvýšíme jeho tlak na 
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 Určete, jakou práci 
[image: image534.wmf]W

 plyn vykonal, jaké teplo 
[image: image535.wmf]Q

 jsme mu dodali a jak se změnila jeho vnitřní energie 
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ŘEŠENÍ: Jednoznačně nejjednodušší je výpočet práce vykonané plynem. Ta je totiž nenulová pouze při izobarickém zahřátí, kdy navíc platí jednoduchý vzorec 
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[image: image1540.wmf]1
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O něco obtížnější je výpočet dodaného tepla. Především si musíme uvědomit, že teplo dodáváme plynu při obou procesech a platí tedy vztah 
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 kde 
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 a 
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 jsou po řadě dodaná tepla při izobarickém a izochorickém ději. K výpočtu prvního z nich použijeme vztah  
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 skutečnost, že při izobarickém zvýšení objemu na dvojnásobek se na dvojnásobek zvýší i teplota (Boyle – Marriotův zákon) a platí tedy vzorec 
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, a to, že podle stavové rovnice IP můžeme psát 
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 S uvážením faktu, že kyslík je dvouatomový plyn a má tedy molární tepelnou kapacitu při stálém tlaku 
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Pro teplo 
[image: image546.wmf]2
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 dodané při izochorickém ději platí vztah 
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 Molární tepelná kapacita při stálém objemu je pro kyslík 
[image: image548.wmf].
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 Při izochorickém zvýšení tlaku na čtyřnásobek se čtyřnásobně zvýší i teplota (Charlesův zákon) a platí tedy  
[image: image549.wmf].
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Celkové dodané teplo je tedy 
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 Změnu vnitřní energie spočteme podle 1.TZ jednoduše jako rozdíl dodaného tepla a vykonané práce. Platí tedy
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Vykonaná práce je 
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46.  Jak se změní v přiblížení ideálního plynu vnitřní energie 
[image: image556.wmf]U

 kyslíku o hmotnosti 
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, který je zahřán z teploty 
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 jestliže proces zahřátí probíhá 

a) při stálém objemu

b) při stálém tlaku

c) adiabatickou kompresí

Molární hmotnost kyslíku je 
[image: image559.wmf].
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ŘEŠENÍ: Především je třeba si uvědomit, že vnitřní energie ideálního plynu je stavovou veličinou závisející pouze na teplotě! To znamená, že ve všech třech uvažovaných případech bude výsledek stejný, protože záleží pouze na počáteční a koncové teplotě plynu, a ne na tom, jakým dějem zahřátí probíhá. S uvážením faktu, že molární tepelná kapacita při stálém objemu je pro kyslík 
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  a toho, že pro látkové množství platí vzorec 
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Vnitřní energie se ve všech uvažovaných případech změnila o 
[image: image563.wmf]J.
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47. V tropických mořích je voda u povrchu mnohem teplejší než v hloubce. Je myslitelný stroj pracující mezi těmito lázněmi? Pokud ano, jakou odhadujete účinnost, pokud ne – proč?

ŘEŠENÍ (nezaručené…): Teoreticky by takovýto stroj myslitelný byl. Jeho účinnost by však byla velmi malá. I v případě, že by totiž tento stroj pracoval podle ideálního Carnotova cyklu (což je v tomto případě zcela nemyslitelné) by jeho účinnost byla dána vztahem 
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  by byla teplota vody u povrchu a 
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 teplota v hloubce. Pokud bychom tyto teploty odhadli na 
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byla by podle výše uvedeného vzorce  spočtená účinnost pouhých 
[image: image569.wmf]%,
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 což je velmi málo. Ve skutečnosti by tato hodnota byla ještě mnohem menší. Navíc by bylo extrémně složité takovýto stroj v praxi realizovat. Proto by snaha o realizaci podobného tepelného stroje byla nesmyslná.

48. Carnotův stroj pracuje s účinností 
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 Jak se má změnit teplota ohřívače 
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 Teplota chladiče je konstantně 
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ŘEŠENÍ: Účinnost Carnotova cyklu je obecně dána vztahem 
[image: image574.wmf],
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 kde 
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 je teplota ohřívače a 
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 teplota chladiče. Sestavíme si tedy dvě rovnice o dvou neznámých, jimiž budou počáteční a koncová teplota chladiče 
[image: image577.wmf]1
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 resp. 
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Po dosazení konkrétních hodnot (
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!) a vyřešení uvedené soustavy zjistíme, že platí: 
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 Hledaná změna pak bude dána vztahem 
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Teplotu ohřívače musíme zvýšit o 
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49. Teplota páry přicházející z parního kotle do válce parního stroje je 
[image: image584.wmf]C,
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 teplota chladiče, v němž pára kondenzuje, je 
[image: image585.wmf]C.
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 Jak velkou maximální práci 
[image: image586.wmf]W

 by stroj vykonal za ideálních podmínek při spotřebě 
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ŘEŠENÍ: Účinnost tepelného cyklu je definována jako podíl vykonané práce a dodaného tepla, platí tedy vztah 
[image: image588.wmf].
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 Pro ideální podmínky (Carnotův cyklus) účinnost závisí pouze na teplotě ohřívače a chladiče, a to vztahem 
[image: image589.wmf].
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 (teplota válce parního stroje odpovídá teplotě ohřívače). Srovnáním obou uvedených vzorců pro účinnost získáme rovnici, z níž již snadno spočteme vykonanou práci
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Maximální vykonaná práce je tedy 
[image: image591.wmf]J.
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50. Určete práci 
[image: image592.wmf]W

, kterou musíme dodat chladícímu stroji pracujícímu na principu obráceného Carnotova cyklu, jestliže v prostředí o teplotě 
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ŘEŠENÍ: Práce, jíž je nutno dodat k ochlazení látky, souvisí s odebíraným teplem 
[image: image600.wmf]Q

 vztahem 
[image: image601.wmf].
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 Zde 
[image: image602.wmf]T

 je teplota látky a 
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 teplota okolního prostředí. Okamžitě vidíme, že energetická náročnost chlazení roste s rozdílem uvedených teplot. Situace je poněkud komplikována tím, že 
[image: image604.wmf]h

 je funkcí okamžité teploty látky 
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 jež se v průběhu chladícího procesu pochopitelně mění. Uvažujme tedy nejprve, jakou práci 
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 budeme muset dodat stroji k ochlazení vody o teplotě 
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 o hodnotu 
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(elementární odebrané teplo je dáno vztahem 
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) Celkovou dodanou práci při ochlazení na teplotu tání 
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 pak určíme integrací uvedeného vztahu v příslušných mezích, jimiž je  koncová teplota vody 
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 a počáteční teplota 
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Zatím jsme však určili teprve práci nutnou k ochlazení vody na teplotu tání, nyní musíme ještě vypočítat, kolik energie zvnějšku je třeba dodat k tomu, aby se voda přeměnila na led. Tento výpočet je již podstatně jednodušší, neboť tuhnutí probíhá při konstantní teplotě 
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 čímž se vyhneme nepříjemné integraci. Bude platit:
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Celková práce, kterou musíme dodat, je pak dána součtem 
[image: image617.wmf]kJ.
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Musíme dodat práci 
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51. Určete celkovou práci 
[image: image619.wmf]W

, změnu entropie 
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a účinnost 
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 u vratného kruhového děje skládajícího se z izobarické expanze, izochorického ochlazení a izotermické komprese. Srovnejte účinnost tohoto cyklu s účinností ideálního Carnotova cyklu, pracují-li oba mezi teplotami 
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 Předpokládejte, že plyn je dvouatomový, a že jeho látkové množství je 
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ŘEŠENÍ: Ještě předtím, než přistoupíme k samotnému výpočtu, je vhodné si uvědomit, jak vypadá grafické znázornění cyklu v p – V diagramu. S využitím faktu, že izobarickému ději odpovídá úsečka rovnoběžná s osou x a izochorickému ději úsečka rovnoběžná s osou y, dostaneme průběh znázorněný na obrázku.
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Je jasné, že při izobarické expanzi se teplota plynu zvyšuje z počátečné hodnoty 
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 (plyne to z faktu, že pro izobarický děj platí, že 
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) . Při následném izochorickém ochlazení se teplota vrací zpět na 
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, kde zůstává pochopitelně po celou izotermickou kompresi. Při výpočtu celkové práce musíme uvážit, kdy koná práci samotný plyn, a kdy okolí. Při izobarické expanzi plyn zvětšuje svůj objem, a přitom vykoná práci 
[image: image630.wmf].
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 Během následného izochorického děje se pochopitelně žádná práce nekoná (
[image: image631.wmf]0
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)! Při izotermické kompresi je plyn stlačován, a proto okolí vykoná práci 
[image: image632.wmf].
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 Z této úvahy okamžitě plyne, že pro celkovou práci cyklu bude platit vztah 
[image: image633.wmf].
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Pro práci při izobarické expanzi pak můžeme psát 
[image: image634.wmf](
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 Hodnoty tlaku ani objemu však neznáme, a proto si musíme pomoct jinak. S užitím stavové rovnice ideálního plynu 
[image: image635.wmf]T
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Nyní již máme vyjádřenou práci 
[image: image637.wmf]1

W

 pomocí veličin, které známe. Dále přistoupíme k výpočtu práce 
[image: image638.wmf].
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 Jde o izotermickou kompresi, a proto bude pro velikost práce vykonané okolím platit známý vzorec 
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 (tento vztah jsme odvodili již v příkladu 5, je nutné dávat pozor na znaménka (jde nám o velikost práce, proto se staráme o to, aby vyšla kladně) a na označení jednotlivých stavových proměnných (to je provedeno podle obrázku). Opět bohužel neznáme příslušné objemy ani tlaky. S tímto problémem si poradíme užitím stavové rovnice a vztahu 
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 plynoucího z faktu, že pro izobarický děj je podíl objemu a teploty konstantní. Díky tomu můžeme psát:
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Výsledný vztah pro celkovou práci cyklu pak zní: 

[image: image642.wmf](

)

J.

2815

ln

1

ln

1

2

1

2

1

2

1

1

2

3

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

-

×

×

=

×

×

×

-

-

×

×

=

-

=

T

T

T

T

R

n

T

T

T

R

n

T

T

R

n

W

W

W


Celková práce cyklu je 
[image: image643.wmf].
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 Nyní budeme počítat teplo a změny entropie v jednotlivých částech cyklu. Především si musíme uvědomit, kdy plyn teplo přijímá, a kdy jej odevzdává. Při izobarické expanzi se zvyšuje teplota a plyn navíc koná práci, což znamená, že teplo musí být podle 1. termodynamického zákona přijímáno. Pro celkové množství tepla 
[image: image644.wmf]1
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 přijatého v průběhu tohoto děje platí známý vztah 
[image: image645.wmf](
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[image: image646.wmf]p
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 přitom značí molární teplenou kapacitu při stálém tlaku. Víme, že pro molární tepelnou kapacitu při stálém objemu 
[image: image647.wmf]v
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 u dvouatomového plynu platí 
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Užitím Meyerova vztahu pak okamžitě dostáváme: 
[image: image649.wmf].
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 Pro teplo 
[image: image650.wmf]1
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 dodané plynu během izotermického děje tak bude platit: 
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 EMBED Equation.3  [image: image652.wmf]
Nyní určíme změnu entropie při tomto ději. Musíme si uvědomit, že teplota v jeho průběhu není konstantní, a proto nelze počítat změnu entropie jako podíl celkového tepla 
[image: image653.wmf]1

Q

 a teploty!  Je proto třeba si děj pomyslně rozdělit na nekonečně mnoho nekonečně malých částí, spočítat elementární změny entropie 
[image: image654.wmf]1

dS

 a integrovat v mezích od 
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 do 
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 Bude platit:
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Při izochorickém ochlazení se nekoná práce, a plyn snižuje svojí vnitřní energie. To znamená, že při tomto ději odevzdá svému okolí teplo 
[image: image658.wmf].
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 Pro nás však není důležitá ani tak velikost tohoto odevzdaného tepla, jako spíš to, o jakou hodnotu 
[image: image659.wmf]2
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D

 poklesla v průběhu děje entropie plynu. Bohužel teplota opět není konstantní, a proto nám nezbude opět nic jiného, než si spočítat elementární změnu entropie 
[image: image660.wmf]2
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 a integrovat v mezích od 
[image: image661.wmf]1
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 do 
[image: image662.wmf].
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 (pořadí mezí volíme tak, aby výsledek vyšel kladně, jde nám o velikost změny entropie!) Nesmíme přitom zapomenout, že tentokrát se jedná o izochorický děj.
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Nyní spočítáme změnu entropie 
[image: image664.wmf]3

S

D

 při izotermické kompresi. Při tomto ději je okolím vykonávána práce, vnitřní energie plynu však neroste 
[image: image665.wmf](
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 Podle 1. termodynamického zákona proto musí docházet k tomu, že plyn teplo odevzdává. V důsledku toho bude entropie klesat. Na rozdíl od předchozích případů máme tentokrát výhodu, že teplota v průběhu děje je konstantně rovna 
[image: image666.wmf].
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 Díky tomu můžeme stanovit velikost změny entropie
[image: image667.wmf]3
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 užitím vztahu 
[image: image668.wmf],
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kde 
[image: image669.wmf]3

Q

 je teplo odevzdané plynem při tomto ději. Pro izotermické procesy však podle 1. zákona termodynamiky platí, že odevzdané teplo je stejné jako dodaná práce. Tu však již máme spočítánu výše! Bude platit:
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V tuto chvíli je již vše připraveno k tomu, abychom spočetli celkovou změnu entropie za celý cyklus. Zjistili jsme, že při izobarické expanzi entropie roste, zatímco při dalších dvou dějích klesá. Proto bude platit:
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Zjistili jsme, že celková změna entropie za celý cyklus je rovna nule. Tento výsledek je zcela v souladu s očekáváním, neboť nulovost celkové změny entropie je typickou vlastností všech vratných cyklů!! Jakýkoliv jiný výsledek než nula by znamenal, že jsme někde udělali chybu ve výpočtech.

V závěrečné fázi určíme účinnost cyklu. Víme, že účinnost je definována jako podíl celkové práce vykonané během cyklu ku celkovému teplu dodanému plynu. Práci 
[image: image672.wmf]W

 již máme spočítánu, pro dodané teplo 
[image: image673.wmf]dod

Q

 platí vzhledem k tomu, že plyn teplo přijímá jen během izochorické expanze vztah 
[image: image674.wmf].
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 Po dosazení získáváme:
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Účinnost cyklu je tedy 
[image: image676.wmf].
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 Spočtěme ještě, jakou účinnost by měl ideální Carnotův cyklus pracující mezi stejnými teplotami. Pro jeho účinnost 
[image: image677.wmf]id
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 platí známý vzorec:
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Vidíme, že Carnotův cyklus pracující mezi stejnými teplotami by měl mnohem větší účinnost než námi uvažovaný cyklus. To je v souladu s tím, že Carnotův ideální kruhový děj má pro dané teploty ohřívače a chladiče maximální možnou účinnost.

52. Určete změnu entropie ideálního plynu 
[image: image679.wmf]S
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 o teplotě 
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, tlaku 
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 a objemu 
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, rozpíná-li se do vakua na dvojnásobný objem 
[image: image683.wmf]l.
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 Uvažujte, že děj probíhá izotermicky. 

ŘEŠENÍ: Díky izotermičnosti uvažovaného děje můžeme velikost změny entropie 
[image: image684.wmf]S
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 počítat pomocí vzorce 
[image: image685.wmf],
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  kde 
[image: image686.wmf]Q

 je celkové teplo a 
[image: image687.wmf]1
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 termodynamická teplota, za níž děj probíhá (v našem případě 
[image: image688.wmf]K)
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. Protože jde o izotermickou expanzi, bude plyn konat práci, a podle 1. termodynamického zákona bude přijímat teplo. Díky tomu bude entropie v průběhu děje růst. Díky nulové změně teploty a tedy i vnitřní energie pak bude platit vztah 
[image: image689.wmf]Q

W

=

 udávající, že veškeré dodané teplo se spotřebuje na práci vykonanou při expanzi. Pro práci vykonanou při izotermickém ději platí klasický výpočet detailně provedený například v příkladě 8:  
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Hledaná změna entropie pak je: 


[image: image691.wmf].
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Entropie se tedy v průběhu rozpínání zvýšila o 
[image: image692.wmf].
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53. Ideální plyn necháme při tlaku 
[image: image693.wmf]kPa
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 expandovat z objemu 
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15

1

=

V
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Expanze probíhá za konstantní teploty 
[image: image696.wmf]1
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. Stanovte změnu volné energie 
[image: image697.wmf]F
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 při tomto ději.

ŘEŠENÍ: Předně si musíme uvědomit, co je to vlastně volná energie plynu 
[image: image698.wmf].
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 Jedná se o termodynamický potenciál definovaný vztahem 
[image: image699.wmf]S
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, kde 
[image: image700.wmf]U

 je vnitřní energie, 
[image: image701.wmf]T

 termodynamická teplota a 
[image: image702.wmf]S

 entropie. Jednotkou volné energie je joule. Najdeme vztah pro elementární změnu volné energie 
[image: image703.wmf].
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 Diferenciací definičního vztahu dostáváme: 
[image: image704.wmf].
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 Užijeme-li matematické vyjádření 1. a 2. věty termodynamické ve tvaru 
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 můžeme psát:
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V našem případě se však jedná o izotermický děj, a proto platí 
[image: image707.wmf].
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 Zjišťujeme tak, že elementární přírůstek volné energie
[image: image708.wmf]dF

je při izotermickém ději vlastně roven záporně vzaté elementární práci plynu 
[image: image709.wmf]!
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 Nyní je již snadné tuto změnu spočítat. Bude platit:
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Volná energie v průběhu děje poklesla o 399,7 J.

54. Původní objem 
[image: image711.wmf]1
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 dusíku o hmotnosti 
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 a počáteční teplotě 
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 byl při stálém tlaku 
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 zmenšen na objem 
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 Určete změnu 
[image: image716.wmf]H
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 entalpie plynu. Uvažujte, že měrná tepelná kapacita dusíku je 
[image: image717.wmf].
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ŘEŠENÍ: Opět si musíme především zjistit, co je to vlastně entalpie plynu 
[image: image718.wmf]H

 a jaké je vyjádření pro její elementární změnu 
[image: image719.wmf].
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 Tento termodynamický potenciál, jehož jednotkou je joule, je definován vztahem 
[image: image720.wmf],
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 kde 
[image: image721.wmf]U

 je vnitřní energie, 
[image: image722.wmf]p

tlak a 
[image: image723.wmf]V

 objem. Diferencováním definičního vztahu získáváme: 
[image: image724.wmf].
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 Užijeme matematickou formulaci 2. termodynamické věty 
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Vzhledem k tomu, že tlak se během děje podle zadání úlohy nemění, bude platit 
[image: image727.wmf].
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 S využitím definičního vztahu pro elementární změnu entropie 
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 můžeme psát:
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Změna entalpie tedy při izobarickém ději udává množství tepla dodaného plynu. Pro teplo odebrané při izotermické expanzi pak můžeme psát:
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Entalpie plynu tedy při izobarické kompresi poklesla o 156, 3 J.
55. Hélium o hmotnosti 
[image: image731.wmf]g
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 bylo při teplotě 
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 izotermicky stlačeno. Jeho tlak se přitom zvětšil z počáteční hodnoty 
[image: image733.wmf]1
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 na koncovou 
[image: image734.wmf].
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 Určete, jak se při tomto procesu změnila volná entalpie 
[image: image735.wmf]G
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 hélia. Molární hmotnost hélia je 
[image: image736.wmf].
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ŘEŠENÍ: Gibbsova energie čili volná entalpie je termodynamický potenciál definovaný vztahem 
[image: image737.wmf],
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 kde 
[image: image738.wmf]H

 je entalpie, 
[image: image739.wmf]T

 termodynamická teplota a 
[image: image740.wmf]S

 entropie. Jednotkou volné entalpie je joule. Nezaměňujte volnou entalpii 
[image: image741.wmf]G

 a entalpii 
[image: image742.wmf]H

, jedná se o dva různé potenciály! Diferenciací definičního vzorce a využitím vztahu pro elementární změnu entalpie 
[image: image743.wmf]dH

odvozeného v minulé úloze dostáváme
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Výraz 
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 je však podle matematické formulace 2. věty termodynamické roven 0. V našem případě jde navíc o izotermický děj, takže je 
[image: image746.wmf],
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[image: image747.wmf].
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 Celkovou změnu volné entalpie 
[image: image748.wmf]G
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 pak stanovíme integrací v mezích od  
[image: image749.wmf]1
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 do 
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 Přitom nezapomeneme, že pro izotermický děj platí vztah 
[image: image751.wmf],
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 a že dle stavové rovnice ideálního plynu můžeme psát 
[image: image752.wmf].
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 s uvážením těchto faktů můžeme psát:
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Volná entalpie se tedy zvýšila o hodnotu 82,2 kJ.

56. Vzduch o objemu 
[image: image754.wmf]3
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 a počátečním tlaku 
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 izotermicky expanduje na dvojnásobný objem 
[image: image756.wmf].
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Určete práci 
[image: image757.wmf],
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 kterou plyn při expanzi vykoná, výsledný tlak plynu 
[image: image758.wmf]2
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 a množství přivedeného tepla 
[image: image759.wmf].
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ŘEŠENÍ: Pro velikost práce vykonané plynem 
[image: image760.wmf]W

 při izotermické expanzi platí klasický výpočet detailně rozebraný např. v úloze 5. Píšeme:
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Výsledný tlak plynu určíme díky tomu, že pro izotermický děj platí, že 
[image: image762.wmf].
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 Proto můžeme psát:
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Konečně, množství dodaného tepla 
[image: image764.wmf]Q

 určíme díky tomu, že při izotermickém ději je dodané teplo rovno práci vykonané plynem (plyne to z 1. termodynamického zákona, vnitřní energie se nemění!). Platí tedy 
[image: image765.wmf]kJ.
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Při izotermické expanzi tedy plyn vykonal práci 
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57. Ideální chladící stroj pracující podle Carnotova cyklu předává teplo z chladiče s vodou o teplotě 
[image: image769.wmf]C
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 ohřívači obsahujícímu vodu o teplotě 
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 teplou. Jak velké množství vody 
[image: image771.wmf]1
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 je nutné zmrazit v chladiči, aby se v ohřívači změnila voda o hmotnosti 
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ŘEŠENÍ: Teplo dodané v ohřívači vodě je rovno součtu tepla odebraného vodě v chladiči a práce vykonané při přenosu tepla z chladiče do ohřívače. Platí tedy vztah 
[image: image776.wmf].
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 Mezi prací vykonanou při přenosu a množstvím odebraného tepla 
[image: image777.wmf]od
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 pak platí vztah 
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 Pro ideální Carnotův chladící stroj se pak účinnost 
[image: image779.wmf]h

 počítá podle vzorce 
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Pro teplo dodané vypařující se vodě pak platí v souladu s definicí měrného skupenského tepla vypařování vztah 
[image: image782.wmf],
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 pro odebrané teplo pak analogicky 
[image: image783.wmf].
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 Po dosazení a úpravě pak dostáváme:
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V chladiči je tedy třeba zmrazit 
[image: image785.wmf]kg
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58. Z nádoby, v níž je uskladněno hélium pod tlakem 
[image: image786.wmf]MPa
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, začne poškozeným ventilem plyn pomalu utíkat, až tlak klesne na hodnotu tlaku atmosférického 
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 Celý děj probíhá izotermicky za pokojové teploty 
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 Určete změnu entropie 
[image: image789.wmf]S
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 u tohoto ideálního plynu o hmotnosti 
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ŘEŠENÍ: Víme, že při izotermickém ději je možné spočítat změnu entropie jako podíl celkového dodaného tepla 
[image: image792.wmf]Q

(plyn zvětšuje svůj objem, koná tedy práci, podle 1. zákona termodynamiky se teplo dodává!) a teploty 
[image: image793.wmf]1
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 (v našem případě je 
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. Protože se jedná o izotermický děj, bude dodané teplo stejné jako práce vykonaná plynem při rozpínání. Přitom platí, že elementární práci můžeme vyjádřit vztahem 
[image: image796.wmf]dp

V

dW

×

-

=

 (to plyne z diferencované stavové rovnice ideálního plynu 
[image: image797.wmf],
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pro izotermický děj je 
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, a proto tedy 
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 Integrací v mezích 
[image: image800.wmf]1
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 a 
[image: image801.wmf]2
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 dostaneme poté celkovou vykonanou práci a tudíž i celkové dodané teplo. Po vydělení teplotou získáme hledanou změnu entropie. Při výpočtu musíme uvážit skutečnost, že pro izotermický děj platí vztah 
[image: image802.wmf].
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 Dále budeme potřebovat stavovou rovnici ideálního plynu ve tvaru 
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1

1

T

R

n

V

p

×

×

=

×

 a vyjádření pro látkové množství 
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Bude platit:
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Entropie plynu se při uvedeném ději zvýší o 
[image: image806.wmf].
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59. Kyslík o hmotnosti 
[image: image807.wmf]g
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 zvětšil při teplotě 
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 izotermicky svůj objem z hodnoty 
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 na hodnotu 
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 Určete, jaká je změna volné energie 
[image: image811.wmf]F
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kyslíku při tomto ději. Předpokládejte, že kyslík se chová jako ideální plyn, a že uvažovaný děj je kvazistatický (je možné pro něj použít zákony rovnovážné termodynamiky). Molární hmotnost kyslíku je 
[image: image812.wmf].
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ŘEŠENÍ: Budeme postupovat naprosto stejně jako v příkladu 23. Předně je třeba najít vztah pro elementární změnu volné energie 
[image: image813.wmf].
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 Vzhledem k izotermičnosti děje je však 
[image: image815.wmf],
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 a proto se uvedený výraz redukuje na 
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 Integrací v mezích od 
[image: image817.wmf]1
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 do 
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 a využitím známých vztahů pro výpočet práce při izotermickém ději postupně dostáváme:
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Závěrečné úpravy jsou stejné jako v minulém příkladě. Volná energie kyslíku poklesla o 
[image: image820.wmf]J.
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60. Dokažte, že celková změna entropie v Carnotově cyklu je rovna 0.

[image: image1542.wmf]1

p

ŘEŠENÍ: Předně si musíme uvědomit, co je to vlastně Carnotův cyklus. Jedná se o kruhový děj skládající ze postupně z izotermické expanze, adiabatické expanze, izotermické komprese a adiabatické komprese. Cyklus pracuje mezi teplotami 
[image: image821.wmf]1
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  a 
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 (
[image: image823.wmf])
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. Dá se dokázat, že mezi všemi cykly pracujícími mezi těmito teplotami má Carnotův cyklus nejvyšší možnou účinnost. Na obrázku je naznačen průběh Carnotova cyklu v p – V diagramu. 

Nás budou zajímat primárně změny entropie v jednotlivých fázích cyklu. Okamžitě můžeme říct, že v průběhu obou adiabatických dějů se entropie nemění! Je to dáno tím, že u adiabatického děje je 
[image: image824.wmf],
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 a proto i 
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 Při izotermické expanzi koná plyn práci, je mu dodáno teplo 
[image: image827.wmf],
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 a proto se jeho entropie zvýší o hodnotu 
[image: image828.wmf]2
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 (jedná se o děj probíhající při konstantní teplotě 
[image: image829.wmf])
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. Dodané teplo 
[image: image830.wmf]1

Q

 je však rovno práci 
[image: image831.wmf]1

W

, kterou při tomto ději plyn vykoná. Práci při izotermické expanzi plynu jsme však počítali již mnohokrát: 
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Dále budeme počítat změnu entropie 
[image: image833.wmf]3

S

D

 při izotermické kompresi. V tomto případě koná práci okolí, teplo plyn odevzdává, a proto jeho entropie klesá. Konkrétně dojde ke snížení o hodnotu 
[image: image834.wmf].
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 Vzhledem k tomu, že se jedná o izotermický děj, je však teplo opět rovno práci vykonané okolním plynem. Můžeme psát:  
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Celková změna entropie je na základě výše provedených úvah dána vztahem 


[image: image836.wmf].
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Pro Carnotův cyklus se však dá dokázat platnost vztahu 
[image: image837.wmf].
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 Důkaz tohoto vzorce je založen na opakovaném použití stavové rovnice ideálního plynu a mohli jste se s ním seznámit v rámci odvození vztahu pro účinnost Carnotova cyklu na přednášce. Díky uvedenému vzorci okamžitě dostáváme:
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čímž je požadovaný důkaz dokončen.
61. V nádobě je uzavřen dusík o látkovém množství 
[image: image839.wmf]mol,
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 přičemž střední kinetická energie translačního pohybu jeho molekul je 
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 Určete,  jaká je nejpravděpodobnější rychlost 
[image: image841.wmf]p
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 pohybujících se molekul dusíku po zvýšení teploty v nádobě o 
[image: image842.wmf]K.
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 Molární hmotnost dusíku je zhruba 
[image: image843.wmf].

mol

g

28

1

-

×

=

m

M


ŘEŠENÍ: Střední kinetická energie libovolného plynu je přímo úměrná jeho termodynamické teplotě. Platí přitom vztah 
[image: image844.wmf],
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 kde n je látkové množství, R univerzální plynová konstanta a T právě termodynamická teplota. Z tohoto vzorce můžeme snadno zjistit teplotu 
[image: image845.wmf],
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 kterou měl plyn před zahřátím: 
[image: image846.wmf].
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 V dalším kroku pak spočteme teplotu plynu po zahřátí, a s využitím známého vztahu pro nejpravděpodobnější rychlost 
[image: image847.wmf]m
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 tuto hledanou veličinu spočteme. Bude platit:  
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Nejpravděpodobnější rychlost molekul dusíku po zvýšení teploty je 
[image: image849.wmf].

s

m

534

1

-

×

=

p

v


62. Určete střední volnou dráhu 
[image: image850.wmf]l

 molekul argonu za normálních podmínek (tj. 
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), víte-li, že jejich průměr je 
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ŘEŠENÍ:  Střední volná dráha ve své podstatě udává, jakou průměrnou vzdálenost urazí molekula mezi dvěma srážkami. Je pochopitelné, že tato veličina je nepřímo úměrná tlaku (nízký tlak znamená malou hustotu, a tedy minimum vzájemných srážek), přímo úměrná teplotě (vyšší teplota má za následek rychlejší pohyb, molekula stihne za stejný čas uběhnout delší vzdálenost), a nepřímo úměrná průřezu molekuly a tedy druhé mocnině jejího průměru (když je něco malé, snáz se to vyhne srážkám). Přesný rozbor provedený metodami statistické fyziky pak pro střední volnou dráhu udává následující vzorec:
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Dosazením zadaných hodnot pak zjišťujeme, že v našem případě platí: 
[image: image854.wmf]nm.
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Střední volná dráha molekul argonu za daných podmínek tedy je zhruba 56 nanometrů.

63. Střední kinetická energie jednoatomového plynu o látkovém množství 
[image: image855.wmf]mol
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Zvýší-li se teplota o hodnotu 
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 bude nejpravděpodobnější rychlost molekul plynu 
[image: image858.wmf].
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 Stanovte, o jaký plyn se jedná, a jaká byla jeho původní teplota 
[image: image859.wmf].
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ŘEŠENÍ: Střední kinetická energie n molů jednoatomového plynu souvisí s termodynamickou teplotou vztahem 
[image: image860.wmf].
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 Díky tomu můžeme ze zadaných hodnot rovnou spočítat počáteční teplotu 
[image: image861.wmf]1
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 zatím neznámého plynu. Bude platit:  
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Dále víme, že nejpravděpodobnější rychlost molekul ideálního plynu je dána vztahem 
[image: image863.wmf],
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 kde 
[image: image864.wmf]m
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 je molární hmotnost, jež je charakteristickou hodnotou pro každý jednotlivý plyn. Tuto molární hmotnost můžeme při známé teplotě snadno spočítat. Píšeme
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Pohledem do tabulek zjišťujeme, že tato hodnota molární hmotnosti odpovídá neonu.

Neznámým plynem je tedy neon, jeho počáteční teplota pak byla 
[image: image866.wmf]K.
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64. Vypočtěte změnu 
[image: image867.wmf]k
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 střední kinetické energie molekul hélia o hmotnosti 
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 dodáme-li mu během izochorického děje teplo 
[image: image869.wmf] 

kJ.

5

,

3

=

Q

Hélium pokládáme za ideální plyn, molární hmotnost helia je 
[image: image870.wmf],
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 Avogadrova konstanta poté 
[image: image871.wmf].
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ŘEŠENÍ: Předně si musíme uvědomit, že při izochorickém ději se nemění objem, a tudíž se nekoná ani žádná objemová práce (platí totiž vztah 
[image: image872.wmf],

dV

p

dW

×

=

 takže z 
[image: image873.wmf]0

=

dV

 okamžitě plyne 
[image: image874.wmf]0
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). Podle 1. termodynamického zákona se tak veškeré dodané teplo spotřebuje na navýšení vnitřní energie plynu (
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), jež je však vzhledem k tomu, že jde o ideální plyn dána jen a pouze kinetickou energií pohybu molekul. 

Dále si uvědomíme, že pokud mluvíme o navýšení střední kinetické energie molekuly, můžeme si představit, že celé dodané teplo se rozdělí rovnoměrně na všechny molekuly plynu, a díky tomu bude hledané zvýšení dáno podílem dodaného tepla a celkového počtu molekul nacházejících se v daném množství plynu. Bude tedy platit vztah 
[image: image876.wmf],
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 kde N je právě počet molekul. Užitím známých vztahů mezi molární hmotností, hmotností látky, látkovým množstvím a počtem částic pak dostáváme:   
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Střední kinetická energie jedné molekuly hélia se dodáním tepla zvýšila o 
[image: image878.wmf]J.
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65. Užitím ekvipartičního teorému stanovte měrnou tepelnou kapacitu při stálém objemu pro argon a dusík. Získané hodnoty porovnejte s daty z tabulek. Molární hmotnost molekul dusíku je (dvouatomové molekuly) 
[image: image879.wmf],
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u molekul argonu (jednoatomové molekuly) pak  
[image: image880.wmf].
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ŘEŠENÍ: Ekvipartiční teorém je tvrzení dokazatelné ve statistické fyzice, jež dává do souvislosti počet stupňů volnosti pohybu molekuly daného plynu s molární tepelnou kapacitou látky. Často používaná, avšak nesprávná, formulace ekvipartičního teorému říká, že každému stupni volnosti přísluší příspěvek 
[image: image881.wmf]T
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 k molární tepelné kapacitě. To je pravda pro translační a rotační stupně volnosti, ne však již pro stupně vibrační!! U nich je příspěvek dvojnásobný, tedy 
[image: image882.wmf]T
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 (je to dáno tím, že ekvipartiční teorém ve své správné formulaci nehovoří přímo o stupních volnosti, ale o počtu zobecněných souřadnic a hybností objevujících se ve druhé mocnině ve výrazu pro energii. U vibrací se na rozdíl od translace a rotace objevuje vedle energie kinetické i energie potenciální, a proto je příspěvek tohoto typu pohybu dvojnásobný).

Nyní již můžeme snadno stanovit tepelné kapacity u uvažovaných plynů. Argon je jednoatomový, což znamená, že jeho molekuly mají pouze 3 translační stupně volnosti. Molární tepelná kapacita by tedy měla být 
[image: image883.wmf].
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 Měrnou tepelnou kapacitu pak spočteme ze znalosti molární hmotnosti následovně:


[image: image884.wmf].
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U dusíku je situace poněkud komplikovanější. Vzhledem k tomu, že jde o dvouatomovou molekulu, je zde celkem 6 stupňů volnosti. Z toho 3 odpovídají translaci, 2 rotaci a jeden vibraci. Podle ekvipartičního teorému by tedy molární tepelná kapacita měla být dána vztahem 
[image: image885.wmf].
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 Pro měrnou tepelnou kapacitu pak dostáváme:


[image: image886.wmf].
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Srovnáním získaných výsledků pro teplotu 
[image: image887.wmf]C
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 s tabulkovými hodnotami zjišťujeme, že zatímco u argonu je shoda velmi dobrá (teorie…, tabulky…), u dusíku je zde velký rozdíl (teorie…, tabulky…). Je to dáno tím, že ekvipartiční teorém je odvozen v rámci klasické fyziky a nerespektuje specifika kvantové mechaniky, jež se především při popisu vibračního pohybu projevují při běžných teplotách velmi výrazně. V praxi dochází k tomu, že vibrace k tepelné kapacitě za běžných podmínek prakticky nepřispívají, a proto by pro molární kapacitu dusíku byl mnohem lépe vypovídající výraz 
[image: image888.wmf],

2

5

2

1

2

2

1

3

T

R

T

R

T

R

C

V

×

×

=

×

×

×

+

×

×

×

=

 zahrnující pouze translaci a vibraci. Na závěr poznamenejme, že statistická fyzika umožňuje pro konkrétní plyn výpočet přesné závislosti tepelné kapacity na teplotě, jež je ve shodě s experimentem. S tímto výpočtem se seznámíte v předmětu KOF/SFT Statistická fyzika a termika.
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66. Určete, kolik % molekul ideálního plynu má kinetickou energii translačního pohybu větší než 
[image: image889.wmf]k
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 (matematicky velmi těžká úloha, je vhodné zaměřit se hlavně na fyzikální podstatu!).

ŘEŠENÍ: Tato úloha má velmi jednoduché zadání, její řešení však již bohužel zdaleka tak snadné není. Předně si musíme uvědomit, co musí být splněno, aby měla molekula ideálního plynu kinetickou energii pro translační pohyb větší než je 
[image: image890.wmf]k
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. Kinetická energie translace je závislá na hmotnosti a rychlosti částice a platí pro ni klasický vzorec 
[image: image891.wmf].
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 Střední energie translačního pohybu je pak podle ekvipartičního teorému dána vztahem 
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 (pro translaci máme 3 stupně volnosti, na každý připadá střední energie 
[image: image893.wmf]T

k

×

×

2

1

). Srovnáním obou vzorců zjistíme, jakou nejmenší rychlostí 
[image: image894.wmf]min
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se vlastně molekula musí pohybovat, aby měla více než dvojnásobnou kinetickou energii vůči střední kinetické energii 
[image: image895.wmf]k
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a tím splnila podmínku uvedenou v zadání. Bude platit:
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Díky tomuto výpočtu můžeme nyní zadání úlohy přeformulovat následovně: Určete, kolik % molekul ideálního plynu se pohybuje rychlostí větší, než je 
[image: image897.wmf]m
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(k je Boltzmannova konstanta, m hmotnost molekuly daného plynu a T  termodynamická teplota). K určení toho, jaká část molekul se pohybuje jakou rychlostí nám slouží tzv. rozdělovací funkce Maxwellova rozdělení podle rychlosti, jíž můžeme zapsat ve tvaru:
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Jak máme tuto složitou funkci chápat?? Základní význam je ten, že pravděpodobnost p, že  náhodně vybraná částice plynu bude mít rychlost větší než je nějaká hodnota 
[image: image899.wmf]1

v

 a zároveň menší, než je hodnota 
[image: image900.wmf](
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 je dána následujícím výrazem:
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 EMBED Equation.3  [image: image902.wmf](
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Pokud si uvědomíme, že určitý integral udává obsah plochy pod  křivkou, můžeme uvažovanou pravděpodobnost chápat jako obsah silně orámované plochy. Nyní již víme vše potřebné proto, abychom mohli zadaný příklad začít pořádně počítat. Naším úkolem je zjistit, kolik molekul má rychlost vyšší než je 
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 (což je zcela ekvivalentní tomu, že rychlost větší než tato hodnota má náhodně vybraná molekula!!). Tato hodnota nám bude udávat dolní integrační mez. Horní hranici nemáme, a proto horní integrační mez bude nekonečno. Hledaný podíl molekul s dostatečně velkou rychlostí (a tudíž i dostatečně velkou energíí…) pak bude v souladu s výše uvedeným dán vztahem:
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Tím je úloha z fyzikálního pohledu v podstatě vyřešena. Podařilo se nám totiž najít vzorec udávající hledaný podíl molekul. Tento vzorec je však bohužel vyjádřen velmi nepříjemným integrálem a navíc obsahuje proměnné, jejichž hodnoty vůbec nemáme zadány (konkrétně teplota T a hmotnost molekul m)!! Bude proto třeba uvedený integrál zkusit vypočítat a doufat, že se nám podaří dopracovat se nakonec k nějakému dostatečně rozumnému výsledku. Předně si zavedeme následující substituci, jež nám výrazně ulehčí další počítání: 
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. Následně vyjádříme všechny prvky objevující se v integrálu pomocí této nové proměnné 
[image: image906.wmf]a

  tak, aby nám z integrálu úplně zmizeli výrazy obsahující proměnné k, T a m. Platí:
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S takto zavedenou substitucí můžeme uvažovaný integrál přepsat následovně:


[image: image908.wmf].
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(uvědomte si, že 
[image: image909.wmf]a

 je z hlediska uvedeného integrálu konstanta, a proto jsme ji mohli vytknout!). Integraci provedeme metodou per partes, přičemž derivovat budeme funkci 
[image: image910.wmf]v
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 a integrovat funkci 
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 a užitím vzorce pro integraci per partes můžeme psát:


[image: image913.wmf].
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Matematické úpravy provedené při výpočtu integrálu jsou dosti náročné a neobejdou se bez využití jistých znalostí z teorie pravděpodobnosti. Substituci 
[image: image914.wmf]a
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 jsme totiž zavedli právě proto, abychom funkci v integrálu převedli do tvaru shodného s hustotou pravděpodobnosti normálního rozdělení. Následně jsme využili toho, že její hodnoty jsou tabelovány. Jinak by uvedený integrál totiž nešlo vypočítat.

 Matematicky je tedy úloha velmi náročná, fyzikálně si však stačí uvědomit význam rozdělovací funkce Maxwellova rozdělení.

Hledaná pravděpodobnost je tedy zhruba 
[image: image915.wmf].
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67. Vypočtěte nejpravděpodobnější kinetickou energii translačního pohybu 
[image: image916.wmf]max
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 při teplotě 
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ŘEŠENÍ: Tento příklad je zrádný v tom, že vede velice jednoduchou cestou ke zdánlivě logickému  řešení, jež je bohužel nesprávné. Jde o to, že známe výraz pro nejpravděpodobnější rychlost 
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 a dalo by se očekávat, že maximum rozdělení podle energie bude odpovídat maximu rozdělení podle rychlosti a bude proto platit, že 
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 Tato úvaha je však chybná! Je to proto, že rozdělení podle energie má jinou strukturu než rozdělení podle rychlosti a jejich maxima si proto neodpovídají. (viz obrázek k příkladu)

Z tohoto důvodu nám nezbude nic jiného než najít rozdělovací funkci podle energie, tj. funkci 
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 mající tu vlastnost, že pravděpodobnost nalezení dané částice v energetickém intervalu od 
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 Při hledání této funkce pak pochopitelně využijeme znalost rozdělovací funkce podle rychlosti, jež je 
[image: image924.wmf](
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  Pravděpodobnost nalezení částice v elementárním rychlostním intervalu 
[image: image925.wmf](
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. Tomu odpovídá pravděpodobnost nalezení v elementárním energetickém intervalu 
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 Uvážíme-li, že mezi energií a rychlostí je jednoznačný vztah 
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 (při úpravě jsme použili vzorec 
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Podařilo se nám tedy najít rozdělovací funkci podle energie. Nejpravděpodobnější energii pak stanovíme jako maximum této funkce. To najdeme tak, že funkci zderivujeme podle energie E a získanou derivaci položíme rovnu nule. Při počítání musíme důsledně použít pravidla pro derivování součinu a složené funkce! Bude platit:
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Vidíme tedy, že skutečná nejpravděpodobnější energie vyšla 
[image: image934.wmf]J
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 a je tedy o polovinu menší než ukázal původní nesprávný výpočet!

68. Střední volná dráha molekul vodíku je za normálních podmínek (tj. teplota 
[image: image935.wmf]K
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Jaký je průměr molekuly vodíku 
[image: image938.wmf]d

a jaká je její střední volná dráha 
[image: image939.wmf]2

l

 při stejné teplotě 
[image: image940.wmf]1
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, ale tlaku 
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ŘEŠENÍ: Pro střední volnou dráhu platí vztah 
[image: image942.wmf]2

2

×

×

×

×

=

d

p

T

k

p

l

, kde T je termodynamická teplota, p tlak, d průměr molekuly a k Boltzmannova konstanta (
[image: image943.wmf]1
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). Bližší zdůvodnění platnosti uvedeného vzorce najdete v příkladu 2. Nyní již pouze vyjádříme hledaný průměr molekuly:


[image: image944.wmf]nm.
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Při výpočtu střední volné dráhy za sníženého tlaku využijeme toho, že tato dráha je nepřímo úměrná tlaku. Pokud se tedy nezmění teplota (což je náš případ), tak musí mezi středními drahami a příslušnými tlaky platit vztah 
[image: image945.wmf].
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 Odsud již díky jednoduché úpravě obdržíme výsledný vzorec pro střední volnou dráhu  
[image: image946.wmf]2
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 za sníženého tlaku 
[image: image947.wmf].
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Bude platit:
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Průměr molekul vodíku je tedy 
[image: image949.wmf]nm,
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střední volná dráha těchto molekul za daného sníženého tlaku pak 
[image: image950.wmf].
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69. Určete efektivní průměr 
[image: image951.wmf]ef

d

 molekul kyslíku, víte-li, že jeho viskozita za normálních podmínek (tj. teplota 
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. Molární hmotnost kyslíku je 
[image: image955.wmf].
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 Kyslík pokládejte za ideální plyn.

ŘEŠENÍ: Koeficient dynamické viskozity 
[image: image956.wmf]h

 v podstatě udává, jak intenzivní je vnitřní tření v plynu. Významnou roli hraje při zkoumání proudění v úzkých trubicích či třeba výtoku plynu z nádoby. Poměrně složitým způsobem je možné spočítat, že uvedený koeficient závisí na střední rychlosti molekul plynu 
[image: image957.wmf]v

 (nezaměňovat se střední kvadratickou rychlostí molekul 
[image: image958.wmf]2

v

!!), jeho střední volné dráze 
[image: image959.wmf]l

 a hustotě plynu 
[image: image960.wmf].
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 Konkrétní vzorec je 
[image: image961.wmf].
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 Pro střední rychlost molekul i střední volnou dráhu známe z kinetické teorie plynů vzorce umožňující spočítat tyto veličiny pomocí teploty a molární hmotnosti plynu. Platí: 
[image: image962.wmf]m
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Hustotu plynu pak z teploty a tlaku získáme následující jednoduchou úpravou stavové rovnice ideálního plynu:  


[image: image964.wmf].
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 Po dosazení těchto vztahů do původního vzorce dostaneme výraz, z něhož je již snadné vyjádřit hledaný efektivní průměr pomocí známých veličin. Můžeme psát:


[image: image965.wmf]nm.
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Efektivní poloměr atomu kyslíku je tedy zhruba 
[image: image966.wmf]nm.
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Všimněte si, že viskozita plynu nezávisí na tlaku! 

70. Průměr atomu hélia je 
[image: image967.wmf]nm.
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Stanovte součinitel difůze 
[image: image968.wmf]D

 hélia za normálních podmínek (teplota 
[image: image969.wmf]K
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ŘEŠENÍ: Součinitel difůze zjednodušeně řečeno udává, jak rychle se bude vyrovnávat koncentrace daného plynu v nádobě, kde byl na počátku plyn nahuštěn pouze v jedné oblasti. Objevuje se v tzv. rovnici difůze, což je parciální diferenciální rovnice používaná při řešení celé řady fyzikálních i technických problémů. Metodami kinetické teorie plynů se dá odvodit, že součinitel difůze D závisí na střední rychlosti molekul plynu 
[image: image971.wmf]v

 a jeho střední volné dráze 
[image: image972.wmf]l

 vztahem 
[image: image973.wmf].
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 Jak pro střední rychlost, tak i pro střední volnou dráhu však známe vzorce umožňující jejich výpočet. Platí: 
[image: image974.wmf]m
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  Dosazením do původního vzorce rychle dostáváme:


[image: image976.wmf].
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Součinitel difůze hélia je tedy za normálních podmínek 
[image: image977.wmf].
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71. Mezi dvěma rovnoběžnými deskami, z nichž každá má plochu 
[image: image978.wmf]2
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a rozdíl teplot, na kterých jsou desky udržované, je 
[image: image982.wmf]K.

1

=

D

T

Určete, jaké teplo 
[image: image983.wmf]Q

 se převede z jedné desky na druhou v důsledku tepelné vodivosti vzduchu za dobu 
[image: image984.wmf].
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Předpokládejte, že průměr molekuly vzduchu je asi 
[image: image985.wmf]nm
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a dále, že měrná tepelná kapacita vzduchu je 
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 je molární hmotnost vzduchu. Hustota vzduchu je poté 
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ŘEŠENÍ: Z Fourierova zákona plyne pro teplo předané mezi oběma deskami za čas 
[image: image989.wmf]t

 vztah 
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, kde l je vzdálenost desek, S plocha desek, 
[image: image991.wmf]T
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 rozdíl teplot na deskách (uvažujeme, že je po celou dobu trvání děje konstantní) a 
[image: image992.wmf]l

 tzv. koeficient tepelné vodivosti (nezaměňovat se střední volnou dráhou molekul plynu!!). Tento koeficient je jedinou veličinou, kterou nemáme přímo zadánu. Kinetická teorie plynů jí nám však umožňuje vypočítat ze střední rychlosti molekul 
[image: image993.wmf]v

, střední volné dráhy 
[image: image994.wmf]l

, hustoty plynu 
[image: image995.wmf]r

 a měrné tepelné kapacity plynu 
[image: image996.wmf].
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 Příslušný vzorec je: 
[image: image997.wmf].
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 Střední rychlosti i volné dráhy jsme schopni vypočítat pomocí vzorců uvedených v předchozích úlohách. Pro hledaný koeficient tepelné vodivosti pak dostáváme: 

[image: image998.wmf].
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Dosazením do původního vtahu pro předané teplo pak hned dostáváme obludný, avšak již konečný vzorec:
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Mezi deskami se tedy za 10 minut převede teplo 
[image: image1000.wmf]J.
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72. Určete viskozitu dusíku 
[image: image1001.wmf]h

 za normálních podmínek, víte-li, že jeho součinitel difúze je 
[image: image1002.wmf].
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 Srovnejte s tab. hodnotou. Molární hmotnost dusíku je 
[image: image1003.wmf].
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Dusík pokládejte za ideální plyn.

ŘEŠENÍ: V předchozích úlohách jsme si uvedli, že pro viskozitu plynu platí vzorec 
[image: image1004.wmf],
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 zatímco součinitel difúze se spočte z výrazu 
[image: image1005.wmf].
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 Srovnáním obou vzorečků okamžitě zjišťujeme, že bude platit: 
[image: image1006.wmf].
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 Je tedy potřeba spočítat hustotu dusíku za daných podmínek. K tomu nám pomůže klasická úprava stavové rovnice ideálního plynu. Bude platit:   
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Po dosazení pak získáváme pro hledanou viskozitu konečný vztah


[image: image1008.wmf].
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Viskozita je tedy 
[image: image1009.wmf].
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Důležitá poznámka k úlohám 69-72: U vzorců pro koeficient difúze, viskozitu  a koeficient tepelné vodivosti není konstanta na začátku vzorce zcela přesně ½, jak jsme uváděli v předchozích příkladech. Tento údaj vychází z přibližného teoretického výpočtu, podrobnější rozbor dává poněkud jiné výsledky (viz přednášky či učebnice). Proto se může stát, že uvedené výsledky nemusí zcela přesně souhlasit se skutečnými hodnotami.  

73. Led o hmotnosti 
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 a počáteční teplotě 
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 jsme za atmosférického tlaku zahřívali tak dlouho, až se všechen proměnil ve vodu o teplotě 
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tepla. Určete měrné skupenské teplo tání 
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 ledu. Měrná tepelná kapacita vody je 
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 měrná tepelná kapacita ledu pak 
[image: image1016.wmf].
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ŘEŠENÍ: Celý proces je nutné rozdělit na 3 části. V první dojde k ohřátí ledu z počáteční teploty 
[image: image1017.wmf]1
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 na teplotu tání ledu 
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 (vzhledem k tomu, že proces probíhá za atmosférického tlaku, taje led klasicky při nule stupňů Celsia. Při jiném tlaku by to bylo jinak!). Přitom se spotřebuje teplo 
[image: image1019.wmf](
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 Následně probíhá za konstantní teploty 
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 tání ledu. Při něm se spotřebuje teplo 
[image: image1021.wmf]2
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 dané součinem hmotnosti ledu a hledaného měrného skupenského tepla tání. Platí tedy 
[image: image1022.wmf].
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 V poslední fázi se vzniklá voda zahřeje z počáteční teploty 
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až na výslednou teplotu 
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. Při tomto procesu se spotřebuje teplo 
[image: image1025.wmf](
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 Je jasné, že celkové spotřebované teplo je dáno součtem tepel ze všech tří částí, platí tedy vztah 
[image: image1026.wmf].
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 Po dosazení a úpravě najdeme hledané měrné skupenské teplo tání 
[image: image1027.wmf]t
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. Platí: 
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Měrné skupenské teplo tání ledu je tedy zhruba 
[image: image1029.wmf].
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74. Změna molární entropie při roztávání ledu je 
[image: image1030.wmf].
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 Určete změnu teploty tání 
[image: image1031.wmf],
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 jestliže se vnější tlak změnil z hodnoty 
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 Molární hmotnost vody je 
[image: image1036.wmf].
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ŘEŠENÍ: Je všeobecně známo, že teplota při níž dochází k fázovému přechodu je závislá na tlaku (klasické příklady jsou například Papinův tlakový hrnec, kde voda vaří až při teplotách značně vyšších než 100 stupňů Celsia či situace ve vysokých horách, kde je naopak bod varu vody díky sníženému tlaku posunut směrem dolů). Kvantitativně je možné vyjádřit tyto změny pomocí tzv. Clausiovy-Clapeyronovy rovnice, jež je nejčastěji udávána ve tvaru 


[image: image1037.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1038.wmf].
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Jedná se v podstatě o diferenciální rovnici udávají skutečnost, že podíl elementární změny tlaku ku elementární změně teploty, za níž probíhá fázový přechod, je roven podílu molárního tepla přeměny (množství tepla, které musíme dodat či odebrat, aby se změnila fáze 1 molu látky) a výrazu, v němž je součin termodynamické teploty  a rozdílu  molárních objemů látky v 1. a 2. fázi (
[image: image1039.wmf]m

V

2

 je objem, který zaujímá 1 mol látky ve 2. fázi, 
[image: image1040.wmf]m
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 pak objemu 1 molu látky v 1. fázi). V našem případě máme zadánu změnu entropie, a proto bude potřeba základní rovnici poněkud poupravit. Uvědomíme si, že molární entropie tání při fázové přeměně není nic jiného než podíl tepla, které potřebuje 1 mol na to, aby roztál a termodynamické teploty. Díky tomu platí, že 
[image: image1041.wmf]T
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 a Clausiovu-Clapeyronovu rovnici můžeme přepsat do tvaru 
[image: image1042.wmf].
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 Dále je nutné zjistit molární objemy vody a ledu. Vyjdeme z toho, že máme zadánu molární hmotnost vody (ta je samozřejmě pro obě fáze stejná, jedná se pořád o jednu a tutéž látku!) a hustoty obou fází této látky (ty se samozřejmě liší). Molární objem pak lze snadno vypočítat jako podíl molárních hmotností a příslušných hustot. Platí tedy: 
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 (pro vodu) a 
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 (pro led). Dosazením do rovnice dostáváme 
[image: image1045.wmf].

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

D

=

l

m

v

m

mol

M

M

S

dT

dp

r

r

 Protože změnu entropie můžeme stejně jako molární hmotnost a hustoty vody i ledu pokládat za nezávislou na teplotě (pohybujeme se v poměrně malém rozpětí teplot), je celá pravá strana rovnice jediná konstanta. Díky tomu se vyhneme řešení diferenciální rovnice, můžeme nahradit diferenciální přírůstky klasickými „deltami“ a dostáváme:
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Při počítání s Clausiovou-Clapeyronovou rovnicí je potřeba být velice opatrný na znaménka. V tomto případě má 2. fáze (voda) větší hustotu než led, díky tomu je její molární objem menší (
[image: image1047.wmf]m
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) a při zvýšení tlaku (
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) tedy zákonitě dojde ke snížení teploty fázové přeměny (
[image: image1049.wmf]0
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). Úvahu tohoto typu je potřeba provést u každého příkladu tohoto typu, jinak hrozí, že získaný výsledek bude sice číselně správný, avšak fyzikálně zcela nesmyslný!

Teplota tání vody se při zadaném zvýšení tlaku změní o 
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75. Za atmosférického tlaku 
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 izotermicky stlačíme dusík o hmotnosti 
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28

=

m
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 za předpokladu, že se jeho chování řídí van der Waalsovou rovnicí. Molární hmotnost dusíku je 
[image: image1056.wmf].
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 Konstanty ve van der Waalsově rovnici pro dusík (tyto konstanty se hledají v tabulkách!) jsou:  
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ŘEŠENÍ: Předně musíme vědět, jak vypadá van der Waalsova rovnice, jež se snaží pomocí pro každý plyn specifických konstant a a b vystihnout odchylky od chování ideálního plynu (nenulová velikost molekul, silové působení mezi částicemi plynu…). Nejčastěji je tato rovnice uváděna ve tvaru: 
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kde p je tlak, V objem, T termodynamická teplota, R univerzální plynová konstanta (
[image: image1059.wmf]1
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), n látkové množství a konečně a i b ony již zmiňované konstanty vystihující neideálnost plynu (jejich pravý fyzikální význam je možné velmi jednoznačně objasnit v rámci statistické fyziky). 

My si van der Waalsovu rovnici upravíme tak, abychom měli k dispozici explicitně vyjádřený tlak pomocí ostatních veličin. Platí:


[image: image1060.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1061.wmf](
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Nyní si uvědomíme, že elementární objemovou práci plynu vykonanou při změně objemu o 
[image: image1062.wmf]dV

spočítáme pomocí vzorce 
[image: image1063.wmf].
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 Celkovou vykonanou práci pak stanovíme integrací v mezích daných počátečním objemem plynu 
[image: image1064.wmf]1

V

 a koncovým objemem 
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 (k integraci musíme přistoupit proto, že se tlak plynu během děje spojitě mění. Není proto možné použít jednoduchý vzorec 
[image: image1066.wmf](
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 jenž platí pro izobarický děj, kdy je tlak konstantní!). Integrací podle objemu (teplota vystupuje v integrálu jako konstanta, protože jde o izotermický děj!) a dosazením za tlak pak dostáváme:
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Při úpravě výsledku jsme užili pravidla pro práci s logaritmy. V této chvíli bohužel máme ještě 2 problémy, které nám brání v tom, abychom se dostali ke konečnému výsledku. První z nich spočívá v tom, že neznáme látkové množství n plynu. Máme však zadánu hmotnost a molární hmotnost, a proto jej můžeme snadno spočítat užitím vzorce 
[image: image1068.wmf].
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 Druhý problém je závažnější. Nevíme totiž, jaký byl původní objem plynu 
[image: image1069.wmf].
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 Díky znalosti počátečního tlaku, teploty i látkového množství plynu bychom mohli tento objem spočítat přímo z van der Waalsovy rovnice. Pokud ale vyjádříte z této rovnice objem, zjistíte, že se dopracujete k rovnici 3. stupně (tzn. že se v ní objevuje hledaný objem ve 3. mocnině). Takovéto rovnice bohužel vůbec není snadné počítat; zpravidla je nutné použít nějakou složitější numerickou metodu. Proto si úlohu zjednodušíme tím, že pro výpočet původního objemu využijeme klasicky stavovou rovnici ideálního plynu  
[image: image1070.wmf],
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 Vzhledem k tomu, že na počátku děje byl plyn pod atmosférickým tlakem, a teprve později došlo k jeho stlačení a tudíž zvýšení tlaku, je tento zjednodušující předpoklad vcelku oprávněný (stavová rovnice ideálního plynu platí dobře právě pro nízké tlaky!). Dosazením za n a 
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 pak dostáváme konečný vzorec:
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Číselně je úloha úmyslně zadána tak, aby látkové množství plynu bylo 
[image: image1074.wmf]mol.
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Tím se výpočty přeci jen trochu zjednoduší. Uvedený postup však platí zcela obecně i pro jiná látková množství.

To, že výsledná práce vyšla záporná, je v pořádku. Pokud totiž probíhá stlačování, koná práci okolí, a to se v souladu se znaménkovou konvencí projeví právě záporným výsledkem u práce konané plynem.

Dusík vykonal při svém stlačení práci 
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76. Ve vodě, která při teplotě 
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, jsme rozpustili dusičnan stříbrný o hmotnosti 
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 Vzniklý roztok měl koncentraci 
[image: image1079.wmf].
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 Stanovte hustotu vzniklého roztoku 
[image: image1080.wmf].
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 Molární hmotnost dusičnanu stříbrného je 
[image: image1081.wmf].
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 Hustota vody za uvedené teploty poté 
[image: image1082.wmf].
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ŘEŠENÍ: Je jasné, že hustotu roztoku spočítáme jako podíl jeho hmotnosti a objemu, který zabírá. Platí tedy vztah 
[image: image1083.wmf].
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 Celková hmotnost roztoku bude dána součtem hmotností rozpuštěného dusičnanu stříbrného a vody: 
[image: image1084.wmf].
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 Hmotnost dusičnanu známe, hmotnost vody pak můžeme spočítat z toho, že známe její původní objem 
[image: image1085.wmf]1
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 a příslušnou hustotu 
[image: image1086.wmf].
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Nyní známe hmotnost roztoku a můžeme se pustit do počítání jeho objemu 
[image: image1089.wmf].

r

V

 K tomu nám pomůže znalost koncentrace roztoku. Ta je totiž dána jako podíl látkového množství a objemu. Platí tedy, že 
[image: image1090.wmf].
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 Látkové množství rozpuštěného dusičnanu sice explicitně zadáno nemáme, můžeme jej však snadno spočítat ze známé hmotnosti a molární hmotnosti této látky. Píšeme 
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 Nyní již známe vše potřebné a můžeme dosadit za hmotnost a objem roztoku do původního vzorce. Dostáváme:


[image: image1093.wmf].
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Pozor, při dosazování je třeba dávat velký pozor na jednotky. Pokud se chceme dostat k výsledku v základních jednotkách, je třeba dosazovat v metrech krychlových, molech na metr krychlový apod! Hustota roztoku dusičnanu stříbrného je 
[image: image1094.wmf].
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77. Ve vodě o objemu 
[image: image1095.wmf]l
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 rozpuštěn chlorid sodný o hmotnosti 
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 Určete, jaký by byl osmotický tlak 
[image: image1098.wmf]os
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, kdyby nedošlo k disociaci (tj. kdyby se chlorid sodný ve vodě choval jako slabý elektrolyt). Molární hmotnost chloridu sodného je zhruba 
[image: image1099.wmf].
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ŘEŠENÍ: Osmotický tlak souvisí se snahou rozpouštědla pronikat přes polopropustnou membránu a vyrovnávat koncentraci roztoku tak dlouho, dokud nebude dosažena osmotická rovnováha. Částice rozpuštěné látky (v našem případě chloridu sodného) přes membránu pronikat nemohou. Celý proces má za následek výrazné zvýšení hladiny u roztoku. Toto zvýšení hladiny působí proti gravitaci a je dáno právě osmotickou silou. Bližší informace k tomu, jak osmóza funguje a kde se využívá najdete například na  http://cs.wikipedia.org/wiki/Osm%C3%B3za .

Samotný výpočet osmotického tlaku pro zředěné roztoky je velmi jednoduchý. Platí pro něj vzorec 
[image: image1100.wmf],
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 kde c je molární koncentrace rozpuštěné látky, R univerzální plynová konstanta a T termodynamická teplota. Pro výpočet molární koncentrace, kterou nemáme přímo zadánu, použijeme postupně tradiční vzorce 
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Opět je potřeba být opatrný při dosazování ve správných jednotkách. Osmotický tlak je za daných předpokladů zhruba 
[image: image1104.wmf]kPa.
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 Ve skutečnosti tento výpočet není příliš přesný, protože chlorid sodný se ve vodě chová jako silný elektrolyt a proto pro něj uvedený vzorec neplatí.

78. V ocelové bombě o objemu 
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 spočtená podle modelu ideálního plynu od teploty 
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 spočtené podle van der Waalsovy rovnice s konstantami  
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ŘEŠENÍ: V podstatě nám stačí spočítat teploty nejprve podle stavové rovnice ideálního plynu, poté podle van der Waalsovy rovnice a výsledky porovnat. Podle modelu ideálního plynu platí:
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Užitím van der Waalsovy rovnice pak dostáváme:

[image: image1113.wmf](
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Pozor, všimněte si, že konstanty a i b jsou záměrně zadány v takových jednotkách, aby se za látkové množství mohlo v čitateli dosadit číslo 1 (jako 1 kilomol)! Ve jmenovateli dosazujeme standardně v základních jednotkách, tedy v molech (tedy 1000, jako 1000 molů). Nyní spočteme rozdíl ve výsledku mezi oběma použitými modely. 
[image: image1114.wmf]K.
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 Vidíme, že podle van der Waalsovy rovnice vyšla teplota plynu zhruba o padesát stupňů větší než podle modelu ideálního plynu.

79. Teplota tání olova při tlaku 
[image: image1115.wmf]kPa
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ŘEŠENÍ: Při počítání této úlohy využijeme opět Clausiovu-Clapeyronovu rovnici, s níž jsme se setkali již v úloze 14. Vzhledem k tomu, že nám zde jde nikoliv o molární, ale o měrné veličiny (vztahujeme nikoliv na moly, ale na kilogramy) si ji však budeme muset přepsat do poněkud jiného tvaru. A to do:


[image: image1124.wmf].
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Symbolem 
[image: image1125.wmf]2
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 jsme přitom označili objem jednoho kilogramu olova v kapalném stavu, 
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 pak týž objem v pevném skupenství. Díky tomu jsme mohli vyjádřit objemy pomocí hustot kapalného olova 
[image: image1127.wmf]2
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 a pevného olova 
[image: image1128.wmf].
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 Jaká je souvislost mezi oběma hustotami? Pokud se při tání zvýšil objem z 
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, muselo logicky dojít k poklesu hustoty z hodnoty 
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 (hmotnost se zachovává!). Dosazením do Clausiovy-Clapeyronovy rovnice dostáváme:


[image: image1133.wmf].
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Změny teploty tání jsou v porovnání s její absolutní velikostí extrémně malé (absolutní velikost zhruba 600 kelvinů, změna podle zadání pouze o 0,008K!). Z tohoto důvodu můžeme pokládat pravou stranu rovnice za konstantní, nahradit diferenciály na levé straně deltami a vyhnout se řešení diferenciální rovnice! Chyba, jíž se tímto krokem dopustíme, je naprosto zanedbatelná. Můžeme psát.
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Měrné skupenské teplo tání olova je tedy zhruba 
[image: image1135.wmf].
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80. Na jakou hodnotu 
[image: image1136.wmf]b
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 se z atmosférického tlaku 
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 musí změnit vnější tlak, aby se teplota tání vody snížila z klasické hodnoty 
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 Měrné skupenské teplo tání vody je pak přibližně 
[image: image1144.wmf].
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ŘEŠENÍ: Budeme postupovat velmi podobně jako v minulém příkladu. Opět využijeme Clausiovu-Clapeyronovu rovnici  ve tvaru   


[image: image1145.wmf].
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Bližší zdůvodnění platnosti tohoto vztahu právě v úloze 19. Určitý rozdíl oproti minulému příkladu je v tom, že tentokrát již není rozdíl změny teploty tání způsobené tlakem zcela zanedbatelný vůči absolutní velikosti této teploty (změna je tentokrát jeden stupeň, absolutní velikost necelých 300 stupňů). Z tohoto důvodu by nebylo zcela korektní pokládat pravou stranu rovnice  za konstantu a snažit se nahradit diferenciály deltami. Bude správnější chápat uvedený vztah jako diferenciální rovnici, kterou budeme řešit separací proměnných a následnou integrací v mezích od 
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 u teploty. Tímto postupem dostáváme (měrné skupenské teplo tání i hustoty jsou samozřejmě konstantní, a proto je můžeme vytknout před integrál):


[image: image1150.wmf][

]

MPa.

13,6

Pa

10

6

,

13

ln

1

1

ln

1

1

1

1

1

1

1

1

6

1

2

2

1

2

1

=

×

=

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

Þ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

Þ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

Þ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

Þ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

=

ò

ò

a

t

t

l

v

t

b

T

T

l

v

t

a

b

T

T

l

v

t

p

p

l

v

t

l

v

t

p

T

T

l

p

T

l

p

p

T

dT

l

dp

T

dT

l

dp

T

l

dT

dp

t

t

t

t

b

a

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r


Vnější tlak se tedy musí zvýšit na hodnotu 
[image: image1151.wmf]MPa.
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81. Do vody o teplotě 
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 a hmotnosti 
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 vhodíme kostku ledu o teplotě 
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 Do soustavy vzápětí přilijeme další vodu o teplotě 
[image: image1156.wmf]C
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1

3

=

m

 Stanovte, v jakém stavu se bude soustava nacházet po dosažení termodynamické rovnováhy. Měrná tepelná kapacita vody je  
[image: image1158.wmf],
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 měrná tepelná kapacita ledu 
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 a měrné skupenské teplo tání pro fázový přechod led-voda poté 
[image: image1160.wmf].
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 Celý proces probíhá za normálního atmosférického tlaku 101 325 Pa.

ŘEŠENÍ: Nejdůležitější je zjistit, zda voda je dostatečně teplá (a je jí dostatečné množství) na to, aby dokázala dodat teplo potřebné pro roztátí ledu. Za tímto účelem si spočteme součet tepel 
[image: image1161.wmf]od
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  a 
[image: image1162.wmf],
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 které jednotlivé různě zahřáté vody odevzdají při ochlazení na teplotu tání vody 
[image: image1163.wmf].
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 Tato tepla budou:


[image: image1164.wmf](
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Nyní určíme množství tepla, které by byla nutné dodat ledu, aby všechen roztál. Musíme si uvědomit, že jde o součet tepla 
[image: image1165.wmf]d

Q

1

 potřebného k ohřátí 2 kilogramů ledu na teplotu tání a tepla 
[image: image1166.wmf]d

Q
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 potřebného k tomu, aby tento led roztál. Bude platit:
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Vidíme, že teplo dodané vodou při ochlazení na teplotu tání nestačí na to, aby se kostka ledu zahřála a následně celá roztála. To znamená, že výsledný stav soustavy bude takový, že voda se ochladí na 0 stupňů, led se na 0 stupňů zahřeje a určitá část o hmotnosti 
[image: image1168.wmf]r

m

 jej roztaje. To, o jakou část půjde stanovíme následující úvahou: Teplo dodané při ochlazení vody je 
[image: image1169.wmf].
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 Od něho musíme odečíst teplo 
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 potřebné na zahřátí ledu na teplotu tání. Zbytek se pak využije právě na tání ledu. Bude platit:
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V termodynamické rovnováze bude tedy soustava složená z vody a ledu na teplotě tání 
[image: image1172.wmf]C
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, přičemž ze 2 kilogramů ledu roztaje část o hmotnosti 
[image: image1173.wmf].
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82. Za teploty 
[image: image1174.wmf]C
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 má předmět ze železa tvar krychle s délkou hrany 
[image: image1175.wmf]m
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a předmět ze zinku tvar kvádru s délkou dvou hran rovněž 
[image: image1176.wmf]m
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 Stanovte, za jaké teploty 
[image: image1178.wmf]r
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 budou mít obě dvě tělesa stejný objem. Koeficienty délkové roztažnosti jsou u železa 
[image: image1179.wmf]1
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[image: image1180.wmf].
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ŘEŠENÍ: Při zvýšení teploty se bude objem železného tělesa zvětšovat vzhledem k nižšímu koeficientu roztažnosti pomaleji než u zinku. V důsledku toho se objemy obou těles při určité teplotě 
[image: image1181.wmf]0
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 vyrovnají. K tomu, abychom zjistili, o jakou teplotu se jedná, musíme nejdřív stanovit koeficienty objemové roztažnosti u obou těles. Bude platit:
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Nyní vyjdeme z rovnosti objemů obou těles a ze vzorců pro objemovou roztažnost. Platí:
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Při výpočtu jsme použili vzorec pro objem krychle 
[image: image1184.wmf]3
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 a objem kvádru se dvěma shodnými hranami 
[image: image1185.wmf].
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Objemy obou těles se vyrovnají při teplotě 
[image: image1186.wmf]C
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83. Můžeme změřit zvětšení průměru mosazného válečku způsobené zahříváním  teploty 
[image: image1187.wmf] 
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[image: image1188.wmf]C
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 mikrometrem, který měří s přesností na 0,01 mm? Při teplotě 
[image: image1189.wmf] 

C

5

0

°

=

t

byl průměr válečku 
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          ŘEŠENÍ: Musíme především zjistit, o jakou délku 
[image: image1192.wmf]d

D

 se při uvažovaném zahřátí zvětší průměr válečku. K tomu použijeme známý vzorec pro délkovou roztažnost. Bude platit


[image: image1193.wmf](
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Vidíme, že zvětšení průměru válečku při zahřátí je o něco větší než přesnost mikrometru. To znamená, že zvětšení můžeme daným mikrometrem změřit. Toto měření však nebude vzhledem k malému rozdílu mezi zvětšením průměru a přesností mikrometru příliš přesné.

[image: image1546.wmf]V

84. Do skleněné trubice s koeficientem objemové roztažnosti 
[image: image1194.wmf]1
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, jenž je na jednom konci zatavena, všude má stejný průřez a při teplotě 
[image: image1195.wmf]C
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 se nalije při téže teplotě rtuť s koeficientem objemové roztažnosti 
[image: image1197.wmf]1
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 tak vysoko, že rtutí nevyplněný prostor zachovává při změnách teploty stálý objem. Jak vysoko byla rtuť nalita?

ŘEŠENÍ: Objem rtuti při původní teplotě si označíme 
[image: image1198.wmf],
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 objem celé trubice poté 
[image: image1199.wmf].
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 Při zvýšení teploty o 
[image: image1200.wmf]t
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 se objem rtuti zvětší o hodnotu 
[image: image1201.wmf],

2

V

D

 pro kterou bude podle základního vztahu pro objemovou roztažnost platit vztah
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Stejně tak se však při zahřátí zvětší i objem celé trubice. Pro toto zvětšení bude platit vzorec
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Má-li být objem nevyplněný rtutí nezávislý na teplotě, musí bezpodmínečně platit, že změna objemu rtuti 
[image: image1204.wmf]2
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 je stejná jako změna objemu celé trubice 
[image: image1205.wmf].
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 S využitím tohoto faktu získáváme


[image: image1206.wmf].
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Podíl délek rtuťového sloupce a celé trubice je vzhledem ke stejnému obsahu podstavy stejný jako podíl příslušných objemů. Z tohoto důvodu platí pro původní délku rtuťového sloupce vzorec
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Rtuť byla nalita do výšky 
[image: image1208.wmf]cm.
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85. Ocelový drát byl při teplotě 
[image: image1209.wmf]C
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 upevněn mezi dvě pevné svorky. Teplota prostředí byla 
[image: image1210.wmf]C
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 Youngův modul pružnosti pro ocel je 
[image: image1212.wmf]Pa
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 a součinitel délkové roztažnosti oceli je 
[image: image1213.wmf].
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a) Přetrhne se drát dříve, než vychladne na teplotu prostředí?

b) Při jaké nejvyšší teplotě smí být drát napnut mezi svorky, aby se při chladnutí na teplotu okolí nepřetrhl?

Předpokládejte, že deformace je až do meze pevnosti pružná. 

ŘEŠENÍ: a) Při ochlazování má drát tendenci se zkracovat, což však vzhledem k jeho upevnění mezi pevné svorky není možné. Důsledkem toho dochází s klesající teplotou k postupnému zvětšování vnitřního tlaku v drátu, jež je v souladu s Hookovým zákonem pro pružné deformace úměrné relativnímu zkrácení drátu 
[image: image1214.wmf]e

, k němuž by došlo, kdyby drát nebyl upevněn. Tento tlak závisí na teplotě drátu 
[image: image1215.wmf]t

 vztahem
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kde 
[image: image1217.wmf]E

 je Youngův modul pružnosti, jenž máme zadán. Drát se přetrhne v okamžiku, kdy vnitřní tlak dosáhne meze pevnosti oceli 
[image: image1218.wmf],
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 což nastane při teplotě 
[image: image1219.wmf],
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 pro kterou bude platit vztah


[image: image1220.wmf](

)

.

C

4

,

98

0

0

0

°

-

=

×

-

=

®

×

=

-

®

-

×

×

=

a

s

a

s

a

s

E

t

t

E

t

t

t

t

E

p

p

p

p

p

p


Vidíme, že teplota přetržení drátu je nižší než teplota prostředí. To znamená, že se drát při chladnutí nepřetrhne.

b) Pro hledanou teplotu 
[image: image1221.wmf]max

t

 musí platit, že vnitřní tlak dosáhne meze pevnosti právě ve chvíli, kdy se drát ochladí na teplotu okolí. To znamená, že bude v souladu s vzorci uvedenými v části a) platit vztah
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Drát smí být napjat mezi svorky maximálně při teplotě 
[image: image1223.wmf]C.
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86.  Za velmi nízkých teplot se molární tepelná kapacita chloridu sodného mění s teplotou podle tzv. Debyeova zákona ve tvaru 
[image: image1224.wmf],
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 Spočtete:

a) jaké teplo 
[image: image1226.wmf]Q

 je zapotřebí k ohřátí 
[image: image1227.wmf]2
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 molů NaCl z teploty 
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 při teplotě 
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ŘEŠENÍ: a) Vzhledem k tomu, že v uvedeném intervalu je kapacita funkcí teploty, musíme při výpočtu použít integrální počet. Teplo 
[image: image1235.wmf]Q

d

 potřebné k ohřátí látky o nekonečně malé 
[image: image1236.wmf]T

d

 je dáno vztahem 
[image: image1237.wmf].
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 Celkové teplo nutné k zahřátí z počáteční na koncovou teplotu je pak dáno určitým integrálem, jehož mezemi jsou právě dolní a horní hranice uvažovaného teplotního intervalu. Proto platí:


[image: image1238.wmf]J.
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Je potřeba dodat teplo 
[image: image1239.wmf]J.
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b) Při řešení tohoto úkolu si stačí uvědomit, že průměrná molární tepelná kapacita je dána podílem tepla využitého k ohřátí jednoho molu látky a rozdílu teplot před a po ohřátí. Všechny potřebné údaje jsme již spočetli v části a). Můžeme tedy psát:


[image: image1240.wmf](
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V uvedeném teplotním intervalu je průměrná molární tepelná kapacita 
[image: image1241.wmf].
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c) Skutečnou tepelnou kapacitu při dané teplotě určíme přímým dosazením do Debyeova zákona. Platí tedy 


[image: image1242.wmf].
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Tepelná kapacita při teplotě 50 K je 
[image: image1243.wmf].
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87. Ocelový hřebík o hmotnosti 
[image: image1244.wmf]g

 

50

=

m

 byl zaražen do prkna 
[image: image1245.wmf]20

=

n

 údery kladiva. Hmotnost kladiva byla 
[image: image1246.wmf]kg

5

,

0

=

k

m

 a jeho dopadová rychlost 
[image: image1247.wmf].

s

m

12

1

-

×

=

v

 Ráz považujeme za dokonale nepružný. Jaké je zvětšení teploty hřebíku 
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 tepla vzniklého při dopadech kladiva? Měrná tepelná kapacita oceli je 
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ŘEŠENÍ: Nejprve spočteme celkové teplo 
[image: image1251.wmf]1

Q

 vzniklé při dopadech kladiva na hřebík. Vzhledem k dokonalé nepružnosti rázu je teplo uvolněné při každém z nárazů rovno přímo kinetické energii kladiva před dopadem. Proto můžeme psát, že 
[image: image1252.wmf].
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Toto teplo se využilo na zvýšení teploty hřebíku. Proto musí platit, že
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Hřebík zvýšil svoji teplotu o 
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88. Jaký výkon P potřebujeme vyvinout, chceme-li za čas 
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 měrná tepelná kapacita vody 
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 měrné skupenské teplo tání ledu 
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ŘEŠENÍ: K požadované přeměně ledu v páru dané teploty musí proběhnout celkem čtyři děje, z nichž každý je podmíněn dodáním určitého množství tepla, jež můžeme díky znalosti tepelných kapacit a skupenských tepel snadno spočítat. Nejprve je třeba ohřát led na teplotu tání 0˚ (dodáno teplo 
[image: image1265.wmf]1
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), poté nechat při stálé teplotě roztát led (
[image: image1266.wmf]2
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), následně ohřát vodu na 100˚ (
[image: image1267.wmf]3
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) a nakonec přeměnit vodu v páru (
[image: image1268.wmf]4
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). Pro jednotlivá dílčí tepla platí následující vzorce:
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Celkové teplo, jenž musíme dodat, je pochopitelně dáno součtem dílčích tepel
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Hledaný výkon pak již spočítáme jednoduše jako teplo dělené časem
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Potřebujeme výkon 
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89. Ocelový předmět o hmotnosti 
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 měrná teplená kapacita vody poté 
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ŘEŠENÍ: Ocelový předmět odevzdá při svém ochlazování na výslednou teplotu 
[image: image1280.wmf]1
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 jehož velikost je v souladu s definicí měrné tepelné kapacity dána vztahem 
[image: image1282.wmf](
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 Podobně, voda při zahřátí na teplotu 
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 Protože soustavu pokládáme za tepelně izolovanou, je odevzdané a dodané teplo stejné. Dosazením poté obdržíme rovnici vedoucí po jednoduché úpravě k hledanému výsledku:
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Zjistili jsme, že výsledná teplota soustavy bude 
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90. V nádobě je 
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ŘEŠENÍ: Opět se jedná o snadný příklad na aplikaci kalorimetrické rovnice. Teplo 
[image: image1295.wmf]od

Q

 bude odevzdávat původně teplejší voda a jeho velikost je dána vzorcem 
[image: image1296.wmf](
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 Přijímat bude jednak původně studenější voda (teplo 
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), protože soustava byla na počátku v termodynamické rovnováze. Teplo přijaté kalorimetrem je poté 
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 (pozor, nevystupuje zde neznámá hmotnost nádoby, protože hledáme tepelnou kapacitu a nikoliv měrnou tepelnou kapacitu! Tyto pojmy je potřeba od sebe odlišit).  Z rovnosti odevzdaného a dodaného tepla pak dostáváme:
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Tepelná kapacita nádoby je 
[image: image1301.wmf].
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91. Pět ocelových desek o celkové hmotnosti 
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 Teplota vzplanutí oleje je 
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 a měrná tepelná kapacita oceli je 
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musíme do kalicí lázně použít, aby její konečná teplota byla 
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ŘEŠENÍ: Příklad vypadá díky velkému množství údajů v zadání komplikovaně, ve skutečnosti však nejde o nic jiného, než o klasické užití kalorimetrické rovnice. Uvědomíme si, že ocelové desky odevzdávají teplo 
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 Výraz v závorce přitom vyjadřuje skutečnost, že výsledná teplota má být 
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 Opět jsme přitom využili poznatek o výsledné teplotě soustavy. Hmotnost oleje neznáme a ani znát nemusíme, můžeme ji však vyjádřit pomocí hledaného objemu 
[image: image1314.wmf]V

 vztahem 
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 a několika úpravách pak snadno spočteme hledanou hodnotu. Bude platit:
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Musíme použít olej o objemu 
[image: image1318.wmf]l.
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92. V nádobě je voda o hmotnosti 
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ŘEŠENÍ: Velmi jednoduchá úloha na směšování. Z rovnosti odevzdaného a přijatého tepla dostáváme stejným způsobem jako v předchozích úlohách následující výpočet: 
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Vidíme, že vůbec nepotřebujeme znát měrnou tepelnou kapacitu vody. Příklad by dokonce bylo možné řešit ještě jednodušším postupem pomocí trojčlenky.

Musíme dolít vodu o hmotnosti 
[image: image1325.wmf]kg.
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93. Určete účinnost 
[image: image1326.wmf]h

 skutečného kruhového děje skládajícího se z izotermické expanze při teplotě 
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, izochorického ochlazení, izotermické komprese při teplotě 
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 a následného izochorického ohřátí na počáteční teplotu  
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. Měrná tepelná kapacita pracovního plynu při stálém objemu je 
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 látkové množství tohoto plynu poté 
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Víte, že při izotermické kompresi se plyn stlačil na polovinu svého předchozího objemu (
[image: image1332.wmf]1
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). Celý cyklus znázorněte graficky a spočtenou skutečnou účinnost srovnejte s účinností 
[image: image1333.wmf]id
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, kterou by měl při práci mezi danými teplotami ideální Carnotův cyklus.
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ŘEŠENÍ: Především musíme získat představu o tom, jak vypadá celý cyklus v 
[image: image1334.wmf]V
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 diagramu. Oba izochorické děje jsou charakterizovány tím, že 
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 což znamená, že v diagramu jim odpovídají úsečky rovnoběžné s osou y. Pro izotermické děje je pak konstantní teplota, což s využitím stavové rovnice ideálního plynu 
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 zaručuje konstantnost součinu 
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 (látkové množství ani univerzální plynová konstanta se pochopitelně během cyklu nemění!). Proto je izoterma v 
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 diagramu vlastně částí rovnoosé hyperboly. Celkový průběh cyklu včetně stavů v jednotlivých bodech je patrný z obrázku.

Nyní si uvědomíme, že účinnost cyklu je definována jako podíl práce vykonané plynem za jeden oběh plynem (tj. rozdíl práce vykonané plynem 
[image: image1339.wmf]pl
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 a práce vykonané okolím 
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 v diagramu je výsledek udán jako obsah plochy ohraničené cyklem) a tepla 
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, které bylo plynu během oběhu dodáno. Tedy 
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 Při izochorickém ději se žádná práce nekoná (platí totiž 
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)!. U izotermické komprese pak koná práci okolí  (když stlačujeme plyn, je to námaha pro nás, ne pro ten plyn). Z toho plyne, že jediný děj, kdy koná práci plyn 
[image: image1346.wmf]pl
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, je izotermická expanze (při ní zvětšuje plyn svůj objem, to ho stojí určitou námahu). Můžeme proto psát:
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Při výpočtu jsme využili klasický postup pro práci při izotermickém ději a upravili výsledek pomocí stavové rovnice (expanze probíhala za stálé teploty 
[image: image1348.wmf]1

T

).

Analogicky si spočítáme práci vykonanou vnějšími silami. Opět jde o izotermický děj tentokrát však při teplotě 
[image: image1349.wmf]2

T

), a tak bude platit:


[image: image1350.wmf].

2

ln

2

ln

ln

ln

2

1

1

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

1

2

×

×

×

=

×

×

×

×

=

=

×

×

=

×

×

-

=

×

-

=

×

-

=

Þ

×

=

ò

ò

T

R

n

V

V

T

R

n

V

V

V

p

V

V

V

p

dV

V

V

p

dV

p

W

dV

p

dW

V

V

V

V

ok


Celková práce vykonaná plynem je pak dána vztahem:


[image: image1351.wmf](

)

.

2

ln

2

ln

2

ln

2

1

2

1

T

T

R

n

T

R

n

T

R

n

W

W

W

ok

pl

-

×

×

×

=

×

×

×

-

×

×

×

=

-

=


Nyní je třeba spočítat teplo, které plyn během cyklu přijal. Při izochorickém ochlazení a izotermické kompresi plyn teplo odevzdává (v prvním případě to jde na úkor jeho vnitřní energie, v druhém případě koná okolí práci, vnitřní energie plynu se však díky konstantnosti teploty nezvyšuje, což znamená, že se veškerá práce musí projevit jako teplo předané plynem do okolí). Naopak, při izochorickém ohřátí je dodáno teplo 
[image: image1352.wmf]dod

Q

1

 (ohřátí je možné právě a jen díky tomu, že teplo plynu dodáváme), při izotermické expanzi pak teplo 
[image: image1353.wmf]dod

Q

2

 (to není nic jiného než práce, kterou plyn vykoná při expanzi; jeho vnitřní energie se nemění!). Nyní musíme obě dodaná tepla spočítat. V prvním případě nám pomůže znalost molární tepelné kapacity při stálém objemu 
[image: image1354.wmf]R

C

V
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=

5
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6

 (jde o izochorický děj!). Proto bude platit:


[image: image1355.wmf](
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U izotermické expanze si pak musíme uvědomit, že jsme dodané teplo vlastně již spočítali! Nejde totiž o nic jiného než o práci vykonanou při expanzi. Platí tedy:


[image: image1356.wmf].
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Dosazením do vzorce pro účinnost a jednoduchou úpravou pak získáváme konečný výsledek. Platí:


[image: image1357.wmf](
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Nyní ještě spočteme, jakou účinnost by měl ideální Carnotův cyklus pracující mezi stejnými teplotami. Pro něj platí známý vzorec 
[image: image1358.wmf].
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Vidíme tedy, že účinnost daného cyklu je 
[image: image1359.wmf],

085

,
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h

 zatímco Carnotův cyklus pracující mezi stejnými teplotami by dosáhl účinnosti 
[image: image1360.wmf].
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 Tím se opět potvrzuje, že Carnotův cyklus má pro danou teplotu chladiče a ohřívače nejvyšší možnou účinnost.

[image: image1548.wmf]1
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94. Izochorickým dějem se původní tlak 
[image: image1361.wmf]kPa
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 ideálního plynu o objemu 
[image: image1362.wmf]l
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 zvětšil na čtyřnásobnou hodnotu 
[image: image1363.wmf].
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 Následně tento plyn izobaricky ochladíme na objem 
[image: image1364.wmf]1
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. Uvažujeme, že jde o jednoatomový ideální plyn s Poissonovou konstantou 
[image: image1365.wmf].

3

5

=

k

 Určete práci vnějších sil 
[image: image1366.wmf],

W

 celkové teplo 
[image: image1367.wmf]Q

 a změnu vnitřní energie 
[image: image1368.wmf]U

D

 plynu během popsaného procesu.

ŘEŠENÍ: Nejprve stanovíme práci vnějších sil během celého procesu. Stačí si uvědomit, že při izochorickém ději se žádná práce nekoná. Díky tomu nám stačí spočítat práce vykonaná při ději izobarickém probíhajícím za stálého tlaku  
[image: image1369.wmf]kPa.
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 Pro tuto práci bude platit vzorec (jde o děj za stálého tlaku, a proto se můžeme vyhnout integrování!) 


[image: image1370.wmf](
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Počítáme pouze velikost práce a nedodržujeme tudíž znaménkovou konvenci (viz poznámka na konci příkladu). Při jejím využití by výsledek musel být záporný! 

Při výpočtu změny tepla si musíme uvědomit, že při izochorickém zvýšení tlaku na čtyřnásobnou hodnotu se nekoná práce a zároveň dochází ke zvýšení teploty na hodnotu 
[image: image1371.wmf]1

2
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(plyne to z faktu, že pro izochorický děj 
[image: image1372.wmf].

konst
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 je podle stavové rovnice ideálního plynu podíl 
[image: image1373.wmf]T

p

 konstantní). Díky tomu roste vnitřní energie plynu a teplo tedy musí být systému dodáváno. Pro velikost takto dodaného tepla 
[image: image1374.wmf]1

Q

 (a zároveň zvýšení vnitřní energie 
[image: image1375.wmf]1
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) pak platí:
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Při výpočtu jsme využili skutečnosti, že molární tepelné kapacity při stálém objemu 
[image: image1377.wmf]V

C

 a při stálém tlaku 
[image: image1378.wmf]p

C

 lze spočítat ze zadané Poissonovy konstanty pomocí vzorce 
[image: image1379.wmf]V
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 a Meyerova vztahu 
[image: image1380.wmf]R
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(podrobněji v úlohách na Meyerův vztah v předchozích částech). Po dosazení jsme získali výsledky 
[image: image1381.wmf]R
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 a 
[image: image1382.wmf].
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 Na závěr jsme využili stavovou rovnici ideálního plynu ve tvaru 
[image: image1383.wmf].
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Při izobarickém ději klesá teplota plynu, což znamená, že se snižuje i jeho vnitřní energie, a to o hodnotu 
[image: image1384.wmf].
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D

 Navíc, vnější síly dodají plynu práci 
[image: image1385.wmf].

W

  Díky tomu musí plyn v souladu s 1. termodynamickým zákonem odevzdat do okolí teplo 
[image: image1386.wmf],

2

Q

 jehož velikost bude dána vztahem


[image: image1387.wmf](
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Při výpočtu jsme uvážili fakt, že při izobarickém snížení objemu na polovinu, musí dojít rovněž k ochlazení na polovinu původní termodynamické teploty (to plyne ze skutečnost, že pro stálý tlak platí 
[image: image1388.wmf].

konst
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). Následně jsme užili stavovou rovnici ve tvaru 
[image: image1389.wmf].
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Vnitřní energie se sníží o hodnotu 
[image: image1390.wmf],

2
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 jíž můžeme spočítat následujícím způsobem:


[image: image1391.wmf](
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Opět jsme využili stavovou rovnici a vztahy platné pro izobarický děj. Nyní již známe vše potřebné proto, abychom mohli určit požadované hodnoty. Celkový přírůstek vnitřní energie je dán vzorcem 


[image: image1392.wmf]kJ.
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(při výpočtu jsme uvážili fakt, že při prvním ději vnitřní energie roste, při druhém klesá).

Celkové teplo odevzdané během procesu je dáno rozdílem tepla 
[image: image1393.wmf]2

Q

 odevzdaného plynem během izobarického ochlazení a tepla 
[image: image1394.wmf]1

Q

 dodaného při izochorickém ději. Bude platit:


[image: image1395.wmf]kJ.
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Vnitřní energie se tedy celkem zvýšila o hodnotu 
[image: image1396.wmf]kJ,
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 plyn odevzdal teplo 
[image: image1397.wmf]kJ
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 a vnější síly vykonaly práci 
[image: image1398.wmf]kJ.
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 Všimněte si platnosti vztahu 
[image: image1399.wmf].
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 Tento vztah neudává nic jiného než splnění 1. termodynamického zákona pro daný proces.

Důležitá poznámka: Při výpočtech jsme pracovali pouze s velikostmi jednotlivých dodaných a odevzdaných tepel či práce vykonané okolím. Nedodržovali jsme tedy znaménkovou konvenci. To v této úloze nevadí, je však potřeba si u každého děje uvědomit, zda je dané teplo přijímáno či odevzdáváno a důsledně uplatňovat 1. termodynamický zákon! 

[image: image1549.wmf]1
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95. Uvažujme tzv. Dieselův cyklus složený z následujících čtyř dějů: 1) Adiabatická komprese z objemu 
[image: image1400.wmf]1

V

 na objem 
[image: image1401.wmf].

2
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 2) Izobarická expanze z objemu 
[image: image1402.wmf]2

V

 na objem 
[image: image1403.wmf]3

V

 3) Adiabatická expanze zpět na objem 
[image: image1404.wmf]1

V

 4) Izochorické ochlazení probíhající při objemu 
[image: image1405.wmf].

1

V

 Pro popis tohoto cyklu se zavádí kompresní poměr 
[image: image1406.wmf]2
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 a plnící poměr 
[image: image1407.wmf].
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 Dokažte, že účinnost tohoto cyklu 
[image: image1408.wmf]h

 je pouze funkcí  těchto dvou konstant a Poissonovy konstanty pracovního plynu 
[image: image1409.wmf]k

. Tuto funkci nalezněte. Pracovní plyn cyklu pokládejte za ideální.

ŘEŠENÍ: Předně si musíme uvědomit, jak vůbec Dieselův cyklus vypadá v 
[image: image1410.wmf]V

p

-

 diagramu. Základní představu (získanou ze stavové rovnice ideálního plynu a z Poissonova zákona 
[image: image1411.wmf]konst
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 platného pro adiabatické děje) máme uvedenu na obrázku k úloze. 

Víme, že účinnost cyklu je dána vztahem 
[image: image1412.wmf],

dod

Q
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h

 kde W  je práce vykonaná plynem za jeden oběh (je dána rozdílem práce plynu 
[image: image1413.wmf]pl

W

 a práce vnějších sil  
[image: image1414.wmf]ok

W

, v diagramu je udána jako obsah plochy ohraničené cyklem!) a 
[image: image1415.wmf]dod

Q

 teplo, které plyn během jednoho cyklu přijal. Proto je potřeba zjistit, kdy vlastně plyn koná práci. Určitě to nebude při izochorickém ochlazení (nemění se objem) ani při adiabatické kompresi (tehdy konají práci vnější síly 
[image: image1416.wmf]ok

W

!). Naopak při izobarické expanzi vykoná plyn práci 
[image: image1417.wmf],

1

pl

W

 a při adiabatické expanzi pak práci 
[image: image1418.wmf].
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 Pro tyto práce budou podle vzorců odvozených a používaných při řadě předchozích příkladů (pro adiabatickou expanzi užijeme vzorec z příkladu 5 v 2. části) platit  vztahy:
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[image: image1420.wmf](
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Při výpočtech jsme důsledně užívali definice kompresního a plnícího poměru. Uplatnili jsme rovněž stavovou rovnici ideálního plynu ve tvaru 
[image: image1421.wmf].
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 Prováděli jsme také různé matematické úpravy založené na počítaní s mocninami apod. Je vhodné si celý postup důkladně projít.

Nyní musíme podobným způsobem spočítat práci okolních sil vykonanou při adiabatické kompresi. Pro její velikost (nikoliv znaménko podle znaménkové konvence!) bude v souladu s příkladem 5 z 2. části) platit:
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Pro celkovou vykonanou práci W potom můžeme psát


[image: image1423.wmf](
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V tuto chvíli je samozřejmě možné namítnout, že uvedený výsledek nám není nic platný, protože obsahuje dvě proměnné, které neznáme (látkové množství n, teplota 
[image: image1424.wmf]2

T

) Brzy však uvidíme, že se tyto proměnné v dalším výpočtu vykrátí.

Přistupme proto k určení tepla 
[image: image1425.wmf]dod

Q

 dodaného do systému. Je třeba si uvědomit, že při adiabatických změnách k žádným tepelným výměnám nedochází, a proto je při nich teplo dodané plynu rovno 0. Při izochorickém ochlazení je teplo ze systému naopak odebíráno, což vede při nulové vykonané práci ke snížení vnitřní energie. Jediným dějem, kdy je tedy teplo plynu během cyklu dodáváno, je tedy izobarická expanze. Tehdy je plynu dodáno teplo 
[image: image1426.wmf](
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 přičemž část tohoto tepla se zužitkuje jako práce vykonaná plynem, zbytek poslouží ke zvýšení vnitřní energie. Využitím známého vztahu pro izobarický děj  
[image: image1427.wmf]konst
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 pak dostáváme:
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Nyní je třeba stanovit molární tepelnou kapacitu plynu 
[image: image1429.wmf].
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 Užitím definičního vztahu pro Poissonovu konstantu 
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 a Meyerova vztahu 
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 postupně dostáváme:


[image: image1432.wmf].
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Nyní konečně dosadíme do vzorce pro účinnost cyklu. Bude platit:


[image: image1433.wmf](
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Po řadě algebraických úprav jsme tedy dospěli k výsledku. Vidíme, že účinnost Dieselova cyklu je skutečně dána pouze oběma zadanými poměry a Poissonovou konstantou plynu. Příslušnou funkci jsme poté určili jako 
[image: image1434.wmf](

)

(

)

.

1

1

1

1

-

×

-

×

-

=

-

j

k

j

e

h

k

k


[image: image1550.wmf]1
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96. Stanovte účinnost 
[image: image1435.wmf]h

 Ottova cyklu skládajícího se z následujících 4 dějů: 1) Adiabatická komprese z objemu 
[image: image1436.wmf]1

V

 na objem 
[image: image1437.wmf]2

V

 2) Izochorické zahřátí z teploty 
[image: image1438.wmf]2
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 na teplotu 
[image: image1439.wmf]3
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 3) Adiabatická expanze z objemu 
[image: image1440.wmf]2

V

 zpět na objem 
[image: image1441.wmf]1
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 4) Izochorické ochlazení z teploty 
[image: image1442.wmf]4

T

 zpět na počáteční teplotu 
[image: image1443.wmf].
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 Máte zadánu Poissonovu konstantu plynu 
[image: image1444.wmf]k

 a tzv. kompresní poměr 
[image: image1445.wmf].
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ŘEŠENÍ: Na počátku je jako obvykle třeba získat představu o tom, jak uvedený cyklus vypadá v 
[image: image1446.wmf]V

p
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 diagramu. K tomu nám poslouží znalosti o průběhu izochor a adiabat z předchozích příkladů. Přibližný nákres cyklu je patrný z obrázku.

Nyní si vzpomeneme, že účinnost cyklu je definována jako 
[image: image1447.wmf],
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 kde W je práce vykonaná během jednoho cyklu plynem zmenšená o práci vykonanou vnějšími silami (v diagramu je znázorněna jako obsah plochy ohraničené cyklem!) a 
[image: image1448.wmf]dod

Q

 teplo dodané během oběhu do systému. Práci W  bychom mohli stejně jako v minulé úloze počítat díky znalosti vzorců pro práci během adiabatické expanze a komprese (při izochorických dějích je práce samozřejmě nulová). V této úloze však bude výhodnější vyjít z toho, že celková změna vnitřní energie za celý cyklus musí být rovna 0 (dostáváme se zase do stejného stavu jako na začátku, tudíž je stejná teplota, a tedy i vnitřní energie!). Z 1. termodynamického zákona pak vyplývá, že práci plynu lze vyjádřit jako rozdíl dodaného tepla 
[image: image1449.wmf]dod
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 a odevzdaného tepla 
[image: image1450.wmf].
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 Vzorec pro účinnost cyklu tak můžeme přepsat do tvaru:
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Nejprve spočteme dodané teplo  
[image: image1452.wmf]dod

Q

. Je jasné, že při adiabatických dějích tepelná výměna vůbec neprobíhá, a při izochorickém stlačení je teplo ze systému naopak odebíráno. Díky tomu bude teplo dodáváno pouze během izochorického zahřátí z teploty 
[image: image1453.wmf]2
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 na 
[image: image1454.wmf]3
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. Velikost tohoto tepla lze pomocí látkového množství plynu n a jeho molární tepelné kapacity 
[image: image1455.wmf]V
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 vyjádřit následovně:
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Velmi podobným způsobem vyjádříme i velikost odevzdaného tepla 
[image: image1457.wmf].
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 Již víme, že k odevzdávání dochází pouze při izochorickém ochlazení z teploty  
[image: image1458.wmf]4
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 zpět na počáteční teplotu 
[image: image1459.wmf].
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 Díky tomu bude platit:
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Dosazením do vzorce pro účinnost cyklu pak okamžitě dostáváme:


[image: image1461.wmf](
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Nyní bude potřeba nějakým způsobem vyjádřit rozdíly teplot pomocí zadaného kompresního poměru 
[image: image1462.wmf]2
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a Poissonovy konstanty 
[image: image1463.wmf].
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 K tomu se nám bude hodit Poissonův zákon ve tvaru 
[image: image1464.wmf]1
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 (používali jsme jej již např. v úloze 11 ve 2. části) užitý postupně pro oba adiabatické procesy. Pro adiabatickou expanzi dostáváme vztah 
[image: image1465.wmf],
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  pro adiabatickou kompresi poté 
[image: image1466.wmf].
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 Vhodným odečtením obou rovnic a vytknutím 
[image: image1467.wmf]1
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 na straně druhé pak získáváme:
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Vidíme, že se nám rozdíly teplot skutečně podařilo vyjádřit pomocí zadaných veličin. Dosazením do vzorce pro účinnost pak dostáváme konečný vzorec:


[image: image1470.wmf].
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Účinnost Ottova cyklu je tedy dána vztahem 
[image: image1471.wmf].
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97. Určete změnu volné entalpie 
[image: image1472.wmf]G

D

 dusíku o hmotnosti 
[image: image1473.wmf],
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 jestliže byl plyn při teplotě 
[image: image1474.wmf]K
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 izotermicky stlačen z počátečního objemu 
[image: image1475.wmf]1
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 na koncový 
[image: image1476.wmf].
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 Molární hmotnost dusíku je 
[image: image1477.wmf].
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ŘEŠENÍ: Gibbsova energie čili volná entalpie je termodynamický potenciál definovaný vztahem 
[image: image1478.wmf],
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 kde 
[image: image1479.wmf]H

 je entalpie, 
[image: image1480.wmf]T

 termodynamická teplota a 
[image: image1481.wmf]S

 entropie. Jednotkou volné entalpie je joule. Nezaměňujte volnou entalpii 
[image: image1482.wmf]G

 a entalpii 
[image: image1483.wmf]H

, jedná se o dva různé potenciály! Diferenciací definičního vzorce a využitím vztahu pro elementární změnu entalpie 
[image: image1484.wmf]dH

odvozeného v úloze 24 2. části dostáváme
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Výraz 
[image: image1486.wmf]dS
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 je však podle matematické formulace 2. věty termodynamické roven 0. Uvážíme-li navíc, že se jedná o izotermický děj a platí tudíž, že 
[image: image1487.wmf],
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 můžeme pro tento případ rovnou psát vztah 
[image: image1488.wmf].
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 Vzhledem k tomu, že jde o izotermický děj, platí pro součin objemu a tlaku vztah 
[image: image1489.wmf].

1

1

konst

V

p

V

p

=

×

=

×

 Pokud tedy došlo ke snížení objemu z hodnoty 
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 tlak se naopak zvýšil z počátečního stavu 
[image: image1492.wmf]1
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 na koncový 
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  Celkovou změnu volné entalpie určíme integrací v mezích od 
[image: image1494.wmf]1
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 do 
[image: image1495.wmf].
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 S využitím výše uvedených vztahů můžeme psát:
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Při výpočtu jsme využili stavovou rovnici ideálního plynu ve tvaru 
[image: image1497.wmf].

3

4

ln

1

1

×

×

×

=

×

T

R

M

m

V

p

m


Volná entalpie plynu se zvětšila o hodnotu 
[image: image1498.wmf].
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[image: image1551.wmf]1
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98. Určete nejpravděpodobnější rychlost molekul plynu řídících se Maxwellovým rozdělením.

ŘEŠENÍ: S Maxwellovým rozdělením i různými významnými rychlostmi (konkrétně nejpravděpodobnější rychlost 
[image: image1499.wmf]p

v

, střední rychlost 
[image: image1500.wmf]v

 a střední kvadratická rychlost 
[image: image1501.wmf]2

v

) jsme se již setkali u úloh ke 3. testu. Nyní si ukážeme, jak se odvodí nejpravděpodobnější rychlost, jež udává maximum rozdělovací funkce (viz obrázek). Napíšeme si tuto rozdělovací funkci
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zderivujeme ji podle rychlosti v a získanou derivaci položíme rovnu 0 (jde o obecný postup pro hledání maxim funkcí!). Dostáváme:
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[image: image1504.wmf](
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Při derivování jsme užili pravidla pro součin a složené funkce. Dále jsme využili toho, že vytknuté konstanty se nikdy nule rovnat nemohou. Tak jsme dostali dvě možná řešení. První, udávající, že nejpravděpodobnější je nulová rychlost, je fyzikálně zjevný nesmysl (jde vlastně o minimum rozdělovací funkce). Správně je tedy druhé řešení udávající nejpravděpodobnější rychlost jako 
[image: image1505.wmf]m
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 (při úpravě na druhý tvar stačí využít vztah mezi univerzální plynovou konstantou R a Boltzmannovou konstantou k). Trošku složitějším způsobem jdou spočítat i další dvě charakteristické rychlosti pro Maxwellovo rozdělení. Vychází:


[image: image1506.wmf].
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Vidíme tedy, že mezi velikostmi charakteristických rychlostí platí vztah 
[image: image1507.wmf]2
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 (viz obr.).

99. Určete práci W vykonanou plynem řídícím se van der Waalsovou rovnicí s konstantami  
[image: image1508.wmf]1
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ŘEŠENÍ: Z van der Waalsovy rovnice si nejprve spočteme teplotu plynu 
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Nyní si uvědomíme, že elementární objemovou práci plynu vykonanou při změně objemu o 
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spočítáme pomocí vzorce 
[image: image1516.wmf].

dV

p

dW

×

=

 Celkovou vykonanou práci pak stanovíme integrací v mezích daných počátečním objemem plynu 
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 a koncovým objemem 
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 (k integraci musíme přistoupit proto, že se tlak plynu během děje spojitě mění. Není proto možné použít jednoduchý vzorec 
[image: image1519.wmf](

)

,

1

2

V

V

p

W

-

×

=

 jenž platí pro izobarický děj, kdy je tlak konstantní!). Ze základního tvaru van der Waalsovy rovnice si vyjádříme tlak jako funkci objemu; budeme za něj muset v dalším výpočtu dosadit:  
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Nyní již můžeme přistoupit k samotné integraci:
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Vidíme tedy, že plyn při expanzi vykonal podle modelu van der Waalsovského plynu práci 
[image: image1522.wmf]kJ.

829

,

4

=

W


100. Spočtete, při jaké teplotě 
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  bude vřít voda při vnějším tlaku 
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Měrné skupenské teplo vypařování u vody je 
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 Hustota vody v kapalném skupenství při dané teplotě je 
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 Hustotu vodních par pokládejte za konstantně rovnou hodnotě  
[image: image1530.wmf].
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ŘEŠENÍ: Při zvýšeném tlaku se zvyšuje rovněž teplota varu vody. Této skutečnosti se využívá například u Papinova hrnce. K tomu, abychom mohli tuto skutečnost podchytit kvantiitativně, použijeme Clausiovu-Clapeyronovu rovnici ve tvaru:
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Bližší vysvětlení uvedeného vzorce najdete v úloze 19 3. části. Rozdíl oproti tomuto příkladu je v tom, že závislost teploty varu na tlaku je vzhledem k velkému rozdílu hustot v obou skupenstvích poměrně výrazná, a proto není možné pokládat pravou stranu za konstantní. Budeme tedy chápat uvedený vztah jako diferenciální rovnici, kterou budeme řešit separací proměnných a následnou integrací v mezích od 
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 u tlaku respektive 
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 do 
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 u teploty. Tímto postupem dostáváme (měrné skupenské teplo varu i obě hustoty je možné pokládat za konstantní, a proto je můžeme vytknout před integrál):
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Teplota varu by za zadaného tlaku měla dosáhnout zhruba hodnoty 
[image: image1537.wmf]K.
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 Výpočet však není příliš přesný, protože hustota vodní páry je pochopitelně funkcí teploty a tlaku, což při výpočtu nebylo zohledněno.
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