Příklady z termodynamiky – 2.B 

(děje s ideálním plynem, kruhový děj) 
 1. Izobarickým dějem zvýšil 
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. Jakou práci 
[image: image4.wmf]W

 přitom vykonal a jaké teplo 
[image: image5.wmf]Q

 přitom přijal?

ŘEŠENÍ: Hélium má jakožto jednoatomový ideální plyn molární tepelnou kapacitu při stálém objemu 
[image: image6.wmf].
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 Molární tepelnou kapacitu při stálém tlaku, jíž budeme potřebovat při výpočtu přijatého tepla při izobarickém ději spočteme pomocí Meyerova vztahu 
[image: image7.wmf].
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 Pro přijaté teplo pak bude v souladu s tím, jak je definována molární tepelná kapacita, platit vztah
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K určení vykonané práce použijeme 1. termodynamický zákon, podle něhož musí být nárůst vnitřní energie 
[image: image9.wmf]U
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 roven rozdílu dodaného tepla a vykonané práce. Platí tedy 
[image: image10.wmf].
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 Změnu vnitřní energie však můžeme snadno spočítat podle vzorce 
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 Po dosazení získáváme
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Plyn vykonal práci 
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a přijal teplo 
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2. Kolik tepla 
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 musíme dodat héliu o objemu 
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 , aby při stálém tlaku 
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zvětšilo svůj objem na dvojnásobný (
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ŘEŠENÍ: Stejně jako v předchozí úloze pokládáme hélium za ideální plyn mající molární tepelnou kapacitu při stálém objemu 
[image: image19.wmf].
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 Díky tomu můžeme spočítat při izobarickém ději dodané teplo podle vztahu 
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 Problém je v tom, že neznáme ani látkové množství ani to, o kolik se změnila teplota. Víme však, že při izobarickém ději platí Charlesův zákon, podle něhož je 
[image: image21.wmf]konst
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. Díky tomu se teplota musela zvýšit stejně jako objem na dvojnásobek. Platí tedy vzorec 
[image: image22.wmf].
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 Dále můžeme vyjádřit látkové množství ze stavové rovnice ideálního plynu pro situaci na začátku uvažovaného děje, čímž získáme vztah 
[image: image23.wmf].
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 Po dosazení do výše uvedeného vzorečku pak můžeme psát
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Musíme dodat 
[image: image25.wmf]J

1500

=

Q

tepla.

3. Určete měrné tepelné kapacity 
[image: image26.wmf]v
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 a 
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 neznámého plynu, víte-li, že při teplotě 
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 je jeho hustota 
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 a Poissonova konstanta plynu je 
[image: image31.wmf]4

,

1

=

k

. Univerzální plynová konstanta je 
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ŘEŠENÍ: Vyjdeme klasicky z Meyerova vztahu 
[image: image33.wmf]R
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, který dává do souvislosti molární tepelné kapacity při stálém objemu 
[image: image34.wmf]V
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 a při stálém tlaku 
[image: image35.wmf].
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 V naší úloze však máme určovat měrné a nikoliv molární tepelné kapacity. Z tohoto důvodu Meyerův vztah vydělíme molární hmotností plynu 
[image: image36.wmf],
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čímž dostaneme výraz
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf].
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Nyní je potřeba do výpočtu nějakým způsobem zakomponovat zadanou Poissonovu konstantu, pro níž platí vztah 
[image: image39.wmf].
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 To uděláme tak, že výše uvedený vztah vydělíme měrnou tepelnou kapacitou při stálém objemu 
[image: image40.wmf].
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 Po úpravě pak dostáváme:
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V tuto chvíli již máme vzorec pro hledanou tepelnou kapacitu 
[image: image42.wmf].
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Je však ještě třeba spočítat zatím neznámou molární hmotnost plynu 
[image: image43.wmf].
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 K tomu nám velmi dobře poslouží stavová rovnice ideálního plynu. Bude platit:
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Dosazením do získaného výrazu pro tepelnou kapacitu pak dostáváme:


[image: image45.wmf](
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Pro měrnou tepelnou kapacitu při stálém tlaku 
[image: image46.wmf]p
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 pak s užitím Meyerova vztahu okamžitě získáváme:


[image: image47.wmf].
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Měrná tepelná kapacita neznámého plynu při stálém objemu je 
[image: image48.wmf],
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 jeho měrná tepelná kapacita při stálém tlaku je pak 
[image: image49.wmf].
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4. Píst ve válci stroje se posunul o délku 
[image: image50.wmf]cm,
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čímž se tlak ve válci zvětšil z 
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 Celý děj probíhal adiabaticky. Určete počáteční objem vzduchu 
[image: image53.wmf]1
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ve válci, je-li plocha pístu 
[image: image54.wmf].
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 Poissonova konstanta daného plynu je 
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ŘEŠENÍ: Zvětšení tlak bude mít za následek zmenšení objemu, a to o 
[image: image56.wmf].
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 Pro adiabatický děj dále platí Poissonův zákon, jenž můžeme zapsat ve tvaru 


[image: image57.wmf].
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Díky tomu můžeme psát
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Počáteční objem plynu byl 
[image: image59.wmf]l.
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5.  V 
[image: image60.wmf]V
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 diagramu nakreslete cyklus 1234 skládající se ze dvou izochor (12,34) a dvou izobar (23,41). Předpokládejte, že počáteční stav je definován veličinami 
[image: image61.wmf]1
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 a dále, že platí 
[image: image62.wmf].
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 Uvedený cyklus poté překreslete ještě do diagramu 
[image: image63.wmf].
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ŘEŠENÍ: Nejprve nakreslíme do diagramu počáteční bod 1 daný souřadnicemi 
[image: image64.wmf]1
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 (tlak vynášíme na osu y, objem pak na osu x!). Děj 12 je izochorický, což znamená, že se objem nemění a grafem je tedy úsečka rovnoběžná s osou y. Tím se dostaneme do bodu 2 mající souřadnice  
[image: image65.wmf].
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 Následuje izobarický děj 23, kde se nemění tlak, a proto je grafem úsečka rovnoběžná s osou x. Vzniklý bod 3 má souřadnice 
[image: image66.wmf].
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 Děj 34 je izochorický, a tak se po úsečce rovnoběžné s osou y dostaneme do bodu 4:  
[image: image67.wmf].

,

4

1

4

1

4

p

p

V

V

=

×

=

 To, že tlak v bodě 4 musí být stejný jako v bodě 1 vyplývá z faktu, že poslední děj 41 je podle zadání opět izobarický! Výsledným obrazcem je, jak můžeme vidět z obrázku, obdélník.

  Nyní přistoupíme k překreslení grafu do diagramu 
[image: image68.wmf].
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 Opět vyjdeme z počátečního bodu 1 o souřadnicích 
[image: image69.wmf]1
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 (tentokrát vynášíme objem na osu y a teplotu na osu x!). Pro izochorický děj 12 platí Charlesův zákon (jednoduchý důsledek stavové rovnice IP) ve tvaru 
[image: image70.wmf].
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  Protože tlak se zvětšil dvakrát, získáváme snadno vztah 
[image: image71.wmf].
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 Grafem děje 12 je tedy úsečka rovnoběžná s osou x a bod 2 má souřadnice 
[image: image72.wmf].
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 Následuje izobarický děj 23 splňující Gay – Lussacův zákon ve tvaru 
[image: image73.wmf].
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 Protože platí 
[image: image74.wmf],
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 získáváme okamžitě vyjádření 
[image: image75.wmf].
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 Díky tomu se po úsečce, jež tentokrát není rovnoběžná s žádnou ze souřadnicových os, ale zato leží na přímce procházející počátkem, do bodu 3 se souřadnicemi 
[image: image76.wmf].
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 Pro následující izobarický děj 34 platí opět Gay- Lussacův zákon ve tvaru 
[image: image77.wmf].
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 Z předchozí části úlohy však víme, že platí 
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 Díky tomu okamžitě získáváme, že 
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 Tím se po úsečce rovnoběžné s osou x dostáváme do bodu 4 se souřadnicemi  
[image: image80.wmf].
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 Průběh celého cyklu je patrný z obrázku.


[image: image81]
Cvičení 1: Ideální plyn přejde ze stavu 
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 izotermickou kompresí do stavu 
[image: image83.wmf],
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 a z něho pak izobarickou expanzí do 
[image: image84.wmf],
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 z něhož se následně izochorickým dějem vrací do původního stavu. Načrtněte cyklus v p-V a V-T diagramu a určete pro každý děj kvalitativně, co se děje s vnitřní energií, prací a teplem.      

6.  Jak se změní v přiblížení ideálního plynu vnitřní energie 
[image: image85.wmf]U

 kyslíku o hmotnosti 
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, který je zahřán z teploty 
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 jestliže proces zahřátí probíhá 

a) při stálém objemu

b) při stálém tlaku

c) adiabatickou kompresí

Molární hmotnost kyslíku je 
[image: image88.wmf].
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ŘEŠENÍ: Především je třeba si uvědomit, že vnitřní energie ideálního plynu je stavovou veličinou závisející pouze na teplotě! To znamená, že ve všech třech uvažovaných případech bude výsledek stejný, protože záleží pouze na počáteční a koncové teplotě plynu, a ne na tom, jakým dějem zahřátí probíhá. S uvážením faktu, že molární tepelná kapacita při stálém objemu je pro kyslík 
[image: image89.wmf]R
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  a toho, že pro látkové množství platí vzorec 
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  můžeme psát
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Vnitřní energie se ve všech uvažovaných případech změnila o 
[image: image92.wmf]J.
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7. Carnotův stroj pracuje s účinností 
[image: image93.wmf]%.
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 Jak se má změnit teplota ohřívače 
[image: image94.wmf],

1

T

 aby účinnost vzrostla na 
[image: image95.wmf]?

%

50

2

=

h

 Teplota chladiče je konstantně 
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ŘEŠENÍ: Účinnost Carnotova cyklu je obecně dána vztahem 
[image: image97.wmf],
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[image: image98.wmf]1
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 je teplota ohřívače a 
[image: image99.wmf]2
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 teplota chladiče. Sestavíme si tedy dvě rovnice o dvou neznámých, jimiž budou počáteční a koncová teplota chladiče 
[image: image100.wmf]1
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 resp. 
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Po dosazení konkrétních hodnot (
[image: image103.wmf]K
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!) a vyřešení uvedené soustavy zjistíme, že platí: 
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 Hledaná změna pak bude dána vztahem 
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Teplotu ohřívače musíme zvýšit o 
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8. Určete celkovou práci 
[image: image107.wmf]W

, a účinnost 
[image: image108.wmf]h

 u vratného kruhového děje skládajícího se z izobarické expanze, izochorického ochlazení a izotermické komprese. Srovnejte účinnost tohoto cyklu s účinností ideálního Carnotova cyklu, pracují-li oba mezi teplotami 
[image: image109.wmf]K
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 Předpokládejte, že plyn je dvouatomový, a že jeho látkové množství je 
[image: image111.wmf]mol.
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ŘEŠENÍ: Ještě předtím, než přistoupíme k samotnému výpočtu, je vhodné si uvědomit, jak vypadá grafické znázornění cyklu v p – V diagramu. S využitím faktu, že izobarickému ději odpovídá úsečka rovnoběžná s osou x a izochorickému ději úsečka rovnoběžná s osou y, dostaneme průběh znázorněný na obrázku.
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Je jasné, že při izobarické expanzi se teplota plynu zvyšuje z počátečné hodnoty 
[image: image113.wmf]K
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 na koncovou 
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 (plyne to z faktu, že pro izobarický děj platí, že 
[image: image115.wmf]konst
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) . Při následném izochorickém ochlazení se teplota vrací zpět na 
[image: image116.wmf]K
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, kde zůstává pochopitelně po celou izotermickou kompresi. Při výpočtu celkové práce musíme uvážit, kdy koná práci samotný plyn, a kdy okolí. Při izobarické expanzi plyn zvětšuje svůj objem, a přitom vykoná práci 
[image: image117.wmf].
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 Během následného izochorického děje se pochopitelně žádná práce nekoná (
[image: image118.wmf]0
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)! Při izotermické kompresi je plyn stlačován, a proto okolí vykoná práci 
[image: image119.wmf].

3

W

 Z této úvahy okamžitě plyne, že pro celkovou práci cyklu bude platit vztah 
[image: image120.wmf].
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Pro práci při izobarické expanzi pak můžeme psát 
[image: image121.wmf](
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 Hodnoty tlaku ani objemu však neznáme, a proto si musíme pomoct jinak. S užitím stavové rovnice ideálního plynu 
[image: image122.wmf]T
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 dostáváme:
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Nyní již máme vyjádřenou práci 
[image: image124.wmf]1

W

 pomocí veličin, které známe. Dále přistoupíme k výpočtu práce 
[image: image125.wmf].
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 Jde o izotermickou kompresi, a proto bude pro velikost práce vykonané okolím platit známý vzorec 
[image: image126.wmf]1
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 (tento vztah je uveden v příslušné tabulce, k odvození je ale třeba integrál). Opět bohužel neznáme příslušné objemy ani tlaky. S tímto problémem si poradíme užitím stavové rovnice a vztahu 
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 plynoucího z faktu, že pro izobarický děj je podíl objemu a teploty konstantní. Díky tomu můžeme psát:


[image: image128.wmf].
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Výsledný vztah pro celkovou práci cyklu pak zní: 
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Celková práce cyklu je 
[image: image130.wmf].
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 Nyní budeme počítat teplo a změny entropie v jednotlivých částech cyklu. Především si musíme uvědomit, kdy plyn teplo přijímá, a kdy jej odevzdává. Při izobarické expanzi se zvyšuje teplota a plyn navíc koná práci, což znamená, že teplo musí být podle 1. termodynamického zákona přijímáno. Pro celkové množství tepla 
[image: image131.wmf]1
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 přijatého v průběhu tohoto děje platí známý vztah 
[image: image132.wmf](
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[image: image133.wmf]p
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 přitom značí molární teplenou kapacitu při stálém tlaku. Víme, že pro molární tepelnou kapacitu při stálém objemu 
[image: image134.wmf]v
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 u dvouatomového plynu platí 
[image: image135.wmf].
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Užitím Meyerova vztahu pak okamžitě dostáváme: 
[image: image136.wmf].
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 Pro teplo 
[image: image137.wmf]1
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 dodané plynu během izotermického děje tak bude platit: 
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 EMBED Equation.3  [image: image139.wmf]
V závěrečné fázi určíme účinnost cyklu. Víme, že účinnost je definována jako podíl celkové práce vykonané během cyklu ku celkovému teplu dodanému plynu. Práci 
[image: image140.wmf]W

 již máme spočítánu, pro dodané teplo 
[image: image141.wmf]dod

Q

 platí vzhledem k tomu, že plyn teplo přijímá jen během izochorické expanze vztah 
[image: image142.wmf].
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 Po dosazení získáváme:


[image: image143.wmf](
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Účinnost cyklu je tedy 
[image: image144.wmf].
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 Spočtěme ještě, jakou účinnost by měl ideální Carnotův cyklus pracující mezi stejnými teplotami. Pro jeho účinnost 
[image: image145.wmf]id
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 platí známý vzorec:


[image: image146.wmf].
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Vidíme, že Carnotův cyklus pracující mezi stejnými teplotami by měl mnohem větší účinnost než námi uvažovaný cyklus. To je v souladu s tím, že Carnotův ideální kruhový děj má pro dané teploty ohřívače a chladiče maximální možnou účinnost.
[image: image225.wmf]V

9. Stanovte účinnost 
[image: image147.wmf]h

 Ottova cyklu skládajícího se z následujících 4 dějů: 1) Adiabatická komprese z objemu 
[image: image148.wmf]1
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 na objem 
[image: image149.wmf]2
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 2) Izochorické zahřátí z teploty 
[image: image150.wmf]2

T

 na teplotu 
[image: image151.wmf]3

T

 3) Adiabatická expanze z objemu 
[image: image152.wmf]2

V

 zpět na objem 
[image: image153.wmf]1

V

 4) Izochorické ochlazení z teploty 
[image: image154.wmf]4

T

 zpět na počáteční teplotu 
[image: image155.wmf].
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 Máte zadánu Poissonovu konstantu plynu 
[image: image156.wmf]k

 a tzv. kompresní poměr 
[image: image157.wmf].
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ŘEŠENÍ: Na počátku je jako obvykle třeba získat představu o tom, jak uvedený cyklus vypadá v 
[image: image158.wmf]V

p
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 diagramu. K tomu nám poslouží znalosti o průběhu izochor a adiabat z předchozích příkladů. Přibližný nákres cyklu je patrný z obrázku.

Nyní si vzpomeneme, že účinnost cyklu je definována jako 
[image: image159.wmf],
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 kde W je práce vykonaná během jednoho cyklu plynem zmenšená o práci vykonanou vnějšími silami (v diagramu je znázorněna jako obsah plochy ohraničené cyklem!) a 
[image: image160.wmf]dod

Q

 teplo dodané během oběhu do systému. Práci W  bychom mohli stejně jako v minulé úloze počítat díky znalosti vzorců pro práci během adiabatické expanze a komprese (při izochorických dějích je práce samozřejmě nulová). V této úloze však bude výhodnější vyjít z toho, že celková změna vnitřní energie za celý cyklus musí být rovna 0 (dostáváme se zase do stejného stavu jako na začátku, tudíž je stejná teplota, a tedy i vnitřní energie!). Z 1. termodynamického zákona pak vyplývá, že práci plynu lze vyjádřit jako rozdíl dodaného tepla 
[image: image161.wmf]dod
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 a odevzdaného tepla 
[image: image162.wmf].
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 Vzorec pro účinnost cyklu tak můžeme přepsat do tvaru:
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Nejprve spočteme dodané teplo  
[image: image164.wmf]dod

Q

. Je jasné, že při adiabatických dějích tepelná výměna vůbec neprobíhá, a při izochorickém stlačení je teplo ze systému naopak odebíráno. Díky tomu bude teplo dodáváno pouze během izochorického zahřátí z teploty 
[image: image165.wmf]2
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 na 
[image: image166.wmf]3

T

. Velikost tohoto tepla lze pomocí látkového množství plynu n a jeho molární tepelné kapacity 
[image: image167.wmf]V
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 vyjádřit následovně:
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Velmi podobným způsobem vyjádříme i velikost odevzdaného tepla 
[image: image169.wmf].
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 Již víme, že k odevzdávání dochází pouze při izochorickém ochlazení z teploty  
[image: image170.wmf]4
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 zpět na počáteční teplotu 
[image: image171.wmf].
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 Díky tomu bude platit:
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Dosazením do vzorce pro účinnost cyklu pak okamžitě dostáváme:
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Nyní bude potřeba nějakým způsobem vyjádřit rozdíly teplot pomocí zadaného kompresního poměru 
[image: image174.wmf]2
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a Poissonovy konstanty 
[image: image175.wmf].
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 K tomu se nám bude hodit Poissonův zákon ve tvaru 
[image: image176.wmf]1
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 užitý postupně pro oba adiabatické procesy. Pro adiabatickou expanzi dostáváme vztah 
[image: image177.wmf],
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  pro adiabatickou kompresi poté 
[image: image178.wmf].
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 Vhodným odečtením obou rovnic a vytknutím 
[image: image179.wmf]1
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 na straně jedné a 
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 na straně druhé pak získáváme:
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Vidíme, že se nám rozdíly teplot skutečně podařilo vyjádřit pomocí zadaných veličin. Dosazením do vzorce pro účinnost pak dostáváme konečný vzorec:
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Účinnost Ottova cyklu je tedy dána vztahem 
[image: image183.wmf].
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Cvičení 2: Pomocí Poissonova zákona v proměnných V a T ukažte, že účinnost Ottova cyklu lze vyjádřit rovněž pomocí teplot vztahem 
[image: image184.wmf].

2

1

2

T

T

T

-

=

h

  Dále dokažte, že tato hodnota je menší, než by byla pro Carnotův cyklus pracující ve stejném rozmezí teplot, kde by byla účinnost 
[image: image185.wmf].
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 (protože nejvyšší teplota v cyklu je T3 a nejnižší T1). 

[image: image226.wmf]p


10. Uvažujme tzv. Dieselův cyklus složený z následujících čtyř dějů: 1) Adiabatická komprese z objemu 
[image: image186.wmf]1

V

 na objem 
[image: image187.wmf].
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 2) Izobarická expanze z objemu 
[image: image188.wmf]2

V

 na objem 
[image: image189.wmf]3
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 3) Adiabatická expanze zpět na objem 
[image: image190.wmf]1
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 4) Izochorické ochlazení probíhající při objemu 
[image: image191.wmf].
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 Pro popis tohoto cyklu se zavádí kompresní poměr 
[image: image192.wmf]2
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 a plnící poměr 
[image: image193.wmf].
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 Dokažte, že účinnost tohoto cyklu 
[image: image194.wmf]h

 je pouze funkcí  těchto dvou konstant a Poissonovy konstanty pracovního plynu 
[image: image195.wmf]k

. Tuto funkci nalezněte. Pracovní plyn cyklu pokládejte za ideální. 
ŘEŠENÍ: Předně si musíme uvědomit, jak vůbec Dieselův cyklus vypadá v 
[image: image196.wmf]V
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 diagramu. Základní představu (získanou ze stavové rovnice ideálního plynu a z Poissonova zákona 
[image: image197.wmf]konst
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 platného pro adiabatické děje) máme uvedenu na obrázku k úloze. 

Víme, že účinnost cyklu je dána vztahem 
[image: image198.wmf],
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 kde W  je práce vykonaná plynem za jeden oběh (je dána rozdílem práce plynu 
[image: image199.wmf]pl

W

 a práce vnějších sil  
[image: image200.wmf]ok

W

, v diagramu je udána jako obsah plochy ohraničené cyklem!) a 
[image: image201.wmf]dod

Q

 teplo, které plyn během jednoho cyklu přijal. Proto je potřeba zjistit, kdy vlastně plyn koná práci. Určitě to nebude při izochorickém ochlazení (nemění se objem) ani při adiabatické kompresi (tehdy konají práci vnější síly 
[image: image202.wmf]ok

W

!). Naopak při izobarické expanzi vykoná plyn práci 
[image: image203.wmf],
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 a při adiabatické expanzi pak práci 
[image: image204.wmf].
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 Pro tyto práce budou podle vzorců odvozených a používaných při řadě předchozích příkladů (pro adiabatickou expanzi užijeme vzorec z příkladu 5 v 2. části) platit  vztahy:
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[image: image206.wmf](
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Při výpočtech jsme důsledně užívali definice kompresního a plnícího poměru. Uplatnili jsme rovněž stavovou rovnici ideálního plynu ve tvaru 
[image: image207.wmf].
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 Prováděli jsme také různé matematické úpravy založené na počítaní s mocninami apod. Je vhodné si celý postup důkladně projít.

Nyní musíme podobným způsobem spočítat práci okolních sil vykonanou při adiabatické kompresi. Pro její velikost (nikoliv znaménko podle znaménkové konvence!) bude v souladu s příkladem 5 z 2. části) platit:
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Pro celkovou vykonanou práci W potom můžeme psát
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V tuto chvíli je samozřejmě možné namítnout, že uvedený výsledek nám není nic platný, protože obsahuje dvě proměnné, které neznáme (látkové množství n, teplota 
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) Brzy však uvidíme, že se tyto proměnné v dalším výpočtu vykrátí.

Přistupme proto k určení tepla 
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 dodaného do systému. Je třeba si uvědomit, že při adiabatických změnách k žádným tepelným výměnám nedochází, a proto je při nich teplo dodané plynu rovno 0. Při izochorickém ochlazení je teplo ze systému naopak odebíráno, což vede při nulové vykonané práci ke snížení vnitřní energie. Jediným dějem, kdy je tedy teplo plynu během cyklu dodáváno, je tedy izobarická expanze. Tehdy je plynu dodáno teplo 
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 přičemž část tohoto tepla se zužitkuje jako práce vykonaná plynem, zbytek poslouží ke zvýšení vnitřní energie. Využitím známého vztahu pro izobarický děj  
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 pak dostáváme:
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Nyní je třeba stanovit molární tepelnou kapacitu plynu 
[image: image215.wmf].
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 Užitím definičního vztahu pro Poissonovu konstantu 
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 a Meyerova vztahu 
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 postupně dostáváme:
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Nyní konečně dosadíme do vzorce pro účinnost cyklu. Bude platit:
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Po řadě algebraických úprav jsme tedy dospěli k výsledku. Vidíme, že účinnost Dieselova cyklu je skutečně dána pouze oběma zadanými poměry a Poissonovou konstantou plynu. Příslušnou funkci jsme poté určili jako 
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Cvičení 3: Izochorickým dějem se původní tlak 
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 ideálního plynu o objemu 
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 a látkovém množství 0,5 mol zvětšil na čtyřnásobnou hodnotu 
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 Následně tento plyn izobaricky ochladíme na objem 
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. Zakreslete proces (nejedná se o uzavřený kruhový děj) v p-V diagramu. Následně určete pomocí stavové rovnice ideálního plynu teplotu T1 a následně diky vztahům pro jednotlivé děje i teploty T2 a T3. Nakonec překreslete proces do p-T diagramu a určete práci vykonanou vnějšími silami během procesu. 
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