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1 Predmluva

Tato sbirka tloh je urcéena predevsim studentum Fakulty aplikovanych véd Zapado-
¢eské univerzity v Plzni jako dopliikovy materidl k predmétu Linedrni Systémy 1 (zkratka
KKY/LS1) vyucovaném na Katedie kybernetiky.

V tomto vydani jsou diskutovény vybrané ¢asti tohoto predmétu (tj. toto vydani
neni obsahové vycerpavajici napln predmétu KKY/LS1). Duraz je kladen zejména na
diferencialni rovnice, které se v tomto kurzu bézné nevyucuji, ale jejich znalost je klicova
k pochopeni latky. Upozornujeme, ze nékteré pozadované ¢ésti teorie KKY/LS1 byly
pro svoji jednoduchost vynechdny (napf. testovani riditelnosti, pozorovatelnosti, nebo
robustnosti ve stabilité). Piislusné priklady lze najit ve skriptech k predmétu.

Posledni kapitola je chdpana jako bonusova z toho duvodu, ze jeji obsah (diskrétni sys-
témy) je predmétem studia zejména v navazujicim kurzu KKY/LS2.

Na zacatku kazdé kapitoly je struéné shrnuta dulezitd teorie, nacez nasleduje nékolik
feSenych prikladu. Vsechny piiklady jsou vypracovany postupné po elementarnich tikonech
ve snaze co nejlépe osvétlit ¢tenari principy postupu jejich feseni. Na konci kazdého oddilu
¢i kapitoly je nékolik dalsich piikladu s vysledky uréenych k samostatnému procviceni.

Pokud v tomto vydani ¢tenar nalezne chyby, necht’ se nevaha obratit na autory. Vitany
jsou jakékoliv pozitivni i (konstruktivné) negativni ohlasy, ndméty a pripominky.

Plzen, 2017
Plzen, 2018 (drobné tprava) Jan Krejéi (jkrejei@students.zcu.cz)

Martin Goubej (mgoubej@ntis.zcu.cz)
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1.1 Znaceni

Symbol Vyznam
N mnozina prirozenych ¢isel
R mnozina realnych cisel
R mnozina kladnych redlnych ¢isel
Ry mnozina kladnych redlnych cisel véetné nuly
C mnozina komplexnich ¢isel
n {meN:m<n}={1,2,...,n}
n {meNy:m<n}={0,1,2,...,n}
A B, C matice
diag(ay, ..., an) diagonalni matice s prvky ay, ..., a, na hlavni diagondle
I jednotkovd matice, diag(1,...,1) € R™*"
0,0 nulova matice, nebo vektor
det(A) determinant matice A
rank(A), r(A) hodnost matice A
AB,C operatory

f/(x)’ f//(x)7 f//l<x>

prvni, druhd, tfeti derivace funkce f(x) podle proménné x

f@), f(1), f(t)

prvni, druhd, tfeti derivace funkce f(¢) podle proménné ¢

0 () n-té derivace funkce f(z) podle proménné x

j.g_: n-ta derivace funkce f podle proménné &
arf, d f n-ty totalni diferencial funkce f, f

n, U mnozinovy prunik, sjednoceni
Dom(f) defini¢ni obor funkce f
Ran(f) obor hodnot funkce f

RS, = priblizné

~ ekvivalence mnozin, nebo funkci




2 Linearni obycejné diferencialni rovnice s konstant-
nimi koeficienty

2.1 Uvod k diferencialnim rovnicim

Diferencialni rovnice, zkracené DR, jsou takové rovnice, ve kterych vystupuji vyrazy obsa-
hujici derivace hledané neznamé funkce nezavislé proménné (az do fadu n). Na rozdil od
rovnic algebraickych (napt. kvadratickd rovnice) neni fesenim ¢islo, ale funkce vyhovujici
predpisu dané DR. V teorii systémi ddvaji obecné DR do vztahu vstupy u(?) []a vystupy
y(t), popiipadé stav systému x(t). Obecné pouzitelny analyticky zpusob feseni libovolnych
DR neexistuje, analytické metody existuji pouze pro feSeni nékterych specidlnich tvara DR.
Ostatni DR lze fesit numericky. Diferencialni rovnice mohou mit obecné nekoneéné reseni.
Pii praci s dynamickymi systémy ¢asto sledujeme vyvoj vystupu nebo stavu v dusledku
zadanych pocatecnich podminek a funkce vstupu. Pri hlﬁ(ﬁm’ reseni potom klademe poza-
davky na hledanou funkci ve tvaru y*)(¢;) € R (V)k € n — 1, poté miize mit pifslusna DR
jen jedno konkrétni fesent’ R R

Diferencidlnim operatorem (napf. L, nebo D) rozumime néjakou kombinaci koeficientu
(¢isla/funkce) a derivacf, pusobicich na hledanou, nebo vstupni funkei.

V linearnich systémech pracujeme ¢asto se skalarni linearni diferencialni rovnici s konstant-
nimi koeficienty, zkrdcené L-ODR s KK, fddu n > 0 a jejich soustavami tddu 1 (stavovy
model).

Definovat skaldrni L-ODR s KK n-tého fadu muzeme napiiklad nésledovné.

. Homogenn rovnice L[y(t)] = 0

Y () + apay ™) + . ary () + agy(t) = 0, (1)
ar € RVEk € n.

~

e Nehomogennf rovnice L[y(t)] = Dfu(t)]:

n— m<n
dt” + Z ak dtk y Z bl dtl (2>
akeRVke@, bleRWem.

Koeficient u n-té (nejvyssi) derivace ¢asto uvazujeme bez djmy na obecnosti jako a, = 1
(pokud a,, # 1, muzeme hodnotou tohoto koeficientu diky linearité DR vydélit obé strany

! Abychom mohli uréit feseni DR, vstupn{ funkce mus{ byt zaddna: napt. u(t) = sin(t).
2Uloha zadan4 s takovymi podminkami se nazyvé “Cauchyova’, nebo “poéiteéni”.

S . At)—
*Znatent: §(t) = y'(t) =y (1) = fFy(t) = Jim GO
4Homogenitou je zde mysleno, ze rovnost plati i pro a € R nésobek libovolného feseni.



a dostavdme novou ekvivalentni rovnici). Jejich celkové feseni je sou¢tem homogenniho a
partikularniho feSeni ve tvaru

y(t) = yn(t) + yp(t) ZCGA’“%LZD t)eMt, A, € C Vk € 7. (3)

kde Ay jsou kofeny charakteristické rovnice (odpovidajici pélum pii popisu systému), C
jsou konstantni koeficienty a Dy funkce ¢asu urcujici prispévek dilc¢ich fundamentalnich
funkei (médu) do celkové odezvy. Homogenni feseni y, ma v teorii systému typicky fyzi-
kalni vyznam odezvy vystupu systému na zadané pocateéni podminky bez pusobem vstupu
(tj. feseni homogenni rovnice pii zadanych po¢atecnich podminkach y* (ty),k € n — 1)
a y, predstavuje vysledek pusobeni vstupu pii nulovych pocatecnich podminkach (fesent
nehomogenni rovnice pro y*)(¢y) = 0(V)k.

Zkousku spravnosti feseni 1ze provést jednoduse dosazenim funkce y(t) do predpisu DR.
Nelinearni diferencialni rovnice jsou namisto linearni kombinace derivaci hledané funkce po-
psény obecné libovolnou funkei f (¢, y(t), y(t),...,y™ () = 0.

Soustavu prvniho fadu L-ODR s KK muzeme definovat nasledovné.

e Homogenni soustava rovnic prvniho fadu x(t) = Ax(¢):

(1) a1 Q12 o Qip x1(t)
To(t) (1 Q22 -+ Aoy xo(t)

= . . . , (4)
jn (t) an,l an,2 Tt an7n l’n(t)

Qg 5 eR VZ,] € ﬁ

e Nehomogenni rovnice %(t) = Ax(t) + bu(t):

xl(t) ay1 QAir2 -+ Q1n 1 (t) bl
xQ(t) 21 Q22 -+ QA2n T2 (t) b2

- : : .. : ' : + : ’ u(t), (5>
(1) Ap1 Gp2 “*° QGnpp x,(t) by,

a,; ERVi,jen, b eRVien

Postup Teseni ma stejné schéma jako u skalarnich rovnic s tim rozdilem, Zze namisto cha-
rakteristického polynomu fesime tlohu na vlastni ¢isla a vlastni sméry (resp. vektory).
Soustavu rovnic prvniho fadu muzeme sestrojit z jedné diferencidlni rovnice popisujici sys-
tém vhodnou volbou tzv. stavovych proménnych z;(t), tak ziskdme tzv. stavovy model
systému.



2.2 Metody reSeni v ¢asové oblasti
2.2.1 Prima integrace
Pifm4 integrace je nejjednodussi metodou feseni DR, aplikovatelnou na rovnice ve tvaru’|

C(r) = u(t), ()

y(t) muzeme tedy chapat jako primitivni funkei k funkei w(t) na néjakém intervalu I a
integrovat tedy funkei u(t) podle t. Takovy postup je matematicky zcela korektni.
Muzeme rovnici fesit ale i jinak: rovnost vynasobime dt a obé strany integrujeme. Tento
postup je matematicky ilegalni - derivace je limita, a ne matematicky “¢isty” podil, ale
pro nase ucely takovy postup casto pouzit muzeme, pokud vyjdeme z definice derivace
Ly(t) = % (po vynasobeni At dostavame hodnotu y(t) séitdnim u(t) pres nekoneéné malé
casové useky At — 0, coz odpovida integrovani). Vysledkem tedy je

= y(t) = / w(t)dt = U(t) + C, C € R, (1)

kde integracni konstanta ma obvykle vyznam poc¢atecni podminky. Jedna se tedy o cviceni
klasického integrovani’| - piivodni tvar oviem chdpeme jako diferencidlni rovnici s cilem

vvvvvv

o Poznamka: pii feseni Cauchyovskych dlol[1] (tj. se zadanym pozadavkem na y(to) € R)
Ize efektivné vyuzit nasledujici integral (po vyjddieni y(¢) dostaneme feSeni rovnou):

yit) = o) = [ ulr)dr = U], = UE) - Ule) ®)

to

Resené priklady: prima integrace

Priklad 1. Reste diferencidlni rovnici se zadanou pocateéni podminkou

y(t)
y(0) =

5Rovnice tohoto tvaru popisuji systém nazyvany “integrator”, nebo také “integraéni ¢len prvniho fadu”.

SRovnost funkei plati samoziejmé jen na néjakém definiénim oboru - intervalu I, pifpadné v celém R
(maximalni Feseni), tedy Dom(y) = Dom(u) = Dom(U) = I.

"Cauchyova (pocateéni) podminka: ¢ty = 0, tj. y(0) € R. Naproti tomu okrajové podminky jsou dvé:
tpoééteém’a tkoncové7 y(tpoééteénf)a y(tkoncové) eR.

t,
1.




Reseni:
e Integrujeme pravou stranu diferencidlni rovnice, ziskdme tak obecné feseni

2
y(t):/tdt:%JrC, CeRr.

e Dosadime pocateéni podminku a uré¢ime konstantu C'

2

y(O)zlz%—i—C, = C=1.

e Nakonec dosadime za (', a uré¢ime podminky rovnosti. Tak ziskame finalni tvar vysledku
a tedy celkové teseni zadané diferencidlni rovnice s pocdtecnimi podminkami (tj. feSeni
pocétecni ulohy)

t2

y(t) = 5 +1, Dom(y) =R.

o Poznamka: vysledek lze snadno ziskat pouzitim vzorce

t ,7_2 t t2
y(t) :/ rdr + y(0) = {—} +1=—-+1
0 2, 2
o Poznamka: vysledek lze ponékud obtiznéji ziskat pouzitim obecnéjsiho postupu feseni
L-ODR s KK (popséno v ivodni ¢asti):
- konstantni feseni y(t) = K oc¢ividné neexistuje,
- TeSeni homogenni rovnice vypadé nasledovné:

yt) =0 = M =0 = \ =0 = FS={"}={1} = y(t)=C-1, C €R,

- TeSenim homogenni rovnice je tedy konstanta,
- TeSeni nehomogenni rovnice metodou variace konstant vypada nésledovneé:

C € R nahradime funkei casu: C(t) = y,(t) = C(t) - 1, derivujeme:
) ) +2
y(t) = C(t), dosadime do vychozi rovnice: C(t) =t = C(t) = BY
- obecné feseni pak bude rovno souctu y(t) = yn(t) + y,(1),

t2
y(t):C—l—;,CER,

- jak vidime, vysledek je totozny jako pii feseni prvni metodou.
o Poznamka: derivovanim se lze snadno presvédéit o spravnosti vysledku (zkouska).




Priklad 2. Reste diferencialni rovnici s nulovymi poc¢atecnimi podminkami

Y (t) = sin(t),
i(0) =0, 5(0) =0, y(0) = 0.

Resenti:
. Integrujemeﬁ pravou stranu diferencidlni rovnice ttikrat po sobé

i(t) = /sin(t)dt = —cos(t) + A, AeR,
it = / ()t = / (= cos(t) + Aldt = —sin(t) + At + B, A, B € R,

o Poznamka: abychom nemuseli po néasledujici (posledni) integraci psét %, definujeme
konstantu K £ é. Protoze A € R, tak i K € R. Vysledek se trochu zjednodusi. Uréime
obecné Teseni zadané diferencialni rovnice

y(t) = /y(t)dt = /[— sin(t) + At + Bldt = cos(t) + Kt* + Bt + C, K,B,C € R,
= y(t) = cos(t) + Kt* + Bt + C, K,B,C € R.
e Dosadime pocatecni podminky a uréime konstanty
J(0) =—cos(0)+ A=—-14+A=0 = A=1(K =
y(0)=—sin(0)+1-0+B=0+0+B=0 = B=0,
y(()):cos(O)+%OQ+O-t+C:1—|—O+O—|—C:O = C=-1.

e Nakonec dosadime za konstanty a uré¢ime podminky rovnosti. Tak ziskdme findlni tvar
vysledku a tedy obecné feSeni zadané pocatecni ulohy

1
y(t) = cos(t) + 5 t* — 1, Dom(y) = R.

Piiklad 3. Reste diferencidlni rovnici se zadanou podminkou
_t-=3

24t

z(1) = 0.

() — t

8Je tieba nezapomenout na integracni konstanty!

8



Reseni:
e Rozlozime raciondlné lomenou funkei na pravé strané na parcidln{ zlomkyf’|

t—3 N 1 +7’2
tt+1) t+1 ¢t

napr.
residuova véta

4 3
Ct+1 ot
e Pievedeme ¢ na pravou stranu a integrujeme s pouzitim vzorce

x(t)

‘43 21’
/1<7_+1—;+T)d7: [41n\7’+1\—31n]7’\+%1

1

t? 1
=4ln|t+1]-3ln|t|+ = —4In2 — —.

2 2
e Vysledek zadané Cauchyho tlohy tedy muzeme zapsat jako

12 1
x(t) =4In|t+ 1| — 3In |t| + 3 —4In2 — =, Dom(z) =R

Priklad 4. Vypocitejte impulsni a prechodovou charakteristiku integratoru.
Reseni:

e Pro obecnost predpokldadejme, ze vstup u(t) je ndsoben konstantou k € R. Déle predpo-

kladejme, ze systém byl v ¢ase to = 0 v klidu (nulovd pocatecni podminka), zdporny cas
neuvazujeme. Na zdkladé toho pak sestavime Cauchyho tlohu

a) Impulsni charakteristika

e Impulsni charakteristika je z definice odezva na Diracovu 6(t) distribuci, tedy u(t) = §(¢)

o090 = | ks(r)dr = k1(0),

y(t) = k1(t), Dom(y) =R",
kde 1(t) je jednotkovy skoK™|

YMELICHAR, Jiii - GOUBEJ, Martin: Linedrni systémy 1, uc¢ebni text, KKY 2016, str. 35-37, Rozklad
racionalni lomené funkce na parcidlni zlomky.

YFunkee 1(¢) je také zndmd jako H(t), Heavisideova funkce. 1(t) =0, t <0, 1(t) = 1,¢t > 0.



b) Prechodova charakteristika
e Piechodova charakteristika je z definice odezva na jednotkovy skok, tedy u(t) =

9(t) = k1(0),
y(t) — y(t) = / K1(r)dr = kt,

y(t) = kt, t e R™.

o Poznamka: vysledky ovéite se skripty[l]

1

(1),

Priklady na samostatné procviceni

Reste nasledujici diferencidlni rovnice s uvedenymi podminkami.

Piiklad 1. y(t) =32 +¢+5, y(1) =2 )
(yt)=*+5 +5t—19)

Priklad 2. g(t) =2, y(1) =15
(y(t)=2Inl|t|+15)

Pitklad 3. g(t) —e ' =1, y(0) = —1
(yt)=t—e")

2.2.2 Separace proménnych

Metoda separace proménnych se vyuziva pro diferencialni rovnice ve tvaru

9(t) + f(y)y =0,
formalné spravné feseni (z teorie funkci vice proménnych) je tvaru

t

Hity(®) = |

67

g(T)dr + /ﬁy f(s)ds=C, C €R.

e V prvnim kroku hleddme konstantni feseni (ptame se, jestli 3K € R : y(t) = K).

(10)

Rovnice tvaru (9) lze fesit i jinak: vyndsobenim rovnice dz ji prevedeme do tvaru, ze
na jedné strané rovnosti se vyskytuje jedna proménnd, y(t), a na druhé strané druhd

HUMELICHAR, Jiif - GOUBEJ, Martin:Linedrni systémy 1, uéebni text, KKY 2016, kap. 3.2, str. 51,

Impulsni a prechodové funkce elementarnich ¢lenu.

10



promeénna, t, s prislusnymi diferencialy. Takovou rovnici pak muzeme “integrovat” - kazdou
stranu podle prislusné proménné

fly)dy = —g(t)dt, (11)
/f(y)dy = — /g(t)dt +C, CeR. (12)

Timto postupem jsme oc¢ividné dospéli ke stejnému vysledku jako v ponékud komplikova-
néjsim fesent v bodé ([10)).

o Poznamka: rovnice, které toto splnuji, ¢asto nejsou linedrni.

o Poznamka: specialnimi piipady rovnic se separovanymi proménnymi jsou homogenni
linedrni DR pruniho 7ddu (tedy s, i bez konstantnich koeficientu).

Resené piiklady: metoda separace

Priklad 1. Reste homogenni linedrni diferencialni rovnici prvniho fadu s konstantnimi
koeficienty, s parametrem a, se zadanou pocateéni podminkou

y(t)+ay(t) =0, a € C
y(0) = 1.

Reseni:

e Hleddme konstantni feseni - ptdme se, jestli existuje K € R, tak ze y(t) = K
y(t) = K = gy(t) =0, dosadime do rovnice = aK =0 = y(t) =0=K.
Rovnici tedy fesf funked™ y(t) = 0. Toto feseni na zdvér spojime s obecnym, i s celkovym
reSenim.
dy

e j piepiSeme na %/ a odseparujeme proménné, mame na paméti, ze y = y(t)

dy _

dy
= — = — = —qadt.
at ay ” a

e Integrujeme obhé strany rovnice{T_F']

@:—/adt,
)

Injy|=—at+C =Ie ™ +Ine’ =Inee™, C R,
e Definujeme novou konstantu za ticelem zjednoduseni

D =¢“, atedy D € RY,
In|y| =InDe *, D e R,
ly| = De=**, D € RY.

12Pro homogenni DR (s, i bez KK) je vzdy konstantnim fesenfm nula.
13Vsimnéme si, ze rovnice je opravdu tvaru @, tedy a + ﬁy(t) =0

11



e Vyraz na pravé strané rovnosti je vzdy kladny. Abychom odstranili absolutni hodnotu
vlevo, musime ptipustit zaporné hodnoty vpravo. Definujeme tedy novou konstantu

E=4+D, atedy E € R\ {0},
y=FEe ™ EcR\{0}.

e Toto feSeni spojime s konstantnim feSenim - zjist'ujeme, Ze konstanta E muze byt i
nulova. Obecné feSeni zadané DR je tedy tvaru

y=FEe ™ EcR.
e Dosadime pocatecni podminku a dopocitame celkové feSeni zadané pocatecni ilohy

y(0)=1=Ee® = E=1, = y(t)=e" Dom(y) =R.

Priklad 2. Reste homogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu bez KK, se
zadanou pocatecni podminkou

thg(t) +4y(t) =0,
y(0) =0
Reseni:

e Hleddame konstantni feseni - ptame se, jestli existuje K € R, tak ze y(t) = K

y(t) = K = g(t) =0, dosadime do rovnice = 4K =0 = y(t) =0= K.

Rovnici tedy tesi funkcelﬂ y(t) = 0. Toto Feseni na zavér spojime s obecnym, i s celkovym
reSenim.

e y prepiSeme na % a odseparujeme proménné, mame na paméti, ze y = y(t)
d 1
Yo sty = Zdy = —4tdt.
dt Y

e Integrujeme obé strany rovnicd'|

d
Y _ —/4tdt,
y

4
In|y| = —§t2 +C, C eR,
ly| = e 20 _ Op=2% _ De_2t2, D2 ¢Y DeRT,

y=FEe® E2 +D, EcR\{0}.

14Pro homogenni linedrni DR (s, i bez KK) je vzdy konstantnim fesenim nulové funkce.
15Vsimnéme si, ze rovnice je opravdu tvaru @), tedy 4t + %y =0
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e Toto feseni spojime s konstantnim feSenim - zjist'ujeme, Ze konstanta E muze byt i
nulovd. Obecné feseni zadané DR je tedy tvard™]

Yy = Ee_2t2, E eR.
e Dosadime pocatecni podminku a dopocitame celkové feSeni zadané pocatecni ilohy

y(0)=0=Ee’ = E=0 = y(t) =0, Dom(y) =R.

o Poznamka: zadand diferencialni rovnice by mohla popisovat néjaky nelinedrn{ systém"|

Piiklad 3. Reste nelinearni diferencidlni rovnici
y+y =y —1, y=y(t).

Resent:
e Hleddme konstantni feseni - ptdme se jestli existuje K € R, tak ze y(t) = K

y(t) = K = 3(t) =0, dosadime do rovnice = 0= K> -1 = K, = +1=y(t).

Rovnici tedy fesi funkce y(t) = £1. Toto feSeni na zaveér spojime s obecnym, i s celkovym
fesenim. Uvidime, ze toto nulové konstantni feSeni hraje v tomto prikladé zasadni roli.

dy

e y prepiSeme na -

d
(L+)2 =y 1,

e Odseparujeme proménné (rovnici upravime do tvaru )

1 1

dy = dt.
y2—1y 1+ ¢2

e Integrujeme obé strany rovnice zvIast’
d
L: / y__
y?—1
dt
R: / =
241

16Vgimnéme si, ze kdybychom v predchozim piikladé zvolili za parametr a = 4¢, dostali bychom $patné
fegeni, protoze jsme piedpokladali, ze a # a(t).

17Linedrni systémy jsou popsany pouze linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi s konstantnimi koefici-
enty, fesend DR je sice linedrni, ale nemé konstantni koeficienty.

18Vsimnéme si, ze rovnice je opravdu tvaru @), tedy 1;—12 + yg—l_ly =0.

rozklad na 0.5 0.5 1
parcidlni zlomky' = /(y__ 1y D% = g(nly =1 =Infy+1) + Gy,

tabulky| = arctan(t) + Cy, C1,Cy € R
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e Jelikoz nalezeni explicitntho vyjadfeni feseni jako funkci y = y(t) je v tomto piipadé
zdlouhavé (Ize to - zkuste sami), muzeme se smifit s implicitné zadanou funkei H (¢, y(t)) =
C5 a prohlésit ji za formdlni feSeni

1 —1
5111'3?' = arctan(t) + C, C € R, y # +1,

spojime s konstantnim fesenim, a ziskame tak dvé funkce které resi zadanou DR

a) y(t) =1, t € R,

1
b) H(t,y) :§lnz

+1

‘—arctan(t):C, CeR, yeR\ {1}, teR

Priiklady na samostatné procviceni

Reste nasledujici diferencidlni rovnice s uvedenymi podminkami.

Piiklad 1. ¢(t) — #5y(t) = 0, y(0) =2
(y(t)=2t+2)

Pitklad 2. 3(t) — ety(t) = 0, y(0) = €2 )

(y(t) =ee” )
Pitklad 3. y(t)y(t) =t, y(0) =0
(y(t) =+t)

2.2.3 Homogenni L-ODR s KK vyssich rfada

Tyto rovnice jsou ve tvaru (pro fad n)

Y () + a1y E) + oy () + agy(t) = 0,
a €RVE € {0,1,2,...,n 1},

postup feSeni:
e sestrojime charakteristicky polynom (y®(¢) nahradime \?),
e nalezneme koteny charakteristického polynomu (¢isla Ay),

e sestavime Fundamentdln{ systém funkci, formalné FS = {eM? er2t | eAnt}

- mohou nastat nasledujici moznosti:
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Koren char. polynomu Piislusna fundamentalni funkce
jednoduchy redlny kofen \ {eM}
k-nésobny kofen A {eM teM, . .. thTleM)
komplexné sdruzeny kofen A\ o = o £ i {e™ cos(Bt), e sin(5t) }

C’ke)‘kt, kde C} € R,

e sestrojime homogenni i"eéen yn(t) =
0

n
k=

o Poznamka: pfi nulovych pocateénich podminkach je fesenim vzdy funkce y(t) = 0.

Resené priklady:
Priklad 1. Reste homogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fddu s konstantnimi

koeficienty, s parametrem a, se zadanou pocatecni podminkou

y(t) +ay(t) =0, acC
y(0) = 1.

Resent:
e Sestrojime charakteristicky polynom (y®(t) nahradime \*) a nalezneme jeho koieny,

Ada=0 = A\ = —a.
e Sestavime Fundamentalni systém funkci a z néj obecné teseni
FS = {M} = {7}, = y,=Ae™ AR
e Dosadime pocatecni podminku, dopocitame konstantu A a ué¢ime celkové homog. feseni
y(0)=1=A4" = A=1, = y,=c* Dom(y,) =R.

o Poznamka: Tento piiklad jsme fesili metodou separace mnohem obtiznéji.

Priklad 2. Reste homogenni diferencidlni rovnici se zadanymi pocatecnimi podmin-
kami

§(t) +9(t) =0,
y(0) =5(0) = 1.

9Homogennim fesenim je linedrni obal fundamentélnich funkci, viz. linedrni algebra.

15



Reseni:
e Sestrojime charakteristicky polynom (y®(t) nahradime \*) a nalezneme jeho koieny,

MAA=0, \A+1)=0, = A\ =0, \y = —1,
e Sestavime Fundamentalni systém funkci a z néj obecné homogenni feseni
FS = {eM e} ={1,e7"}, = yp=A+Be™", A, BcR.
e Abychom mohli dosadit pocateéni podminky, musime derivovat yy ()
yn(t) = —Be ™", BeR.
e Dopocitame konstanty A, B a uc¢ime celkové feseni

y(0)=1=A+Be® = A+B=1,
git)=1=-Be® = B=-1,

yp =2 —e ', Dom(y) = R.

= A=2,

Piiklad 3. Reste homogenni diferencidlni rovnici

Y(t)+(t) =0,
Reseni:
e Sestrojime charakteristicky polynom (y®(t) nahradime \*) a nalezneme jeho koieny,
NMEX=0, XA+ =0, = A\ =X=0 \3=—1,

e Sestavime Fundamentalni systém funkeci a z néj obecné homogenni feseni

FS = {eM teMt M) = {1t e}, = yp= A+ Bt +Ce™, A,B,C €R, Dom(y,) =R.

Piiklad 4. Reste okrajovou tlohu

() +y(t)
y(0) = y(m)

Y

0
0.

Reseni:
e Sestrojime charakteristicky polynom (y¥(t) nahradime \"), nalezneme jeho koieny, ur-
¢ime Fundamentalni systém funkci a obecné feseni homogenni rovnice

N +1=0,
A=+i = FS={cost,sint},
yn(t) = Acost + Bsint, A, B € R.
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e 7 okrajovy podminek dopocitdme konstanty A, B, C'

y(0) =0 = A,

y(m) = 0=—A = y(t) = Bsint, B € R, Dom(y) = R.

o Poznamka: takto zadana okrajova tiloha ma tedy nekoneé¢né mnoho feseni.

Piiklady na samostatné procviceni

Reste nasledujici diferencialni rovnice s uvedenymi podminkami.

Pitklad 1. §i(t) — 16y(t) = 0
(y(t) = Ae* + Be ™)

Priklad 2. §(t) +2y(t) +y(t) =0
(y(t) = Ae™' + Bte™)

Piiklad 3. 4(t) — 4y(t) + 5y(t) =0
(y(t) = Ae* cos(t) + Be* sin(t) )

Piiklad 4. ¥(t) + 25(t) + y(t) =

(y(t) = Ae70%5t 4 Be®22t cos(1.46t) + C'e®?% sin(1.46t) )

~—

2.2.4 Nehomogenni L-ODR - variace konstant

Metoda variace konstant je zdkladni metodou feseni nehomogennich linedrnich diferencidl-
nich rovnic. Pouziva se pro rovnice typu L[y(t)] = u(t),

D)+ 3 Su) = u(e) (13)
k=0

ar, € RVEk € n.

Metoda spociva v tom, ze konstanty tvorici fundamentélni systém (linedrni obal funda-
mentalnich funkei) prohldsime za funkce t. Scénar feseni by mohl vypadat nasledovné:

e vyfesime homogenni rovnici,

e v homogennim feseni “variujeme” konstanty = vyménime je za funkce od t a prohla-
sime ho za partikularni fesent,
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e hleddame ony “variované” konstanty = derivujeme y,(t) az do tddu DR,
specialné pro rovnice 1.radu:

- dosadime do DR y,(t) a y,(t),

- nederivované “variované” konstanty se vykrati (principidlné musi),

- pouzijeme metodu piimé integrace a najdeme hledanou funkcim,

pro rovnice libovolného radu:

e pii derivovani y,(t) budou “vyskakovat” vyrazy s derivacemi onéch “variovanych”
konstant,

e tyto derivované funkce, byvalé konstanty budeme postupné pokladdat rovny nule (je-
jich soucet, viz. priklady),
e jakmile se ale dostaneme k y](gn), tyto derivované funkce polozime rovny wu(t),
takto vznikne soustava linearnich rovnic:
- jeji matici nazveme Wrénského maticf] W (t) (determinant je “Wrénskidn”),
- vektor neznamych obsahuje ony hledané funkce (resp. jejich derivace),

0

- prava strana je tvaru o,
u(t)
e vyfeSenim této soustavy ziskdme ony hledané funkce,

e celkové (obecné) feseni ziskdme jako soucet partikularniho a homogenniho feseni.

o Poznamka: plati princip superpozice, tj. pokud bude rovnice ve tvaru E[y(t)] =uy(t)+
-+ +u,(t), lze ji rozdélit na n rovnic vzdy jen s jednim vstupem, které muzete resit nezavisle
na sobé. Vysledkem bude soucet dil¢ich feseni.

o Poznamka: rovnice ve tvaru , tj. s derivacemi vstupni funkce u(t) na pravé strané
lze tesit bud’'to s pouzitim principu superpozicelﬂ, nebo mnohem efektivnéji nésledovne,

~

e feseni homogenni rovnice L{y(t)] = 0,

e vypocet partikuldrntho feseni y,(t) pro rovnici E[y(t)] = u(t),

20Integraéni konstantu psét nenf tieba, protoze po slou¢eni homogenniho a partikuldrniho fesen{ je mozné
vyraz s touto konstantou ptidruzit k homogennimu feseni.

2IWrénského matice je definovdna pro néjaky soubor n funkei tak, Ze prvni Fadek se sklddd prave z
téchto funkci a nésledujici fadky z derivaci téchto funkci az do fadu n — 1, tj, posledni tadek je n-ty a
matice je tak vzdy ¢tvercova. Determinantem lze rozhodnout o linearni zdvislosti daného souboru funkci.

22Vypoétenim m derivaci vstupni funkce (je-li dostateéné diferencovatelnd) a fesen{ rovnice pro kazdou
tuto funkei b;u? (t) Vi € m zvlIast’.
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e vysledné partikuldrni feseni bude tvaru
y(t) = boyp () + bagp(t) + baip () + - -+ + buy™ (1) (14)

o Poznamka: Resime-li poc¢ate¢ni ulohu pro homogenni rovnici, ziskame vzdy soustavu
linearnich rovnic ve tvaru

Cy y(0) Cy y(0)
W(0) - Cf = y@ L= (“j? = W(0)- y@ , (15)
c.| |y C, y"(0)
kde C'1,...,C), jsou hledané konstanty u fundamentélnich funkci.

Resené piiklady: rovnice prvniho #adu (s i bez konstantnich koeficientii)

Piiklad 1. Reste nehomogenni L-ODR s konstantnimi koeficienty

y(t) +y(t) = ult),
a) u(t) = 1(t)
b) u(t)=t+3
c) u(t) = ¢

Resent:
e Vytesime homogenni rovnici ¢(t) + y(t) = 0

A+1=0= A=-1 = y(t)=Ae", AecR

Resime nehomogenni rovnici®}
e Konstantu A prohldsime za funkei casu (yy(t) tak piejde v y,(t)), a derivujeme y,(t) az
do tadu diferencidlni rovnice (abychom mohli za vSechny derivace y(t) do rovnice dosadit)

Yp(t) = At)e ™,
Up(t) = A(t)e™" + A(t)(—e ™),

e Dosadime za vSechny derivace y(t) do rovnice, s ohledem na pravou stranu w(t)

a) u(t) = 1(t)

— Atye™ +AW = 1(1),
At)e™ = 1(t),
A(t) = 1(t)e".

2 (Celkové fesen{ je souttem homogenniho a partikuldrniho feseni, tedy y.(t) = yn(t) + yp(t).
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e Pouzijeme metodu piimé integrace@, konstantu psat nemusime,

A(t) = /l(t)etdt: /Oetdt =0, t<0
= /letdt =€, t>0.

e Partikularni feseni tedy muzeme zapsat jako

— oy () = 0, t <0,
W= Atet =¢t et =ett =" =1, t>0.

e Obecné feseni zadané DR zapiSeme jako soucet y,(t) + yn(t) = y.(t),

y.(t) = Ae" = yy(t), protoze y,(t) =0 pro t < 0,
y.(t) =1+ Ae™", t >0, Dom(y.) = R.

b) u(t) =t+3
At)e™ — ABe ™ + A =1t +3,
A(t) = (t + 3)e".

e Pouzijeme metodu piimé integrace, konstantu psat nemusime,

A(t) = /tetdt + 3/etdt = (t—1)e' + 3e' = te' + 2¢',
e Partikularni feseni tedy muzeme zapsat jako

yp(t) = A(t)e™ = (te' + 2ehe™ =t T+ 2T =t + 2.
e Obecné feseni zadané DR zapiSeme jako soucet y,(t) + yn(t) = y.(t),

y.(t) =t +2+ Ae”*, Dom(y.) = R.

At)e™ — Ae™ + Apye =€,
A(t) — et . et — et+t — €2t,
2t

piima integrace, A(t) = /thdt = %.

2Funkce 1(t) je také zndma jako H(t), Heavisideova funkce. 1(t) =0, t <0, 1(¢t) = 1, > 0.
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e Partikularni feseni tedy muzeme zapsat jako

P B
yp(t) = A(t)e " = §€2t€ b= 7

e Obecné feseni zadané DR zapiSeme jako soucet y,(t) + yn(t) = y.(),

t

ye(t) = % + Ae?, Dom(y.) = R.

o Poznamka: pokud bychom chteéli sestavit Wrénského matici, zjistili bychom, Ze ma
pouze jediny prvek. Soustava rovnic by degenerovala na tvar [e~'] - [A(t)] = [u(t)].

Priklad 2. Odvod'te konvolutorni integrél pro vypocet odezvy obecného linedarniho
skalarniho systému prvniho fadu na obecny vstup. Tj. fesSte obecné diferencialni rovnici

y(t) = ay(t) + bu(t),
y(O) = Yo-

Resent:
e Vyfesime homogenni rovnici y(t) = ay(t)

A=a = y(t)=Ce" CeR.

e Konstantu C' prohldsime za funkci ¢asu c(t) (yn(t) tak prejde v y,(t)), a derivujeme

Yp(t) az do fadu diferencialni rovnice (abychom mohli za vSechny derivace y(t) do rovnice
dosadit),

c(t)e“t,

e(t)e™ + c(t)ae™,

yp(t)
Up(t)

e Dosadime za vsechny derivace y(t) do rovnice, s ohledem na pravou stranu wu(t),

c(t)e™ + actye™ = ace™ + bu(t),
é(t)e™ = bu(t),
e(t) = e “bu(t).

e Pouzijeme metodu piimé integrace, konstanta je implicitné obsazena v integrélu,

o(t) = / e~ bu(t) dt.
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e Dosadime do predpisu pro partikularni feSeni,

prepiSeme integra¢ni proménnou na 7
a vsuneme clen e do integrandu,

yp(t) = eat/e_atbu(t)dt =

= / e pu(r)dr.

Tento integrél je podle definice konvoluci funkce e*®) se vstupem bu(t). Funkci e®® nazveme
vahovou funkci systému h(t). Pokud uvazujeme pouze kladny cas ¢ > 0, muzeme tento
integral prepsat jako

t
yp(t) = / e“(t_T)bu(T)dT.
0
e Obecné teseni vyjadiime jako soucet homogenniho a partikularniho,
t
ye(t) = / N pu(t)dr 4 Ce, C € R.
0
e 7 pocatecni podminky uréime konstantu C,

0
y(()) =Yy = / 6a(0—7)bu(7_)d7_ +C€a0 _ C, ~ = Yo.
0

J/

-~
=0

e Celkové teseni (feseni pocatecni tilohy) tedy muzeme psat jako

t
(t) = / e hu(r)dr + yo-e® , C €R, Dom(y) =Rg.
0 N——

-~ odezva na p.p.
odezva na vstup za n.p.p

o Poznamka: dokazali jsme tedy, ze konvolutorni integral je odezvou systému na vstup
za nulovych pocateénich podminek (n.p.p.), pokud je totiz yo = 0, druhy ¢len bude 0.

o Poznamka: tato rovnice je skalarni. Vsiméte si, ze postup feSeni je prakticky stejny
jako pozdéji u soustav rovnic.

Piiklad 3. Reste nehomogenni L-ODR bez konstantnich koeficientt

Resent:
e Vyfesime homogenni rovnici tg(t)+y(t) = 0, metodou separace proménnych. °
Hleddme konstantni feseni - ptame se jestli existuje K € R, tak ze y,(t) = K

yn(t) = K = yp(t) =0, dosadime do rovnice = 0+ K =0 = K =0 =yu(t).
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e y prepiSeme na %, odseparujeme proménné, integrujeme, vyjadiime yp,(t)
y(t 1 d dt
y(t) L o dy_ dt

y®) oy t’
dy dt
y )t
. 1 D N
Inlyj=—Int|+ne” =In—+mD=In—, CeR, DeR™,

g iz

b= = wl) =7, BeR\ {0}

2’

Z konstantniho feseni vime, ze yn(t) = 0. Muzeme tedy tyto dvé funkce spojit v jednu

povolenim nulovosti konstanty E (za jinych okolnosti nelze docilit aby platilo ze y,(t) = 0).
Resime nehomogenni rovnici

e Konstantu E prohlasime za funkci casu (y,(t) tak prejde v y,(t)), a derivujeme y,(t) az

do tadu diferencidlni rovnice (abychom mohli za vSechny derivace y(t) do rovnice dosadit)

yplt) = E(t)t ",
gp(t) = B}t + B(t)(—t72),

e Dosadime za vsechny derivace y(t) do rovnice, s ohledem na pravou stranu wu(t)

tEt)t ™ —tE(t)t 2 + E(t)t! =13,
E(t) — Bt + Byt =1,
E(t) = t%.
e Pouzijeme metodu piimé integrace, konstantu psat nemusime,

t3
B(t) = /t2dt =3

e Obecné feseni zadané DR zapiSeme jako soucet y,(t) + yn(t) = y.(t).

3 2
y(t) = gt’l + Bt = y(t) = 3+ Et™', E€R, Dom(y.) =R\ {0}.

e Dofesime Cauchyho tlohu a vyjadiime celkové teseni,

1 1

N=0=-+FE = E=—-
y() 3+ ? 37
()—lﬁ2 ~, Dom(y) =R\ {0}
Yy —3 325’ om\y) = .

o Poznamka: pocatecni uloha (y(0) = yo) by neméla kvuli déleni nulou smysl, nula ne-
patti do definiéniho oboru vysledné funkce.
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Resené piiklady: rovnice vyssich fadi (s konstantnimi koeficienty)

Piiklad 4. Reste nehomogenni L-ODR s konstantnimi koeficienty

() +39(t) + 2y(t) =1+ e,
4(0) = y(0) = 0.

Reseni:
e Vyiesime homogenni rovnici,

§(t) + 3y(t) + 2y(t) = 0,
M43A+2=0, = A+2)(A+1)=0,
M =1, \y=-2 = FS={e" e}
yn(t) = Ae™' + Be™® A BeER.

Resime nehomogenni rovnici
e Konstanty A, B prohldsime za funkce casu a(t), b(t) (yn(t) tak piejde v y,(t)), a derivu-
jeme y,(t) az do Fadu diferencialni rovnice. Vyrazy a(t) a b(t) budeme pokladat rovny nule
(v souctu), dokud se nedostaneme s derivovanim y, az do fadu DR, tedy (),

yp(t) = a(t)e™ + b(t)e ™,
Up(t) = a(t)e ™ —a(t)e™ + b(t)e * —2b(t)e ™,
et +--=0

(1) = —a(t)e™ + a(t)e™" — 2b(t)e™* + 4b(t)e .

e Pokud nyni tyto vyrazy dosadime do puvodni DR, vyrazy bez derivaci funkei a(t) a b(t)
se musi zakonité vykratit. Musi zbyt tedy vyraz

—a(t)e ™t —2b(t)e H =1+,

ktery nyni doplnime o vynulované vyrazy s derivacemi a(t) a b(t) (z procesu derivovani
yp(t)). Ziskdame tak soustavu rovnic

B T I ] [}

o~

TV
='W, Wrénského matice

Nyni zbyva tuto maticovou rovnici dofresit. Vyuzijeme-li principu superpozice, muzeme
fesit dvé na sobé nezdvislé soustavy pro 1 = u;(t) a e = uy(t). Integracni konstanty opét
psat nemusime.
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0 —'6_2%(15) =1,
1 :|’ b(t) = _e2t7
b(t) = — [ eXdt = —<

e~ta(t) + e 2b(t) = e7ta(t) — e?* =0, = a(t) =€,
a(t) = /etdt ="

e Dil¢i partikularni vysledek pro u(t) muzeme zapsat jako

62t

Yps (1) = alt)e " + b(t)e ' =ele™t — 76*% =-1—

e Pro uy(t) = e,
b(t) = —é,

0 } { et e
—t ~ 0 _ 2t
‘ ‘ (t) = — [ e'dt = —¢,

e~ta(t) + e 2b(t) = e7ta(t) — e el = 0, = a(t) =1,

a(t) = /1dt —t.

e Dil¢i partikuldrni vysledek pro us(t) muzeme zapsat jako

e—t e—2t
—et 272

_ 2t _ —t
0 } e “'b(t) = e,
b

Yp(t) = a(t)e " +b(t)e ™ =te™' —ele ™ =te™" — e
e Obecné teseni zadané DR ziskame jako soucet homogenniho feseni a obou partikuldrnich

reseni,

1
Ye(t) = Un(t) + s (1) + 9o (1) = Ae™" + Be ™ + o +te" —e™, A BER.

o Poznamka: vyraz Ae™! — ¢! muzeme sloucit v jediny prepsdnim konstanty A,
1
Yo(t) = Ce " + Be ™ + 3 +te”", C,B€R,.

e Dosadime pocatecni podminku pro nultou derivaci funkce y.(t),

1 1
y(0)=0=C+B+ 5, = C+B=—.

e y.(t) derivujeme a dosadime pocatecni podminku pro prvni derivaci,

y(t) = —Ce ™" —2Be ™ + et —te !,
§y(0)=0=—-C—-2B+1, = C+2B=1.
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e Dofesime soustavu rovnic,

1 1
C=-5-B = —5-B+2B=1 = B:%, = C=-2.

e Celkové feseni Cauchyho tlohy tedy muzeme psat jako

3 1
y(t) = —2e7 " + 56_% + 5 +te”", Dom(y) =R.

Piiklad 5. Reste nehomogenni L-ODR s konstantnimi koeficienty
i(t) =29 +y=¢.

Reseni:
e Vyiesime homogenni rovnici,

§(t) = 29(t) + y(t) = 0
M=22+1=0 = (A-1)>=0
Mao=1 = FS={e te'}
yn(t) = Ae' + Bte', A,B € R.

Resime nehomogenni rovnici
e Konstanty A, B prohldsime za funkce casu a(t), b(t) (yn(t) tak prejde v y,(t)), a derivu-
jeme y,(t) az do Fadu diferencidlni rovnice. Vyrazy a(t) a b(t) budeme pokléadat rovny nule
(v souctu), dokud se nedostaneme s derivovanim y, az do fadu DR, tedy ), (%),

y(t) = a(t)e’ + b(t)te',

p(t) = a(t)e! +a(t)e + b(t)te! +b(t)e! + b(t)te!
ip(t) = a(t)e' +a(t)et + b(t)et +b(t)et + b(t)te! +b(t)e + b(t)tel.

Vyrazy bez derivaci hledanych funkei a(t) a b(t) se musi po dosazeni do rovnice vykratit,
zbydou jen vyrazy s derivacemi, které budou rovny pravé strané.
e Ziskavame tak soustavu rovnic

d(t)z(ﬁeg(zgeé(?tggt)tet _ ft = {Zz et t—fttet] [Zéfﬂ = m

=W, Wrénského matice
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Nyni zbyva tuto maticovou rovnici dofesit. K tomu muzeme vyuzit napi. Cramerovo
pravidlo.
e Vypocitame determinant matice W

et tet

2 2 2t 2
=e" +te” —te” =e”.
et el + tet

det(W) =

e Vypocitame determinant matice Wy, ktera vznikne zaménénim prvniho sloupce matice
za vektor pravych stran,

tet

det(W,) = el el 4 tet

=0(e' +te') — te? = —te*.

e Prvni slozku vektoru neznamych pak muzeme vyjadrit jako

_det(Wy)  —te*
~ det(W) e

t2
= aft) = —/tdt: R

e Vypocitame determinant matice W, kterd vznikne zaménénim druhého sloupce matice
za vektor pravych stran,

= —t,

a(t)

et 0

det(Wy) = ot =e? —0(e') = e

e Druhou slozku vektoru neznamych pak muzeme vyjadrit jako

© det(W) e 7

= b(t):/ldt:t.

e Partikularni feseni tedy bude ve tvaru

t2et £20t
yp(t) = a(t)e’ + b(t)te' = - + t2e! = -
e Obecné feseni zadané DR pak muzeme psat jako soucet homogenniho a partikularniho,
2t

(
ye(t) = Aet + Bte' + 76 A, B € R, Dom(y) = R.

Piiklad 6. Reste nehomogenni L-ODR s konstantnimi koeficienty

i(t) +y(t)
4(0) = y(0)

L,
0.
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Resent:
e Vyiesime homogenni rovnici,
§t) +y(t) =0,
/\2+1:0 = )\172::&2.,
komplexné sdruzeny koten, o + [ -i, = FS = {e cos(Bt), e sin(pt)},
0 v
= =1

= FS = {cos(t),sin(t)}, = wyn(t) = Acos(t) + Bsin(t), A, B € R.

Resime nehomogenni rovnici
e Konstanty A, B prohldsime za funkce casu a(t),b(t) (yn(t) tak prejde v y,(t)), a derivu-
jeme y,(t) az do Fadu diferencidlni rovnice. Vyrazy a(t) a b(t) budeme poklddat rovny nule
(v sou¢tu), dokud se nedostaneme s derivovanim y, az do fadu DR, tedy ,(t),

yp(t) = alt) cos(t) + b(t) sin(t),
ip(t) = a(t) cos(t) —a(t) sin(t) + b(t) sin(t) +-b(t) cos(t)
—_——— —_——

ip,(t) = —a(t) sin(t) —a(t) cos(t) + b(t) cos(t) —b(t) sin(t).
e 4o=1

Vyrazy bez derivaci hledanych funkei a(t) a b(t) se musi po dosazeni do rovnice vykratit,
zbydou jen vyrazy s derivacemi, které budou rovny pravé strané.
e Ziskavame tak soustavu rovnic

o tanty oy 23 [ aom) ot = B

~
=W, Wrénského matice

Nyni zbyva tuto maticovou rovnici dofesit. K tomu muzeme vyuzit napi. Cramerovo
pravidlo.
e Vypocitame determinant matice W

cos(t)  sin(t)

det(W) = —sin(t) cos(t)

= cos?(t) + sin®(t) = 1.

e Vypocitame determinant matice Wy, kterd vznikne zaménénim prvniho sloupce matice
za vektor pravych stran,

0 sin(t)

det(W1) = ‘1 cos(t)

‘ = 0- cos(t) — sin(t) = —sin(¢).

e Prvni slozku vektoru neznamych pak muzeme vyjadrit jako
det(W;)  —sin(t) ,

= e = — t
alt) = ger(w) 1 sin(?),

= aft) = — / in(t)dt = cos(t).
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e Vypocitame determinant matice Wy, ktera vznikne zaménénim druhého sloupce matice
za vektor pravych stran,

cos(t) 0

det(W2) = | _iint) 1

‘ = cos(t) + 0 - sin(t) = cos(t).

e Druhou slozku vektoru neznamych pak muzeme vyjadrit jako

_ det(W3)  cos(t)
(t) = det(W) 1

= b(t) = /cos(t)dt = sin(t).

e Partikularni feseni tedy bude ve tvaru

= cos(t),

yp(t) = a(t) cos(t) + b(t) sin(t) = cos?(t) + sin?(¢) = 1.
e Obecné feseni zadané DR pak muzeme psat jako soucet homogenniho a partikularniho,
Ye(t) = Acos(t) + Bsin(t) + 1, A, B € R, Dom(y) = R.
e Dosadime poc¢ate¢ni podminku pro nultou derivaci funkce y.(),
y(0)=0=A+1 = A=-1.
e y.(t) derivujeme a dosadime pocatecni podminku pro prvni derivaci,

y(t) = —Asin(t) + Bcos(t),
§(0)=0=B, = B=0.

e Celkové teseni Cauchyho tlohy tedy muzeme psat jako

y(t) =1 —cos(t), Dom(y) =R.

Priklady na samostatné procviceni

Reste nasledujici diferencidlni rovnice

Priklad 1. §(t) +2y(t) +y(t) =1
(y(t)=Ae "+ Bte"+1)

Priklad 2. g(t) —4y(t) = e*
(y(t) = Ae* + Be % + 1te®)

Piiklad 3. §i(t) — 25(t) + 2y(t) = 1
(y(t) = Ae' cos(t) + Be'sin(t) + 3 )
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2.2.5 Nehomogenni L-ODR s KK - metoda odhadu

Metoda odhadu, nebo metoda neurcitych koeficientu je metoda hledani partikularniho
feSeni a nebudeme se ji zde zaobirat tak podrobné jako s ostatnimi metodami. Tato
metoda lze pouzit na DR se specidlni pravou stranou,

Yy () + anay" V() + L ary () + aoy(t) = e [Pi(t) cos(Bt) + Po(t) sin(Bt)],  (16)

kde a, f € R (souvisi s kofeny char. pol., viz. déle), a Py(t), Py(t) jsou polynomy libovol-
ného fadu v proménné ¢. Hlavni princip metody spociva v tom, ze z principu linearity DR
vyplyvé, Ze pro pravou v daném tvaru musi mit feseni také exponencidlni pribéh. Reseni
se pak prevadi na soustavu linedrnich rovnic, ze které ziskame hledané parametry. Odhad
partikularniho feseni bude ve tvaru,

yp(t) = tkeat[Ql(t) cos(ft) + Qa(t) sin(ft)], (17)
kde

e (1 a () jsou polynomy (s obecnymi koeficienty) pro které plati

st(Q1) = st(Q2) = max{st(P,), st(P)},

e k je nasobnost kotene charakteristické rovnice, ale pouze pokud jim je o + fi.

Pouziti této metody se tedy redukuje na nalezeni kofenu charakteristického polynomu a
urceni neznamych koeficientu polynomu ()7 a Q)s.

Resené piiklady: metoda odhadu

Piiklad 1. Reste diferencidlni rovnici ve tvaru
j(t) +5y(t) = e

Reseni:
e Vyiesime homogenni rovnici,

AN 4+5=0, = \=+iV5,
= yu(t) = Acos(V/5t) + Bsin(V/5t), A, B € R,

e Pouzijeme metodu odhadu, uréime ¢emu se rovna «, [, k,

ut)=e* = a=-2 =0 = a+pi=—2,
protoze ani jeden z A = +iv/5 kofent char. rce neni —2, = k =0
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e Stupné obou polynomu Py, P, je 0, = @1,Q2 se redukuje na konstantu (soucet dvou
konstant z R lze prepsat na jednu konstantu).
e Na zakladé znalosti o, 3,k a stupné polynomu uréime odhad partikuldrniho feSent,

Yp(t) = Ce™ kde C reprezentuje polynomy nultého stupné.
e Nyni y, dvakrat derivujeme, dosadime do DR a ur¢ime konstantu C,

yp(t) = —2Ce™*,
Up(t) = 4Ce™ 2t
= 407 4+ 5077 = %

1
(4+5)C=1, = C= g
e Celkové feseni zadané DR bude tedy,

Ye(t) = yn(t) + y,(t) = Acos(V/5t) + Bsin(V/5t) + %e%, A,BeR.

Piiklad 2. Reste diferencidlni rovnici ve tvaru
i(t) — 4y(t) = *
Reseni:
e Vyfesime homogenni rovnici,
N—4=0, = \==£2
= yu(t) = Ae* + Be™®, A, B R,
e Pouzijeme metodu odhadu, uré¢ime ¢emu se rovna «, [, k,
ut)=e*, = a=2, =0, = a+Pi=2,
protoze jeden z kotenu A = £2 char. rce je 2, = k=1

e Stupné obou polynomu Py, P, je 0, = (1,2 se redukuje na konstantu (soucet dvou
konstant z R lze prepsat na jednu konstantu).
e Na zakladé znalosti o, (3, k a stupné polynomu uréime odhad partikularniho feseni,

y,(t) = Ct'e*, kde C reprezentuje polynomy nultého stupné (tj. konstantu).
e Nyni y, dvakrat derivujeme, dosadime do DR a ur¢ime konstantu C,

U,(t) = Ce* + 2Cte™,
ij,(t) = 20€* + 2Ce* + 4Cte™,
= 40 +4CtH — 40t = ¥,

IO+ 46T — 46T = 1, = C:i.
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e Celkové teseni zadané DR bude tedy,

1
Ye(t) = yn(t) + yp(t) = Ae** + Be ' + Zte%, A, BeR.

2.2.6 Soustavy diferencialnich rovnic prvniho rfadu

Tyto rovnice jsou tvaru (fadu n) x(t) = Ax(t)+bu(t),

1 (t) ai1l G2 - Qip x1(t) by
i t Qa Qa . e a n €T t Z);

{0 A 2.( ) 0| ), (18)
jjn (t) an,l (ln’Q U (ln’n Ty, (t) bn

Qj j eR VZ,j € ﬁ

Takové rovnice muzeme tesit bud’ pomoci vlastnich vektoru pfimo, nebo obecnéji - mati-
cove, kdy soustavu fesime obdobnym zpusobem jako skalarni diferencialni rovnice prvniho
radu. Vzdy ale budeme potiebovat najit vlastni ¢isla matice A.

Odvozeni reseni:
Pracujeme s rovnici tvaru

X(t) — Ax(t) = bu(t), (19)

e Vyfesfme homogenn{ rovnici %(t) — Ax(t) = O, (%)

Al — A = O, (dloha na vl. ¢isla a vl. vektory),
M=A, = FS={c*},
= xp(t) =e*.C, CecR™,
x,(0) =% =e*°C=1-C, = C=x,,
x,(t) = e - xq. (20)

Pro nenasobna vlastni ¢isla \; a k nim pfislusné vlastni vektory v; bude mit jim odpovi-
dajici ¢ast Fundamentalniho systému tvar

FS = {vieMt vyet . vt (21)

250 je nulovd matice piislusnych rozmeéri.
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Pro nasobna vlastni ¢isla A a k nim pfislusné vlastni zobecnéné vektory v; bude mit jim
odpovidajici ¢ast Fundamentalniho systému tvar

2 k

t t
FS = {V1€’\t> (Vo + tVl)eAt> (Vs +tvy + EVl)ekt, N EVl))el\t}- (22)

e Nehomogenni rovnici vyfeSime pomoci variace konstant,

x,(t) = e -c(t), c(t) € R™*,
%,(t) = eré(t) + Aete(t), (23)

dosadime do DR,

{eM7 ) eMe(t) + AePe(l) — AePe(T) = bu(t),

Dosadime zpét do partikularniho teseni,

t
x,(t) = e? - / e A bu(T)dr,

to

x,(t) = /t A bu(r)dr. (24)

to

e Celkové feseni soustavy DR prvniho fadu tedy bude,

x.(t) = xp(t) + x,(t) = e - x0 + /t AT by(1)dr. (25)

to

e Budeme-li mit navic jesté informaci o ndvaznosti na skalarni vystup ("vystupni rovnici”)
ve tvaru y(t) = Cx(t) + Du, vystup bude ve tvaru,

t
y(t) = Ce® - xo + C/ eA="bu(r)dr 4+ Du. (26)
to

e Pro vypocet nas zajima piedeviim matice e®t, kterou mizeme vypoéitat riznymi zpi-
soby.

Resené piiklady: soustavy diferencidlnich rovnic
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Piiklad 1. Reste homogenni soustavu diferencidlnich rovnic s po¢atecni podminkou

i g Mt
Lx(t) A x(®)

Reseni:
Vsimnéme si, ze rovnice soustavy jsou vzajemné oddélitelné - lze je Tesit samostatné a
nasledné poskladat do vektoru. Na prvni pohled je vidét, Ze feSenim kazdé z rovnic bude
konstanta splitujici pocatecni podminku, tedy vektor [1, 2|7, tyto rovnice ale muzeme fesit
také jako soustavu.
e Najdeme vl. ¢isla a vl. vektory matice A,

det(AT — A) =0, = Ay = 0.

Vypocet vl. vektoru je v tomto piipadé ponékud méné bézny - protoze muzeme najit dva
linedrné nezavislé vektory v o a matice A je druhého fadu, prestoze vl. ¢islo Ao = 0 je
nasobné, neni treba vyuzivat algoritmu pro vypocet zobecnénych vl. vektoru. Je zrejmé,
ze dva libovolné, linedrné nezavislé vektory budou splinovat rovnici pro vlastni ¢isla. Pro
nazornost zvolme vy, a vy linedrné nezdvislé napiiklad nasledovné, (ale muzeme volit i

mnohem jednoduseji)
1 |1
Vi = 1l Vo = _1l-

e Uréime Fundamentalni systém funkei,
1 1 1 1
— Ait Aoty _ ot 0ty _
FS = {vie™', vae }—{1}6 : {_Je }—{L}, {_1}}.

e Urcime obecné teSeni,

e Celkové teseni tedy bude ve tvaru,

)= a8 =[] =[] wen
L] i+




Priklad 2. Reste soustavu diferenciglnich rovnic
{Qt?(t)} B [1 4} {'EQ(t) T 1(2).
Resent:
e Nalezneme vl. ¢fsla matice A £ [2 3] 5

1 4

A—2 =3

det(AI — A) :det[ 1 a—4

]:)\2—6)\+5:(>\—1)(>\—5):0, A =1, Ay =5.
e Nalezneme vl. vektory matice A,

N1 1—2—30N—1—30:_—3

TR -1 1-40 ~ =0 7T

1
s [5-2 =3 0] _[3 -3[0]_  _[L
279 | 1 5-4l0 1 410 V2=

e Sestavime Fundamentalni systém funkci,

FS = {vie!, voe'} = {{_13} ¢ m e}
e Urcime obecné feseni homogenni ¢asti,

zin(t)| _ —3| 1| 5  [—3Ae" + Be™
[ﬂfzh(t)] =4 { 1 } €+ 5B [1] €= { Adt 4+ Bt |0 BB ER.

e Vypocitame matici e pomoci Jordanovy transformace,

A = Pel'P7! kde P = [vy|va] a J je Jordanova forma matice A,

. 1 0 Jt et 0
=lsl=lo o)
P_L 1}’P __Z[—l —3}’

ac_ =3 1] e 0] 1 [=1 1] 1 ]eM43e" 3¢ -3¢
T 1l Tlo et a1 3| T T g et —et 3edt e
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e Vyiesime partikularni integral,
t 1 [t eb(t=7) + 3e(t=7)  3e5(t=7) _ 3,(t=7)7 [(
A(t—r) _ —
/to € bu(r)dr A /0 [65@—7) _elt=T)  3gh(t=T) 4 o(t-T) ] M dr
B 1 [t 365(1577) _ 36(#7) 0 1 _365(5tff) + 36(1577) ! B
o Z 0 365(t77‘) + e(tf‘r) T= Z _365(;77—) _ e(th) o
0

_ L[58t —I 3] L[3e-15¢] 113
A1) A et 20 (37 5] T 5 (2]
e Celkové feseni bude zdviset na (nezadanych) pocatecnich podminkach a bude tvaru
ri(t)| _ [-3Ae" + Be*| | 1 [3e” —15¢f|  1[3
L@(t)] N { At + B | T o0 3¢ 45¢t | T 5 | 2| 4Bt eR.

N g
Vv Vv
homogenni ¢ast partikuldrni ¢ést

o Cést partik. fes. muzeme zahrnout do homogenntho piepsanim konstant A, B,

5 3

CeAtp ek +35 € R,
xi(t)] _ [-3Ce' +De™|  1[3
Lz(t)} N { Ce' + De T 5 =2 C,D,tcR.

Priklad 3. Reste soustavu diferencialnich rovnic v Jordanové tvaru

(1) 10 0] [m()] [w(0] o
)| =10 2 1| |w@)|, |w0)] = |1

Reseni:
e Matice soustavy je ve tvaru Jordanovy diagonalni matice, vl. ¢isla jsou tedy na diagondle.

e V1. vektory jsou sloupce jednotkové matice 1.
e Sestavime Fundamentalni systém funkci,

FS = {vieM! vye?! (vs + tvy)et),

1 0 0 0 el 0 0
={|0]e, |1] e |0 e+t |1|e*={|0]|,|e*], |te®|}
0 0 1 0 0 0 et

e Sloupce matice eA? jsou v tomto pifpadé tvoreny pifmo fundamentdlnimi funkcemi,

et 0 0
A [0 e e
0 0 e
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e Odezva na pocatecni podminky (homogenni feseni) bude

To(t) | = e 1| = |e® +2te?|, t € R].
x3(t) 2 2¢e%

Piiklady na samostatné procviceni

Reste nasledujici diferencidlni rovnice s uvedenymi podminkami.

Pitklad 1. B;gﬂ = {_11 ﬂ B;gﬂ ) B;Egg] - m !
z1(t)

(O = (8% 5]
zo(t)| | 2e¥ 4 fe

Piiklad 2. B;Eg] = E ﬂ [xl(t)} ,

( {28] - {—ieetti?g;t] , A,BER)

2.3 Reseni ve frekvencni oblasti, Laplaceova transformace

Laplaceova integralni transformace rozviji prvky spojitych vektorovych prostoru (tradi¢né
v ¢asové proménné t) do baze komplexnich exponencidl (komplexni harmonické funkce),
kde se s nimi Casto pracuje snaze, nezli v ¢asové oblasti. Postup feseni L-ODR pomoci
Z-transformace muze vypadat nasledovné,

e aplikovani Z-transformace (na celou rovnici, pouzivame tzv. slovnik),
e vyjadreni hledané transformované funkce Y (p), X(p), ...,
e aplikovani inverzni Z-transformace.

Odvozeni feSeni pro soustavy L-ODR prvniho fadu
Pracujeme s rovnici tvaru

X(t) — Ax(t) = bu(t), (27)

e Aplikujeme Z-transformaci,

x(t) — Ax(t) = bu(t), /Z{}
pX(p) — xo — AX(p) = bU(p). (28)
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e Vyjadiime X(p),

X(p)(pL — A) =xo + bU(p),
X(p) = (pI — A)_1X9 +£pI — A)_lbU(p)j.

NV
odezva na po¢. pod. odezva na tizeni

e Aplikujeme inverzni Z-transformaci,
X(p) = (pI = A)"'xo + (pL = A)"'bU(p), /£ 7{}
x(t) = £ (L — A) " x0+ £ {(pL - A) 'bU(p)}

eAt ftto eAt=T)bu(r)dr

e Je-li zaddna také vystupni rovnice, y(t) = Cx(t) + Du(t), /Z{},

Y(p) = CX(p) + DU(p) =
=C(pIl — A) 'x9+ C(pI — A)"'bU(p) + DU(p), /£ '{}

y(t) = CLH{(pI — A) }xo + CLH{(pI — A)™'bU(p)} + Du(?).

Resené piiklady: .#-transformace

Priklad 1. Urcete odezvu na Diracuv puls a jednotkovy skok
&(t) + 22(t) = =3 + 4u(t), =(0) = 0.

Resent:
e Aplikujeme Z-transformaci a vyjadiime xz(t),

(t) + 22(t) = =3+ du(t), /Z{},

PX(3) ~ 2(0) + 2X(p) = 4U(p) ~
4 3
X(p) = mU(P) T2
e Odezva na Diracuv puls,
u(t) = o(t), /<{},
Ulp) =1,
- X(p) = — 2,

p+2 plp+2)
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e Odezva na jednotkovy skok,

u(t) = 1(1), /Z{},
U) = -
4 3 1 B
= X) T +2) pp+2) plp+2) £
() = %(1 )y

Piiklad 2. Urcete odezvu na Diracuv puls

2¢(t) +8p(t) = d(t),
©(0)=1,
¢(0) =2

Reseni:
e Aplikujeme Z-transformaci a vyjadiime ¢(t),

2¢(t) +8p(t) = o(t), /L{},
2[p°¢(p) — pp(0) — H(0)] + 8¢(p) =
o(p)(2p” + 8) = 2pp(0) + 2¢(0) + 1,
2pp(0) 24(0) N 1
22 4+2-22  2p2+2-22  2p24+2.22

o(p) =

e piipravime rovnici tak, aby bylo mozné primo pouzit “slovnik” Z-transformace,

2p n 2.2 +2 2 1
Ip2+2-22  Ip2 4222 2 Ip2 4222
1

P(p) =

e Aplikujeme inverzni Z-transformaci,

P 2 2 1 1
p2+22+p2+22+4_1.p2+22’ /< {}

1
©(t) = cos(2t) + sin(2t) + ) sin(2t), t > 0.

o(p) =

o Poznamka: pri aplikaci Diracova pulsu vznika vzdy nespojitost ve vysledném reseni
(v pocatecnim case se lisf limita zleva a zprava), ve vysledném partikuldrnim teseni tedy
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musime uvazovat pouze kladny ¢as pro zachovani konzistence zapisu. Je tieba mit na pa-
méti, ze Diracova funkce je limitni aproximace nekonecné uizkého pulsu nekoneéné velikosti
s jednotkovou plochou. V redlnych fyzikalnich systémech takovy vstup nelze realizovat a
skutecné teseni se bude pouze limitné blizit se zmensujici se sitkou pulsu na vstupu. Piesny

vysledek bychom dostali zavedenim exaktniho tvaru pulsu napiiklad jako superpozice dvou
skokovych funkci.

Piiklad 3. Reste homogenni soustavu ODR prvniho fédu se zadanou po¢. pod.,
J]l(t) 1 4 T (t) l’l(O) T10
. — , = = Xq € R
|:[L'2(t):| |i0 2 ZL‘Q(t) [L’Q(O) T20 0
—— =
x(t) A x(t)

Reseni:
e Reseni bude mit tvar

x(t) = 2 H(pl - A)'xo} = L7 H{(pI — A) "' Ixo.
e Vypocitdme matici (pI — A)™!,

p—1 —4}
I-A= ,
e

—9
01~ 80" = = L1~ 4]
:;[Pﬂ 4 }: P GOeD |
p-Dk-2)L 0 p-1 0 =

e Upravime prvek na pozici (1, 2) tak, aby bylo mozné pfimo pouzit “slovnik” Z-transformace,
tj. vyraz rozlozime na parcidlni zlomky (napt. pomoci residuové véty),

4 N n T2
p-1-2) p-1 p-2
4
ry = lim —— = —4,
p=1lp—2
4
ro = lim —— = 4.
p=>2p—1

e Dosadime do feseni,

e Vil R |

_ |:£L'10€t + $20(4€2t — 4€t):| 7 Vi,




Priklady na samostatné procviceni

Reste nasledujici diferencidlni rovnice s uvedenymi podminkami.

Piiklad 1. g(t) 4+ 29(t) +y(t) =2, y(0) =1, y(0) =0
(y(t)=2—te " —2e7")

Piiklad 2. ¥ (t) —45(t) =0, §(0) = =2, 4(0) =1, y

el i i e
-
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3 Lokalni linearizace systému, stavovy popis

V praxi ¢asto pii modelovani redlnych systému dostavame nelinearni diferencialni rov-
nice, pripadné jejich soustavu, nékdy doplnénou o dodateéné algebraické vazby. Cilem
linearizace je ziskat aproximaci chovani dynamického systému v blizkém okoli néjakého
pracovniho bodu pro ucely dalsi analyzy, pripadné navrh regulatoru linearnimi metodami.
Prevedeme-li nelinedrni model na stavovy popis, ziskdme rovnice ve tvaru (pro SISO sys-

tém@
i1 (t) Alzr(®), . aa(t), ut)]
x(t)=1] : | = : = f[x(t), u(t)], (32)
(1) falza(t), . za(t), u(t)]
y(t) = hlzi(t), ..., zu(t), u(t)] = h[x(t), u(t)].

Princip linearizace spociva v rozvoji vektorové funkce f[x(t),u(t)] do Taylorovo polynomu
prvniho fadu v bodé [x,, u,| pro ktery plati ze f[x,, u,] = o,

volime aby

Flx(t) u(t)] ~ Eer (). (D) el e (1), 1)) 4 Tl o
N——— % P

! vV
=0 zanedbavame

kde symbol d*f[.] je (k-ty, k € N) totdln{ diferencidl funkce f[.], resp.

of[x(t), u(t)] Of[x(t), u(t)]
df[x,(t), ur(t)] = BT dx(t) + —— -duf(t),
x(t) x(t)=xr, u(t)=u, u(t) x(t)=%r, u(t)=ur
Jacobiovg;natice A Jacobiovgqnatice B
(34)
rofi [xl(t)v'“vz’ﬂ(t)vu(t)] 8f1[xl(t)v“'vzn(t)vu(t)]
Ox1(t) T Oxn(t)
podrobnéji, A = : - : )
Ofnlx1(t),....xn (t),u(t)] Ofnlx1(t),....xn (t),u(t)] x(t)=xr, u(t)=u,
L Oz1(t) T Oxn (t)
rofi [xl(t)v'"vxn(t)vu(t)]
Au(t)
B— :
Ofnlx1(t),xn(®),u®)] | 1x(t)=%r, u(t)=u,
L Ou(t)

Nabizi se, ze s funkei h[x(t), u(t)] budeme postupovat stejné. To ale nelze, protoze hned
prvni, konstantni, ¢clen Taylorova rozvoje by vlastné daval pozadavek na nulovy vystup v
rovnovazném /ustaleném stavu, coz je dosti omezujici. Nikdo ndm ale nebrani na misto y(t)

26Pro MIMO sytém pifpadné dostaneme u(t) — u(t), y(t) — y(¢) a hl.] — h[.] pifslusnych dimenzi.
y prip Y y p y
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pocitat jeho diferencidlni odchylku dy(t) v rovnovézném/ustdleném stavu. Potom plati

Ohlx(t), u(t)] Ohlx(t), u(t)]

dy(t) = dhlx, (1), u(1)] = duft),

-dx(t) +

8X(t) x(t)=xr, u(t)=ur 0u(t) X(6)=%r, u(t)=ur
Jacobiova:, matice C Jacobiovr;, matice D
(35)
a3 _ | Oh[x(t)u(t)] Oh[x(H),u®)] | | x(t)=x,
podrobneji, € = [a—m = a—m] Eti—m ’
D= dh[X(t), u<t)] x(t)=xr
du(t) u(t)=u,

Nakonec aproximujeme dx(t), du(t) — Ax(t),u(t) jako konecné velké veliciny (zavedeme
tzv. piirustkové proménné). Cely proces muzeme tedy znézornit takto,

x(t) = fx(t),u(t)] ~ Adx(t) + Bduf(t) ~ AAx(t) + BAu(t),
y(t) = hx(t),u(t)] — dy(t) = Cdx(t)+ Ddu(t) =~ Ay(t) = CAx(t) + DAu(t),

Méme-li na pameéti, ze linearni Ay(t) je jen odchylkou od nelinedrniho y(t), muzeme zade-
finovat linearni SISO systém zjednodusené, bez znaku A, jako

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
(36)
y(t) = Cx(t) + Du(t).
Scénar ukolu linearizace by mohl tedy vypadat nasledovneé,
e prevedeni aktudlniho popisu systému na stavovy popis,
e urceni rovnovazného (ustaleného) stavu tak, aby x(t) <o,
e vypocteni Jacobiovych matic A, B, C a ¢isla D (D je u MIMO systému matici),
e dosazeni rovnovazného (ustaleného) stavu do vypoéitanych matic

e zavedeni prirustkovych proménnych a vytvoreni linearnitho modelu

e ovéteni (lokdlni) platnosti modelu.

Resené piiklady: Lokalni linearizace

Priklad 1. Vytvoite linedrni stavovy model odpovidajici diferencialni rovnici

§(t) +20%(t) — y(t) = u(t),

pii pusobeni vstupu u, = 0. Vystupem je y(t).
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Reseni:
e Vytvorime stavovy popis - zavedeme stavové proménné (muzeme volit libovolné),

y(t) = hx(®),u(®)] | @1(t) = (1) = (t) = filx(t), u(t)],
y(t) Ba(t) = §(t) = —223(t) +21(t) + u(t) = folx(t),u(t)].

z1(t) £

e Vypocitame rovnovazny stav (“rovnovazny”, protoze u, = 0),

I"lZOZI'Q,
:'62:0:—21:3—1—3:1—1—14,
= 1 =—-u=—u, =0.

e Vypocitame matice A, B, C a ¢islo D,

9h Of
A- (B B
oz Oz

o8]

C =[5 %}
Ooh
ou

x(t)=xr -1 0 7
u(t)=ur, |: ]

x(t)=xr —0.

u(t)=ur

D=

e Zavedeme prirustkové proménné, vysledny linearizovany model bude tedy tvaru

o (5] - Y] B

v =11 o) [0

Priklad 2. Vytvoite linearni stavovy model odpovidajici diferencialni rovnici
p(t) + 5sin(p(t)) = M(2),

v ustdleném bodé ¢, (t) = 37”, vystupem je p(t).

Reseni:
e Vytvoiime stavovy popis - zavedeme stavové proménné (muzeme volit libovolné),

m ety O am —n = wn = a0
e ity Ba(1) = $U1) = —Bsin(ea(t)) +ult) = flx(t), u(?)]



e Vypocitdme pozadovany vstup uy(t) pro ustaleny stav kdy ¢, (t) = 2,

j’:l =0= Ty = ()bv
o =0= —=5sin(z1) + uy = 5 + uy,
= U, = —5.
e Vypocitame matice A, B, C a ¢islo D,
[% of
A = o1 Oxo

Of2 9f2
8271 6%2

9 0
o- ] 2 -}
[a—}f u(t)=uy 1
oh oh x(t)=xu
C=[g &l ™ =[1 0],
u(t)=uy
p = === _y
U | u(t)=uy

e Zavedeme prirustkové proménné, vysledny linearizovany model bude tedy tvaru

X(8) = [:tg(t)} - [0 o |as(e)| T | 1] )
1(t)
t)y=11 0 )
o Poznamka: proménnd u(t) je zde tedy jen odchylka od vstupu wu,(t) = My(t) = =5
potfebného pro zajisténi ustaleného stavu, a taktéz vystup y(¢) je odchylkou od vystupu
v ustalené stavu, tedy od hodnoty ¢, = 37”
o Poznamka: rovnovazné stavy (f[x,,0] = 0) (nelinedrniho) systému jsou

X, = [kgr] L kezZ. (37)

Piiklad 3. Linearizujte stavovy model v bodé pro ktery plati x1(t) = 0,
d1(t) = e ) 4y(t),
To(t) = a1 () + 2u(t)z2(t) + e 4O,
y(t) = eV 4 2u(t) — 23(1).
Reseni:
e Najdeme rovnovazny, resp. ustdleny stav ktery je dan podminkou z;(¢) = 0,
i =0=e "0 4 q, = u=—1,

iy =0=0+2uzs +e "= -2z, +e, = 2 =

o ®
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e Vypocitame matice A, B, C a ¢islo D,

= = o= = ,
9 ooy | u(=u 1 dus e 1 —2
of1 x1=0

B: éal%:| x(0=x _|: 21 —u] To=+% _|: el ]7
u(t)=uy 225 —e o e(f—1)
x1=0
o[ 1|0~ ] 12 -0 -,
o u=-—1
Oh| #1=0
D= — =l , — _9
ou u(t)=uy Y 72
u=-—1

e Zavedeme prirustkové proménné, vysledny linearizovany model bude tedy tvaru

w-L -1 SB[ o
1(t)

y(t)=[1 —e] LN)} —2u(t).

Priklady na samostatné procviceni

Vytvorte linearni stavovy model dle uvedenych pozadavki.

Pitklad 1. ¢(t) +y(t)u(t) = e*Dij(t), z1, = 5, vystup ...y(t)
(napft. x(t) = {8 (1)} x(t) + [g] u(t), k € Z
y(t) = [1 0]x(t)

Piiklad 2. 2jj(t) = 3sin(y(t) - u(t)) + 92(t), uy, = 7, vystup ...y(t)

(napt. x(t) = S ﬂx@+—%}ﬁ%kez
y(t) = [0 1] x(t)
Piiklad 3. () = —2e™® 4 u(t) cos(wa(t)) + 22(t)zo(t)u(t),

() = 2 (1) + €102 — 1,
y(t) = 21(t) + 223(t) + ua(t)z2(t),
linearizujte v bodé pro ktery plati x5 = 0

(k)= |7 g xo+ ]
) =[0 2)xtt
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4 Modely systému

LTI systém muze byt reprezentovan ruznymi zpusoby. My budeme pouzivat stavovy po-
pis, prenos, a diferencialni rovnice. Zpusob jak mezi témito reperezentacemi prechézet
je na nasledujicim schématu.

Stavovy model
+
ekvivalentni reprezentace

L-transformace stavové a vystupni
rovnice,
vyloudeni vnitinich proménnych

Derivace vystupni rovnice
pfi respektovéni stavovych rovnic

Pfevod na Frobeniovu normélni formu /I

Pievod na soustavu n diferencidlnich rovnic 1. fadu,
volba stavovych proménnych

Diferencilni L-transformace, nulové pocéteéni podminky Pfenosovi
rovnice funkce
(n-tého tadu)

A

Zpétnd L-transformace

Jelikoz stavovych popisu existuje pro jeden systém nekoneéné mnoho (stavové pro-
ménné muzeme volit libovolné), zajimaji nds v néjakém smyslu “vhodné” formy stavovych
reprezentaci a prevody mezi nimi. Predevsim se budeme zabyvat Frobeniovou formou
reprezentace a Modalni (Jordanovu) formou reprezentace.

4.1 Stavovy model < diferencialni rovnice < pirenos

Uzitecné postupy:
e Pienos <> Frobeniova reprezentace (pro vyssi fady analogicky),

e, S ] = [ ) [0)] 1] 0
p* +aip+ap y(t) = [by bi] B;gﬂ + Kuf(t).

e diferencialni rovnice <+ stavovy model (n-tého fadu): hleddme/volime stavové proménné
tak, aby bylo mozné diferencialni rovnici napsat ve tvaru

F(p) =K+ (38)

y(t) = Z cixi(t) + K -max{0,m —n} - u(t), ¢;, K € R. (39)
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Pro vytvoreni stavového popisu v Normalni formé pozorovatelnosti z diferencialni rovnice
(nejbéznéjsi postup), volte proménné ve tvaru

z1(t) = y(t) + ag - max{0,m —n + 1} - u(t), (40)

0. — .
zi(t) = i1 + i - max{0,m = n + i) :

u(t), i=2,3,...,n; ap € RVk €n.

m—n-+1
: =2 z(t) =y(?), n=2 1 (t) = y(1),
PO 0" a(t) = (1), PO m=1" m(t) = §(t) + au(t),

21(t) = y(t) + enu(t),

pro x2(t) — y(t) =+ Oél'lL(t) + a2u(t)7

n=2

m=2"

kde konstanty «; je néasledné treba dopocitat:
e vSechny proménné x;(t) derivovat podle casu,
e ve vyrazu i, (t) se objevi 3™ (),

e vyjadrit nejvyssi derivaci, y™(t) ze zadané diferencidlni rovnice a dosadit,

e konstanty «; zvolit tak, aby se vyrazy s derivacemi vstupni funkce u(t) odecetli.

Resené piiklady: prevody mezi ekvivalentnimi popisy systému

Priklad 1. Systém je zadén ve formé linearni diferencidlni rovnice, urcete piislusnou
prenosovou funkei a libovolny stavovy model,

git) +2y(t) + 3y(t () + 4u(t),
(0
(0
(0

<

<

2u
L,
2,
3.

— — — —

I~

Reseni - prevod na prenosovou funkci
e Na celou rovnici pouzijeme .Z-transformaci za nulovych poc¢. pod.,

j(t) +29(t) + 3y(t) = 2u(t) + 40(t), /L {}app.
p’Y (p) + 2pY (p) + 3Y (p) = 2U(p) + 4pU (p),

Y(p)(p®+2p+3)=Ulp)(4p+2), /-

F(p) 2 =~ =4
®) UD) [y pp. P’ +2p+3

N DD

1
Ulp)(p* +2p+3)’

48



Reseni - pfevod na stavovy model
e Zvolime stavové proménné. Jelikoz se na pravé strané vyskytuje derivace vstupni funkce,
obsdhneme u(t) do proménné z5(t) (aby se ndsledné odecetly vyrazy s u(t)). Zvolme tieba

(t) = y(t), . .

A Ti(t) = y(t) = zo(t) — au(t),
ra(t) = yt)+ault), | = _ ) -
S i) = aalt) — auld), 2(1) §) + ai(t).

e i5(t) potiebujeme vyjadiit za pomoci x1(t), z2(t) a u(t). Ze zadané diferencidlni rovnice
vyjadiime §j(t) a dosadime do #5(t). Volny parametr o zvolime tak, aby se odecetli vyrazy
s u(t)

§(t) = =2y(t) — 3y(t) + 2u(t) + 4a(t),
To(t) = 4(t) + au(t) = —2y(t) — 3y(t) + 2u(t) \+4u(t) + aaf(t),

J/

-~
1

= a=—4, -
= Z9(t) = —29(t) — 3y(t) + 2u(t).

e Dosadime o = —4 do xy(t), zo(t),

w1 (t) = y(1),

za(t) = y(t) — 4u(t),y = y(t) = wa(t) + 4u(t).

e Dosadime z(t), zo(t) do &1(t), Z2(t),

21(t) = y(t) = z2(t) + du(t),
Fa(t) = —20(t) — 3y(t) + 2ut) = —25(¢) + Su(t) — Su(t) — 3y(t) + 2u(t) =
—2(4(t) — 4u(t)) — 3y(t) — 6u(t) = —3x1(t) — 2za(t) — Gult).

e Dosadime pocatecni podminky do stavovych proménnych a urcime pocatecni stav,
21(0) = y(0) =1, 25(0) = 7(0) — 4u(0) =2 — 4 -3 = —10,

e Vysledny stavovy model pro tuto volbu stavovych proménnych bude tvaru

] R gt ] R e L v R

v =1 o) [210)].

49



Priiklad 2. Systém je zaddn ve formé prenosové funkce, urcete prislusnou diferencialni
rovnici a libovolny stavovy model,

PP +3p+2
P2+ Tp+12°

F(p)

Reseni - pFevod na stavovy model
e Vyuzijeme vztahu , zadany prenos si prepiseme do pozadovaného tvaru a vypocitame
koeficienty,

p2 + 3p + 2 K blp + b()

(p) = ZrTp 12 =K+ T2 = (pfevedeme na spole¢ny jmenovatel),
 Kp?+TKp+ 12K +bip+by  Kp*+ (TK + by)p + (12K + by)
B P2+ Tp+12 - P2+ Tp+12 ’
K=1,
TK+b=3, | = b =—4,
12K +by =2, | = by =—10,
—4p—10

e Vysledny stavovy model bude tedy tvaru

Reseni - prevod na diferencialni rovnici
e Roznasobime proménné a vyuzijeme zpétnou Z-transformaci,

F(p):m PP+ 3p+2

- /U@ +Tp+12),
UD)lypp P +Tp+12 /- Up)(p D )

Y (p)(p* + Tp + 12) = U(P)(p* + 3p + 2),
p’Y (p) + TpY (p) + 12Y (p) = p°U(p) + 3pU(p) + 2U(p), /L '{}
§(t) + Ty(t) + 12y(t)= 2u(t) + 3a(t) + u(t).

o Informaci o pocatecnich podminkédch postradame, protoze prenos je definovan za n.p.p.
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Priklad 3. Systém je zadan ve formé stavového modelu, urcete piislusnou diferenci-
alni rovnici a prenosovou funkei,

v e | | R W O | R

Reseni - prevod na diferencialni rovnici
e Diky vhodné matici C se piiklad zjednodusuje. SepiSeme proménné,

. ( ) - xl( )7
i1(t) = —3z1(¢) + z2(t) + u(t), - . U
A R
e Derivujeme vystupni rovnici a dosadime za i (t) (ziskdme vztah pro xo(t)),
o(0) = 2a(0), /5
t1(t) = g(t) = =3w1(t) + xa(t) + u(t) = =3y(t) + za(t) + u(t),
7o(t) = y(t) + 3y(t) — u(t),
y(t) = =3y(t) + zao(t) + u(t).
e Derivujeme ziskany vyraz a dosadime za #5(t) a nasledné za xo(t),
(1) = ~3y(t) + at) +u(t), /-
§(t) = =3y(t) + o(t) +0(t) = =3y(t) + y(t) — 3xa(t) — u(t) +u(t),
y(t) = =3y(t) +y(t) = 3(y(t) + 3y(t) — u(t)) — u(t) +u(t)
§(t) = —65(t) — 8y(t) + 2u(t) + u(t)

e Vyjadiime pocatecni podminky;,

25(0) = 9(0) + 3y(0) — () 3,
9(0) =12 + u(0).

e Vyslednou diferencidlni rovnici muzeme tedy zapsat ve tvaru,

G(t) + 6y(t) + 8y(t) = 2u(t) +u(t),
y(0) = =3,
3(0) = 12 + u(0).

51



Reseni - prevod na prenosovou funkci
e Na obé maticové rovnice stavového modelu pouzijeme Z-transformaci,
e Prvni rovnice,

x(t) = Ax(t) + Bu(t), /ZL{}|npp.,
pX(p) = AX(p) + BU(p),
X(p) = (pI — A)"'BU(p).

e Druhé rovnice,
y(t) = Cx(t), /Z{},
Y(p) = CX(p).

e Dosadime X(p) z prvni rovnice do druhé,

Y(p) = CX(p) = C(pI — A)~'BU(p),

Y(p) ~1
F(p) & —*~ =C(pI - A) 'B.
U®) lnpp.
e Vypocitdme matici (pI — A)~!,
Ay pt3 1
(PL—A) = [ -1 p+3} ’
. 1 +3 1
(p ) det(pI — A) (v ) (p+3)*—1 [ L p+3

p+3 1
— | p*+6p+8  p2+6p+8
= 1 pt3 |-
p2+6p+8  p2+6p+8

e Dosadime do vztahu pro F(p) a vypoc¢itame prenos,

p+3 1
_ 1 1
F(p) =C(pI—A)"B=[1 0] [p2+?p+8 p2$3%+8] [_11 = | ) [—1] =
- p°+6p+8  p?+6p+8

. p+3 B 1 . pt+2
pP?P+6p+8 p2+6p+8 pr+6p+8

Priklady na samostatné procviceni

Preved’te néasledujici reprezentace systému na prislusné ostatni reprezentace.
Priklad 1. Preved'te stavovy model:

- F A o 1)
y(t) =[1 0] B;Eg] ‘
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— Pienosova funkce:

— Diferencidlni rovnice:

§(t) + 3y(t) + 2y(t) = u(t) + 20(t),
y(0) =y(0) =4
— Prenosova funkece:
p+ 0.5
F
®) p*+3p+2

— Stavovy model:

Ol L) [ e[ 2w [20) -],
z(t

y(t) = [1 0] va ( tﬂ |

Priklad 3. Prieved'te pfenosovou funkci:

p?+2p+1

Flp)=2. L TP+
P =2 Top+ 25

— Stavovy model:

se [0 =19 2 29+ [ wo
v =21 8] [ +uto

— Diferencidlni rovnice:

§(t) + 10y(t) 4+ 25y(t) = u(t) + 2a(t) + i(t),
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4.2 S < S, prevody mezi stavovymi reprezentacemi
Podminky vstupné-vystupni ekvivalence, pievodni vztahy mezi S a S:
%(t) = Tx(t), (41)
A =TAT!, B=TB.
C=CT, D=D.

e Na Frobeniovu formu reprezentace lze prevadét pouze tiditelné systémy. Transformaéni
matici Trop uréime ze vztahu

TFI'Ob - QfQ;17 (42>

kde Q; a Q; jsou matice fiditelnosti ptivodni a hledané formy reprezentace.

e Na Jordanovu (Modalni) formu reprezentace lze prevést libovolny LTI systém. Stavovy
model s redlnymi koeficienty vsak existuje pouze pro systémy s realnymi vlastnimi ¢isly.
Transformacni matici Tj,,q uréime ze vztahu

TJOI—d = V_l, V = [V1|V2| e |Vn], (43)

kde v; Vk € n jsou vlastn{ vektory ptivodn{ matice dynamiky A. Vyslednd matice dyna-
miky A ; je rovna spektralni matici A daného systému.

Resené piiklady: pievody mezi ekvivalentnimi stavovymi reprezentacemi
Priklad 1. Preved’te zadany systém na Frobeniovu formu reprezentace
S [:@(t)] = {3 U] )] T o] ™8 (a)] T[4l
1(t)
=|-2 -1 :
v =[-2 1] [+ uto)

Reseni - Frobeniova forma, vyjdeme ze vztahu Tp = Q,Q; "
e Vypocitame matici riditelnosti Qz puvodni reprezentace S a jeji inverzi,

Q: 2 [B|AB|A%B|...|A"'B] = [(1) _35] ,

b A 135
Qfl_det(Qf) Q: J—3[0 1}.
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Matice fiditelnosti Q; systému S ma plnou hodnost, systém je tiditelny a lze ho tedy

prevést na Frobeniovu formu reprezentace.
e Vypocitame matici riditelnosti Q; hledané reprezentace S, pro Frobeniovu rep. plati:
0 1 = 0
B, =
O] Ee=l

Q. & BpABr[A2B,|.. A"'B,. Ay - [
— 0 1
= Qf - |:1 —a1:|

e Vypocitame transformaéni matici Tg a jeji inverzi,
— 110 1 3 5 110 1
_ -1_ 1 _ 4t
Tr=QQ =3 {1 —aj [o 1} 3 [3 5—a1} ’
1 Adj _ |G1 — 5 1
= { 3.0

T = ———
F det(TF)

e Vypoéteme symbolicky matici Ap = T FATIE1 a vyreSime vzniklou soustavu rovnic,

Ar Tr A e
To 17 100 1 1[5 =3[m-51_ [ a-4 1
—ay —a1| 313 5—a| |3 1 3 0 = |—ai+4a1—4 —ay]|’
oL = a1:4,=> (10:4,
- 0 1 1o 1 L1
:>AF_{_4 _4], & TF_g{S 1], TF_{?) 0}.
e Dopocitdme matici Cp, ¢fslo Dp = D = 1,
-1 1
3 o}:{_l -2,

Cp=CT,' =[-2 —1] {

e Prevedeme vektor poc¢atecnich podminek,
i(t) = TFX<t), = E(O) = TFX(O),

7(0)] _ 101 4:§

313 1| |4 %

2(0)
e Vysledny tvar systému ve Frobeniové stavové reprezentaci bude,
e o) = 1% AR+ [ o [26)-14)
y(t) = [-1 —2] EQEQ] +ul).

95



Priklad 2. Preved’te zadany systém na Jordanovu formu reprezentace

il -2 - B
y(t) = [-1 2] [i;gﬂ + 2u(t).

Reseni - Jordanova (Modalni) forma, vyjdeme ze vztahu T, = V!
e Najdeme vlastni ¢isla matice A,

A+3 —1

det(AI — A) = det { 5 N

]:A2+3A+2:<A+1><A+2>,

)\1 - —1, )\2 - —2

e Sestavime spektralni matici A z pravé vypoctenych vl. ¢isel,

~1 0 —
o)

e Najdeme vl. vektory v;, abychom z nich nasledné mohli sestavit matici V,

2 N
Vypocet vlastniho vektoru v; piislusného k Ay = —1,
(2 —1]0] [2 -1 0': 1]
2 —1{o ]~ lo ofo] T VT |2
Vypocet vlastniho vektoru vo piislusného k Ay = —2,
1 —1]0] [1 -1 0': 1]
2 —2{0] T |lo ofo] T V2T 1)

e 7 vl. vektoru sestavime matici V a vypocitame jeji inverzi,

11 _
V = [V]_lVZ} = |:2 1:| = TJ17
1 . -1 1
o VA= =T,.
det(V) 2 -1 !

e Dopocitdme matice B, Cy, ¢islo Dy = D = 2,



e Pievedeme vektor pocatecnich podminek,

x(t) = Tyx(t), = x(0) =T ,;x(0),
[z (0)] [-1 1][-1] [3]
0)| T |2 -1 |27 |4
e Vysledny tvar systému v Jordanové (Moddlni) stavové reprezentaci bude,
=  [=@®] _[-1 o] [=(@®) -2 [z (0)] [3
S [@(t)} = lo —2} =) T YD g0 T 4]

y(t) = [3 1] Ezg;] +2u(t).

Priklady na samostatné procviceni

Preved'te nasledujici formy reprezentace na Frobeniovu a Modalni formu reprezentace.
Priklad 1.

Piiklad 2.
12 B 811
y(t)=[1 2] B;g;] :
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5 Dynamické odezvy systému, vypocet e?!

Linearni deterministicky SISO systém je obecné popsan rovnicemi tvaru
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (44)
y(t) = Cx(t) + Du(t).
Resen{ stavové rovnice v Ccasové oblasti je
t
x(t) = eM'xg +/ AT B (r)dr (45)
to

Vystup y(t) je jen linedrni kombinaci stavu x(t) pfes matici C. Abychom skute¢né byli

schopni vypocitat odezvu na pocéteéni podminky xq a vstup w(t), musime umét najit tvar

maticové exponencidly eAl.

5.1 Zpétna Laplaceova transformace

Reseni stavové rovnice 1) v oblasti obrazu je

X(p) = (pI — A) 'xo + (pI — A)"'bU(p), /L '{}
x(t) = 2 H(pL— A) " xo + 2 {(pL - A)'BU(p)}, (46)

~
et ftto eAt=T)bu(r)dr

Porovname-li a , zjistime 7ze matici e mizeme Vypoéita za pomoci vztahu
A =2 H(pL-A)'} (47)

Resené piiklady: Zpétna Z-transformace

A

Piiklad 1. Vypocitejte matici e s vyuzitim zpétné £ -transformace.

A= E :ﬂ . (nendsobna vl. ¢isla)

Reseni: Vyuzijeme vztahu eAt = 2~ {(pI — A)~'},
e najdeme tvar matice pI — A

A _|p=3 1
Pt A‘{—G p+2}

27Na nésobnosti vlastnich ¢isel matice A pii tomto postupu nezélezi.
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e Vypocitame jeji inverz{®}

B 1

~det(pI — A)
det(pl — A) = (p=3)(p+2) +6 =p(p— 1),

+2 -1 ]

(pI—A)™" (pI — A)AY,

. Adj _ (P
(I —A) {6 b3

p(p—1)  p(p-1)

p+2 1
= (pI — A)*l = [p(pﬁ—l) 1;(1051)] )

e Upravime prvky matice tak aby bylo mozné pouzit zpétnou .Z-transformaci,

Pozice
(1,1) M:ﬂ_i_ "2 _ rl:hmp_“’;%:_2 _ 3 2
T plp-1) p o p—1 rp=lim, B2 =31 p—1 p’
(1,2, =D f ) e =) L L
pp—1) p p—-1 |re=lmp, > =-1] p p-1
_1; 6 __
(2,1), —> __ng. " n=limpg=-61_ 6 6
pp—1) p p-—1 rg = limyy =6 p—1 p
-3 ro=lim, 0 2= =3 1] 3 2
(272)7 P :E"' 2 = ! . p—;(’)i%fl ’:__
pp—=1) p p—-1 [rp=limp 5= p p-1

e Pouzijeme “slovnik” .Z-transformace a ur¢ime vyslednou matici,

YRRRY =t B =T R B E S A
= i 6e! —6 3 —2¢!

hSHIeASHIN)

Piiklad 2. Vypocitejte matici eA? s vyuzitim zpétné £-transformace.

A= [:;l g} . (ndsobna vl. ¢isla)

Reseni: Vyuzijeme vztahu eAt = 271 {(pI — A)~'},
e najdeme tvar matice pI — A

A _|p+4 =3
pl A—{ 3 p—2}'

28 Adjungovand matice pro matice typu 2 x 2 se poéitd snadno - prvky na hlavni diagonéle si vyméni
pozice a prvky na vedlejsi zméni znaménko.
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e Vypocitame jeji inverzi,

(1= &) = (- A
det(pl —A) =p* +2p —8+9 = (p+1)%
pr-api= P22 0L
_p=2_  _3 _
= (pI-A)' = [% ﬂ] )
(p+1)2  (p+1)2

e Upravime prvky na hlavni diagondle tak aby bylo mozné pouzit zpétnou .Z-transformaci

(prvky na vedlejsi diagondle tipravu nepottebuji),

Pozice

(1 1) p—2 _ r1 N T9 :T1p+T1+T2:
T (p+1)?2 p+1 (p+1)? (p+1)?

(2,2) p+4 _ N N T2 :T1p+7“1+7’2
U (p+1)?2 p+1 o (pF1)2 (p+1)?

T =
Lt re=—
o =
7”1:1
T'1+7“2:4
T2:3

e Pouzijeme “slovnik” Z-transformace a uré¢ime vyslednou matici,

e

1 3 3 _ _
{ Pl tg(zﬂrl)2 G }: {e ' _Btf '
(p+1)2 Pl T D2 —3te

-3

1 1 3
9| = _ ,
p+1 (p+1)?
1 . 3
Cp4+1 0 (p+ 12
3te?
e t 4+ 3te~t

5.2 Vyuziti modélni transformace (Jordanav tvar)

Kazda ¢tvercovd matice A € R™™ muze byt rozlozena na Jordanuv blokoveé-diagonalni
tvar, oznaémﬂ jej A, pomoci transformaéni matice V (slozené z vl. vektoru matice A) a

jeji inverze tak, ze plati
A=VAV
Matici eA* mizeme zapsat jako fadu,

o ARl X (VAV )k

At _ —1
et = 0 o =1+ VAV t+
k=0 k=0
<= Aktk 1 At 1 At
:V<Z o )V — VeAty 1= AL
k=0

29Tzv. Spektralni matice, velké fecké pismeno lambda.

61

IVAVEEV AV 12 N

(48)

2



Uvazujme matici A jako matici slozenou z Jordanovych bloku ve tvaru

J, O ... O et -0 ... O
: ot :
A O Ja At O e’ ' , (50)
o ... ... J, o ... ... ¢elnt

Jordanovy klece J;VI prislusi k mnoziné bud’ nendsobnych, nebo nésobnych vl. ¢isel. Pro
nenasobna vlastni ¢isla A(; .. ) bude piislusny blok vypadat

.....

)\i 0 6)\it 0
Ji=|: . | == ] (51)
0 ... )\k 0 6)\k

Pro kazdé k-nésobné vlastni ¢islo A\; bude piislusny blok vypadat

N1 .00 eMt teMt (Zk:ll)!e’\lt
: Mt :
g=|Y A o I L B : )
E 1 T teMt
0 )\l kxk 0 eAlt kxk

Resené piiklady: Modélni transformace

A

Piiklad 1. Vypocitejte matici e s vyuzitim moddalni transformace.

2 4 Ve 7’ v 7/
A= {_1'5 _3} , (nendsobnd vl. ¢isla)

Reseni: Vyuzijeme vztahu et = VeAV—L
e Najdeme vlastni ¢isla matice A,

A—2 —4

det(A\I — A) = det [ 15 A+3

]:A2+)\—6+6:>\()\+1),
M =0, \g=—1.

e Sestavime spektralni matici A a e?* z prave vypoctenych vl. éfsel,
vlastni ¢isla jsou dvé a nenasobnd = matice A bude mit jediny Jordantuv blok,

o0 ac [ 07 10
A‘{o —1};‘6 _{o et T o et
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e Najdeme vl. vektory v;, abychom z nich nasledné mohli sestavit matici V,

N-2 -4 ]
[M_A]Vi:{ 1.5 Ai+3}vi_0

Vypocet vlastniho vektoru vy prislusného k A\; = 0,

—2 4]0 1 2]0 L2fo] L _[-2
15 3|0 3 60 0 00 Vi=iq|

Vypocet vlastniho vektoru vo prislusného k Ay = —1,

-3 —4[0] _[3 4[0] [34f0] _ . _[4
15 2 |0 3 410 0 00 Ve =gl

e Sestavime matici V z vl. vektoru jako

V = [vi|va] = {‘12 _43} .

e Vypocitame inverzni matici V1,

1 . 171-3 —4
-1 _ VAdJ — .
det(V) 2 |-1 =2

e Dosadime do vzorce pro et a uréime vysledek,

eAt — VeAtv—l —

-3 0 et
B [3 — 27t 4-— 4€_t:|
%e‘t — % 3et —2|°

2 2

B R e i S e
1 = 1 =3¢ |5 3

Piiklad 2. Vypoécitejte matici et s vyuzitim modélni transformace.

A= {_35 _13} ,  (ndsobnd vl. cisla)
Reseni: Vyuzijeme vztahu et = VeAV—L
e Najdeme vlastni ¢isla matice A,

det(AT — A) = det P—? AiJ AN 549 (A+2)7,
/\172 = —2.
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e Sestavime spektralni matici A a et z praveé vypoctenych vl. éfsel,
vlastni ¢isla jsou dvé a ndsobnd = matice A bude mit jediny Jordanuv blok s jednickou
nad hlavni diagonélou,

-2 1 A e7H te ™
A‘{o —2} - © _{o e2 |

e Najdeme vl. vektory v; (va zobecnény), abychom z nich nésledné sestavili matici V,

NI = A] [vi]vo] = [Ai:? Ai3_ J [vilva] = [0] — vi]

Vypocet vlastniho vektoru vy,
3 310 3 310 oy —1
-3 =310 000 R
Vypocet zobecnéného vlastniho vektoru v,
3 3|1 3 3|1 v 0
-3 -3|-1 000 S
e Sestavime matici V z vl. vektoru jako

V = [vi|vy]

I
| — |
—_ |
—_
wik O
| I

e Vypocitame inverzni matici V1,

wgiv-4 14 27 1

A

e Dosadime do vzorce pro e a uréime vysledek,

At _ ~xroAiy-1 |1 O e~ tem? -1 0f _ —e 2t te2 -1 0]
VeV [ 13 0 e 3 3] e te e 3 3|
_ [6‘” —3te2 3t % }

- 3te—2t e 2t 4 3te %
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5.3 Cayley-Hamiltonova véta

Cayley-Hamiltonova véta zni:
kazda ¢tvercova matice (ozn. A) vyhovuje svoji charakteristické rovnici. Plati tedy

det(AI — A) = col + et A + +e A2 + - + A", (char. polynom), (53)
0=col +c1A+cA?+ -+ A", (dosazeni A — ). (54)

Pro libovolné konvergentni maticové funkce vyjadritelné mocninnou fadou plati:
libovolnou mocninu matice stupné vétsi nez n muzeme vyjadrit jako linearni kombinaci
mocnin stupné mensi nez n. Plati tedy

“+o00 Aktk n—1

€:At - Z k! :kZ:O akAktka (55)

k=0
n—1

a dle C-H véty, eM'= Z apAFt*, Vi, (nendsobné vl. éisla). (56)
k=0

Rovnost vede na soustavu rovnic o n neznamych a;Vk. OvSem pokud je néjaké vl.
¢islo A\; ndsobné, tato soustava nemd feseni (shodné fadky) = poprvé pouzijeme rovnost
(56)), nésledné vzdy derivujeme piedchozi rovnost podle onoho vl. ¢isla A;. Druhd rovnice
pro A; bude tedy vypadat,

d e N k—14k (o C 1w
—e =te" = RN b 1. ¢isl o7
d/\le e kgl agkA; " t", (ndsobna vl. ¢isla), (57)

Postup by tedy mohl vypadat nasledovné,
e najdeme vlastni ¢isla matice A,
e sestavime soustavu rovnic podle (56]), resp. pro nasobna vl. ¢isla,
e najdeme koeficienty a;Vk,

e dosadime za A a a;Vk do rovnosti a ziskdme tak hledanou matici et

Resené piiklady: Vyuziti C-H véty

Piiklad 1. Vypocitejte matici eA? s vyuzitim C-H véty.

A= {:g ﬂ . (nendsobnd vl. ¢isla)
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) ~ rd v - 1
Reseni: Vyuzijeme vztahu e =Y~ a, AFtk

e Najdeme vlastni ¢isla matice A,

A+2 -1

det(/\I—A):det{ 5 A_2

]:)\2+2/\—2)\—4+5:p2+1,
)\1:’i, )\2:—2

e Sestavime soustavu rovnic pro vypocet koeficientu a;Vk, matice je typu 2x2 = polynom
bude prvniho fadu

n—1
ettt = g ak/\ftk = e =ay+ ayit,
k=0

e = qy — ayit.

e Vyfesime soustavu rovnic, napi. maticove

et 1 1 at] [ao ap] 1 [—it —it] [ e
e T 1 —it| |a a| =2t |[-1 1| |e]’

et 4 e et —e " sin(t)
= - t = - = .
“ 2 cos(h). @ = o =

e dosadime do vztahu eAt = 37770 q ARtE,

At ~ |cos(t) 0O sin(t) [-2 1],
6__a01+a1At_ |: 0 COS(t) + 1//_
B [cos(t) — 25sin(t) sin(t) }

—5sin(t) cos(t) + 2sin(t)

Piiklad 2. Vypocitejte matici eA? s vyuzitim C-H véty.

9 _
A= [ 1 _4} , (nasobna vl. ¢isla)
Reseni: Vyuzijeme vztahu eAt = 37771 a, AFth
e Najdeme vlastni ¢isla matice A,

A+2 1

det(AI—A):det[ 1 a44

] =N 4+6A+8+1=(p+3)?

A=A = —3.
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e Sestavime soustavu rovnic pro vypocet koeficientu a;Vk, matice je typu 2x2 = polynom
bude prvniho fadu

n—1
Mt = Zak)\’ftk = e 3 =gy — a1 3t,
k=0
Cl n—1
At At k—14k —3t
—eM = Mt = arkATTY = te 7t = aqt 58
d\ ]; AL 1 (58)

e Vyfesime soustavu rovnic, napi. maticove
e [1 =3t] [ao ap| _ 1|t 3t e 3t
te 3 |0t a; ar|  t |0 1] [te 3]’

ap = e 3+ 3te™ ap = e 3.

e dosadfme do vztahu eAt = 37770 a, ARtk
—3t —3t
At _ _ e ‘I— 3t6 O 73t _2 _1 o
e =all+a At = [ 0 =3t 4 33t +e 1 _4 t=
e=3t 4 o3t te3t
= { te—3t 3t _ te—3t:| :
Priklady na samostatné procviceni
Vypoététe matici e libovolnym zpiisobem.
I e 1 et 1
Piiklad 1. A = i ﬂ , (eAt = [% i 2 & %] )
i 3 "3 3 T3
., [—4 -2 2e73t — 72 Qe — Qe
Prlklad 2. A. - 1 _1:| 5 (eAt - |:e2t _ e*3t 26722& _ 673’5 :| )

Piiklad 3. A = {_i 2] : (eAt = [1 S D
2

Piiklad 4. A — [_3 _2] (eAt _ {et —otet  —2tet D
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6 Frekvencni odezvy systému

6.1 Odezva na harmonicky signal

Po privedeni harmonického signédlu s frekvenci w € R na vstup LTI systému, bude vy-
stupemm opét harmonicky signal s amplitudou a fazi urcenou frekvenénim pfenosem@@
F(jw),
vstup u(t) = sin(wt) = Yuynucena(t) = |F'(jw)| - sin(wt + ¢), (59)
kde |F(jw)| = V/R{F (jw)}* + S{F (jw) ),
o S{F(w)}
R{F(jw)}

p = tan

Pfi uréovéani fazového posunu pomoci funkce tan=! napt. v systému Matlab, je potieba

myslet na kvadrant, ve kterém se nachézi komplexni ¢islo F'(jw). Pti pouziti funkce atan
muze dojit k nezddoucimu odeécteni/pticteni 180° vlivem pieklopeni levé komplexni polo-
roviny do pravé (tangens je periodicka funkce definovand na intervalu (—n/2,7/2) + km.
Toto tesi funkce atan2(y,x), kterd rozlisuje znaménka realné a imaginarni ¢asti a spravné
tak detekuje kvadrant i vysledny 1hel v celém rozsahu (—m, ).

Resené piiklady: Odezva na harmonicky signal

Piiklad 1. Urcete vynucenou slozku vystupu ze systému F'(p) pii vstupu u(t).
2
F(p) = 1\
p(p+1)
a) u(t) = sin(t),
b) u(t) = sin(2t).
Resent:
e Urcime redlnou a imaginarni ¢ast F'(jw),

, p 2 2 Wt jw

Fjw) = — == =

jwjw+1) —w?4jw  W—jw w?+ jw
_—2w2—2jw_ —2w 2 ,
Tt e Pt
—_—— ——

R{F(Gw)} S{FGw)}

30Resp. vynucenou slozkou vystupu = vystup po odeznéni odezvy na (nenulové) pocdteéni podminky
(dobfe pozorovatelné jen u stabilniho systému).
31Frekvenéni prenos je definovan jako Fourierova transformace vahové funkce h(t) nasledovné, F(jw) =

—jwT — Z{u()}
th(T)B IWTdr = Zhm)

32Pfipomenme, 7ze pro imagindrni jednotku j plati j2 = —1.
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e Urcime amplitudu, fazi a vynuceny vystup,
a) u(t) = sin(t),

. —-2-1
2
Cx ; - - _
= [FG)| = V(=12 + (1) = V2,
I
(10 =1tla _1 - 4 )
= y,(t) = V2 -sin(t — ?%T), teR.
b) u(t) = sin(2t),
. —2-2 4
2 2
Cx . e e S

= |F(j2)] = V/(~0.4)% + (=0.2)% = 0.4472,
0.2
=tan ' —= = -2,
p = tan™! — = 6779,

= y,(t) =0.4472 - sin(2t — 2.6779), t € R.

Piiklad 2. Urcete vynucenou slozku vystupu ze systému F'(p) pii vstupu u(t).

_ P
u(t) = 3cos(2t).

Reseni:
e Urc¢ime redlnou a imagindrni ¢ast F'(jw),
L Jw 2—jw 2w —jfw? w4 w?
T w42 2—jw 4—j2? 44w
w? 2w
T 4t w2 +4+w2‘7’
—— ——

R{F(jw)} S{F(w)}

F(jw)

e Transformujeme vstup na sinus (s cosinem proces udélat takto nelze),

u(t) = 3cos(2t) = 3sin(2t + g)’
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diky linearité muzeme za vstup vzit funkei sin(2t), vysledek poté transformujeme “zpét”
(vyndsobime tfemi a pricteme fazi 7).

e Urcéime amplitudu, fazi a vynuceny vystup,

22 4 1
= RFUD} = 3 =5 = 3
2-2 1
S{F(j2)} = ==
S} = 10 = 5
1\ [/1\? 2 1 V2
F(2) \/(2) +(3) —\2-5-%
1
=t -12 _ T
p = tan % 1
2
= yv,transformovany(t> = g : Sln<2t + %), t € R.
e Transformujeme vystup a ziskdme tim vysledek,
3V2
yo(t) = %_-sin(2t+%+g), teR.

o Také je mozné postupovat za pomoci fazortu. Ke vstupu u(¢) pfidruzime fazor u,(t),
u(t) = 3cos(2t) — us(t) =3-J* 3 e CVteR.

o Prenos F(j2) napiSseme jako komplexni ¢islo ve tvaru

Vyndsobenim komplexnich ¢isel wy(t) - F'(j2) ziskdme vysledny fazor y;(¢), ze kterého
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uz muzeme snadno vycist vyslednou vystupni harmonickou funkei y(t),

. ” 2 x 3V2 . T
yr(t) = us(t) - F(j2) = 3- I3 V2 \Qf el ETD),

2
3v2

3 3
= [cos(2t + Zﬂ') + j - sin(2t + Zw)],
3V 2
y(t) = S{y; (1)} = \Qf - sin(2t + Z + g), teR,

3V2
nebo ekvivalentneé, y(t) = \2[ - cos(2t + g), t eR,

i ; 3 - p
ys(t) = B2 - eI @itim y(t) = 252 - cos(2t + F)

Priklady na samostatné procviceni

Urcete vynucenou slozku vystupu ze systému F(p) pii vstupu u(t).

Piiklad 1. F(p) = 21 w(t) = sin(2t)

=zt
(yo(t) = 0.7906 sin(2t + 0.3218) )

Piiklad 2. F(p) = ;lw u(t) = 6sin(3t + )
(y(t) =2sin(3t+ 7))

6.2 Bodeho charakteristika (LAFCH, LFFCH)

Bodeho charakteristika je graficky pojaté rozsiteni tlohy z predchozi kapitoly (odezva na
harmonicky signél) pro vSechny kladné frekvence w. Oproti Nyquistovo frekvenéni charak-
teristicﬂ je zde piimo citelna frekvence w, prislusejici k dané vystupni amplitudé (|F(jw)|,

33Nyquistova charakteristika systému zadaného pienosem F(p) vykresluje pribéh funkce F(jw) w > 0
piimo do komplexni roviny.

71



vzdélenost od pocatku u Nyquista) a fazovy posun (¢(jw), thel oproti kladné redlné ose).

e [(jw) je Yw komplexni ¢islo a jako takové ho lze zapsat ve tvaru F(jw) = |F(jw)|e/¥“),
kde je opét | F(jw)| = /R{F(jw)}* + S{F (W)}, pl(w) = tan™! AL
e LAFCH - vykreslujeme

|F(jw)las = 201og, [F(jw)l, (60)

= nasobeni (déleni) faktoru (nuly a pdly) v F'(jw) prechazi ve scitani (odciténi).
e LFFCH - vykreslujeme

[o(w)l®. (61)

Oboji na doménu w € Ry, [rad/s] v logaritmickych soufadnicich (po tzv. dekddéch).
e Pro prenosovou funkci systému upraveného do faktoriozovaného tvaru

( p+1). (e By
Fjw) = Kp* e e (62)
(" p+1)...( sp2 4+ —=EEp+1) ... p=juw
e Pokud bychom pouzili tvar pfenosové funkce, kde jsou faktory ve tvaru (p — ), a

(p*+2& p+  ?), pak tzv. “nizkofrekvenén{ faktor” K = lim, o #F (p).

Zlomové frekvence jsou hodnoty kotentu, resp. jejich soucinu, jsou-li komplexné sdruzené.
e Pouzivame tzv. primkovou aprorimaci podle pravidel (zjednodusené, jen stabilni)

urceni pocatku LAFCH, LFFCH Stabilni faktor Stabilni faktor
nizkofrekvencni faktor 1. radu 2 radu
Kp* (p+1) P +26 pt+ 2
LAFCH K(jw)* (/jw+1) [(jw)? + 26 jw+ 7
|F(jw)laB & sklon+k - 20 dB/dek v citateli v citateli

+20 dB/dek +40 dB/dek

S predchozi sklon predchozi sklon
20 logo K 4+ E ————+<: e GRTE

/ T k<O : —20 dB/dek —40 dB/dek
‘ : _ : ve jmenovateli ve jmenovateli
S107t 1 10' w [rad/s] 1 w [rad/s w [rad/s]
LFFCH
Lp(w)() “ +180(1l .................................
+9OO .................................
[kg]g —mmm—s v citateli 1 o v citateli

+45o ................... :

»

11 a1 1 o o
10 T 10" w(rad/s] : w [rad/s w [rad/s]
3 : — 45O o ve jmenovateli Y)Y PR—— . Ve jmenovateli
i i
A 14 T
dekada, dek BT S P

e Nestabilni faktory pfindseji dodateéné fazové zpozdéni na nizkych frekvencich (ne-
stab. pdl) nebo na vysokych frekvencich (nestab. nula). Dopravni zpozdéni se projevuje
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rychlym poklesem féze s rostouci frekvenci - v komplexni roviné (Nyquist. char.) e 7/«
vytvari nekonecné kruznice modulované zbylymi ¢astmi prenosu.

Resené piiklady: LAFCH a LFFCH (Bodeho charakteristika)

Priklad 1. Zakreslete LAFCH a LFFCH zadaného systému.

(p+0.1)(p + 10)
(p + 1)(p% + 200p + 10000)

F(p) =10

Reseni:
e Uréime nizkofrekvenénf faktor tvaru Kp*, vidime ze k = 0 (stupenn astatismu),
pomoci limity,

(p+0.1)(p + 10) 102-1071- 10"

1
K = lim —F(p) = lim 10 = 1072
e F ) = I 10 e 7+ 200p + 10000) 101 !
pomoci upravy prenosu,
~ 1071 - (10 1)-10- (1071 1
(p+1)-10*- (10~4p% + 200 - 10~4p + 1)
_ 102 (10p + 1)(10~1p+ 1)
- (p+ 1)(10=4p2 +200 - 10~4p + 1)
e Urcime vychozi bod LAFCH - nizkofrekvené¢ni faktor,
K =102, = 20log;o(K) = —40,
asymptota prochazi bodem [w = 1, |F(jw)|as = —40],
k=0 = se sklonem 0 dB/dek.
e Urcime vychozi bod LFFCH - nizkofrekvenéni faktor,
k=0 = [k=]° =0°.
2
e Urcime zlomové frekvence, seradime vzestupné, a analyzujemeﬂ
zlom ~ LAFCH ~ LFFCH
1071 (¢itatel) = piidd +20dB/dek, puvodni+ 45° + 90°,
10° (jmenovatel) = ubere —20dB/dek, puvodni—45° —90°,
10! (¢itatel) = pfidd +20dB/dek, puvodni+ 45° + 90°,
Vw2 =10* (jmenovatel) = ubere —40dB/dek, puvodni— 90° — 180°.

34Prostiedni hodnota ve sloupci LAFCH je zména faze oproti ptvodni (mensf w nez zlomovd) pifmo v
daném zlomovém bodé.
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Nyni muzeme zacit zakreslovat piimkové aproximace Bodeho charakteristiky.

A LAFCH
|F(jw)las
0 ...................................................... -
+20 dB/dek :
—40 dB/dek
—20 dB/dek .

Q) @ .
+20 dB/dek :

—40 i S

102 10! 100 10! 102 10 w [rad/s]

o Sami porovnejte s vysledky z MATLAB®)-u: zaoblenéjsi LAFCH.

Priklad 2. Zakreslete LAFCH a LFFCH zadaného systému,

p(p+0.1)

F(p) = 10*-
2 (72 + 20p + 100)’

Resent:
e Uréime nizkofrekvenéni faktor tvaru Kp*, vidime ze k = 1 (stupen astatismu),
pomoci limity,

1 1 0.1 102107t
K = lim S F(p) = lim 21022 HOD =107,
p—0 pk =0y (p*+ 20p+ 100) 102
pomoci upravy prenosu,
~ -1071 - (1 1 1 1
K B(p) = 10° p-107" - (10p +1) _ 10! p(10p +1) .
102 - (10=2p24+20-10—2p+1) (1072p2+20-10"2p+ 1)

e Urcime vychozi bod LAFCH - nizkofrekvené¢ni faktor,

K =107, = 20log,(K) = —20,
asymptota prochazi bodem [w =1, |F(jw)|ag = —20],
k=1 = se sklonem +20 dB/dek.
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e Urcime vychozi bod LFFCH - nizkofrekvenéni faktor,

k=1 = [kg]" = 90°.

e Urcime zlomové frekvence, sefadime vzestupné, a analyzujemeﬂ

zlom ~ LAFCH ~ LFFCH
107! (¢itatel) = piidd +20dB/dek, puvodni+ 45° + 90°,
Vw2 =10 (jmenovatel) = ubere —40dB/dek, puvodni—90° — 180°.

Nyni muzeme zacit zakreslovat piimkové aproximace Bodeho charakteristiky.

|F(jw)las 4

40

40 dB/dek
20
0

—-20

—40

—60 | N
I 102 10 w [rad/s]

1072 1071 10° 10! 102 10 w [ra'd/s]

Priklady na samostatné procviceni

Zakreslete LAFCH a LFFCH zadaného systému.

35Prostiedni hodnota ve sloupci LAFCH je zména faze oproti ptivodni (mensf w nez zlomovd) pifmo v

daném zlomovém bodé.
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oy . 3. p+1
Piiklad 1. F(p) =10 PTI0-0) (21 200511007
\ LAFCH
|F(jw)lan ﬂ
20 §—eP = -
—20 dB/dek |
|
0 i
i
' 4120 dB/dek
00 @i
—40 dB/dek
1072 1071 10° 10! 102 103 w [rad/s]
;
p(w)?
0°
—45° ¢4+ :
—90° ¢----: f °
_13504 : :
—180° $--- : § -
1072 1071 10° 10! 102 103 w [rad/s]

Priiklad 2. F(p) =10

|F'(je)lan
20

0~

—20
—40

—40 dB/dek

—2 _ (p+0.D)(p*+2p+1)
p?(p+100)

LAFCH

—20 dB/dek

+20 dB/dek

+40 dB/dek

—45° ¢
—90°
—135° 4
—180°1

102
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2

=’ _ 4 . P
Piiklad 3. F(p) =10 GTIS 0 5 10T
80 ¢ e LAFCH
o
[F(jw)lan 7 !
i |
40 ................ ‘l . A.
- 40 dB/dek :
20 ............................. ‘ .................................................
: ! —20 dB/dek
0 : !
+40 dB/dek : :
e : !
Z40 }
1071 10° 10 102 10®  w [rad/s]

180° |

90°

00
—45°
—90°

102
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7 Nyquistovo kritérium stability

Nyquistovo kritérium se vyuziva pro analyzu stability systému F,(p), ktery vznikne uza-
vienim zaporné zpétné vazby kolem systému F,(p) (prenos F,(p) zndme). Do komplexni
roviny se vykresluje kiivka ['s, vznikld dosazenim kkayﬁ ', do ptenosu F,(p).

Open loop Closed loop
b(p) . . K b(p) -
() a(p)| w0 u(t) a(p) )
_ 7bp) > _ _Fop) _  Kb(p)
Fy(p) = K77 Fulp) = 1+Fo(p) ~ alp)+Kb(p) -/
Posun F,(p) olvlevo v
komplexni rovine
.. vztazeni k bodu
[~1.04]
14 F,(p) = “wthbe) =2 N—z-
Y _
A . v ’ —1 |- ”X
. S
)T = R
T, I'r,

Nyquistovo frekvenc¢ni kritérium stability pak muzeme formulovat takto:
Nutnou a postacujici podminkou stability uzavieného regulacniho obvodu je pozadavek,
aby kiivka F,(jw) pro w € (—o0, +00) obklicovala bod [—1, j0] v zdporném smyslu tolikrat,
kolik mé otevieny regula¢ni obvod nestabilnich pélu.

Prakticky:
e pocet nestabilnich pélu otevieného systému /7 zname,
e pocet obkrouzeni N bodu [—1, j0] zjistime z grafu,
e hleddame pocet nestabilnich pélu uzavieného systému Z = N + /7,
pokud: Z =0 = F,(p) je stabilni,
Z >0 = F,(p) je nestabilni,

o Poznamka: Ma-li F,,(p) pdl na imaginarni ose pro néjaké jw, hodnotu F,(jw) nelze vy-
¢islit = je potfebné upravit kiivku I',, tak, aby zminény bod jw néjak vhodné “obkrouzila”.

36Kfivka I', obepind pravou C-polorovinu kde se nachaz{ nestabilni pély.
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Resené piiklady: Nyquistovo kritérium stability

Priklad 1. Analyzujte stabilitu systému pomoci Nyquistovo kritéria stability,

p+2

B0 =2 e a1

Reseni:
e Uréime pocet nestabilnich pélu oteviené smycky /7,

5. p+2
P e e 1 7

e Z grafif’’| uréfme pocet obkrouzenf bodu [-1,0j] NV,

proti smeru hod. rucicek

= N=-1

I'g,

e Urcime pocet nestabilnich pélu uzaviené smycky 7, a rozhodneme o stabilité,
Z=N+FP=-14+1=0,

= Systém vznikly uzavienim zdporné zpétné vazby kolem systému F,(p) bude stabilni.

37Graf vygenerujeme napi. v MATLAB®-u (je dany).
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Priklad 2. Analyzujte stabilitu systému pomoci Nyquistovo kritéria stability,

(p+2)°(p+4)
(p—1)2%p—3)

Fo(p) =
Resent:
e Urcime pocet nestabilnich pélu oteviené smycky /7,

P = T2+

o7 grafu@ urcime pocet obkrouzeni bodu [-1,0j] NV,

e Urcime pocet nestabilnich pélu uzaviené smycky 7, a rozhodneme o stabilité,
Z=N+1I"=-3+3=0,

= Systém vznikly uzavienim zaporné zpétné vazby kolem systému F,(p) bude stabilni.

38Graf vygenerujeme napi. v MATLAB®-u (je dany).
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Priklad 3. Analyzujte stabilitu systému pomoci Nyquistovo kritéria stability,

F,(p) = L (p+2)%(p+100)(p +40)(p + 3)
o\P) = 1000 (p—z)(p+1>4(p_ 1)2(]7-0—9) )

Reseni:
e Urcime pocet nestabilnich pélu oteviené smycky

)l

Fy(p) = — (p + 2)%(p + 100)(p + 40)(p + 3)

~ 1000 (p+ 1) (p+9)
o7 grafﬂ urcime pocet obkrouzeni bodu [-1,0j] NV,
J'/ !
[ N ™
i { //: = N =1.
N
Py N

e Urcime pocet nestabilnich pélu uzaviené smycky 7, a rozhodneme o stabilité,

Z=N+P=1+4+3=4,

= Systém vznikly uzavienim zaporné zpétné vazby kolem systému F,(p) bude nestabilni.

39Graf vygenerujeme napi. v MATLAB®-u (je dany).
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Piiklady na samostatné procviceni

Analyzujte stabilitu zadanych systému pomoci Nyquistovo kritéria stability.

oy _ 1 (p+4)(p+10)(p—10)
Pitklad 1. F(p) = 3 T %o

Nyquist Diagram
T T T

(Z =1, = F,(p) nestabilni).

Imaginary Axis
o

L L L L L L 1 L
-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

-0.6
Real Axis

. - (p+10)(p+1)
Piiklad 2. F(p)=10- (S+3)(§13+2§(37372j)

Nyquist Diagram
T

Imaginary Axis
. o

(Z =0, = F,(p) stabilni).

. . . .
3 2 1 0 1 2 3
Real Axis
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oy _ (p+3)2(p+20) (p+30)
Pifklad 3. F(p) = 100 - {3 a i

Nyquist Diagram
T

(Z =0, = F,(p) stabilni).

Imaginary Axis
s o

Real Axis
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8 Geometrické misto koireni (GMK)

GMK je definovéno jako mnozina komplexnich ¢isel {p}, vyhovujici rovnici

b(p) +
HK@_O’ K e R, (63)

Motivaci je urceni polohy nul a pélu (v komplexni roviné) uzaviené smyékylﬂ za predpo-
kladu Ze se méni jen zesileni oteviené smycky K od nuly do nekonecna.

Open loop Closed loop

bp) |, blp) |,

u(t) a(p)| o u(t) a(p) ()
Kb(p)

bp

Fy, =K — Fyu :-@G% L,

Pravidla pro konstrukci GMK["}

~

e zacatek a konec kiivek GMK,
— vychazi z polu prenosu otevieného regulacniho obvodu pii K = 0,
— kondci v nulach pfenosu otevieného regulacniho obvodu pii K — 400,
= GMK sestava z n vétvi vychazejici z pélu, z toho m jich konéi pitimo v nulach a
zbylé v nekonecnu (“nevlastni nuly”).
e vypocet thlia a pruseciku,
(n —m) asymptot GMK se protind na redlné ose v bodé ¢,
n m
i1 Di ZJ 17j (64)

q= , kde p;, z; jsou ¢iselné hodnoty pélu a nul.
n—m

(n —m) asymptot GMK svira s redlnou osou ihly ay,

—1)2
al:w,lzlﬂ,...,n—m. (65)
n—m

e GMK je symetrické viuci realné ose.

40“Open loop” = oteviend smyécka, “Closed loop” = uzaviend smyécka, viz. ilustraéni obrazek.
41P{smeno n oznacuje stupen polynomu a(p) (pocet péli oteviené smycky), m oznacuje stupein polynomu

b(p) (pocet nul). Cislo (n —m) tedy oznacuje relativni fad systému F = Z((f) %

84



GMK probiha po redlné ose vlevo od lichého poctu nul a polu.

body, kde GMK opousti, nebo pfichazi na redlnou osu jsou urceny fesenim rovnice
m

Z = =0. (66)

—~p—Dpi jzlp—zj

Pruseciky GMK s imagindrni osou uéime dosazenim p = jw do rovnice GMK (nasté-
vaji pro K = Kiiticks)-

Pro (n —m) > 2 (v praxi ¢asto), nasava tzv. zdkon zachovdni souctu pdli,

soucet polu oteviené smycky = soucet polu uzaviené smycky.

Resené piiklady: GMK

Piiklad 1. Zakreslete Geometrické misto korenu (GMK) pro systém zadany pieno-
sovou funkei, dale uréete hodnotu nul a pélu pro K = 0.25.

1

F(p)zm-

Reseni:
e Urcime pocet a hodnotu nul, m, a pdla, n,
systém nema zadné nuly, = m =0,

systém ma 2 poly, = n=2, p; =0, po=—1.

= GMK ma dvé vétve vychazejici z pélu a konéici v nekoneénu (jak odhalime blize).
e Vypocteme prusecik ¢ na realné ose,
b=z 0-1-0 1

= n—m - 2 -y

e Vypocteme uhly oy, | = 1,2, které vétve sviraji s redlnou osou,

T+ (l—-1)21 I=1= oy =25,
n—-m | 1=2 = ay= +2”:%7r.

e Vypocteme body, kde vétve opousti / prichazi na realnou osu,

1 1
I R A e i
D —Di ~ D — 2 p p+1
pt1l+p _ 2p+1=0,
p(p+1)
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Nyni muzeme s respektovanim grafickych pravidel GMK zaéit zakreslovat.

A

3 'S
GMK 1. vetev :
L, i —_— o 2 0.
P2 gﬁ\l(] DR R —_— : R
Symetnie vuci realne ose
2. vetev
v
o Pruseciky s imaginarni osou nejsou, K. neexistuje.
e Urcime hodnotu nul a pdélu uzaviené smycky pro K = 0.25,
_K
2 _ ) K _ 0.25 _ 0.25
Ul s plp )+ K pPp 025 (p+0.5)Y
= m =20,
1
n= 27 P12 = _E

o Plati n — m

2 = soucet pélu oteviené smycky = soucet polu uzaviené smycky.

Priklad 2.
sovou funkei,

Reseni:

. pt2
PP +4p+3

F(p)

e Urcime pocet a hodnotu nul, m, a pdlu, n,

systém ma jednu nulu, = m =1,

systém ma dva poly, = n =2,

21:—2

Zakreslete Geometrické misto korenu (GMK) pro systém zadany preno-

P1 = —1, P2 = —3.

= GMK ma dvé vétve z nichz jedna koné¢i v nule z; = —2 a druha v nekonecnu.
e (n —m) =1 asymptot se logicky neprotind = prusecik ¢ nepocitdme.
e Vypocteme thel ay, ktery (n —m) = 1 vétev svird s redlnou osou,

67/

T+ (—1)27

=1 = a=m.
n—m
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e Vypocteme body, kde vétve opousti/ptichdzi na redlnou osu,
1 1 1 1 1
Yoy e e
— D — D —~ P2 p+1 p+3 p+2
(P+3)p+2)++1(P+2) -+ D@+3)
(p+1)(p+2)(p+3)
p2+5p+6+p2+3p+2—p2—4p—3_0
P+ D+2)p+3) ’
P +4p+5 p*+4p+5=0,

D R ,

=0,

body vysli komplexni (tj. nejsou na redlné ose) a thel oy = m, = vétve se z redlné osy
nevychyli. o Pruseciky s imaginarni osou nejsou, K neexistuje.

Nyni muzeme s respektovanim grafickych pravidel GMK zacit zakreslovat.

&
&

1. vetev 2. vetev

Symetrie vuci realne ose

Piiklad 3. Zakreslete Geometrické misto korenu (GMK) pro systém zadany pieno-
sovou funkeci.

3
Flp) = —2F2
p?>+3p+2
Reseni:
e Urcime pocet a hodnotu nul, m, a pdla, n,
systém ma jednu nulu, = m=1, 2z = -3,

systém md dva pély, = n =2, p =—1, po = —-2.

= GMK ma dveé vétve z nichz jedna konéi v nule z; = —3 a druha v nekoneénu.
e (n —m) =1 asymptot se logicky neprotind = prusecik ¢ nepocitdme.
e Vypocteme thel aq, ktery (n —m) = 1 vétev svird s redlnou osou,

T+ (1—1)27

aoq=——"-—""1=1= a=m.
n—m
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e Vypocteme body, kde vétve opousti/ptichdzi na redlnou osu,
1 1 1 1 1
— =0, = + — =0,
;p—pi ;p—zj p+1 p+2 p+3
P+2)p+3)++1DP+3) -+ DP+2)
(P+1)(p+2)(p+3)
pPP+5p+6+p*+4p+3—p°—3p—2 0
P+1)(p+2)(p+3)
p?+6p+7=0,
=0 = )

=0,

p*+6p+7
(p+1)(p+2)(p+3)

o Pruseciky s imaginarni osou nejsou, K. neexistuje.

Nyni muzeme s respektovanim grafickych pravidel GMK zaéit zakreslovat.

1. vetev

B S S
’ - ™3 T
/ \
I SRRl B U SO
\ ; // §R —l §R
AY , N
] %
N N 7
Symetrie vuci realne ose Vychazi z polu, konci v nulach

Piiklad 4. Zakreslete Geometrické misto kofenu (GMK) pro systém zadany pieno-
sovou funkci, bezpecénost v zesileni jste namérili G, = 6.02 dB.

P
Flp)=—"F—"—.
(») p>—2p+3
Reseni:
e Urcime pocet a hodnotu nul, m, a pdlu, n,
systém ma jednu nulu, = m=1, 2z =0,
systém md dva pdly, = n=2, p=1+iV2, py=1—iV2.
= GMK ma dvé vétve z nichz jedna konci v nule z; = 0 a druha v nekonecnu.
e (n —m) = 1 asymptot se logicky neprotind = prusecik ¢ nepocitame.
e Vypocteme thel aq, ktery (n —m) = 1 vétev svira s redlnou osou,
T+ (1—1)27

aogq=——"-—/—"1=1= a=m.
n—m
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e Vypocteme body, kde vétve opousti/ptichdzi na redlnou osu,

e B Ry Ay, Bl
p—Di jp—zj ’ p—l—iﬂ p—1+i\/§ p ’

%

... Vypocet ... =

Vpravo od priseciku p; = /3 zadné pély ani nuly nejsou a GMK probihd po redlné ose
vzdy vpravo od lichého po¢tu nul a pélu = tento bod nebude vyuzit.
e Abychom mohli vypocitat pruseciky s imagindrni osou, vypocteme K.,

G = 6.03 = |20 log,, (Kio) B
1

G
Kyt = — = 1020 = 10°301 = 2,
TR,

e Vypocteme pruseciky s imaginarni osou = dosadime p = jw a Ky do rovnice GMK,

Jw _

—w? —2jw+3

w? 4+ 2jw — 3 = jKuw,
w? 4 (2§ — jK)w —3 =0,

1+ K

Y

D=(2j—Kj)?—4-1-(=3)=...= —K*+4K +38,

Ki—2j+V_RZTrIR K
g =t % \/2 AR H 8 KB ) 7g

Nyni muzeme s respektovanim grafickych pravidel GMK zaéit zakreslovat.

&

R

3

S 142 14iv2
X

1 ~

1. vetev

\
\
&

s
\~L R > 2. vetev R
< \\
\
\ wz x :
V- -"124y2 : 1—iv2

Symetrie vuci realne ose

Piiklady na samostatné procviceni
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Zakreslete GMK pro zadany systém.
Piiklad 1. F(p) = 22

p

Piiklad 2. F(p) = 22

Piiklad 3. F(p) = G =25.1dB

1
p3+4p2 +5p+27
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9 Bonus: Materialy pro LS2
Resené piiklady s komplexné&jsim zadanim

Priklad 1. Mg¢jme diferenéni rovnici

y(k+2) —0.25y(k) = u(t)
y(0) =2,
y(l) =1.
Urcete: a) u(t) =0, odezvu na pocateéni podminky

b) u(t)
c) u(?)

0
1(t)|n.pps prechodovou charakteristiku
)

(t)|n.pp, impulsni charakteristiku

Reseni:
a) Odezvu na pocatectni podminky muzeme urcit z diferencni rovnice za pomoci preno-
sové funkce v Z-transformaci (frekvenéni oblast), a nebo v ¢asové oblasti ze stavového
modelu (ktery musime uréit) za pomoci diskrétni pfechodové matice A¥. Vzorce miuzeme
formulovat,

(k) = 27H{Y (2)},
yo(k) = CAFx,.
e Vypocet ve frekvenéni oblasti:

y(k+2)—0.25y(k) =0, /Z{},
22Y (2) — 2*y(0) — zy(1) — 0.25Y(2) = 0,

Y(z) = 222 +z  2z(z2405) _ z
C22-025  (2—-05)(z4+05) T 2—-05
z
Y(z)=2- z!
() =2 —5= /Z27{},

yo(k) = 2-0.5".

Nyni muzeme snadno vypocitat diskrétni prenos (tj. u(t) # 0 pfi nulovych po¢. pod.),

Y(2) B 1
U(z) C22-0.25

n.p.p

F(z) =

e Vypocet v casové oblasti: Protoze zndme prenosovou funkci systému, stavovou reprezen-
taci muzeme urcit pomoci Frobeniovy formy,

1 0 1 0
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Pokud pfrenosovou funkci nezname, uréime stavovy model napt. klasickym “kaskadovym”
postupem,

N ri(k+1)= ylk+1)=

ZL‘Q(]C),
xo(k+1)= 0.25y(k)

0.2521 (k) +u(k),

pocatecni podminky: xq = i1ggﬂ
| 22

{y(%(i)l)} m '

e Nyn{ potiebujeme vypocitat matici A*, éehoz muzeme docilit,

1) AF = Z74 (21 — A)™'}, (frekvencni oblast),
2) A* = ¢l + 1A, (C-H véta),

3) A* = PA*P~!, (modélni transformace),
1) Frekvenéni oblast,

-1
o -1 _ z -1 . z z 1 1
A=A =2 [—0.25 z } T 22025 [0.25 z] 2

Kazdou slozku z této matice rozlozime na parcialni zlomky a nasledné transformujeme zpét
do ¢asové oblasti. Hleddni prvku ayy, (tj. Ay v Z transformaci) muze vypadat nasledovné,

2

A —A ()_ z . 2’2
W= = e 025 (2 - 05)(2 + 0.5)

abychom mohli vyraz rozlozit na parcialni zlornkyiﬂ7 rovnici vynasobime -

1
2

2

z 1
A — L2
ul) = om0 /7
1 z r1 r2
—A p— g
z u(2) (z—0.5)(2+0.5) 2z—-0.5 i z+0.5’
T = | &

im —— =0.5
zi%g (Z + 05) ’
) z
ro = ’2_1)151%.5 —(z ~0.5) = —0.5,
1 0.5 0.5
S = =0~ 05 (67)

% na parcialni zlomky, stupen polynomu v ¢itateli
mus{ byt mensi, nez stuper polynomu ve jmenovateli, tedy st(p) < st(q).

42 Aby bylo mozné rozlozit racionalné lomenou funkci
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abychom mohli pohodlné pouzit tabulky pro Z transformaci, rovnici vynasobime -z,

1 0.5 05
A — _ :
Al = s o /P
zZ zZ
A =0.5 —0.5 z!
n(z) 205 o /2

ap (k) =0.5-0.5 — 0.5 (=0.5)F,

Pfi hledani ostatnich prvki se postupuje obdobnym zptisobem. Vysledns matice A* tedy
bude vypadat nasledovneé,

0.5+ 0.5 +0.5 - (—0.5)" 0.5% — (—0.5)*

k _
AT = 1025055 —0.25- (—0.5) 0.5-05"+05- (=0.5)¢|°

2) C-H véta,
Vlastni ¢isla systému jsou Ay o = {0.5, —0.5}.
AF = I+ A, = /\f =co+ 1\,

Po dosazeni za A\ dostavame linedrni soustavu dvou rovnic s neznamymi ¢y, cy,

0.5 =co+ ¢ - 0.5 N 05 1 [1 05 [co
(—0.5)% = co+ ¢1 - (—0.5) (=0.5)%] |1 —0.5] |e1]

Hledané koeficienty muzeme ziskat vynasobenim rovnice inverzni matici soustavy,
co| 1 [-05 —0.5][ 05
ci|  —1] -1 1 |[(=05)k
co=0.5-0.5"4+0.5(=0.5)",
c; = 0.5" — (=0.5)".

Po dosazeni do piislusné maticové rovnice ziskame,

Ak [05 0.5 +0.5- (—0.5) 0 N
B 0 0.5-0.5* +0.5- (—0.5)*
N 0 0.5% — (—0.5)*
0.25-0.5% — 0.25 - (—=0.5)* 0 '

3) Modélni transformace,
Nejprve najdeme vlastni vektory, abychom z nich nasledné mohli sestavit matici P.

Ao —1

Vypocet vlastniho vektoru vy ptislusného k A\ = 0.5,
05 —1]0 05 —1[0] _ _[1
—0.25 050 0 00 Vi= 05|
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Vypocet vlastniho vektoru vy ptislusného k Ay = —0.5,

—0.5  —1 o] o5 tjo] o _[1
025 —0510 0 00 V2= 05|
11
P = [vilv] = 0.5 —0.5] ’
pei _ 1 ~0.5 -1] _Jo5 1
—05-05|-05 1 05 —1]
A M0 ’“: 0.5 0
0 A 0 (—0.5)F)
4 A P

Loae_ U T Jest 0 T Jos 1L
o5 05| 0 (~05)F o5 —1] =

0.5" (—0.5)F 1 [o5 1

0.5-0.5% —0.5-(~0.5)% 0.5 —1

[ 05:-05F+0.5-(—0.5) 0.5% — (—0.5)*
= 10.25-0.5F —0.25 - (—=0.5) 0.5-0.5% + 0.5+ (—0.5)%| -

e Kdyz uz mame k dispozici predpis pro matici A*¥, mtizeme vypocitat odezvu na pocateéni
podminky v ¢asové oblasti,

yo(k) = CAFxo =[1 0] -

0.5-0.5% + 0.5 (—0.5)* 0.5F — (—0.5)* 2] _
0.25-0.5* —0.25- (=0.5)% 0.5-0.5* +0.5-(=0.5)| |1| —

= [0.5-0.55 + 0.5 (—0.5)¥|0.5% — (—0.5)] - m _

= 0.5" 4+ (=0.5)% + 0.5 — (=0.5)" =2 0.
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b) Piechodovou funkci urc¢ime z pienosu,

) =) = G 0n - -05) 108 1)
z
" z—1>r(1)15 (Z —+ 05)(2 — 1) ’
. Z 9
2= z—1>l£I(1).5 (z—05)(z—1) =03,
Z j—
rs = lim (z—0.5)(z + 0.5) %
G =——t o313 L
YT E05) CGr0s) ey T

z —= z

G =~ —om  Soron TPy 2

) =
g(k+1)=-05"-03-(-0.5)"+1.3
(k) =

QQ

—0.5"1 —03- (=05 +13=-2-05"+0.6-(-0.5)" +1.3.

c¢) Impulsni funkci uréime z pfenosu,

1 T
HE) =F@) = o556 505 ~ G=05) T G105
. 1
ry = lim =1,
z—05 z + 0.5
ro = lim L =—1,
z——0.5 z — (. 5
H(z) = — /s
(z—05) (2+0.5)
2H(2) = (z—05) (2+0.5) /271
h(k +1) = 0.5F — (—0.5)F,
h(k) = 0.5 — (=0.5)*!' =2.0.5" + 2. (-0.5)%; V& > 0,h(0) =

95



	Predmluva
	Znacení

	Lineární obycejné diferenciální rovnice s konstantními koeficienty
	Úvod k diferenciálním rovnicím
	Metody rešení v casové oblasti
	Prímá integrace
	Separace promenných
	Homogenní L-ODR s KK vyšších rádu
	Nehomogenní L-ODR - variace konstant
	Nehomogenní L-ODR s KK - metoda odhadu
	Soustavy diferenciálních rovnic prvního rádu

	Rešení ve frekvencní oblasti, Laplaceova transformace

	Lokální linearizace systému, stavový popis
	Modely systému
	Stavový model  diferenciální rovnice  prenos
	SS , prevody mezi stavovými reprezentacemi

	Dynamické odezvy systému, výpocet eAt
	Zpetná Laplaceova transformace
	Využití modální transformace (Jordanuv tvar)
	Cayley-Hamiltonova veta

	Frekvencní odezvy systému
	Odezva na harmonický signál
	Bodeho charakteristika (LAFCH, LFFCH)

	Nyquistovo kritérium stability
	Geometrické místo korenu (GMK)
	Bonus: Materiály pro LS2

