Bezpecnostni kody

Linearni kody

1. Budeme pracovat nad t&lesem Z,. Nad nim vytvofime linedrni prostor Z,°, tedy
mnozinu vSech pétic. Zjistéte, zda nasledujici podmnoziny jsou linearni kody.

a) Ki: vSechna slova spliujici x2 + x3 = x5

b) K>: vSechna slova spliujici x> + x3 =1

¢) K3: vSechna slova obsahujici mén¢ nez tfi jednicky

U podmnozin, které jsou linearnimi kody, urCete jejich dimenzi, navrhnéte bazi,
generujici matici a kontrolni matici.

Abychom zjistili, zda je podmnozina linearnim kédem, ovéiime, zda ma vlastnosti
linearniho prostoru (podprostoru Z,°). Vlastnosti linearniho prostoru jsou:
e Operace s¢itani je uzaviend. V u,v € K:u+v € K
e Operace nasobeni skalarem je uzaviend. Vc € 7, Vu € K:c-u € K
e Existyjenulovyprvek. 3o € K: VueEe K. uto=u
e Pro kazdy prvek existuje opaény prvek. Vu € K3 —u € K:u+ (—u)=o

Ovéime ted’ vlastnosti u zadanych podmnozin.
a) Ki: vSechna slova splnujici x2 + x3 = x5

e Uzavienost operace s¢itani
Podivejme se obecné na soucet dvou prvki u, v € K

ui uz us U4 us

Vi \%) V3 V4 Vs

uitve  wtva uztvy usatva ustvs
Pottebujeme ovéftit, zda soucet je prvkem K, tedy zda plati
Uyt vy + uztvs = ustvs
Malou zménou uspotadani dostaneme
urtuz + vatvs = ustvs
Vime, ze plati
u +us = us
2t Vv3=vs
Dosazenim do ovéiované rovnice ziskame
us +vs=us+vs
Rovnost vZdy plati.

e Uzavienost operace nasobeni skaldrem
Nésobit mizeme jen ¢isly 0 nebo 1. Pfi nasobeni libovolného prvku nulou ziskdme
[00000] € K. KdyZ libovolné u € K, vyndsobime jedni¢kou, dostaneme opét u.
Operace ndsobeni skalarem je uzaviena.

e Existence nulového prvku
Nulovy prvek je [00000].



e Existence opacného prvku
Nad télesem Z» poc¢itame modulo 2. Kazdy prvek je tak sdm k sobé opacny.

Mnozina K; mé vSechny vlastnosti linedrniho prostoru, takze to je linearni kod.

b) K>: vSechna slova spliujici x2 +x3 =1

Nez zacneme ovétovat vSechny vlastnosti linearniho prostoru, zkusme najit piiklad,
kterym vyvratime, Ze je podmnozina linearnim prostorem. V podmnoziné K> neexistuje
nulovy prvek, protoze [00000] nesplituje podminku x> + x3 = 1. Mnozina K> nema
vlastnosti linearniho prostoru, takze to neni linearni kod.

¢) K;: vSechna slova obsahujici mén¢ nez tfi jednicky

Zkusme znovu najit pfiklad, kterym vyvratime, ze je podmnozina linedrnim prostorem.

Vezméme prvky [11000] a [00110]. Jejich soucet [11110] obsahuje Ctyti jednicky a tedy
neni prvkem Kj3. Operace s¢itani neni uzaviena. Mnozina K3 nema vlastnosti linearniho

prostoru, takze to neni linearni kod.

Dale se budeme zabyvat linearnim kodem Ki. Uvazme obecné slovo [u1 u2 u3 us us] €
K. Prvni ¢tyfi prvky mizeme zvolit, paty dopocitdme podle zadané podminky u, + u3z =
us. Dimenze tohoto linearniho prostoru je tedy dim(Ki) = 4. Prvni Ctyfi prvky ui, uz, us,
u4 nazveme informacni (mizeme do nich ulozit libovolnou informaci), paty prvek us je
zabezpecovaci (slouzi pro kontrolu spravnosti kddového slova). Zabezpeceni je zde
velmi slabé. Kontroluje se vlastné jen druhy a tieti prvek. Ale to ndm pro tuto chvili
nevadi.

Bazi prostoru K; miizeme zvolit mnoha zptisoby. Zpravidla se voli kanonicka
(ortonormalni) baze, kde kazdy z prvki mé vZdy na jedné informacni pozici jednicku.
Baze tedy bude vypadat takto

[10000]"

[01001]"

[00101]"

[00010]"
Budeme pracovat se sloupcovymi vektory, proto jsou prvky baze zapsané s transpozici.

Generujici matici linedrniho kodu vytvofime tak, Ze do jejich fadkl naskladame bazové
prvky.
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Pocet fadki £ je roven poctu informacnich prvki kodu (tj. dimenzi linearniho prostoru).
Pocet sloupcti 7 je roven poctu vSech prvki kodu.




Ozna¢me u informacni ¢ast (sloupec k prvkll) a v kdédovou znacku (sloupec n prvki).
Zakodovani provedeme tak, ze transponovanou generujici matici vyndsobime
informacni ¢asti

v=G' u

Kontrolni rovnice je dana definici linearniho prostoru K
V2T V3 =Vs
Upravime rovnici tak, aby byla na pravé stran¢ nula
w+vi—vs=0
Nad télesem Z> pocitdme modulo 2, pficemz plati
—1mod2=1
Kontrolni rovnici tedy mizeme zapsat jako
w+vi+vs=0
Kontrolnich rovnic je obecné n — k, tedy tolik, kolik je zabezpecovacich prvki.
ZapiSeme-li soustavu kontrolnich rovnic jako
H - v=0,
pak matici H nazveme kontrolni matici linedrniho kédu. V naSem piipade je

H=0 1 1 0 1)}n—k
n
Pocet tadkti n — k je roven poctu zabezpecovacich prvki. Pocet sloupcti 7 je roven poctu

vSech prvkia kodu.

Generujici matici G miZeme rozd¢lit na bloky G = (Ik | B), kde Ik je jednotkova matice
fadu k£ a B je blok za jednotkovou matici. O takovém kodu fikame, ze je v
systematickém tvaru. Kontrolni matice je pak tvofena bloky H = (—-BT | I, x), kde —BT je
zaporny transponovany blok B z matice G a I« je jednotkova matice fadu n — k.



