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Rozenidden



G2-A-S-3 ,

3. Urcete vSechny trojice realnych ¢isel a, b, ¢, které spliuji podminky

A+ +c*=26, a+b=5 a b+c2>T.

[ Mathematical Induction, Slinko] On each planet in a plan-
etary system consisting of an odd number of planets there is a
astronomer observing the nearest planet. The distances be-
tween each pair of planets are all different. Prove that at least
one planet is not observed by an astronomer.

L2-A-S-2L

2. Na kazdé z n+ 1 stén n-bokého jehlanu je napsano ¢islo 0. V kazdém kroku zvolime
néktery vrchol a ¢isla na vSech sténach obsahujicich tento vrchol zvétsime o 1 nebo
je vSechna zmensime o 1. Dokazte, Ze nemize nastat situace, v niz by na vsech
sténach jehlanu bylo napséano cislo 1.
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2. Form a 2000 x 2002 screen with unit screens. Initially, there are more than 1999 x 2001 unit screens
which are on. In any 2 x 2 screen, as soon as there are 3 unit screens which are off, the 4th screen
turns off automatically. Prove that the whole screen can never be totally off.
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D5

Ve spolecnosti lidi jsou nékteré dvojice spratelené. Pro kazdé celé k > 3 rekneme,
ze spolecnost je k-dobré, pokud lze kazdou k-tici lidi ze spole¢nosti rozesadit kolem
kruhového stolu tak, ze se kazdi dva sousedé prateli. Dokazte, ze je-li spolecnost

6-dobré, pak je i 7-dobra. [A—67-111-1]



3. (IMO 1977) In a finite sequence of real numbers the sum of any seven successive terms is negative and the sum
of any eleven successive terms is positive. Determine the maximum number of terms in the sequence.

b2-A-1-]

1. Je dano 21 riznych celych cisel takovych, Ze soucet libovolnych jedenacti z nich je
vetsi nez soucet deseti ostatnich cisel.
a) Dokazte, ze kazdé z danych cisel je vétsi nez 100.
b) Urcete vSechny takové skupiny 21 rtiznych celych cisel, jez obsahuji ¢islo 101.
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Sich nez p je nasobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvodcisla, ktera jsou spe-
cialni? (Jaroslav Zhouf)

U /
- — %M ?m 4. O lichém prvodisle p fekneme, Ze je specidln?, pokud soucet vSech prvocisel men-

03P -1

1. Cislo n je soucinem t¥ (ne nutné rizniyjch) prvocisel. Zvétsime-li kazdé z nich o 1,
2vetst se jejich soucin o 963. Urcete puvodni cislo n.

-A-T-4 /T

D3
Pro kazdé n > 1 oznacme S,, soucet n prvnich prvocisel. Ukazte, ze v intervalu
(Sn, Sni1) lezi vzdy druhd mocnina nékterého prirozeného ¢isla. ‘
R-A-T-4 /D4
D4

Na tabuli jsou napsina (ne nutné ruzné) prvodisla, jejichz soucin je 105krat vétsi
nez jejich soucet. Urcete vSechna napsana prvocisla, pokud jich je a) pét, b) sedm.
[70-A—I-1]



Pronkla 62-A-1-1 (2009

1. Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q, pro které existuje prirozené cislo a takove,
ze
Pq a’?+1

p+q a+1

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Necht p a g jsou prvoéisla. Zjistéte, jaky je nejvétsi spoleény délitel ¢isel p+q a p? +¢2.

2ln+4
2. Dokazte, zZe zlomek ﬁ, v némz n je prirozené éislo, nelze kratit. [1. MMO, 1959 ‘
n
3p —
3. Urcete vSechna cela ¢isla vétsi nez 1, kterymi lze kratit néktery ze zlomka tvaru 5 p+ 2q ,
p q

kde p a ¢ jsou nesoudélna celd ¢isla. [58—A—-S—-3]
2
i je prvodislo. [58-A-1-3]
Yy

x
4. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel x, y takové, zZe
x

5. Uréete vechny dvojice prvoéisel p, ¢, pro néz plati p + ¢ = q + p3. [55-B-11-1]
6. Najdéte vSsechny trojice navzajem riuznych prvocisel p, q, r splnujici nasledujici pod-
minky:

plg+r, qlr+2p, r|p+3q .

[55-A—I11-5]



Lh~A-T-3
O

3. Najdéte vsechna cela ¢isla k = 2, pro kterd existuje k-prvkovd mnozina M celyjch
kladnych cisel takovd, Ze soucin vSech cisel z M je délitelny souctem libovolnych
dvou (riznych) cisel z M.

N1. Dokazte, ze pokud pro pfirozena ¢isla a, b, ¢, d plati a | c a b | d, pak ab | cd.

N2. Dokaﬁte, ze pokud jsou pfirozena Cisla a, b nesoudélné, pak a+b 1 ab.
N3. Dokazte, ze zadna triprvkova mnozina vyhovujici zadani neobsahuje ¢islo 1.

N4. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo k existuje k po sobé jdoucich prirozenych cisel,
mezi nimiz neni zadné prvocislo.

D1. Dokazte, ze existuje rostouci posloupnost (a, )% ; prirozenych cisel takova, ze pro kazdé
prirozené ¢islo k = 2 posloupnost (k4+an)22 , obsahuje pouze kone¢né mnoho prvocisel.
Rozhodnéte, zda existuje rostouci posloupnost (ar )52 ; pfirozenych ¢isel takova, ze pro
kazdé celé ¢islo k 2 0 posloupnost (k+ay )22 ; obsahuje pouze kone¢né mnoho prvoéisel.
[46—A—111-4]

D2. Dokazte matematickou indukci pro k = 4 nerovnost 28—1 > 2k — 1.

D3. Ukazte, Ze pro kazdé celé k = 2 lze vybrat k rtiznych piirozenych ¢&isel tak, aby jejich
soucin byl délitelny kazdym cislem, které je souc¢tem nékolika z vybranych éisel (ne
nutné dvou jako v soutézni tloze).



