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Kapitola 1
Uvod

Co je to logika? TfebaZe je obtiZné najit univerzalné pfijatelnou definici (réiz-
nych definic tohoto pojmu je pry asi 200), miizeme zjednodusené fici, Ze logika
je nauka o spravném uvazovani, o korektnim vyvozovani diisledkt z danych
predpokladii.

Zaklady logiky jako systematické discipliny polozil Aristotelés (384-322
pf. n. 1.) v pétisvazkovém dile Organon (Nastroj).
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Kapitola 2

Vyrokova logika

2.1 Jazyk

NezZ se pustime do vykladu vyrokové logiky, musime specifikovat jeji jazyk.
Pro nase potfeby postaci definice jazyka, podle které jazyk tvofi nasledujici
soucasti:

(1) abeceda (mnoZzina symbolii),
(2) mnoZina formuli (kone¢nych posloupnosti symbolii abecedy).
U jazyka vyrokové logiky, Ly, sestava abeceda ze symbolt
- — ( ) Ao A Ay...

Symboly — (negace) a — (implikace) jsou tzv. logické spojky. Symbol A; je jediny
symbol, nikoli posloupnost symbolii ‘A" a ‘1. VS§imnéme si, Ze naSe abeceda je
nekonec¢na.

Formule jazyka Ly (nebo kratce formule) jsou kone¢né posloupnosti sym-
bolti, vytvofené podle nasledujicich pravidel:

(1) posloupnost o jediném symbolu A;, kde i je pfirozené ¢islo, je formule
(tzv. atomickd formule),

(2) jsou-li @ a1 formule, pak
(—e) a (@ =)
jsou rovnéz formule.

Délka formuleje pocet symboldi, znichZ se sklad4. Mezi formule patiinapiiklad
posloupnosti

Ao, (7(7A1)) nebo  (Az = (—((—A0) = A4))).
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Formuli oproti tomu neni napfiklad posloupnost
—Aq,

nebot’v ni chybi pfedepsané vnéjsi zdvorky. Pro lepsi ¢itelnost formuli ovsem
budeme v piipadech, kdy nevznikne Zadna dvojznacnost, zavorky obvykle
vynechavat. Na vyse uvedené definici formule se tim vSak nic neméni.

Formule ¢ je podformuli formule 1, pokud plati néktera z nésledujicich
moznosti:

(@) ¢ a1 jsoushodné,
(b) W jenegace (—«x) a ¢ je podformuli formule «,
() W je implikace (x — ) a @ je podformuli formule « nebo formule (.

Vsimnéme si, Ze v pfipadech (b) a (c) je otdzka, zda formule ¢ je podformuli
formule 1, pfevedena na otazku, zda je podformuli nékteré kratsi formule. Po
kone¢ném poctu kroki je tedy mozné ji zodpovédét.

Cviceni
» 2.1.1. Kolik formuli jazyka Ly ma délku 2?

» 2.1.2. Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnosti symbolii jsou formulejazyka
CV:

@) (A1A2)A3)
(b) (A1 = (FAY))
@© Ar—A;

(d) (A1 Ay)

» 2.1.3. Urcete vSechny podformule formule ((Ay — (—A;)) — (A — A3)).

2.2 Pravdivost formuli

Nesou formule néjaky vijznam? Podle definice je formule posloupnosti sym-
bolt, pouhym formalnim objektem. Pokud v8ak zvolime urcitou interpretaci
jednotlivych symbolfi, mohou tim dostat “vyznam” i samotné formule.
Atomické formule mtiZeme nahliZet jako elementarni vyroky, které mohou
nezavisle na sobé byt pravdivé nebo nepravdivé. Dejme tomu, Ze pro kazdou
atomickou formuli je uréeno, kterd moZznost nastava. DokdZeme pak posou-

N

dit pravdivost i u slozitéjsich formuli? Bez dal$tho upfesnéni ne — nevime
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totiZ, jak pravdivost ovliviiuji logické spojky. Na jednu stranu tyto spojky sa-
moziejmé sugeruji jisty tradi¢ni vyznam: je-li napfiklad formule A, oznacena
za nepravdivou, budeme asi v pokuseni vyhodnotit formuli (—A,) jako prav-
divou. Na druhou stranu je uZzitecné si pfedstavit, Ze misto symbolt —a —
budeme psét naptiklad & a <. Pro tyto symboly sejiZ Zadn4 interpretace nejevi
jako samozfejma.

Pfesto budeme pravdivost formuli definovat pravé v souladu s tradi¢nim
vyznamem logickych spojek, ktery je nasledujici: negace formule ¢ je neprav-
diva, pravé kdyz ¢ je pravdivéa, a implikace ¢ — 1 je nepravdiva, pravé kdyz
jeji predpoklad ¢ je pravdivy, ale jeji zavér 1 nikoli.

Definujme proto ohodnoceni vjako libovolné zobrazeni, které kazdé formuli
@ jazyka Ly piifadi hodnotu v(¢) € {0, 1}, a splfiuje pro kaZdou formuli ¢, |
rekurentni pfedpis

0 kud =1,
0 kud =1 =0,

Hodnotu v(¢@) oznac¢ujeme jako (pravdivostni) hodnotu formule ¢ p¥i ohod-
noceni v. Je-li v(@) = 1, fekneme, Ze formule ¢ je pravdivd pii ohodnoceni
V.

K uréeni pravdivostnich hodnot formule ¢ pfi rtiznych ohodnocenich 1ze
pouZit pravdivostni tabulku. Radky této tabulky odpovidaji (obvykle viem)
riznym kombinacim hodnot atomickych formuli obsaZenych ve formuli ¢.
Sloupce tabulky odpovidaji podformulim formule . Polozky v tabulce urcuji
pravdivostni hodnoty pfislusnych podformuli pfi daném ohodnoceni. Pfi je-
jich uréovani vyuzivame pravidla (2.1) a (2.2) a postupujeme od jednodussich

vvvvvv

jictho formuli ¢.

Priklad 2.1. Uréeme pravdivostni tabulku formule « = (Ao — (—A;)). Hod-
noty formule « jsou uvedeny v poslednim sloupci.

A | A | (FAY) | ((FAY) — Ag)
0|0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 1 0 1

Definujme booleovskou funkci n proménnych jako libovolné zobrazeni
f: {0,1}" — {0,1}. Je-li @ formule s k rtiznymi atomickymi podformulemi
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a pfifadime-li témto atomickym podformulim proménné x;, ..., xy, pak prav-
divostni hodnoty formule ¢ pfi riiznych ohodnocenich vlastné uréuji booleov-
skou funkci f, k proménnych (fekneme, Ze f,, je funkce realizovand formuli
). Pravdivostni tabulka predstavuje zptisob, jak funkci f,, spocitat.

Pro formuli « v pfikladu 2.1 (a pro pfifazeni proménné x; atomické formuli
Ai, kde i =1,2)je funkce f, ddna pfedpisem

0 pokudx; =x;, =0,
frx(XhXZ):{1 Enak T

Tato booleovské funkce se oznacuje jako disjunkce nebo logickyj soucet. P¥i-
buzné funkce konjunkce (logicky soucin) ma hodnotu 1, pravé kdyz oba jeji
argumenty jsou rovny 1. Také konjunkci Ize realizovat jako booleovskou funkci
fg néjaké formule (3, napiiklad formule

B = (=(A1 = (FA))). (2.3)

(Viz cviceni 2.2.2.)

Vedeni timto pozorovanim miizeme pro lepsi srozumitelnost formuli, se
kterymi budeme pracovat, zavést dodatecné logické spojky /\ pro konjunkci a
V pro disjunkci. Tyto spojky nepriddvime do jazyka Ly, ale definujeme je jako
neformdlni zkratky. Jsou-li ¢, P libovolné formule, poloZime

(@ V) = ((me) =),
(@ Ab) = (=@ = (7).
Ekvivalence je booleovska funkce dvou proménnych
e(xi,x2) =1, pravékdyzx; = x,.
Pro tuto funkci zavedeme logickou spojku «, a to pfedpisem

=P = ((o—=YP)A (b — o).

Vyznacné misto ve vyrokové logice zaujimaji tautologie: formule, které
jsou pravdivé pii kazdém ohodnoceni. P¥ikladem tautologie je formule

(Ao — AO).

Protipdlem tautologii jsou kontradikce, formule nepravdivé pii kazdém ohod-
noceni.

Definujme teorii jako libovolnou mnoZinu formuli. Pojem pravdivosti 1ze
roz$ifit i na teorie: fekneme, Ze teorie T je pravdivd (splnéna) pfi ohodnoceni v,
je-li pfi tomto ohodnoceni pravdiva kazda formule T € T. Formule ¢ vyplyjvd
z teorie T, pséano

TFE @,
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pokud ¢ je pravdiva pii kazdém ohodnoceni v, pfi némz je pravdiva teorie T.
Vsimnéme si (cviceni 2.2.5), Ze ¢ je tautologii, pravé kdyz vyplyva z prazdné
teorie (). Misto () F ¢ piSeme také F .
Splnitelnd je teorie, ktera je pravdiva pii alespor jednom ohodnoceni.

Cviceni
» 2.2.1. Urcete booleovskou funkci realizovanou formulemi:

@) (A1 —= ((FA2) = (FAY),

(b) (A1 = (A —= Aq)).

» 2.2.2. Ovéite, Ze booleovska funkce realizovana formuli (2.3) je logicky sou-
¢in.

» 2.2.3. UkaZte, Ze kazda booleovska funkce je realizovana néjakou formuli.
» 2.2.4. Najdéte tautologii obsahujici tfi rtizné atomické podformule.

» 2.2.5. DokaZte, Ze tautologie jsou pravé formule, které vyplyvaji z prazdné
teorie.

2.3 Odvozovani

Jazyk Ly obsahuje nasledujici tfi schémata axiomii:

(Ax1)
¢ — (b — o)
(Ax2)
(@ = (b —0)) = ((¢ =) = (¢ — 0))
(Ax3)

(b — —@) = (¢ = VP)

Dosazenim libovolnych formuli za symboly ¢, 1, 0 do nékterého schématu
vznikne axiom jazyka Ly.

Pozorovani 2.2. KaZdy axiom jazyka Ly je tautologie.



12 Kapitola 2. Viyjrokovd logika

Dukaz. K dtikazu staci pro kazdé schéma axiomti sestavit tabulku pravdivost-
nich hodnot v zavislosti na hodnotach dosazovanych formuli ¢, { resp. o. Pro
schéma (Ax1) naptiklad dostavame tabulku

e VY| |voe o= - o)
0|0 1 1
0|1 0 1
11{0 1 1
11 1 1
Ovéfeni pro zbyla schémata ponechavdme na cviceni 2.3.1. O

V jazyce Ly je k dispozici jediné odvozovaci pravidlo, tzv. modus ponens
(MP):
z formuli @ a (¢ — 1) lze odvodit formuli V.

Odvozeni formule ¢ v teorii T je konecnd posloupnost formuli
@1, P2,..., Py takova, Ze @, = @ a pro kazdé k < n plati:

(1) @ €T (takovym prvkéim odvozeni se fika premisy),
(2) @« je axiom, nebo

(3) @k 1ze odvodit z né€jakych formuli ¢; a ¢;, kde i,j < k, pomoci pravidla
modus ponens.

Misto ‘odvozeni v teorii T’ také budeme fikat kratce T-odvozeni. Formule ¢
je odvoditelnd v teorii T (psano T + 1), pokud existuje néjaké jeji T-odvozeni.
Plati-li 0 F ¢ (tj. méa-li formule ¢ odvozeni, ve kterém se nevyskytuji zadné
premisy), piSeme ~ .

Véta 2.3 (Véta o korektnosti). Necht' T je teorie a ¢ formule takovd, Ze T .
Potom T E .

Dikaz. Indukci podle délky nejkratsiho T-odvozeni o7, ..., 0, formule ¢. Po-
kud n =1, pak ¢ je axiom nebo premisa (prvek teorie T). Je-li ¢ axiom, je to
podle pozorovéni 2.2 tautologie, atedy plati T = ¢. Pokud ¢ € T, pak trivialné
z definice plyne T F ¢.

Mitizeme tedy pfedpokladat, Ze n > 2. ProtoZe uvaZované odvozeni je
nejkratsi mozné, formule ¢ vznikla aplikaci pravidla MP na néjaké formule
ok, 0¢, kde k,{ < n. Bez jmy na obecnosti je tedy formule o tvaru o — .
Formule oy a o maji kratsi T-odvozeni nez ¢, takze plati

T'ZO'k,
TE o — o.

Z definice pravdivosti plyne T F ¢. Tim je dikaz proveden. a
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Lemma 2.4. Pro libovolné formule ¢, x plati

x—x} F o.

Diikaz. Nasledujici posloupnost je odvozenim formule ¢ v teorii {x, —x}. U
kazdého fadku je vpravo uvedeno, proc jeho zatazeni odpovida definici od-
vozeni: idaj jako (Ax1) nebo (Ax3) oznacuje axiom vznikly podle pfislusného
schématu, adaj typu (MP i + j) pak formuli ziskanou pomoci pravidla modus
ponens z formuli s ¢isly (i) a (j). Premisy jsou oznac¢eny symbolem (Prem).

N ~x—-2 (e =X (Ax1)
2 —x (Prem)
B —e—x (MP 1+2)
@ (=% —=KX—o) (Ax3)
G) x—e (MP 3+4)
6 x (Prem)
7 @ (MP 5+6)

O

Lemma 2.5. Pro kaZdou formuli ¢ plati
@ — Q.

Dtikaz. Nasledujici posloupnost formuli je odvozenim formule ¢ — ¢:

D (o= (e—=0)= )= ((¢—=(p—=0))—(e—0)) (Ax2)
2 e—=e—09)—0¢) (Ax1)
B (e—=(e—9))—=(e—09) (MP 1+2)
4 o—(e—o) (AxI)
G eo—o (MP 3+4)

O

Véta 2.6 (Véta o dedukci). Necht'T je teorie a @,\p jsou formule. Pak plati

TEHe—=V privekdyz T+ .
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Dikaz. ‘=’: Libovolné odvozeni formule ¢ — 1 v teorii T je i odvozenim
v teorii T+ ¢. Pfiddme-li k nému premisu ¢ a pouzijeme-li pravidlo MP na
formule @ — 1V a ¢, dostaneme odvozeni formule 1 v teorii T+ .

‘&’ Implikaci zprava doleva dokdzeme indukci pfes délku nejkratsiho
odvozeni formule \ v teorii T+¢. Ma-li { odvozeni délky 1, pak je to premisa
z teorie T+ nebo axiom. Pfedpokladejme nejprve, Ze \p € T nebo  je axiom.
Pak nasledujici odvozeni je odvozenim formule ¢ — 1 v teorii T.

1) v-o(e—1) (Ax1)
2 v (Prem)
B e—v (MP 1+2)

Zbyvéa moznost, Ze ¢ = 1.V tomto pfipadé podle lemmatu 2.5 plati dokonce
F @ — @,atedytaké T - ¢ — .

Pro ditikaz indukéniho kroku pfedpokladejme, ze nejkratsi odvozeni for-
mule v teorii T+ je 01,...,0, (kden > 2a 0, =), a Ze pro kazdou formuli
P’, kterd mé v teorii T+ @ odvozeni délky mensinezn, plati T - ¢ — "

Z minimality odvozeni 07, ..., o, plyne, Ze formule o,, = 1 vznikla aplikaci
pravidla MP na néjaké formule oy a oy, kde k, £ < n. MtiZeme tedy predpokla-
dat, Ze formule oy je tvaru

op = oy — V.

ProtoZe oy a oy maji v teorii T+ ¢ krat$i odvozeni neZ formule 1, 1ze pro né
pouZzit indukéni predpoklad, ze kterého plyne

TFHe — oy,

TE @ — (o = P).
Hledané odvozeni formule { v teorii T ziskdme nasledovné: vezmeme odvo-

zeni formule ¢ — oy, pfipojime odvozeni formule ¢ — (ox — ) a nakonec
nasledujici odvozeni:

1) (e —=(ox=P)) = (¢ = o) = (@ = Y)) (Ax2)
@ (=0 = (=) (MP)
G o= (MP)
Nasli jsme odvozeni formule ¢ — 1 v teorii T. O

Lemma 2.7 (Tranzitivita implikace). Pro vsechny formule ¢, ), o plati

{o =Y, =0l - @ — 0.

Dikaz. Podle véty 2.6 staci ukazat, ze v teorii {¢ — P, — o, @} je odvodi-
telna formule o. To je snadné:
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L o=V
2 o
G v
4 v—o
() o

Tvrzeni 2.8. Pro kaZdou formuli ¢ plati
F——p — o.
Dikaz. Podle lemmatu 2.4 plati

{—o,~¢} F = 0o.

Z véty 2.6 dostavame prvni ¢len nésledujiciho (-odvozeni:

1) e = (e =)
2) (e —=—9) = (e — o)

B ——e—e

Cviceni
» 2.3.1. DokaZte pozorovani 2.2.
» 2.3.2. DokaZte, Ze pro kazdou formuli ¢
F @ — .
» 2.3.3. DokaZte, Ze pro vSechny formule ¢, plati

e =) = (7 — ~o),
F(me =) = (v — o),
F e = =) = (b — —o).

15

(Prem)
(Prem)
(MP 1+2)
(Prem)

(MP 3+4)

O

(véta 2.6)
(Ax3)

(lemma 2.7)

O
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2.4 Uplnost

Mnozina formuli (teorie) T je nekonzistentni, pokud pro né€jakou formuli x
plati
TFx azaroven T —x.

V opacném piipadé je T konzistentni.
V nekonzistentni teorii je mozné odvodit libovolnou formuli:

Pozorovani 2.9. Necht'T je nekonzistentni teorie a \p libovolnd formule. Potom
TH .

Dtuikaz. Podle lemmatu 2.4 plati {x, —x} = . a

Lemma 2.10. Pokud T t/ —¢, pak teorie T+ @ je konzistentni.

Diikaz. Dejme tomu, Ze teorie T+ ¢ je nekonzistentni. UvaZme libovolnou
formuli \, pro kterou plati - 1. Podle pozorovani 2.9 je T+¢ + —), takze
zvéty 26 plyne T - ¢ - —patedy T - P — —¢. PouZitim pravidla MP
dostavame

TF —o,

coz je spor s piedpokladem. O

Lemma 2.11. VSechny formule jazyka vyrokové logiky je mozné setadit do posloup-
nosti o1, 02y ....

Dtikaz. Pritadime kaZzdému symbolu abecedy jeho kéd podle nasledujiciho
pfedpisu:

- = () A A Ay
1 2 3 4 5 6 7

Vyska {( @) formule @ je soucet kédt vSech symbold ve formuli ¢ (nasobné
vyskyty pocitdme vicekrat). Pfi fazeni formuli do posloupnosti o0y, 03, ... nej-
prve probirame formule s vyskou 1, poté s vyskou 2, atd. Formule se stejnou
vyskou fadime lexikograficky. Vzhledem k tomu, Ze formuli s omezenou vys-

kou je kone¢né mnoho, objevi se ve vysledné posloupnosti kazda formule. O

Konzistentni teorie T je maximdlné konzistentni, pokud pro kazdou formuli
¢ jebudto ¢ € Tnebo—¢p €T.

Tvrzeni 2.12. KazZdou konzistentni teorii T je mozné rozsitit na maximalné konzis-
tentni teorii S DO T.
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Dukaz. Uvazme vSechny formule v pofadi oy, 0,,... daném lemmatem 2.11.
Budeme definovat posloupnost teorii T = Sy C S; € S, C ..., a to ndsledovné:

Si+ i k dS,L - 1y
S :{ o1 pokud 5; 7 7o (2.4)

Si jinak.

Kone¢né polozime
s=Js.
>0

Tvrdime predevsim, Ze S je konzistentni teorie. Kdyby nebyla, bylo by
mozné v S odvodit spornou formuli. Odvozeni je ale kone¢né, a tak vSechny
jeho premisy musi byt obsaZeny jiZ v nékteré teorii S;. Ta je vS8ak konzistentni,
coz plyne z opakovaného pouziti lemmatu 2.10.

Dale musime dokézat, Ze S je maximélné konzistentni. Dejme tomu, Ze pro
néjakou formuli o; € S je S+ 07 konzistentni. Pak jisté —o; ¢ S. Formule —o; se
rovnéz vyskytuje v nasi posloupnosti, dejme tomu jako formule oj. Jedinym
dtvodem pro oj ¢ Sj;1 je, Ze S; = —oj. Pak ale S - ——0; a tim pddem S F o;.
Na druhou stranu z o; ¢ Si;; plyne S; - —oy, atedy S - —o;. Teorie S by tedy
musela byt nekonzistentni, coz jsme vyloucili. Tim je diikaz proveden. O

Tvrzeni 2.13. Necht'S je maximdlné konzistentni teorie. Pak funkce vs, kterd kazZdé
formuli ptitazuje hodnotu 0 nebo 1 podle predpisu

vs(@) =1 pravékdyz ¢ €8,
je ohodnocent.

Diikaz. Musime ovéfit, Ze —~¢@ € S pravé kdyZ ¢ ¢ S, a obdobné tvrzeni pro
implikaci ¢ — 1. Snadny dtikaz ponechdvdme na cviceni 2.4.2. O

Nyni jiZ mtZeme pfikrocit k diikazu véty o tplnosti.
Véta 2.14 (Véta o tplnosti). Pokud pro teorii T a formuli ¢ plati T E @, pak
TF .

Dukaz. MtzZeme pfedpoklddat, zZe T je konzistentni teorie, jinak neni co doka-
zovat. Necht' T I/ . Podle lemmatu 2.10 je teorie T+—¢ konzistentni, takze
tvrzeni 2.12 umoziiuje ji rozsifit na maximélné konzistentni teorii S. Ta urcuje
ohodnoceni vs, pfi némz je splnéna teorie T+—¢. Jinymi slovy, vs spliiuje teorii
T, ale nespliiuje formuli . Je tedy ‘svédkem’, Ze plati T ¥ ¢, coZ jsme praveé
chtéli dokazat. O

Ditlazitym dhsledkem véty o tiplnosti je véta o kompaktnosti. O kompakt-
nosti obecné hovofime v situacich, kdy lze na urcitou vlastnost nekone¢ného
objektu usoudit z toho, zda ji maji jeho kone¢né podobjekty.
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Véta 2.15 (Véta o kompaktnosti). Teorie je splnitelnd, pravé kdyzZ je kaZdd jeji konecni
podmnoZina splnitelnd.

Dikaz. Netrividlni implikace sméfuje zprava doleva a da se preformulovat
takto: Kazdé nesplnitelnd teorie T obsahuje néjakou kone¢nou nesplnitelnou
podteorii T'.

Je-li T nesplnitelnd, pak T F ¥, kde X je negace libovolné tautologie. Podle
véty o dplnosti je také T + x. Odvozeni formule x obsahuje kone¢ny pocet
premis; necht’teorie T’ je pravé mnozina téchto premis. Potom T’ - x a podle
véty o korektnosti T’ F Y, takZe i konecna teorie T’ je nesplnitelna. O

Cviceni

» 2.4.1. UkaZte, Ze pro maximéalné konzistentni teorii S je
SF ¢ pravékdyz ¢ €S.

» 2.4.2. UkaZte, Ze pro maximalné konzistentni teorii S plati

—@ €S pravéekdyz ¢ ¢S,
@ —-peS pravekdyz ¢ ¢ Snebo €S.



Kapitola 3

Predikatova logika

3.1 Jazyk

Pro jazyk vymezime pfedevsim néasledujici pojmy: symboly, termy a formule.
Symboly jazyka L predikéatové logiky prvniho fadu jsou:

(i) proménné pro objekty: x,y, z, xg, X1, .. .,
(ii) logické spojky: —a —,
(iii) obecny kvantifikator: V,
(iv) pomocné symboly: (, ),
(v) symbol pro rovnost: =,
(vi) konstanty,
(vii) funkéni symboly,
(viii) predikatové symboly.

Posledni tfi mnoZziny symbold (mimologické symboly) mohou byt i prazdné.
Pro kazdy funkéni a predikatovy symbol je déno pfirozené ¢islo n > 1, jeho
Cetnost. Rikame, Ze jde o n-arni symbol.

Termy jazyka L jsou definovany nésledovné:

(1) kazda proménnd x; je term,
(2) kazda konstanta c je term,

(3) pokud f je n-arni funkéni symbol a ty,. .., t, jsou termy, pak f(t;,...,t,)je
term.

Formule jazyka L jsou definovéany takto:

19
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(1) Pokud P je m-&rni predikatovy symbol a ti,...,t, jsou termy, pak
P(ty,...,tn) je (atomickd) formule.

(2) Jsou-li ty, t, termy, pak t; = t, je (atomickd) formule.
(3) Jsou-li @, formule, pak —¢ a ¢ — P jsou formule.

(4) Je-li @ formule a x proménnd, pak (Vx) @ je formule.

Teorie T v jazyce L je libovolna mnoZina formuli jazyka £. O tomto jazyku
budeme hovofit jako o jazyku teorie £ a budeme jej oznacovat symbolem £(T).
(Povazujeme tedy jazyk za soucast teorie a formélné bychom teorii definovali
jako uspofadanou dvojici sloZenou z jazyka a mnoziny jejich formuli.)

Také v predikatové logice zavedeme logické spojky A\, V a <, a to stejné
jako v odstavci 2.1. Kromé toho zavedeme jesté existencni kvantifikdtor 3
predpisem

e = =(¥)(~o).

Vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vdzany, je-li soucasti néjaké podformule
tvaru (Vx) V. V opacném piipadé je tento vyskyt volny. Proménna x je volnd
ve formuli ¢, ma-li v ni volny vyskyt. Formule je uzavfend, neni-li v ni Zddna
proménna volna.

3.2 Pravdivost formuli

Ve vyrokové logice nebylo obtiZzné definovat naptiklad pojem ‘splnitelné” for-
mule — je to takova formule, které je splnéna pfi néjakém ohodnoceni vyroko-
vych proménnych hodnotami 0 a 1. Interpretace formuli v predikatové logice
ale pfinasi jednu potiz. Abychom mohli vyhodnotit atomické formule (nebot’o
tohlavnéjde), je tteba védét, jaké mozné hodnoty mhZeme ptisoudit jednotlivym
proménnym.

Definice 3.1. Struktura M pro jazyk £ ma nésledujici soucasti:
(1) neprazdnou mnozinu M, oznacovanou jako nosic¢ | M| realizace M,
(2) pro kazdou konstantu c jazyka £ obsahuje prvek
cm €M,
(3) pro kazdy n-arni funkéni symbol f jazyka £ obsahuje funkci
fa: M — M,

(4) pro kazdy n-arni predikatovy symbol P jazyka £ obsahuje relaci
Py €M™
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Rikame také, Ze M je struktura pro jazyk L. Ohodnoceni ve struktufe M
je zobrazeni e, které kazdé proménné x; jazyka £ ptifadi prvek e(x;) € |IM].
Je-li t libovolny term, pak jeho hodnota t[e] pfi ohodnoceni e je definovana
nésledovné:

;

CM pokud t je konstanta c,
e(xi) pokud t je proménnd x;,
tle] = fu(tilely. .. talel) pokud tje tvaru f(ty,...,t,), kde f je
n-arni funkéni symbol a t4,...,t, jsou
termy.

Je-li e ohodnoceni, x proménna a m € |[M|, pak symbol ey, ,,, oznacuje ohod-
noceni, které proménné x pfifazuje hodnotu m a kazdé z ostatnich proménnych
y hodnotu e(y).

Budeme nyni definovat, kdy je formule ¢ pravdivd v M p#i ohodnoceni e.
Tento vztah symbolicky oznacujeme zapisem M FE ¢le]. Definice v zavislosti
na tvaru formule ¢ urcuje nésledujici tabulka.

@ je kde... M E ole], pravé kdyz. . .

tvaru. ..

s = s, t jsou termy sle] = tle]

P(tq,...,tn) | Pje n-arni predikatovy | n-tice (t;[e],...,tn[e]) je prvkem re-
symbol a ti,...,t, jsou | lace Py
termy

- P je formule M H Ple]

PV —o P, 0 jsou formule M E le] nebo M E ofe]

(Vx) ¥ xjeproménnaajefor- | pro kazdé m € |[M| je M E
mule WPlewsm]

Formule ¢ je pravdivd ve struktuie M, je-li pravdiva v M pfi kazdém
ohodnoceni e.

Model teorie T je struktura pro jazyk £(T), v niZ je pravdivé kazda formule
teorie T. V takovém pfipadé piSeme M F T. Formule ¢ vypljvd z teorie T,
psano T F @, je-li ¢ pravdiva v kazdém modelu teorie T. Zapis F ¢ opét
znamend () E ¢. Formule @, pronézje F ¢, jsou tautologie.

Cvicéeni

» 3.2.1. Necht’ ¢ je formule, x proménné a e ohodnoceni ve struktute M.
Odvodte z definice, kdy plati

M E ((3x) @)lel.
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» 3.2.2. Necht' M je struktura pro jazyk £ a e je ohodnoceni v .M. DokaZte, Ze
pokud term t neobsahuje proménnou x, pak pro libovolné c € |[M] plati

t[e] - t[ew—)c]o
» 3.2.3. UkaZte, Ze pro danou strukturu M, formuli ¢ a proménnou x plati
ME @, pravekdyz M E (Vx) @

» 3.2.4. Necht’e je ohodnoceni ve struktufe M pro jazyk £ a necht’formule ¢
je uzaviena. DokaZte, Ze pro uzavienou formuli ¢ plati

ME ¢ pravekdyz M E o@lel.

» 3.2.5. Necht’e je ohodnoceni ve struktufe M pro jazyk £ a necht’proménna
x neni volna ve formuli ¢.

(a) Dokazte indukci podle slozitosti formule @, Ze pro kazdé c € | M| plati

M E @le] pravéekdyz M E olew ..

(b) Odvodte, ze

M E @le] pravéekdyz M E ((Vx) ¢)lel].

3.3 Substituce

V predikétové logice se mtZeme setkat s nékolika druhy substituce:
e substituce formuli jazyka £ za atomické formule vyrokové logiky,
e substituce termu za proménnou v jiném termu,
e substituce termu za proménnou ve formuli.

V tomto odstavci postupné probereme zakladni vlastnosti téchto operaci.
Zacnéme substituci za atomické formule jazyka vyrokové logiky Ly. Necht’

Tje formule v jazyce Ly, ktera obsahuje atomické formule A;,, ..., A;, (a Zddné
jiné). Necht'déle «;,, .. ., «;, jsou libovolné formule v jazyce predikatové logiky
L. Symbolem

T(Ai] /“i]) ¢ )Aie/aie)

ozna¢ime formuli jazyka £ vzniklou zaménou vsech vyskytt kazdé formule
A, ve formuli T za formuli «;, .
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Je-li naptiklad

T = (Az —)Ag),
0 = (U < O)>
o3 = ((Vx) x #x),

pak t(Ay/xz, Az/x3) je formule

((y <0) = ((vx) x # x)).

Nasledujici lemma ukazuje, Ze poznatky o tautologiich, ziskané v kapitole 2,
se ndm budou hodit i nadale.

Lemma 3.2. Necht' T je tautologie vyrokové logiky Lv obsahujici prdvé atomické
formule A, ..., Ay, anecht o, ..., o, jsou libovolné formule v jazyce predikitové
logiky L. Potom formule T(Ai, /o, ..., Ay, /i, ) je tautologie.

Dukaz. Cviceni 3.3.1. O

JestliZe s, t jsou termy a x je proménnd, pak s(x/t) je term, vznikly nahra-
zenim kazdého vyskytu proménné x v termu s termem t. Napiiklad pro

s = (x-x),
t=(1+41)

je term s(x/t) roven termu ((1 + 1) - (1 + 1)). Pro hodnoty termu vzniklého
substituci plati nasledujici jednoduché pozorovani.

Lemma 3.3. Necht’ M je struktura pro jazyk L a e je ohodnoceni v M. Pro libovolnou
proménnou x a termy s, t plati

S(X/t) [e] = S[ext—ft[e}]-

Dukaz. Cviceni 3.3.2. O

vvvvvv

formule. Je-li ¢ formule jazyka £, x proménnd a t term, potom @(x/t) je
formule vznikla nahrazenim kazdého volného vyskytu proménné x ve formuli
¢ termem t.

Napiiklad pro volbu

e = (Vy)y=x) A ((Vx) x =x),
t = (1+1),

je formule @(x/t) rovna formuli

(Vy)y=([+1) A ((vx) x =x).
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Zde je ovSem tieba dat pozor na jedno nebezpeci. Od substituce pfirozené
ocekavame, Ze je-li formule ¢ pravdiva v néjaké struktute M, pak zde bude
pravdivé i formule @(x/t), a to pro libovolné x a t. To ale nemusi byt vzdy
pravda: pokud do formule

((Fy) =(y =x))

substituujeme za proménnou x term y, vysledkem je formule

((3y) ~(y =y)).

Prvni formule je pravdiva v libovolné struktufe M s alespori dvouprvkovou
nosnou mnozinou, ale druhé formule je v kazdé struktufe nepravdiva. Problém
spociva v tom, Ze proménna y, kterou jsme do formule ¢ dosadili, se substituci
ocitla v podformuli tvaru ((Vy) ...). PGvodni volny vyskyt proménné x se tedy
zménil ve vazany vyskyt proménné y.

Abychom se podobnym potiZim vyhnuli, definujeme pojem substituova-
telny term. Term t je substituovatelnyj za proménnou x do formule ¢, pokud
zadny volny vyskyt proménné x neni soucésti podformule tvaru (Vy) o, kdey
je libovolna proménna s vyskytem v termu t. S timto omezenim ma substituce
pozadované vlastnosti:

Tvrzeni 3.4. Necht' M je struktura pro jazyk L, @ formule, e ohodnoceni v M a t
term substituovatelny do ¢ za proménnou x. Plati ndsledujict:

pokud M &= @, pak M E @(x/t).
Toto tvrzeni je pfimym dtsledkem néasledujiciho obecnéjsiho lemmatu:

Lemma 3.5. Necht’ M je struktura pro jazyk L, ¢ formule, e ohodnoceni v M a t
term substituovatelny do ¢ za proménnou x. Pak

M E o(x/t)lel, privekdyz M E @lex el (3.1)

Dukaz. Diikaz provedeme indukci podle sloZitosti formule ¢. Je-li ¢ tvaru
s = tnebo P(ty,...,t,), pak tvrzeni jednoduse plyne z lemmatu 3.3. Pfipad, Ze
@ je tvaru ™pnebop — o,jerovnézjednoduchy, vztah (3.1) plyne z indukéniho
predpokladu.

Zbyva probrat piipad, ze ¢ je tvaru (Vz) VP, kde z je néjaka proménna.
Je-li z totoZna s x, pak ¢ neobsahuje zddny volny vyskyt proménné x, takZe
@(x/t) = ¢. Na levé strané vztahu (3.1) tak dostaivime M E ¢le], coz je
podle cviceni 3.2.5(a) ekvivalentni s pravou stranou.

Necht'tedy z a x jsou rtizné proménné. Podle definice pravdivosti je leva
strana vztahu (3.1) ekvivalentni tvrzeni, Ze pro kazdé c € | M| plati

M E VP (X/t) [ez»—w])
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coz je podle indukéniho pfedpokladu totéZ co

M E Dllesc)ppe, - (3.2)

Podivejme se na pravou stranu vztahu (3.1). Ta je (rovnéZ podle definice
pravdivosti) ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro kazdé c € |M]| je

M = Il)[(ew—}t[e])ZHc]- (33)

Tvrdime, Ze ohodnoceni ve vztazich (3.2) a (3.3) jsou pro kazdou volbu
c € |[M]| totozna. Pokud ne, li$i se pouze v hodnoté proménné x, kterd ¢ini
pro prvni ohodnocenti t[e, ] a pro druhé ohodnoceni t[e]. ProtoZze vSak term
t je substituovatelny za x, neobsahuje Zaddny vyskyt proménné z a podle cvi-
¢eni 3.2.2 plati tle, ] = t[e]. Obé ohodnoceni jsou tedy opravdu shodna. Z
toho plyne ekvivalence vztahti (3.2) a (3.3), ¢imZ je diikaz proveden. O

Cviceni
» 3.3.1. DokaZzte lemma 3.2.

» 3.3.2. Dokazte lemma 3.3.

3.4 OQOdvozovani

Predikéatova logika ma nasledujici schémata axiomii. Axiomy (pro dany jazyk
predikétové logiky £) z nich vzniknou nahrazenim symbolt ¢,1, o libovol-
nymi formulemi jazyka L.

(Ax1)
¢ — (Wb — )
(Ax2)
(¢ = (b —0)) = (¢ =) = (¢ — 0))
(Ax3)

(—b = —¢) = (¢ =)
(Ax4) Axiom substituce:

((vx) @) = @(x/1)
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za predpokladu, Ze t je term substituovatelny za proménnou x do formule
Q.

(Ax5) Axiom distribuce:

((vx) (@ = ¥)) = (@ — (VX) ))

za predpokladu, Ze proménna x neni ve formuli ¢ volna.

(Ax6)
t=t
(AX7)
(tir=s1 A ... A th=sa) = (P(tyy...,th) = P(s1,...,84))
(Ax8)

(tir=s1 A .. A th=sa) = (f(ty, ..., th) = f(S1,...,51))

V poslednich tfech schématech je P libovolny n-arni predikatovy symbol
(veetné symbolu =), f je libovolny n-arni funkéni symbol a t, t;, s; jsou termy.
Dedukéni pravidla predikatové logiky jsou dvé:

(MP) Modus ponens.
Z formuli ¢ — VP a ¢ je odvoditelna formule .

(GEN) Generalizace.

Z formule ¢ je odvoditelna formule (Vx) @, kde x je
libovolna proménna.

Necht’ ¢ je formule jazyka £ a T je teorie, pro kterou plati £(T) C L.
Odvozeni formule ¢ v teorii T a jazyce L je kone¢nd posloupnost formuli
jazyka L s vlastnosti, Ze

(1) posledni ¢len posloupnosti je ¢,

(2) kazdy ¢len posloupnosti je axiom pro jazyk £, formule z teorie T, nebo jej
1ze odvodit z predchozich ¢lenti posloupnosti pouzitim nékterého odvozo-
vaciho pravidla.
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Ve specidlnim pfipadé £ = £(T) hovofime pouze o odvozeni v teorii T.

Ma-li formule ¢ odvozeni v T, je v T odvoditelnd a piSeme pak T F .
Ve vzéacnych pfipadech, kdy je tfeba specifikovat i jazyk odvozeni, pouzivame
notaci T . @.

Je-li v T odvoditelna néjaké formule ¥ i jeji negace —x, je T nekonzistentni
(spornd). V opacném piipadé je konzistentni. Zapis F ¢ znamend, Ze ¢ méa
odvozeni v teorii () a v minimalnim jazyce, ktery zahrnuje vSechny symboly
obsazené ve formuli .

Lemma 3.6. Necht' T je tautologie vijrokové logiky obsahujici atomické formule
Aiyy ..oy Ay, (a Zddné jiné), a necht’ «,, . . ., o, jsou libovolné formule v jazyce predi-
katové logiky L. Potom formule T(Ai, /&, ..., Ay, /&,) je odvoditelnd v jazyce L.

Dukaz. Zvéty o tplnosti vyrokové logiky existuje odvozeni oy, ..., 0, formule
T v jazyce Ly. Necht'mnoZina atomickych formuli, které se objevuji v nékteré
formuli 0, ale nikoli v T,je{A;,,, ..., Ay }. Zvolme libovolnou formuli 3 jazyka
L, tteba B = (x = x). Nahradime-li kazdou formuli o} formuli

O—k(Ai] /(Xi] y** Aie/cxi() Ai(+1 /B) ctty Aik/B))
ziskdme odvozeni formule T(Ai, /i, ..., Ay, /o4,) Vjazyce L. O

Véta 3.7 (Véta o korektnosti). Necht'T je teorie v jazyce predikitové logiky L a o je
formule. Plati, Ze
pokud T+ o, pak TE o.

Dikaz. Necht’ M je model teorie T. Pfedpokladdme, ze T + o a chceme
ukazat, Ze M E o. Postupujeme indukci podle délky nejkratsiho odvozeni
formule o v teorii T (ozna¢me ji k).

Pokud k = 1, 0 je budto premisa nebo axiom predikatové logiky. Pro
premisu tvrzeni plati z trividlnich divodd, necht’ tedy o je axiom. Axiomy
(Ax1)-(Ax3) jsou v M pravdivé diky lemmatu 3.2.

Necht' o je axiom (Ax4), tedy formule tvaru

((Vx) @) = @(x/t),

kde term t je substituovatelny do ¢ za x. Dejme tomu, Ze pro dané ohodnoceni
eje
M E (¥x) olel. (3.4)
Chceme ukazat, ze plati M F ¢(x/t)[e]. Kdyby ne, pak podle lemmatu 3.5
plati M ¥ @lex ). To je ale ve sporu s pfedpokladem (3.4), ze kterého plyne,
Ze pro kazdé c € IM|je M E @[ey]. Tim je pfipad axiomu (Ax4) uzavien.
UvaZme nyni piipad, Ze o je axiom (Ax5), neboli formule tvaru

((v%) (@ =) = (¢ = ((Vx) ).
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Pro spor pfedpokladejme, Ze pro néjaké ohodnoceni e plati

M E ((vx) (@ = ))e], ale (3.5)
M 7 (@ = ((vx) ¥))el.

Podle druhého z téchto predpokladi plati M E ¢le], ale existuje prvek ¢ €
IM|, pro ktery je
M 7 blexcl.

Z ptedpokladu (3.5) dostaneme
ME (¢ = V)lewscl,
coz spolu s predchazejicim vztahem implikuje
M7 @lexel.

To je v8ak podle cviceni 3.2.5(a) spor s vyse zjisténym faktem, ze M E @le],
nebot’ proménnd x neni ve formuli ¢ volna. Dtikaz pro axiom (Ax5) je tak
proveden.

U axiomui rovnosti — (Ax6) aZ (Ax8) —je situace opétjednodussi. Napiiklad
axiom t = t je ve struktufe M pravdivy prosté proto, Ze vyhodnocenim termu
t na levé a na pravé strané rovnosti dostaneme totozny prvek t[e] mnoziny
IM|. U zbylych dvou axiomi je argument podobny.

UvaZzme nyni indukéni krok. Neni-li formule o axiom ani premisa, 1ze ji
ziskat pomoci odvozovaciho pravidla z formuli, které se vyskytuji v nejkratsim
odvozeni formule o. U pravidla (MP) argumentujeme stejné jako v dikazu
véty 2.3. Zbyva tedy pravidlo (GEN). Necht’o je tvaru (Vx) 1\, kde 1 je formule
s kratS$im odvozenim v T, a tedy Ize pouzit indukéni pfedpoklad, ze kterého
plyne M FE 1. Podle cviceni 3.2.3 je rovnéz M FE (V¥x)1), tj. formule o je
pravdiva v M. O

Uzdvér formule @ je uzaviena formule ¢ tvaru

(Vxi,) - o. (Vx4 ) @,

kdei; < - - <1ipaxy,...,Xi, jsou vSechny volné proménné ve formuli ¢. N&-
sledujici snadna véta ukazuje, Ze formule ¢ a @ maji z hlediska odvoditelnosti
podobné vlastnosti.

Véta 3.8 (Véta o uzavéru). Necht'T je teorie a ¢ formule. Pak
TFH @ privekdyz TF ¢.

Dukaz. Cviceni 3.4.1. O



3.4. Odvozovini 29

I'v predikatové logice plati véta o dedukci, ale s dodate¢nym pfedpokladem
uzavienosti formule. Nasledujici pfiklad ukazuje, pro¢ je tento pfedpoklad
nutny.

Necht' L je jazyk s jedinym mimologickym symbolem, kterym je konstanta
0, a necht’ M je néjaka struktura pro jazyk £ s dvouprvkovym nosi¢em. Pak
plati

MFE (x=0—= (Vx) (x =0)).

Podle véty 3.7 je tedy
H(x=0— (Vx) (x =0)).
Na druhou stranu jednim pouZitim pravidla generalizace dostavame
{x=0} F (¥x) (x =0).
Véta 3.9 (Véta o dedukci). Pro uzavienou formuli ¢ plati
TE (o —=Y) priavekdyz T+e F .

Dukaz. Diikaz je z podstatné ¢asti shodny s diitkazem véty 2.6. Hlavni rozdil
spociva v tom, Ze u dtikazu implikace ‘&’ je nutno uvéazit kromé odvozovaciho
pravidla (MP) také pravidlo (GEN). Tento argument probereme podrobnéji,
ostatni detaily dikazu ponechavame jako cviceni 3.4.2.

Implikaci ‘" dokazujeme indukci podle délky nejkratSiho odvozeni
O1y...,0, formule V v teorii T+ ¢. Pfipad n = 1 a pfipad, Ze { vznikla
pouZzitim pravidla (MP), se dokazuji stejné jako u véty 2.6. Pfedpokladejme
proto, Ze formule 1 vznikla pouZitim pravidla (GEN) na néjakou formuli oy
(k <) aje tedy tvaru (Vx) oy, kde x je néjakd proménna.

ProtoZe oy ma kratsi odvozeni v teorii T+ ¢ neZ formule 1\, podle induk¢-
niho pfedpokladu ma formule ¢ — oy odvozeni v teorii T. Pfipojme k nému
odvozeni

1) (V%) (¢ — oy (GEN)
2) (v (¢ = o)) = (¢ = (Vx) 0%)) (Ax5)
B @ — (vx) o (MP)

a ziskame odvozeni formule ¢ — 1 v teorii T. VSimnéme si, Zze axiom (Ax5)
1ze pouZit jen diky tomu, Ze proménna x neni volna v uzaviené formuli ¢. O

Cviceni

» 3.4.1. Necht'T je teorie, ¢ formule a x proménna. UkaZte, Ze
TF e pravekdyz TF (Vx) o.

Odvodte vétu 3.8.

» 3.4.2. DokaZzte podrobné vétu 3.9.
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3.5 Véta o konstantach

Pro dtikaz véty o tplnosti predikatové logiky budeme potfebovat technické
tvrzeni, které nam umozni obohatit jazyk £ o novou konstantu c a zarudi, Ze
konzistentnost teorie v jazyce £ se neporusi pfidanim formule nového jazyka.

Ozna¢me symbolem L + ¢ jazyk, vznikly pfidanim konstanty c k jazyku £
(ktery ji neobsahuje). Je-li ¢ formule jazyka £ + c a z je proménnd, pak formuli
@ (c/z) (jazyka L) definujeme jako vysledek nahrazeni kazdého vyskytu kon-
stanty ¢ proménnou z. Podobné pro term t jazyka £ + c je t(c/z) term jazyka L
ziskany zaménou kazdého vyskytu konstanty ¢ za proménnou z.

Lemma 3.10. Necht’ ¢ je formule, ve které se nevyskytuje proménnd x. Md-li formule
¢ odvozeni v teorii T a jazyce L, pak md i takové odvozeni (v T a L), ve kterém se
nevyskytuje proménnd x.

Dtkaz. Cviceni 3.5.1. O

Véta 3.11 (Véta o konstantach). Necht' T je teorie v jazyce L, kteryy neobsahuje
konstantu c, a necht’ @ je formule jazyka L + c, v niZ se nevyskytuje proménnd z.
Mui-li formule ¢ odvozeni v teorii T a v jazyce L + ¢, pak formule ¢(c/z) md odvozeni
v teorii T a v jazyce L.

Dukaz. Diikaz je jednoduchy, ale vzhledem k dtleZitosti véty jej probereme
podrobné. Podle lemmatu 3.10 existuje odvozeni o7, .. ., 0, formule ¢ vjazyce
L+ c ateorii T, které neobsahuje proménnou z. UkdZeme, Ze nahrazenim kazdé
formule o; formuli oi(c/z) ziskdme odvozeni formule ¢(c/z) v jazyce £ a v
teorii T. K tomu podle definice odvozeni staci ovéfit, Ze kazda formule oy (c/z)
je axiom pro jazyk L, prvek teorie T, nebo ji 1ze odvodit pomoci pravidla (MP)
nebo (GEN) z formuli tvaru oi(c/z), kde i < k. Rozlisime tfi pfipady podle
typu formule oy a ukdZeme, Ze oy(c/z) je stejného typu.

(a) Formule oy je axiom pro jazyk £ + ¢, tj. vznikla dosazenim formuli
resp. termt jazyka £ + ¢ do schémat (Ax1)—(Ax8). Formule oi(c/z), kterou zis-
kame, pokud misto kazdé formule { dosadime formuli{(c/z) a misto kazdého
termu t dosadime term t(c/z), je tedy axiomem pro jazyk L. (VSimnéme si, Ze
nahrazenim konstanty ¢ proménnou z se neporusi podminky u axiomui (Ax4)
a (Ax5), protoZe proménna z se nevyskytuje v Zadné z formuli o;.)

(b) Formule oy patfi do teorie T. Takové formule ovSsem neobsahuje kon-
stantu c a je totozna s formuli oy (c/z), kterd tak rovnéz patti do teorie T.

(c) Formuli oy 1ze ziskat z formuli tvaru o; (i < k) pomoci nékterého od-
vozovaciho pravidla. Zde sta¢i nahlédnout, Ze provedené nahrazeni zacho-
vava aplikovatelnost odvozovacich pravidel. Jinymi slovy, z formuli {(c/z)
a (Y — 7)(c/z) 1ze pomoci pravidla (MP) odvodit formuli t(c/z) a podobné
tvrzeni plati i pro pravidlo (GEN). O
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Cviceni

» 3.5.1. Dokazte lemma 3.10.

3.6 Uplnost predikatové logiky
V tomto odstavci dokdZeme vétu o tplnosti predikatové logiky:

Véta 3.12 (Véta o tplnosti). Necht'T je teorie v jazyce L a ¢ je formule tohoto jazyka.
Je-li T E @, potom T - .

Vétu 3.12 dokadZeme v jiné podobé. Budeme k tomu potfebovat analogii
lemmatu 2.10 pro predikatovou logiku:

Lemma 3.13. Necht'T je teorie a ¢ je formule jazyka £ > L(T). Pokud —¢ nemi
odvozeni v teorii T a jazyce L, pak teorie T+ @ je konzistentni.

Dukaz. Nejprve ukadZeme, Ze staci uvaZovat uzaviené formule ¢. Podle
véty 3.8 plati T I/ —¢, pravé kdyz T / —@. Na druhé strané (rovnéz podle
véty 3.8) je teorie T+ ¢ konzistentni, pravé kdyZ je konzistentni teorie T+ @.
Opravdu tedy staci dokdzat lemma pro uzaviené formule.

V tomto pfipadé projde v podstaté beze zmény diikaz lemmatu 2.10. Uza-
vienost formule ¢ je potfeba k tomu, aby bylo moZzné pouZit vétu o de-
dukci. O

Pro diikaz véty o tplnosti je klicovy néasledujici fakt:

Tvrzeni 3.14. Necht'T je konzistentni teorie v jazyce L, kteryj neobsahuje konstantu
c, anecht’ @ je formule jazyka £+ c. Potom teorie T4 o v jazyce L+ c je konzistentni,
kde o je formule

((Ix) @) = @(x/c). (3.6)

Diikaz. Dejme tomu, Ze teorie T + o je nekonzistentni. Podle lemmatu 3.13 je
v teorii T a jazyce £ + ¢ odvoditelna formule —o. Jinak feceno, plati

T Frie ((3X) @) A —o(x/c).

Tim padem je v T a £ + ¢ odvoditelna formule —¢@(x/c). Podle véty 3.11 je
v T a £ odvoditelna formule —¢(x/z), kde z je proménn4, kterda ve ¢ nema
vyskyt. Snadnym pouZitim axiomu substituce (pro dosazeni x za z) dostaneme
T F —¢ atedy rovnéz

TF (vx) —e.
Pfitom je v8ak v T odvoditelnd i formule (3x) ¢, coZ je jiny zapis pro formuli
—(Vx) —¢. Vidime, Ze T je v rozporu s pfedpokladem nekonzistentni. O

Misto véty 3.12 dokaZeme nasledujici vétu:
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Véta 3.15. KaZdi konzistentni teorie md model.

Jak z véty 3.15 plyne véta o tplnosti? Je-li T I/ ¢, pak Ize k teorii T konzis-
tentné pridat formuli —¢ (viz lemma 3.13) a model konzistentni teorie T U{—¢}
dosvédcuje, ze T # .

Staci tedy dokazat vétu 3.15. Jak najit model konzistentni teorie T? Pro
pfesnost feknéme, Ze v pribéhu dikazu se ukaze potieba predem rozsifit
jazyk £ o nékteré nové konstanty a teorii T o jisté nové formule. Zatim se vSak
touto technickou zaleZitosti nebudeme zabyvat.

Presto za¢neme rozsifenim teorie T, a to (podobné jako v diikazu véty o
tplnosti vyrokové logiky) na maximalni konzistentni teorii S. (Pfipomenme,
Ze teorie je maximdlni konzistentni, pokud pro kazdou formuli { obsahuje
bud’ formuli 1 nebo —.) Postup konstrukce teorie S je stejny jako u vyrokové
logiky: probirame formule v pevném ocislovani @1, @,, ... alze-liuvaZovanou
formuli @; pfidat bez poruseni konzistence, pak ji pfiddme.

DtleZitou vlastnosti teorie S je jeji uzavienost na odvozovani:

SF1, pravéekdyz V€S,

kde 1 je libovolna formule. Klicovou myslenkou dtikazu je vytvofit hledany
model na zdkladé syntaktickych prvki samotnéhojazyka £. Nosnou mnoZzinou
modelu M bude mnoZina vSech uzavfenijch termii jazyka L, tj. termt neobsa-
hujicich proménné. Pfedpis pro interpretaci konstant a funkénich symbola v
modelu M je nejpfirozenéjsi mozny. Pro konstantni symbol ¢ polozime

Cm = C.
Pro n-arni funkéni symbol f a prvky ti,...,t, € M| (cozZ jsou uzaviené
termy) bude
far(try ..oy tn) = f(ty, ..., ta).

(dalsi uzavieny term).
Pozorovani 3.16. Hodnota tle] uzavieného termu t p7i libovolném ohodnocent e je t.

K interpretaci predikatovych symbolt se dostaneme za chvili.

Ma-1li M byt model teorie S, musi pro kaZdou formuli ¢ € S a libovolné
ohodnoceni e platit M F ¢[e]. Z maximality teorie S ale plyne i opa¢ny smér.
Pokud totiz ¢ ¢ S, pak —¢ € S, takZe potfebujeme, aby pro kazdé e platilo
M E —olel], tj. ekvivalentné M ¥ ¢le]. V souhrnu tedy musime zajistit, aby
platil nasledujici zakladni vztah:

M E @, pravéekdyz ¢ €S. (3.7)

Pokud se nam to podafi, struktura M bude hledanym modelem teorie S.
Jak interpretovat predikatové symboly? Nemame na vybér. Je-li 1 uzaviena
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atomicka formule tvaru P(ty,...,t,), kde P je predikatovy symbol a ti,...,t,
jsou uzaviené termy, pak podle (3.7) a pozorovani 3.16 potiebujeme, aby platilo

(t1,...,tn) € Py, pravéekdyz 1 €S. (3.8)

Tim je relace Py, ktera interpretuje predikatovy symbol P, jednoznacéné
urcena. (Symbol = zatim uvazujme prosté jako jeden z predikatovych symboli;
pozdéji se k nému vratime.) Co ale s atomickou formuli, kterd neni uzaviend?
Ponékud piekvapivé se neuzavienymi formulemi viibec nemusime zabyvat:

Lemma 3.17. Necht’ ¢ je libovolnd formule a § jeji uzdvér. Potom

@ €S, pravekdyz @ €S

ME ¢ privekdyz M E .
Dtikaz. Cviceni 3.6.1. O

Sta¢i nam tedy zajistit platnost vztahu (3.7) pro uzaviené formule. Zatim
se ndm to podafilo pro formule atomické. Dokazujme tedy vztah (3.7) indukc{
pfes sloZitost formule ¢. Neni-li atomicka, musi byt tvaru —p, Jp — T nebo
(Vx) 1, kde ¥ a Tjsou jednodussi formule a x je proménnd. P¥ipad, kdy ¢ je =,
je zdarné oSetfen, protoZze klicovy vztah (3.7) jsme odvodili pravé se zfetelem
na negaci. Pokud ¢ je implikace 10 — T, je situace pfehledna. Plati totiz

@ €S, pravéekdyz v ¢S nebo T€S
(ze stejného diivodu jako u cviceni 2.4.2). Podobné pro ohodnoceni e mame
M E o@le], pravékdyz M  Ple] nebo M E tlel.

Z indukéniho predpokladu a z faktu, Ze splnénost uzaviené formule ve struk-
tufe nezdvisina ohodnoceni (cvic¢eni 3.2.4), plyne, Ze vztah (3.7) v tomto pfipadé
plati.

pficemZ 1 ma nejvyse jednu volnou proménnou (a to x). Pfredpokladejme
nejprve, Ze plati ¢ € S. Chceme ukazat, zZe pro libovolné ohodnoceni e plati
M E olel, . M E Plex], kde t je libovolny prvek mnoziny | M| (uzavieny
term). S pouzitim axiomu substituce a pravidla MP odvodime

S Fb(x/t),

z maximality pak \(x/t) € S. Formule {(x/t) je uzaviens, lze tedy pouZit in-
dukéni pfedpoklad, podle kterého je M E 1(x/t)[e] pro libovolné ohodnoceni
e. To podle lemmatu 3.5 znamend, ze M E ley ), ¢imz jsme dokézali jednu
implikaci vztahu (3.7).
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Necht’ tedy naopak ¢ ¢ S, tedy —(Vx) P € S. Potfebujeme dokazat, ze
M F (vx) . K tomu je nutné najit uzavieny term t a ohodnoceni e, pro
které je M F Plex ], ¢ili (podle lemmatu 3.5 a definice pravdivosti) M kE
(—p(x/t))[e]. Problém je v tom, Ze teorie S mtZe obsahovat formuli tvaru
—(Vx) ¥, aniz by obsahovala jakoukoli formuli tvaru —p(x/t).

Tato potiz se v3ak da obejit. Jak jsme naznacili na zac¢atku dikazu, feSeni
vyZzaduje predbézné rozsifeni jazyka L a teorie (jesté pred pfechodem k teorii
S). Konkrétné do jazyka £ pfidame pro kazdou jeho uzavienou formuli T a pro
kazdou proménnou y specialni novou konstantu c (kterou v p¥ipadé potteby
miiZeme oznacit cy) a novou formuli

((Fy) 1) — T(y/e). (3.9)

Konstanta c v této formuli ‘dosvédéuje’! p¥ipadnou pravdivost formule (Ix) 7.
Podle tvrzeni 3.14 kazdé takové rozsifeni zachovava konzistentnost teorie. Tim
padem také vysledné teorie T’, vznikla pfidanim vSech formuli tvaru (3.9), je
konzistentni (cviceni 3.6.2).

Nyni se pfesvéd¢me, Ze ndm uvedené rozsifeni pomtize. Necht'—(Vx) 1 je
ona problematickd formule maximélné konzistentni teorie S D T'. Je snadné
ukazat, ze z formule —(Vx) V lze odvodit formuli (Ix) — (cviceni 3.6.3). Plati
tedy (3Ix) —p € S. Zaroven teorie S obsahuje také formuli

((Ix) =h) = =b(x/c)

atim pademiformuli —(x/c). Taje uzavfend a podle indukéniho predpokladu
plati M E —(x/c)[e]. Podle lemmatu 3.5 pro libovolné ohodnoceni e plati
M F Plew,] atedy M # (vx) 1. K tomuto zadvéru jsme dosli z pfedpokladu,
ze (Vx) ¢ S.Toznamena, Ze se ndm podafilo dokédzat vztah (3.7) i v poslednim
zbylém piipadé, kdy formule @ je tvaru (vx) 1.

Nasli jsme tedy model teorie T? Zatim ne tak docela. Posledni potiz predsta-
vuje symbol =. Podle definice spliiovani totiz musi platit, Ze relace =, ktera
jej realizuje, obsahuje pouze dvojice (x,x), kde x € |[M|. Teorie S, podle které
jsme relace P vyrabéli, ale mtize obsahovat i formule tvarus =t, kdesat
jsou dva rizné uzaviené termy. (V jazyce aritmetiky mtize jit tfeba o formuli
0+ 0 = 0.) ReSenim je ztotoZnit piislusné prvky struktury M. Definujme na
mnoziné | M| relaci ~ pfedpisem

s~t, pravékdyz (s=t)eS. (3.10)

Neni téZké ovéfit, Ze ~ je ekvivalence (viz cviceni 3.6.4). Hledany model
M’ mé nosnou mnozinu |M|/~, jejiz prvky jsou tfidy ekvivalence ~. Staci
jen vsude, kde jsme doposud uvazovali néjaky term t, misto toho hovofit o
pfislusné tfidé ekvivalence ~.

Shriime tedy na zavér jednotlivé kroky dtikazu véty 3.15:

Teorie obohacen4 o formule tvaru (3.9) se v angli¢tiné nékdy oznacuje terminem scapegoat
theory. Vyraz scapegoat (obétni beranek) odkazuje na konstanty jako je c.
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(1) Jazyk £ obohatime o nové konstanty cy, ,, kde 1 probiha formule jazyka £
a y probiha proménné. Do teorie pfidame formule tvaru (3.9). Vysledkem
jejazyk L' a konzistentni teorie T'.

(2) Teorii T’ rozsitime na maximalni konzistentni teorii S.

(3) Definujeme strukturu M’ pro jazyk £/, jejiz nosnou mnozinou je mnozina
vSech tfid ekvivalence ~, definované vztahem (3.10) na mnoziné vSech uza-
vienych termt jazyka L£'. Realizace konstant a funkénich symboli jazyka
L' je definovana pfirozenym zptlisobem. Realizace predikatovych symbolt
je dana vztahem (3.8).

(4) Induktivné ovéfime platnost vztahu (3.7), ze kterého vyplyva, Ze M’ je mo-
delem teorie S (a tedy i T). To je jednoduché pro atomické formule, negace
a implikace. Pro kvantifikované formule je klicovym bodem pfitomnost
formuli (3.9).

(6) Diky tomu, zZe uvaZujeme tiidy ekvivalence ~, je spravneé realizovan i pre-
dikat =.

Dtikaz véty 3.15, a tedy i véty 3.12, je proveden. O

Cviceni
» 3.6.1. DokaZte lemma 3.17.

» 3.6.2. Dokazte, Ze teorie T’ v dtikazu véty o tplnosti (vznikla pfiddnim vsech
formuli tvaru (3.9)) je konzistentni. (Postupujte jako u analogického ditikazu
pro maximéalné konzistentni rozsifeni S.)

» 3.6.3. Ukazte, ze
{(=(vx) b} F (3x) —b

» 3.6.4. DokaZte, Ze relace ~, definovana vztahem (3.10), je ekvivalence.
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Kapitola 4
Piirozena Cisla

4.1 Historie aritmetiky

4.2 Peanova aritmetika

Zakladni vlastnosti “pfirozenych ¢isel” zachycuji Peanovy postulity, poprvé
formulované v roce 1879 R. Dedekindem:

(1) 0Oje pfirozené ¢islo,
(2) kazdé pfirozené ¢islo x méa naslednika Sx,
(3) 0neninaslednikem Zadného ptirozeného ¢isla,
(4) pokud Sx = Sy, pakx =,
(5) je-li P ngjaka vlastnost a plati-li
P(0) A ((Vn) P(n) — P(Sn)),
potom plati (Vn) P(n).

Na téchto postulatech je zaloZena tzv. Peanova aritmetika (PA), ktera je forma-
lizac{ aritmetiky pfirozenych ¢isel. Vyjadiime ji jako teorii v ramci predikatové
logiky 1.¥adu vjazyce Lps se symboly O (konstanta), S (unarni funkéni symbol),
+ a - (binarni funkéni symboly):

(P1) Sx #0,

(P2) Sx=Sy - x =y,

39



40 Kapitola 4. Prirozend ¢isla

(P3) x+0=x,
(P4) x+ Sy =S(x+1y),
(P5) x-0=0,
(P6) x-Sy=x-y+x,
(P7) je-li @(x) formule jazyka Lps, pak formule
(@(0) A ((VX) @(x) = @(Sx])) = (Vx) @(x])
je axiomem PA.

Peanovy postulaty (1) a (2) jsou v Peanové aritmetice zahrnuty implicitné,
postulaty (3) a (4) jako axiomy (P1) a (P2), a kone¢né postulat (5) jako schéma
axiomu (P7).
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Vyc¢islitelnost
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Kapitola 7
Uvod

7.1 Zacatky teorie mnozin

Teorii mnoZin vytvofil v dobé po roce 1870 Georg Cantor. Pfedstava mnoZiny
jako souboru objektti byla sice v historii matematiky béZzna, Cantor byl vsak (s
vyjimkou ¢eského matematika Bernarda Bolzana) prvnim, kdo nahlizel soubor
nekone¢ného mnoZstvi objektt(i jako samostatné existujici objekt.

Nova teorie mnoZin brzy ziskala zna¢nou popularitu, mimo jiné proto, zZe
umoznovala pfevést nejriiznéjsi odvétvi matematiky na spole¢ny, jasné vyme-
zeny zéklad. Na pocatku 20. stoleti se ovSem ve slibné teorii objevily povazlivé
trhliny v podobé fady paradoxii, tedy tvrzeni, kterd nejsou ani pravdiva, ani
nepravdiv4, a poukazuji tak na to, Ze celd teorie je nekonzistentni.

Nejznaméjsim z mnoZinovych paradoxt je Russelliiv paradox: Necht’'m je
mnozina vSech mnozin x s vlastnosti x ¢ x. Plati m € m? Pokud ano, mélo by
podle definice byt m ¢ m, a ke stejnému sporu vede i druha moZnost.

Podobné problémy ukazaly nutnost precizovat a zp¥isnit pravidla pro praci
s mnoZinami. Mezi riznymi pokusy o postaveni teorie mnozin a celé matema-
tiky na pevnéjsi zaklad stoji na prednim misté Zermelo—Fraenkelova teorie mnoZin
(1908-20), kterou se budeme zabyvat v nasledujicich kapitolach.

7.2 Axiomy teorie mnoZin

V tomto odstavci za¢neme definovat mnozZinové universum, tedy svét, ve kte-
rém mnoziny existuji. MnoZiny jsou jediné objekty tohoto svéta, neexistuje v
ném nic kromé mnozin. Zakladni vztah, ktery mezi dvéma mnoZinami mtize
platit, je vztah ndleZeni: mnozina s mtZze byt prokem mnozZiny t. V takovém
pripadé také fikdme, Ze mnoZina t obsahuje mnoZinu s. Kazdy prvek kazdé
mnoziny je opét mnozina.

Vlastnosti mnoZinového universa vymezuji axiomy Zermelo-Fraenkelovy
teorie mnozin, formulované v rdmci predikatové logiky 1. fadu, v jazyce Ly
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s jedinym mimologickym symbolem €. Jde o bindrni predikatovy symbol pro
vztah néleZeni (zapis s € t znamen4d, Ze mnoZzina s je prvkem mnoZiny t).

V souladu s tim, Ze v mnoZzinovém universu existuji jen mnozZiny, mtize
kazd4 proménna nabyvat svou hodnotu jen mezi mnozinami. Zapis (3x) ...
tedy automaticky znamend “existuje mnoZina x s vlastnosti ...”. Nékdy je ale
vhodné uvazovatio souboru mnozin s urcitou vlastnosti, ktery sim mnoZinou
neni. Pfislusné vlastnost je vyjadiena formuli ¢ (x) jazyka Lzr. Soubor mnoZzin
x, pro které je pravdiva formule ¢(x), ozna¢ujeme zapisem

x: o)k

Takovy soubor oznacujeme jako t#idu ur¢enou formuli ¢. Obecné nemusi byt
mnoZinou, napiiklad pro formuli x ¢ x bychom v takovém pfipadé narazili
na Russelltiv paradox. Tfidu, kterd neni mnoZzinou, nazyvame vlastni tiida.
Takova tfida v mnoZinovém universu neexistuje, jde jen o myslenkovy kon-
strukt. NemtZe byt prvkem Zaddné mnoziny ani hodnotou Zadné proménné.
Jde vlastné o alternativni pohled na formuli ¢ jazyka L.

Neékteré z dale uvedenych axiomt (napfiklad axiom vydéleni) tvrdi, Ze ur-
¢ité tiidy jsou mnoZinami. Pro takové pfipady se hodinasledujici zkratka. Zapis
Mn({x: ¢} ) znamens, Ze tfida uréend formuli ¢ je mnoZinou. Definujeme jej
vztahem

Mn({x: 9}) = (3s) (V) (x € 5 & @(x)))

(kde s je proménna neobsazena ve formuli ). Je dilezité, Ze tento z4pis je jen
zkratkou za formuli jazyka Lzp.

Prvni axiom Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin tvrdi, Ze existuje alespori
jedna mnoZina:

Axiom 7.1 (Existence mnozin).
(Ix) x =x

Vsimnéme si, Ze rovnost x = x plati pro kazdou mnoZinu x diky jednomu z
axiomt rovnosti, které jsou soucasti predikatové logiky. Dalsi z téchto axiomti
implikuje, Ze jsou-li si mnoziny a a b rovny, pak maji tytéz prvky, tedy pro
kaZzdou mnoZinu x plati x € a pravé kdyz x € b. Tzv. axiom extenzionality
fik4, Ze tato implikace plati i opacné:

Axiom 7.2 (Extenzionalita).
s=t & (x)(xe€se—xet)

Kazda mnoZina je tedy jednozna¢né urcena svymi prvky.

Vime, Ze tfida ur¢ena néjakou formuli ¢ nemusi byt mnoZinou. Néasledu-
jici schéma axiomt nicméné zarucuje, Ze pokud prvky, spliiujici vlastnost ¢,
vybirdme z urcité mnoZiny, pak vysledna tfida je rovnéZ mnoZzinou.
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Axiom 7.3 (Schéma vydéleni). Necht’ ¢ je formule jazyka Lzr, neobsahujici pro-
ménnou x. Potom formule

Mn({x:xes A @(x)})
je axiom.

S pouzitim schématu vydéleni mtZzeme definovat prdzdnou mnoZinu (),
ktera nema Zadny prvek:
0 = {x:x#x}
Podle axiomu extenzionality je mnozina () uréena jednoznacné.
Dalsim konstruktem, ktery lze diky schématu vydéleni definovat, je priinik
dvou mnozin s a t, ktery sestava ze vSech jejich spole¢nych prvki:

sNt .= {x:xes A xet}

Dvé mnoziny, jejichZ pranik je prazdny, oznac¢ujeme jako disjunktni mnoziny.

Nasledujici axiom zarucuje, Ze pro libovolné mnoziny s a t existuje mnozina
obsahujici prvky s at a zddnéjiné. Jsou-li s a t rizné, oznacujeme tuto mnozinu
symbolem {s, t}, pro s = t ji zna¢ime {s}:

Axiom 7.4 (Axiom dvojice).

Mn({x:x=sVx=t})

Také zde (a u obou zbyvajicich axiom v tomto oddilu) je jednozna¢nost
definované mnoZiny zarucena axiomem extenzionality.

Oproti operaci priniku, kterou se ndm podaftilo definovat pomoci schématu
vydéleni, budeme pro sjednoceni potfebovat specidlni axiom. Misto sjednoceni
dvou mnoZin s U t zavedeme obecnéjsi operaci sjednoceni mnoZiny. Je-li m
mnozina, pak jeji sjednoceni | Jm je tfida vSech mnozin x, které nalezi do
nékterého prvku mnoziny m. Axiom sjednocenti #ika, Ze | J m je mnoZina:

Axiom 7.5 (Axiom sjednoceni).

Mn({x: (Jy)xey Ayem})

Sjednoceni mnozin s a t mGZeme s vyuZzitim axiomu dvojice definovat

pfedpisem
sUt = U{s,t}.

Posledni z axiom1i, které zavedeme v tomto odstavci, se tykd podmnozin.
Rekneme, Ze mnoZina s je podmnozZinou mnoziny t (psdno s C t), pokud kazdy
prvek mnoziny s je prvkem mnoziny t. (VSimnéme si, Ze tento vztah Ize vyjadfit
formuli jazyka Lzp — viz cvifeni 7.2.2.) Tfida vSech podmnoZin libovolné
mnoziny s, kterou oznacujeme P(s), je podle axiomu potence mnoZinou:
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Axiom 7.6 (Axiom potence).

Mn({x: x Cs})

V dalsich kapitolach zavedeme postupné jesté zbylé ¢tyfi axiomy Zermelo—
Fraenkelovy teorie mnoZin:

e axiom nekonecna,
e schéma nahrazeni,
e axiom vybéru,

e axiom regularity.

Cviceni
» 7.2.1. Dokazte, ze tFida vSech mnoZin,

V = {x: x=x},
neni mnoZinou.

» 7.2.2. Vyjadrete vyrok “mnozZina s je podmnoZzinou mnoziny t” v jazyce Lzp
(samozfejmé bez pouziti symbolu C).

» 7.2.3. Jaké prvky md mnozina {(}? Jaké ma podmnoziny?

7.3 Relace

V minulém oddjilu jsme pro libovolné mnoziny x, y definovali dvojici {x,y}.
Uspotddand dvojice (x,y) je mnoZzina

(x,y) = {xh I, Yl
Pozorovani 7.7. Pokud (x,y) = (x',y’), pakx =x"ay =y’.

Kartézsky soucin s X t mnozin s a t je mnoZina vSech uspofadanych dvojic
(x,y), kde x € s ay € t. Jak plyne z nasledujiciho tvrzeni, takova mnozina
skutecné existuje:

Tvrzeni 7.8. Trida
sxt={z: (Ix) (Jy)z=(x,y) A xEs Nyet}

je mnoZinou.
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Dikaz. Je-lix € say € t, pak{x}a{x, y}jsou podmnoZiny mnoZiny sUt, a tedy
prvky mnoziny P(s U t). Uspofadana dvojice (x,y) je pak prvkem mnoziny
P(P(s Ut)). Dokazali jsme, Ze kazdy prvek z tfidy s x t je prvkem mnoZziny
P(P(sUt)). Podle schématu vydeéleni je s x t mnozina. a

Relace z mnoziny s do mnoziny t je libovolnd podmnoZina kartézského
soucinu s x t. Defini¢ni obor relace r C s x t je mnoZina

dom(r) ={x: (Fy) (x,y) € .
Obor hodnot relace r je mnoZina
mg(r) ={y: (3x) {(x,y) e 1}

(Je opét tteba dokazat, ze dom(r) a rng(r) jsou mnoziny — viz cviceni 7.3.1.)
ZiiZeni relace r na mnoZinu s je relace

rls=rN(s x rng(r)).
Obraz mnoziny s pfirelaci r je mnoZzina
r[x] = rng(r|s).

Pomoci pojmu relace lze zavést dalsi hojné pouZivané pojmy, jako jsou
zobrazeni, uspofaddéani a ekvivalence. Pfipometime si pfislusné definice.

Zobrazeni je relace f, pro kterou plati, Ze pro kazdy prvek x € dom(f)
existuje prdvé jeden prvek y € rng(f) s vlastnosti (x,y) € f. Tento prvek
oznacujemejako obraz prvkux apiSemey = f(x).Je-lidom(f) = rarng(f) Cs,
fikdme, Ze f je zobrazeni mnoZiny r do mnoziny s (psano f : r — s). Takové
zobrazeni je prosté, pokud obrazy kazdych dvou riznych prvki jsou razné, a
je na, pokud rg(f) = s. Zobrazeni f : v — s, které je prosté a na, nazyvame
bijekce mezi mnoZzinouras.

Pojem uspofddani budeme v tomto textu pouZivat pouze v nésledujici,
méné obvyklé varianté. Ostré uspordddni na mnoziné s je relace r C s X s,
ktera mé nasledujici vlastnosti:

(1) pro kazdé x € sje (x,x) &,
(2) prokazdé x,y,z € s plati
xy) €r N (y,z) €T — (x,z) €.

Obecné kazdou relaci s vlastnosti (1) oznacujeme jako antireflexivni a relaci s
vlastnosti (2) jako tranzitivni.
Ekvivalence na mnoZziné s je relace v C s x s s vlastnostmi:

(1) pro kazdé x € sje (x,x) € r (reflexivita),
(2) prokazdéx,y € sje (x,y) € v — (y,x) € 1 (symetrie),

(3) rje tranzitivni.
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Cviceni
» 7.3.1. DokaZte, Ze defini¢ni obor a obor hodnot relace r jsou mnozZiny. (Pou-

Zijte mnoZzinu [ Jr a schéma vydéleni.)

» 7.3.2. DokaZzte, Ze kazdé ostré uspotfddani r je antisymetrické, tj. plati

(X, y) €T = (Y,x) €.

» 7.3.3. Necht'r je ekvivalence na mnoziné s. Definujme t#du proku x € sjako
mnozinu

I ={y: (xy) et
Dokazte, ze tfidy [x], kde x € s, tvofi rozklad mnoziny s, tedy Ze kazdé dvé z
nich jsou bud'to shodné nebo disjunktni, a Ze sjednocenim vsech t¥id [x] je cela
mnozina s.



Kapitola 8
P¥irozena ¢isla v teorii mnozin

Nasim zamérem v této kapitole je definovat pfirozena ¢isla v teorii mnozin:
zkonstruovat mnoZiny, které je budou zastupovat, a zavést pro né obvyklé
pocetni operace s¢itani a ndsobeni.

8.1 Konstrukce pfirozenych ¢isel

Idea nasi definice pfirozenych ¢isel je zaloZena na von Neumannové reprezen-
taci prirozenych ¢isel pomoci mnoZin:

0 =10,

1 =0uU{0} = {0},

2 =1u{1}={0,{0},

3 =2U{2} ={0,{0},{0,{0}}},

n=nu{n},

Pomoci tohoto pfedpisu lze libovolnému pfirozenému ¢islu n piifadit mno-
zinu, ktera jej reprezentuje. NeumozZniuje vSak napiiklad definovat mnozinu
vdech prirozenych &isel. Proto pfistoupime k definici pfirozenych &isel trochu
jinak.

Pro libovolnou mnozZinu a definujme jejtho ndslednika piedpisem

a” =auU{al.
Mnozina m je induktioni, pokud

1) 0em,

53
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(2) prokazdé a € mplati a” € m.
Axiom 8.1 (Axiom nekonecna).
(m)(Va) lem ANaem— at €m)

Protoze prinik induktivnich mnoZin je induktivni, mtZeme definovat
nejmensi induktivni mnozinu:

w = ﬂ{m : m je induktivni}.

(Tf¥ida {m : mje induktivni} nemusi byt mnoZzinou, ale schéma vydéleni
umoZziiuje pracovat i s prinikem vlastni tfidy.)
Prvky mnoziny w oznacujeme jako pfirozend ¢isla a misto () piseme 0.

8.2 Vlastnosti pfirozenych ¢isel

Véta 8.2 (Princip indukce). Pokud pro formuli ¢(x) plati
1) ¢(0),
(2)  (Yn e w) (e(n) — @n)),
pak plati také (Yn € w) @(n).
Dtikaz. Definujme mnozinu
b={new: plati p(n)}.

Podle pfedpokladii je b induktivni. ProtoZe w je nejmensi induktivni mnozina,
plati w C b. Formule ¢(n) tedy plati pro vSechna pfirozena ¢isla. O

Véta 8.3. Necht'n € w.
(a) pokud m € n, pak m € w (proky kaZdého ptirozeného Cisla jsou ptirozend &isla),
(b) pokudk € m € n, pak k € n.
Diikaz. (a) Definujme formuli
en) = (Ymen)me w.

Ukazeme, Ze @(n) spliiuje podminky véty 8.2. Formule ¢(0) plati trividlné.
Necht’ (n) a m € n*. Mohou nastat dva pfipady. Pokud m € n, pak diky
@(n) plati m € w. Pokud m = n, je rovnéz m € w. Cast (b) se dokazuje
podobnou indukci pfes n (cviceni 8.2.1). O
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Lemma 8.4. Pron € w plati
n¢n.
Dukaz. Indukci podle n. PoloZme
M) = nén.

Ztejmé plati ¢ (0). Necht'plati ¢ (n) aneplati ¢(n"). Nutné n* € n*. Rozlisime
dva ptipady. Budto n' € n, a pak podle véty 8.3(b) n € n ve sporu s predpo-
kladem ¢@(n). V opatném piipadé je n U {n} = n" = n, takZe rovnéz n € n.
Tim je dikaz proveden. O

Cviceni
» 8.2.1. Dokazte vétu 8.3(b).

» 8.2.2. DokaZte, zZe vétu 8.3 Ize stru¢né vyjadrit takto: pokud n € w, pak

Ungngw.

8.3 Uspotadani
Na mnoziné w definujeme ostré usporadéni < pfedpisem
m<mn << man

S vyuzitim véty 8.3(a) toto uspotfddani definujeme i na kazdém piirozeném
isle n € w jako restrikci uspofddani < na podmnozinun C w.

Tvrzeni 8.5. Pro m,n € w plati
m<n privékdyz m e n.

Dtkaz. Smér “&” je v podstaté dokazan: pokud m € n, pak z véty 8.3(b)
plyne m C n a z lemmatu 8.4 pak m < n.
Zbyva dokazat smér “=". Necht' ¢ (n) je formule

en) = (Ymew)(mM<Cn—men).

Dokazeme pomoci véty 8.2, ze plati (Vn) ¢(n). Mnozina 0 nema zadnou vlastni
podmnozinu, proto ¢(0) plati trivialné. Dejme tomu, Ze plati ¢(n)am C n*.
Chceme dokdzat m ¢ n™.

Je-lim C n, pak zindukéniho pfedpokladu m € n,atedy m € n*. Podobné
pro m = nje m € n'. V8echny ostatni mnoziny m C n* obsahuji prvek n.
Ovsem n € m podle véty 8.3(b) znamena n C m, a tedy n* C m. To je spor s
predpokladem m C n*. O
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Véta 8.6. Usporiidini < na mnoZiné w je linedrni, tj. pro m,n € w plati pravé jedna
z moznosti
m <, m=n, m > 1.

Dikaz. Vice neZ jedna z téchto moZnosti nemtzZe platit z trividlnich davod.
To, ze plati alespori jedna z nich, dokazeme indukci pfes n. Necht’ ¢(n) je
formule

oem) = (Ymew)(MCnVnlm).

Staci dokazat, Ze pro vSechna n € w plati ¢ (n). Pouzijeme vétu 8.2.
Formule ¢(0) plati triviadlné. Pfedpokladejme tedy, Ze plati ¢ (1), ale neplati
¢@(n'). UvaZzme m € w s vlastnosti

(MmZn") A (n" €m). (8.1)

Zm ¢ n* dostavdime m ¢ n, takze platnost formule ¢ (n) implikuje n C m.
Odtud n < m a tedy (podle tvrzeni 8.5) n € m. Proton™ =n U {n} C m, spor
s (8.1). a

Uspofadani < na mnoZiné w ma jesté silngjsi vlastnost neZ je linearita.
Rekneme, Ze uspoiadani na mnoziné X je dobré, ma-li kazda neprazdna pod-
mnoZina Y mnoziny X nejmensi prvek. MnoZinu X s danym uspofddanim
oznacujeme jako dobre uspofddanou.

Véta 8.7. Usporadini < na libovolném n € w je dobré.
Duikaz. Necht’ ¢(x) je formule
ex) = (VzCx) (z#0 — (Imez) (Ywez)m e w),

tedy “kazda neprazdna podmnoZina mnoZiny x méa nejmensi prvek”. Ovéfime
podminky véty 8.2. Podminka (1) je splnéna trividlng, protoze pro x = () pfi-
chazi v avahu jen podmnozina z = (). Necht'pro n € w plati ¢(n). Uvazme
neprazdnou podmnozinu z C n* a definujme

z' =z\{nh

Mohou nastat dvé moznosti. Pokud z' = (), pak z = {n} a mnozina z ma
nejmensi prvek n. Jinak je z’ neprazdnou podmnozinou mnoziny n a protoze
plati @(n), ma nejmensi prvek m. VSimnéme si, Ze m < n (nebot'm € n) a
prvek mje tedy nejmensii v mnoziné z. V obou piipadech jsme ovéfili, Ze plati
@(n*). Tvrzeni tak plyne z véty 8.2. O

Véta 8.8. Usporddini < na w je dobré.
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Dikaz. DokéZeme nejprve, Ze libovolna neprazdnd mnoZina z C w ma mini-
mdlni prvek. Zvolme n € za uvazme mnozinun N z.Je-lin N z = ), znamena
to, Ze zadné m € n neni prvkem mnoZiny z, a tedy Ze n je minimalni v z.

Muzeme proto pfedpokladat, ze n Nz # . Protozen Nz C n, podle véty 8.7
ma mnoZina n N z nejmensi prvek m. Neni-li m minimdlni v z, existuje néjaky
prveky € z, pro ktery jey € m. ProtoZze m € n, dostadvame

y<m<n

a z tranzitivity jey < n, tedy y € n. To je spor s tim, Ze m je nejmensi v n N z.
Zbyvé nahlédnout, Ze minimalni prvek dobfe (nebo i jen linedrné€) uspo-

fadané mnoZiny z je nutné nejmensi. Tento snadny fakt ponechdvame na cvi-

Ceni 8.3.2. O

Cviceni
» 8.3.1. DokaZte, ze kazdé dobré uspofddani je linearni.

» 8.3.2. DokaZte, Ze v linedrné uspofddané mnoZziné je minimalni prvek nutné
nejmensi.

» 8.3.3. Necht's je mnoZina s ostrym uspofddanim <. Zobrazeni f: w — sje
klesajici, pokud pro m,n € w plati

pokud m<mn, pak f(n)<f(m).

DokaZzte, Ze je-li < dobré usporadani, pak Zadné klesajici zobrazeni f: w — s
neexistuje.

8.4 Rekurze na mnoziné pfirozenych ¢isel

Véta 8.9 (Rekurze na w). Necht'G : a — a je zobrazeni a my € a. Potom existuje
pravé jedno zobrazeni f : w — a s vlastnostmi

(1)  £(0) = my,
(2) f(n') = G(f(n)) pro kazdé pfirozené n.
Duikaz. Definujme #isekové zobrazeni jako zobrazeni h s vlastnostmi:
(i) dom(h) C warng(h) Caq,
(ii) je-li0 € dom(h), pak h(0) = my,
(iii) je-lin* € dom(h), pakn € dom(h) a h(n*) = G(h(n)).
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Necht’ M je mnoZina vSech tsekovych zobrazeni. (Pro¢ je to mnoZina? viz
cviceni 8.4.1). Definujme
f=JM.

Tvrdime, Ze f je zobrazeni s vlastnostmi (1) a (2) z tvrzeni véty. K tomu staci
dokéazat nasledujici:

(a) fje zobrazeni,

(b) fje tisekové zobrazeni,

(¢) dom(f) = w,

(d) fjejediné zobrazeni s vlastnostmi (1) a (2), definované na celém w.
(a) f je zobrazeni. DokaZeme, ze

pro kazdé n € w existuje nejvyse jedno y € a s vlastnosti, *)
ze dvojice (n,y) patti do né€jakého tisekového zobrazeni.

Z tohoto tvrzeni jiz plyne, Ze f je zobrazeni.

Necht’ @(x) je formule vyjadiujici tvrzeni “existuje nejvyse jednoy € a's
vlastnosti, Ze (x, y) je prvkem néjakého tsekového zobrazeni”. (Formalni zapis
viz cviceni 8.4.2.) S ohledem na vlastnost (ii) z definice tisekového zobrazeni
plati @(0).

Dokazeme, zZe (n) — ¢@(n"). Dejme tomu, Ze existuji y;,y, € a tak, ze
m*,y1), (n*,yz) € f. Pak tedy existuji dsekova zobrazeni h;, h, s vlastnosti
hi(n™) = y;. Vime, Ze hy(n) = h,(n), takze podle definice tisekového zobrazeni
je

yr =hi(n") = G(hi(n)) = G(ha(n)) = a(n") =y,
¢ili y1 = yz. Z pfedpokladu @(n) jsme tedy odvodili ¢ (n*). Z véty o indukci
(véta 8.2) plyne tvrzeni (¥).

(b) f je tisekové zobrazeni. Tato vlastnost plyne pfimo z definice mnoZziny
f jako sjednoceni tisekovych zobrazeni.

(c) dom(f) = w. Zavedeme formuli P (x):

P(x) = “(3g) g je tsekové zobrazenia x € dom(g)”.

Formule {(0) plati naptiklad kvili tdsekovému zobrazeni {(0, m)}. Plati-
li Pp(n), pak existuje tsekové zobrazeni h definované v n. Snadno se ovéii
(cviceni 8.4.3), Ze zobrazeni

hu{(n®, G(h(n))) (8.2)

je tsekové zobrazeni definované vn™. Plati tedy {(n) — P (n") apodle véty 8.2
je (vn € w)Pp(n). Odtud plyne, Ze f je definovano na celé mnoZziné w.
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(d) jednoznacnost. Necht’ f’ je zobrazeni splriujici podminky (1) a (2) z
tvrzeni véty. Takové zobrazeni je tisekové a definované na celé mnoziné w.
Podle (*) ale pro kazdé n € w musi byt

f(n) =f'(n).

Cviceni
» 8.4.1. Procje v diikazu véty 8.9 tfida M mnoZinou?

» 8.4.2. Zapiste pfesné formuli ¢ z dlikazu véty 8.9.

» 8.4.3. DokaZte, Ze zobrazeni (8.2) je tisekové.

8.5 Aritmetika

Abychom dokondili konstrukci pfirozenych ¢&isel v teorii mnoZin, je tfeba na
mnoziné w jesté definovat operace scitdni a nasobeni, vyhovujici axiomtm
Peanovy aritmetiky. Za¢néme sc¢itanim.

Operaci + 1ze jednoduse popsat rekurentnim vzorcem, nabizi se proto moz-
nost pouzit vétu o rekurzi na mnoZziné w. Ta vSak umoZnuje definovat pouze
funkce jedné proménné, zatimco operace + je bindrni. Zkonstruujeme proto
nejprve pro kazdé pevné m € w funkci A, : w — w, jejiz hodnota A,(n) ma
vlastnosti o¢ekdvané od souc¢tu m + n:

An(0) =m,
+ +
Am(n ) = (An(m))".
UkéaZeme, Ze existence takové funkce a jeji jednoznacnost plyne z véty 8.9
pfi vhodné volbé hodnot a, my a G. Dosadme a = w, my = m a definujme
zobrazeni G : w — w pfedpisem

G(n) =n".

Zobrazeni f ve vété 8.9 je pak pravé funkce A,.
Nyni jiZ pro m,n € w staci poloZit

m+n=A,Mnm).
Operaci nasobeni definujeme analogicky, pfedpisem
m-n=Mp,(n),
kde M., : w — w je (jednoznacné uréend) funkce s vlastnostmi

Mm(o) = 07
M, (n") = M (n) +m.
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Véta 8.10. MnoZina w spolu s operacemi + a - (a operaci S(n) = n*) spltiuje Peanovy
axiomy (P1)—(P7).

Dikaz. Ovéfime pouze axiom (P2) a ostatni axiomy ponechavame na cvi-
¢eni 8.5.2. Dejme tomu, Ze pro m,n € w plati

mt=n" (8.3)

a pfitom m # n. MnoZina na levé stran€ rovnosti (8.3) zjevné obsahuje prvek n,
takZe budto n € m, nebo n = m. Druhou moZnost na§ predpoklad vylucuje,
plati tedy n € m. Symetrickym zptisobem odvodime m € n. To je spor s
faktem, Ze € je ostré usporadani. O

Véta 8.11. Pro pfirozend ¢isla m, n, k plati
(@) m=n priavekdyz m+k=n+k,

(b) m<n privekdyz m+k<n+k.

Cvicdeni

» 8.5.1. Vysvétlete podrobné zptisob pouziti véty 8.9 pfi konstrukci operace
nasobeni na w.

» 8.5.2. Dokazte vétu 8.10.



Kapitola 9

Konstrukce realnych cisel

9.1 Celacisla

Definujeme relaci ~ na kartézském soucinu w x w:
(myn) ~ (m/,n') pravé kdyz m+n’ =m’ 4+ n.
Pozorovani 9.1. Relace ~ je ekvivalence.

Dukaz. Cviceni 9.1.1. O

s v

Celé ¢islo definujeme jako libovolnou t¥idu [(m, n)] ekvivalence ~. MnoZina
celijjch cisel 7 je mnoZina vSech téchto tfid:

Z=(wxw)/~.

Pro pfehlednost budeme tfidu [(m,n)] znacit symbolem [m,n]. Zvlastni vy-
znam ma tfida [0, 0], kterou budeme znacit symbolem 07 nebo prosté 0.

Chceme-li na mnoZiné Z zavést aritmetické operace, musime definovat
pravidla pocitani s tfidami. S¢itdni definujeme piedpisem

m,n]+m n]=m+m/,n+n'].
Véta 9.2. Scitini na 7Z je dobie definovino a (Z,+) je abelovskd grupa.

Dikaz. Abychom ukézali, Ze soucet [m,n] + [m’,n’] je dobfe definovan, mu-
sime ukazat, Ze vysledek operace nezavisi na volbé reprezentanti (m,n) a
(m’,n’). Jinymi slovy je tfeba ukazat, ze pokud (m,n) ~ (r,s) a (m/,n’) ~
(v'ys’), pak plati

(m+m/;n+n')~(r+rs+s’). (9.1)

Necht’je (m,n) ~ (r,s) a (m’,n’) ~ (r',s’). Podle definice

m+s=n+r a m+s' =n"+1,
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takZe (podle axiomt rovnosti)
(Mm+s)+(m' +s)=Mn+7)+ M0 +1).
ProtoZe s¢itani na mnoziné w je asociativni a komutativni, mame
(m+m)+(s+s)=n+n')+ (r+71'),

. ((m+m,n+n')~ (r+1',s+s’). Tim jsme ovéfili platnost vztahu (9.1) a
korektnost definice s¢itani na Z.

Zbyva ukazat, Ze (Z,+) je abelovska grupa. Prvek 0z = [0,0] je zjevné
neutrdlnim prvkem, tj.

[m,n] + [0,0] = [m,n] = [0,0] + [m,n].

S¢itani na Z je asociativni:

[

[(m+1)+u, (n+s)+v]
=m+(r+u),n+(s+v))]

[

[

(na tfetim fadku jsme pouZili asociativitu s¢itdni na mnoziné w).
S¢itani na Z je rovnéz komutativni (zde pouZzivdme komutativitu s¢itani na
w):

[m,n] + [ry;s] =Mm+r,n+s]
=[r+m,s+n]
= [r,s] + [myn].

Konec¢né pro kazdy prvek [m,n] € Z existuje inverzni prvek, totiz [n, mJ:
[(m,n] + M, m]=mMm+n,n+m]=[m+nm+n] =0z
Tim je dlikaz proveden. O
Ndsobeni celych ¢isel je definovano nasledovné:
[(a,b)] - [(a’,b")] = [(aa’ 4+ bb’, ab’ + a'b)].

Véta 9.3. RovnéZ ndsobeni na Z je dobte definovino a je komutationi a asociationi.
Pro myn,r € Z plati distributivni zdkon:

m-m+r)=(m-n)+ (m-r).
Uspofdddni na Z je dano vztahem
[(a,b)] < [(a’,b")] pokud a+ b’ € a’+ b.

Pozorovani 9.4. Relace < je dobte definovina a je to linedrni usporadant.
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Cviceni

» 9.1.1. DokaZte pozorovani 9.1.

9.2 Raciondlni ¢isla

Raciondlni ¢isla jsou zlomky s celo¢iselnym citatelem a jmenovatelem. Budeme
je reprezentovat jako dvojice celych cisel, pfitom vSak ztotoZnime dvojice,
které urcuji tentyz zlomek. Je zajimavé, Ze z formalniho hlediska je definice
raciondlnich ¢isel do zna¢né miry obdobna definici ¢isel celych, s tim rozdilem,
Ze sCitani je v jistém smyslu nahrazeno nasobenim. Definujeme relaci ~ na
kartézském soucinu Z x Z*, kde Z* = 7Z \ {0}
(a,b) ~ (a’,b’) pravé kdyz ab’=a’b.
Pozorovani 9.5. Relace = je ekvivalence.

Dukaz. Cviceni 9.2.1. O

MnoZina raciondlnich ¢isel Q je tvofena tfidami ekvivalence ~:
Q=(ZxZ")/~.

Raciondlni ¢&islo je libovolny prvek [(p, q)l, mnoziny Q. Pro jednoduchost
takovy prvek oznacujeme symbolem [p, ql.
Aritmetické operace a usporddani na Q jsou definovany pfedpisy

/

p,al +p’,q'1=[pq +7p'q,qq'],
p,ql-lp'sq'1 =[pp’,qql,
[p,al <Ip',q] pokud q,q">0apq’ <p'q.

Pozorovani 9.6. Operace +, - jsou dobte definoviny. Relace < rovnéZ a je to linedrni
usporadani.

Dukaz. Cviceni 9.2.2. O

MnoZina Q spolu s pravé definovanymi aritmetickymi operacemi se vyzna-
¢uje vlastnosti, uvedenou v nasledujici vété. Pfipomerime, Ze téleso je trojice
(F,+,), kde F je mnoZina a +, - jsou operace na mnoziné F s nasledujicimi
vlastnostmi:

(i) (F +)je abelovska grupa,

(ii) (F\{0},-) je rovnéz abelovské grupa, kde 0 je neutralni prvek v grupé
(F+),
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(iii) prox,y,z € Fplati distributioni zdkon:
x-(y+z)=(x-y)+(x-2)

Véta 9.7. Struktura (Q,+, -) je téleso.

Dtukaz. DokdZeme pouze vlastnost (i) z definice télesa, zbylé dvé ¢asti po-
nechavame c¢tenafi jako cviceni 9.2.3. S vyuzitim vét 9.2 a 9.3 dokdzeme, Ze
operace + na Q je asociativni:

([p, q] + [r, s]) + [w,v] = [ps + qr, qs] + [u, V]
(ps+qr)-v+u-(qs),(qgs) V]
(ps)v+ (qr)v +u(qs), (gs)v]
p(sv) + q(rv +us), q(sv)]
[p, q] + [rv + us, sV]

[p, ql + ([, s] + [u, V).

[p
[
[
[

Operace + je rovnéz komutativni:

[p, gl + [r,s] = [ps + rq, qs] = [rq + ps, sq]
= [r,s] + [p,q].

Prvek Og = [0, 1] je neutralnim prvkem operace +:
p,ql +[0,11=[p-1+0-q,q-1] =[p,ql.

Konec¢né pro kazdy prvek [p, q] € Q existuje inverzni prvek vzhledem k
operaci +, totiZ prvek [—p, q], kde —pjeinverzni prvek k prvkup € Zvzhledem
ke s¢itani celych cisel:

[p,ql + [-p,q] = [pq + (—p)q,qq] = [q(p —P), qq]
=1[0,qq] = [0, 1] = Og.

O

Téleso F spolu s linearnim uspofadanim < je uspotddané téleso, pokud pro
kazdé x,x’,y,y’ € F plati:

(1) pokud x < x’ay <y’,pakx+y <x'+vy’,
(2) pokudx <x"ay >0, pakx-y <x'-vy.

Véta 9.8. Duojice (Q, <) je usporidané téleso.
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Cviceni
» 9.2.1. DokaZte pozorovani 9.5.

» 9.2.2. DokaZte pozorovani 9.6.

» 9.2.3. DokaZte vétu 9.7.

9.3 Redlna ¢isla

K zavedeni redlnych ¢isel pouZijeme pojem fez, definovany R. Dedekindem.
Rez na mnoziné Q je neprazdna vlastni podmnozina r C Q s témito vlast-
nostmi:

(1) rjedolni mnoZina, tj. pro x,y € Q plati:

pokud x<y a yer, pak xer,

(2) rnema nejvétsi prvek.

MnoZinu redlnych ¢isel R definujeme jako mnoZinu vSech fezti na mnoZziné
Q. Uspotadani je na R definovdno velmi jednoduse, totiz inkluzi: pro r,s € R
je
r<s, pokud rCs.

S¢itdni na R je rovnéZz definovano pfirozené:
T+s={x+y:xer a yeEsh.
UkéZeme, Ze (R, +) je abelovska grupa. Neutralni prvek vzhledem k operaci
s¢itani bude fez
or={x€eQ: x<0}

U definice inverzniho prvku —r fezu r vzhledem ke s¢itani je nutna opatrnost.
Na prvni pohled je pfirozenym kandidédtem dolni mnoZina

"={xeQ: x¢grh

UvaZzme ale napiiklad fez r = Og: protoze 0 ¢ 1, plati 0 € r’. MnoZinu r’ tedy
tvofi vSechna zaporna ¢isla a 0. Pak ale 1’ neni fez, nebot’ 0 je jejim nejvétsi
prvkem.

Abychom ziskali fez, musime definici trochu upravit:

—r=x€eQ: (yeQy<—xAN(Vzer)z<yh (9.2)

Véta 9.9. MnoZina R spolu s operaci s¢itini tvori abelovskou grupu.
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Dukaz. Asociativitu a komutativitu ponechdvdme na cviceni9.3.1. Dokazeme,
Ze Og je neutrdlni prvek, tedy Ze pro kazdé r € Rje

T+ OR =T. (93)

DokéZeme kazdou inkluzi zvlast. Necht'x € ray € O, tedy y < 0. Pak
x+y<x+0=xer takzex+yer.Odtudr+ 0 C .
Opacné dokazeme, Ze kazdé x € r lze psat jako soucet w + s, kdew € ra
s € Or. ProtoZe mnoZzina r je fez, x neni jeji nejvétsi prvek, a v r tedy existuje
w > x. Nyni staci poloZit s = x — w. Tim je dtikaz rovnosti (9.3) proveden.
Zbyva dokézat existenci inverzniho prvku ke kazdému fezu r — piesnéji
ovéfit, Ze takovy prvek dostaneme z definice (9.2). O

Pfi vhodné definici nasobeni redlné ¢isla tvoii usporadané téleso. Oproti
raciondInim ¢islim maji jesté jednu vyznacnou vlastnost. Necht'm C R. Pfipo-
menime, Ze horni mez mnoziny mje prvek x € R, ktery je vétsinebo roven viem
prvkiim mnoziny m. MnoZina m je omezend, pokud ma néjakou horni mez.
Supremum mnoZiny m je jeji nejmensi horni mez (pokud existuje). Usporadané
téleso je 1iplné, pokud kazdé jeho omezend podmnoZina ma supremum.

Véta 9.10. MnoZina R spolu s operacemi + a - a usporadinim < tvori tiplné uspotidané
teéleso. Je to navic (aZ na isomorfismus) jediné téleso s témito vlastnostmi.

Cvicdeni

» 9.3.1. Dokazte, Ze operace s¢itdni na realnych cislech je asociativni a komu-
tativni.
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Mohutnost

10.1 Stejné velké mnoziny

MnoZina x ma mohutnost stejnou jako mnoZinay, pokud existuje bijekce x na
y. Rikdme také, ze mnoziny x a y jsou ekvivalentni nebo ekvipotentni, psano
X X Y.

MnoZina x ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoZiny y (‘x
je subvalentni s y’, x < y), pokud existuje prosté zobrazeni mnoziny x do
mnoziny y.

Je-llix <yax®y, piSeme x < y.

Tvrzeni 10.1. (i) Relace ~ je ekvivalence.

(i) Relace =< je neostré usporddini.

10.2 Konecné a spocetné mnoziny

MnoZina je konecnd, je-li subvalentni néjakému pfirozenému ¢islu.
Pozorovani10.2. Je-lis C tat jekonecnd mnoZina, pak s je roonéZ konecnd mnoZina.
Véta 10.3. Jsou-li s, t konecné mnoZiny, pak mnozina s U t je rovnéz konecnd.

Diikaz. Necht pro néjaké m,n € w plati s < m a t < n. Existuji tedy prosté
zobrazeni

f:s—m,
g:t—mn.

Definujme zobrazeni h : s Ut — w piedpisem

h(x) = f(x) ?okud X Es,
m+g(x) jinak.
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Ukazeme, Ze h je prosté zobrazeni do mnoziny m + n. Pro x € s Ut nejprve
dokaZme, Ze h(x) € m +n. Pro x € s to plyne ze vztahu

h(x) emem+n
(viz véta 8.11b) a tranzitivity relace € na w. Pro x ¢ sje g(x) € n, a tedy
h(x) =m+ g(x) € m+n,

opét podle véty 8.11b.

Pfedpokladejme nyni, Ze pro néjaké rtizné prvky x,y € sUtje h(x) = h(y).
Kdyby jak x, tak y byly prvky s, dostdivdme spor, nebot’zobrazeni f je prosté.
Podobné kdyby x,y byly prvky mnoZiny t \ s, pak plati

m+g(x) =m+g(y),

coz podle véty 8.11a znamena g(x) = ¢(y), a tedy x = y, protoze g je prosté.
Mitizeme tedy predpokladat, Ze x € say € t\ s a plati

f(x) =m+gly).
Protoze f(x) € m, dostavame
m+g(y) em
a véta 8.11b implikuje, Ze g(y) € 0, coZ je spor. Diikaz je proveden. O

Dusledek 10.4. Sjednoceni konecné mnoha konecnijch mnoZin je konecnd mnoZina.
Presnéji: je-li m konecnd mnoZina a kazdy jeji prvek také, potom |Jm je konecnd
mnozina.

Dtikaz. Indukci s vyuZitim formule

£

e(n) = (Vs)s =n A ((Vr)r € s — “rje kone¢na”) — U s je kone¢na”.
Podrobnosti v cvi¢eni 10.2.3. a

Tvrzeni 10.5. Konecnd mnoZina neni ekvivalentni s Zadnou svoji vlastni podmnoZi-
nou.

Dikaz. UkaZzeme indukci, Ze pro kazdé n € w plati nasledujici tvrzeni: pokud

s*nas~rCs,pakr=s.Pron = 0 je tvrzeni trividlné pravdivé.
Dokazeme indukéni krok. Je-lis <n*tas~r Cs, paknecht’'f: s - n'je

prosté zobrazenia g : s — 1 je bijekce. Zvolme prvek x € s \ r a poloZme

s'=s \{X}>
' =1\{g(x)}.
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Potom r’ =~ s’ (pfislusnou bijekci ziskame ztizenim gna s’) ar’ C s’. Definujme
déle zobrazeni f': s’ — n predpisem

Fly) = {f(y) pokud f(y) € n,

f(x) jinak.

Zobrazeni f’ je prosté a tedy s’ < n. MnoZina s’ je ovSem ekvivalentni své
vlastni podmnoZziné 1/, coz je spor s indukénim pfedpokladem. O

Tvrzeni 10.6. Necht’s, t jsou konecné mnoZiny. Potom

(a) s x tje konecnd mnoZina,

(b) P(s) je kone¢nd mnoZina.

Diikaz. (a) Pro x € s definujme mnoZzinu t, pfedpisem
te={xy) yecth

Zobrazeni f : t — t,, které zobrazuje y € t na dvojici (x,y), je zjevné bijekce.
Mnozina t, je tedy konec¢na. Pfitom plati

sxt:U{tX:xEs},

cozjejako sjednoceni kone¢ného poctu kone¢nych mnozin podle dasledku 10.4
kone¢na mnoZina.
(b) DokédZeme indukci, Ze pron € w plati:

pokud s < n, pak P(s) je kone¢na mnoZina. (10.1)
Je-lin=0as <n, paks=0a(10.1) zjevné plati.
Predpokladejme tedy platnost tvrzeni (10.1) pro n a dejme tomu, Ze s < n*.

Zvolme né&jaké x € s. Polozme

Po={mCs:x¢m}

pi={mCs:xemh
ProtoZe P(s) = po U p1, staci podle véty 10.3 ukazat, Ze obé tyto mnoZiny jsou
kone¢né. Ovsem py = P(s\{x}), pfi¢emz s\ {x} < n (p¥islusné prosté zobrazeni
je snadné najit). Podle indukéniho predpokladu je tedy py kone¢nd mnozina.
Zbyva si vSimnout, Ze zobrazeni f : py — p;, definované pfedpisem

flm) = muU{x},

je bijekce. l mnoZina p; je tedy konec¢na, ¢imz je dtikaz proveden. O
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Mnozina je spocetnd, pokud je subvalentni mnoZiné w. Kazd4 konecna
mnoZina je tedy také spocetna.

Tvrzeni 10.7. [sou-li s, t spocetné mnoZiny, pak soucin s x t je spocetny.
Duikaz. ProtoZe s x t < w X w, sta¢i najit prosté zobrazeni
froxw—w.
Vhodnym zobrazenim je napiiklad zobrazeni
f(m,n) = (m +n)* + m.
Snadny dtikaz, Ze f je prosté, pfenechavame na cviceni 10.2.4. O

Ke spocetnym mnoZinam se vratime v odstavci 12.2, kde dokdZeme analogii
désledku 10.4.

Cviceni

» 10.2.1. DokaZte, Ze kazda kone¢na mnozZina je ekvivalentni néjakému pfiro-
zenému &islu.

» 10.2.2. DokaZte, Ze mnoZina s je kone¢nd, pravé kdyz kazda neprézdna
podmnoZina mnoziny P(s), uspofddané inkluzi, ma minimalni prvek. (Tuto
alternativni definici kone¢nych mnoZin zavedl A. Tarski.)

» 10.2.3. Proved'te podrobné ditkaz dtsledku 10.4.

» 10.2.4. DokaZte, Ze zobrazeni f v dtikazu tvrzeni 10.7 je prosté.

10.3 Cantorova a Cantor—Bernsteinova véta

Véta 10.8 (Cantor). Pro kaZdou mnoZinu m plati:
m < P(m).

Dukaz. Abychom dokézali, Ze m < P(m): sta¢i uvazit zobrazeni f : m —
P(m) definované piedpisem
f(x) = {x}.

Zbyvé dokazat, Ze neplati m ~ P(m). Budeme pfedpokladat, Ze existuje
bijekce g : m — P(m). Metoda, kterou dojdeme ke sporu, se nazyva Cantorova
diagonalni metoda.

Definujme mnozinu s C m pfedpisem

s={xem:x¢gx)}

Neexistuje zadné x € m, pro které by platilo g(x) = s, nebot’x € s pravé kdyz
x ¢ g(x). Pfitom ale s € P(m), takZe g neni zobrazeni na mnozinu P(m). To je
spor s predpokladem, Ze g je bijekce mezi m a P(m). O
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Véta 10.9 (Cantor-Bernsteinova véta). Necht'x, y jsou mnoZiny, pro néz plati
X2y a y=3x
Pak x ~ y.

Dikaz. Mtizeme pfedpokladat, Ze x a y jsou disjunktni mnoziny. (Pokud
nejsou, vezmeme misto nich disjunktni kopie, tieba x x {0} ay x {{0}}.)

UvaZme orientovany graf G na vrcholech V = x Uy, jehoZ hrany jsou (1)
vSechny usporadané dvojice (u,f(u)) pro u € x, a (2) vSechny usporadané
dvojice (v, g(v)) prov € y. Vechny hrany tedy vedou mezi mnoZinami x a y.

Do kazdého vrcholu grafu G vchéazi nejvyse jedna hrana a vychéazi z n¢j
pravé jedna. Neni téZké nahlédnout, Ze kazdd komponenta takového grafu
patfi k nékterému z nésledujicich typt:

e oboustranné nekonec¢nd orientovana cesta,

e jednostranné nekone¢nd orientovana cesta,

e konec¢ny cyklus sudé délky.

V kazdé komponenté tedy existuje perfektni parovani. Z tohoto parovani
snadno ziskame hledanou bijekci h: x — y. O
Cviceni

» 10.3.1. Ukazte, Ze
Plw) ~ R,

atedy w < R.

» 10.3.2. DokaZte néasledujici tvrzeni:
@ w=wxw,

(b) x xy~y xx,

(c) pokud x ~ y, pak P(x) = P(y).
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Kapitola 11
Ordinaly

11.1 Dobra usporadani

Ostré castecné uspofddani < na mnoziné x je dobré, pokud kazda neprazdna
mnozina y C x mé nejmensi prvek.

Pozorovani 11.1. KaZdé dobré uspotidini je linedrni.

Tvrzeni 11.2. Linedrni usporiddni < na X je dobré, privé kdyz X neobsahuje Ziadnou
nekonecnou klesajici posloupnost xo > x1 > X > ...

Diikaz. Necht’ mnoZzina X obsahuje nekone¢nou Kklesajici posloupnost
(X0, X1, ... ). Je-li uspofadéani < dobré, pak mnozina vSech prvki této posloup-
nosti mé& nejmensi prvek x;. Pfitom vSak x;;; < x;, cOZ je spor. O

11.2 Ordinaly

Mnozina m je tranzitivni, pokud pro x € mje x C m. (Ekvivalentné: y € x €
m — y € m.) Ordindl je tranzitivni mnoZina, které je dobfe uspofddana relac{
€.

[interpretace dobrého usporadédni €: (1) orientovany graf, (2) minimdlni
prvek mnoZiny y C «je x € y, ktery je s ni disjunktni]
Pozorovani 11.3. MnoZina w i vsechna ptirozend ¢isla jsou ordindly.

Diikaz. Tranzitivita mnoZin win € w plyne z véty 8.3. To, Ze uspofadani € je
na nich dobré, plyne z vét 8.7 a 8.8. O

T¥idu vSech ordinal znacime symbolem On.

Tvrzeni 11.4. Kazdy prvek ordindlu je ordindlem.
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Dikaz. Je-li xordinalax € «, pakzdefinicex C «, takze € je dobré uspofddani
na x. Zbyva ukazat, Ze x je tranzitivni mnozina. Necht'u € v € x. ProtoZe « je
tranzitivni, zv € x € « plyne v € « a podobné dostdvame u € «. Relace € je
na mnoZziné « tranzitivni, takZe u € v € x implikuje u € x. Proto i mnozina x
je tranzitivni. O

Tvrzeni 11.5. Pro ordinidly «, B plati
x € B privekdyz o C f.

Dukaz. Necht' o € 3. Pak (z tranzitivity f) « C . Urcité ale « # f3, jinak by
bylo « € «, 0z je ve sporu s antireflexivitou €.

Opacny smér je téz8i. Necht'« C 3. Bud' m nejmensi prvek mnoziny f \ «.
Tvrdime, ze m = «. Dtikaz rozdélime na dvé inkluze.

Je-liutakové, Zeu € m, paku € 3, protoze 3 je tranzitivni. Kdyby neplatilo
u €« bylobyu e 3\ xatedy m € u— spor s predpokladem u € m. Tedy
u € «. Dokazali jsme inkluzi m C «.

Necht' naopak u € «. u je jisté porovnatelné s m (nebot’ € je linearni na
B). Ktera ze tfi moznosti nastava? Moznosti m € ua m = u implikuyji m € «
(prvni z nich s pouzitim tranzitivity), coZ je spor s m € 3 \ «. Zbyva pouze
moznost u € m. Celkem vzato je « C m.

Plati tedy rovnost m = «. Odtud plyne « € 3 a lemma je dokazano. O

V nésledujici vété se zabyvame vlastnostmi ‘relace” € na tfidé On. Uvo-
zovky jsou na misté, nebot’se nejedna o mnozinu (defini¢ni obor této ‘relace’ je
celé mnoZzinové universum). Zavedeme proto tfidovou variantu tohoto pojmu.
Tridovd relace je libovolna tiida, kazdy jejiz prvek je uspofddana dvojice. Ob-
vyklé pojmy se vztahem k relacim (napf. uspofadani) jsou pro tfidové relace
definovany analogicky.

Véta 11.6. Tridovd relace € je dobré usporidini na t¥idé On.

Diikaz. (i) € je antireflexivni na On. Kdyby pro o« € On platilo « € «, pak «
jakozto prvek mnoZiny o dosvédcuje, Ze € neni antireflexivni na «. To nejde,
protoZe « je ordindl.

(ii) € je tranzitivni na On. Necht’ pro ordinaly o, 3,y plati x € f € v. Z
tranzitivity mnoziny y plyne, Ze § C yatedy « € y.

(iii) Ostré uspofadani € na On je linedrni. Mé&me ordinély «, 3. Z definice
snadno plyne, Ze & N 3 je rovnéZ ordinal. Pfitom méme

xNPCax a anp Cp.

Kdyby obé inkluze platily jako ostré, pak podle tvrzeni 11.5 by o N 3 bylo
prvkem mnoZiny « i 3, tedy a N 3 € a N 3, coZ nejde.
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Plati-li misto obou inkluzi rovnosti, dostdivdme « = 3. Pokudje o« = N C
B, je podle tvrzeni 11.5 x € B. V jediném zbylém piipadé symetricky plati
B € «. Linearita je tedy dokéazana.

(iv) Linearni uspofadani € na On je dobré. Staci ukazat, Ze kazda nepradna
mnozina a ordindlnich ¢isel méa minimdlni prvek (podle (iii) je totiZ nejmensi).
Zvolme « € a. Necht’'b = aNa. Je-li b = {), pak « je minimalni v a. V
opacném piipadé necht’ je nejmensi prvek mnoziny b (ktery existuje, protoze
« je ordindl). Tvrdime, Ze p je minimdlni v a. Pokud totiZ prox € ajex € y,
pak také x € « (protoZe p € x) atedy x € b = aN «. OvSem p je nejmensiv b,
takZe p € x, coZ je spor. O

Dusledek 11.7. KaZda tranzitioni mnoZina ordindlil je ordindl.
Diusledek 11.8 (Burali—Forti). On neni mnoZina.

Tvrzeni 11.9. Je-li o ordindl, pak oc* je rovnéz ordindl a je to nejmensi ordindl vétsi
nez «.

Dukaz. Cviceni 11.2.1. O

Tvrzeni 11.10. Je-li s C On, pak | J s je ordindl. Plati, Ze | J s je nejmenst ordindl 3 s
vlastnosti s C f3.

Dutkaz. Cviceni 11.2.2. O

Ordinal (J s ozna¢ujeme jako supremum mnoziny s.

Cviceni
» 11.2.1. Dokazte tvrzeni 11.9.

» 11.2.2. Dokazte tvrzeni 11.10.

11.3 Ordinaly jako typy dobrych uspotfadani

V celém tomto odstavci necht’ (1, <) a (s, <I) jsou dobfe uspofddané mnoziny.
Zapisem
f:r~s

oznacujeme fakt, Ze f je isomorfismus mnoziny (r, <) s néjakou dolni podmno-
Zinou mnoziny (s, <).

Tvrzeni 11.11. Pro dobrd uspotiadini (v, <) a (s, <) existuje nejuyse jedno zobrazeni

f:r~s.
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Dikaz. Necht'f, g jsou dva rtizné isomorfismy mnoZiny r s dolni podmnozi-
nou mnoziny s. Definujme

m={xer: f(x)#gx)}

ProtoZe f # g, mnoZina m je neprazdna a ma tedy nejmensi prvek y. Prvky
f(y) a g(y) jsou porovnatelné; bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze plati

fly) < gly). (11.1)

ProtoZe im g je dolni podmnoZina mnozZiny s, musi platit f(y) € im g. Necht
z € 1 je prvek s vlastnosti g(z) = f(y). ProtoZe zobrazeni f je prosté, plati
f(z) # g(z), atedy z € m. Na druhou stranu z nerovnosti (11.1) plyne, Ze z < y.
To je spor s pfedpokladem, Ze y je nejmensi prvek mnoZiny m. O

J

Disledek 11.12. Zddné dva riizné ordindly nejsou isomorfni.

Diikaz. Pfedpokladejme, Ze f : o« — 3 je isomorfismus, kde «, 3 jsou ordinély
a (bez jmy na obecnosti) x C (3. Necht'i: &« — {3 je identické zobrazeni na
ordindlu «, tj. i(x) = x pro kazdé x € «. Protoze « i 3 jsou dolni podmnoZziny
ordinélu 3, plati

f:ra~p a i: o~ 3,

coz podle tvrzeni 11.11 znamena f = i. ProtoZe zobrazeni f je na, také ijena a
plati « = 3. To je spor. O
Tvrzeni 11.13. Pro dobrd uspotddini (v, <) a (s, <) existuje zobrazeni

fir~s

nebo zobrazeni
g:s~T.

Obé zobrazeni zdroveri existuji pouze v pfipadé, Ze v a s jsou isomorfni.

Dtuikaz. Dejme tomu, Ze neexistuje ani jedno ze zobrazeni f, g s uvedenou
vlastnosti. Pro prvek x € r ozna¢me symbolem r, mnoZinu{y : y < x}sdobrym
uspofadanim <. Necht'm je mnozina v8ech prvkii x € rs vlastnosti, Ze existuje
zobrazeni fy : T, ~» s. Pokud pro dané x takové zobrazeni f, existuje, je podle
tvrzeni 11.11 jednoznac¢né uréeno. Definujeme-li tedy

h=Jf

xXem

je h zobrazeni a dokonce h : m ~+ s. Podle pfedpokladu neexistuje zobrazeni
f: 1~ sajetedym C r. Krométohojetakéimh C s,nebot’h™'jeisomorfismus
mnoziny im h a dolni podmnoZziny m mnoziny r, takZe pro imh = s bychom
dostali spor s pfedpokladem.
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Necht'w je nejmensi prvek mnoZiny r \ m a z je nejmensi prvek mnoziny
s \ im h. Zobrazeni h': 1,, — s, definované pfedpisem

(x) = z prox =w,
| h(x) jinak,

je zjevné isomorfismem mnoziny r,, a dolni podmnoziny mnoZiny s. Dosta-
vame spor s pfedpokladem, Zze w ¢ m.

Zbyva dokézat druhou c¢ast tvrzeni. Necht’ existuji zobrazeni f : v ~ s
ag: s~ 1 Podle tvrzeni 11.11 je f|img = g~', nebot’ ob& zobrazeni jsou
isomorfismy mnoZiny im g s dolni podmnoZinou mnoZiny s. Zobrazeni f|im g
je tedy zobrazeni na mnozinu s, takze

s~

a proto (opét podle tvrzeni 11.11) f~! = g, takZe im g = r a g je isomorfismus
mezisar. a

Ttida F je tfidové zobrazeni, pokud kazdy jeji prvek je uspofddana dvojice
a pro kazdé x, y, y’ plati

pokud (x,y)€F a (x,y)eF pak y=vy"

Je-li (x,y) € F, pak stejné jako u obvyklych zobrazeni piseme F(x) = y. Obraz
F[m] mnoZiny m je tfida definovand predpisem

Fiml ={y: (3x € m) F(x) = y).

Axiom 11.14 (Schéma nahrazeni). Necht'F je tFidové zobrazeni. Ndsledujici formule
je axiom:

(Vm) Mn( Flm] ).
Véta 11.15 (Hartogs). Pro kaZdou mnoZinu s existuje ordindl « s vlastnosti, Ze

x A s.

Dikaz. Necht’ « je libovolny ordinél. Pokud dokazovana véta neplati, je o« <
s a existuje tedy prosté zobrazeni h : « — s. Na obrazu h[x] lze (praveé
jednim zptisobem) definovat dobré usporadani < tak, Ze h je isomorfismus
mezi vyslednou uspofddanou mnozinou a ordinédlem o:

h(x) < h(y), pravékdyz xeuy.

Obecnéji ozna¢me pojmem odraz libovolnou dvojici (1, <), kde r C s a <
je dobré uspofddani na mnoziné r. Tfidu v8ech odrazti ozna¢me symbolem
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R. Ukazeme, ze tfida R je dokonce mnozina. Je-li (v, <) odraz, pak r € P(s) a
< € P(P(P(s))). Plati tedy

RCP(P(s) x P(P(P(s)))),

pfi¢emz tfida na pravé strané inkluze je mnozina. Diky schématu vydéleni je
tedy také tfida R mnoZzinou.

Podle diisledku 11.12 je kazdy odraz isomorfni s nejvyse jednim ordinalem.
Miizeme proto definovat tfidové zobrazeni F pfedpisem

Flx) = a« pokud x je odraz a existuje ordinal o = x,
10 jinak.

Protoze kazdému ordindlu odpovidéd alespori jeden isomorfni odraz, plati
F[R] = On. Podle schématu nahrazeni je tedy tfida On mnoZinou. To je spor s
duasledkem 11.8. U

Dusledek 11.16. Pro kaZdou dobre uspotadanou mnoZinu (s, <1) existuje pravé jeden
ordindl T s vlastnosti
(s, <) = (7, €).

Dikaz. Z véty 11.15 plyne, Ze existuje ordinal « s vlastnosti o A s. Podle
tvrzeni 11.13 existuje zobrazeni f : s ~» « nebo zobrazeni g : « ~» s. Druha
moznost je diky volbé ordinalu « vyloucena, proto uvazme zobrazeni f. Jeho
obor hodnot Tg(f) je dolni podmnoZina ordindlu «, tedy néjaky ordinal .
Zobrazeni f je isomorfismem uspofadanych mnozin (s, <) a (1, €).
Jednoznac¢nost plyne z disledku 11.12. O

Ordinal T z dtsledku 11.16 oznacujeme jako typ dobie uspofddané mnoziny
(s, <0) a piSeme
typ(s, <) =T.

11.4 Ordindlni aritmetika

Na ordinalnich ¢islech mtizeme definovat aritmetické operace, které zobectiuji
obvyklé s¢itani a nasobeni pfirozenych cisel.

Necht’ (r,<) a (s, <) jsou linedrné uspofadané mnoziny. Lexikografické
uspofdddni soucinu r x s je usporddani <, definované pfedpisem

(x,y) <t (x',y’) pokud x <x'nebo (x=x"ay<y’).
Podobné je definovano tzv. hebrejské lexikografické uspofddini' <;:

(x,y) <n (x'yy') pokud y<y’'nebo(y=y ax<x’).

INé4zev odkazuje na skute¢nost, Ze hebrejské pismo se pige zprava doleva.
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Nz

Tvrzeni 11.17. Jsou-li (v, <) a (s, <) dobfe usporddané mnoZiny, pak usporddini <,
a <y jsou rovnéz dobrd.

Dikaz. Tvrzeni dokdZeme pouze pro usporddani <, argument pro druhé
uspofadani je symetricky. Necht’ m je dana podmnoZina soucinu r x s (4j.
vlastné relace z r do s). MnoZina dom(m) € r ma nejmensi prvek x. Necht’
y je nejmensi prvek obrazu m[{x}]. Pak (x,y) je nejmensi prvek mnoziny m v
usporadani <. O

Zacneme definici souctu a souc¢inu dobie uspofddanych mnozin (r,<) a
(s, <), pricemz vysledkem je v obou pfipadech opét dobfe usporadana mno-
Zina. Soucet (r,<) + (s, <) je definovan jako disjunktni sjednoceni

({0} x r) U ({1} x's)

s dobrym uspofddanim, které je restrikci lexikografického usporadéni na sou-
¢inu{0,1} x (rUs).
Soucin (v, <) - (s, <) je kartézsky soucin

TXS

s hebrejskym lexikografickym uspofddanim <.
Nyni jiz mtiZeme snadno definovat soucet o« + 3 a soucin « - 3 ordinalnich
Cisel «, f3:

o+ B = typ((«, €) + (B, €))
x - B = tYP((OC» G) : (B) G))

Tvrzeni 11.18. Scitdni a ndsobeni ordindlnich cisel maji ndsledujici vlastnosti:
(i) scitdni i ndsobent jsou asociativni,
(ii) 0 je oboustranny neutrdlni proek pro scitini, 1 pro ndsobent,
(i) 0-x=oc-0=0.
Dtkaz. Cviceni 11.4.1. O

Jak ukazuje nasledujici pfiklad, ordinalni soucet neni komutativni:

1T+w=w
w+1=wt

Komutativni neni ani ordinélni soudin:

2-w=w
w-2=w+w#w
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Cviceni
» 11.4.1. Dokazte tvrzeni 11.18.

» 11.4.2. Dokazte pro «, 3,y € On:

X(B+v) = o B+a-y.
Ukazte na prikladu, Ze analogicka rovnost pro vyraz ( +v) - « neplati.

» 11.4.3. Dokazte, zZe v ordinalnich ¢islech plati véta o déleni se zbytkem: Pro
kazdé dva ordinaly B > 0 a « existuji jednozna¢né urcené ordinaly «, p tak, Ze

x=p-k+p.

11.5 Transfinitni indukce a rekurze

Véta11.19 (Véta o transfinitniindukci). Necht’ @ (x) je mnoZinovd formule, spliiujici
pro kaZdy ordindl o podminku:

((vB < o) @(B)) = (ev). (11.2)
Pak je ¢ splnéna pro kaZdy ordindl.

Diikaz. Sporem. Necht'u je nejmensi ordinél takovy, Ze —~¢ (). OvSem ¢ plati
pro kazdé 3 < «, takZe podle pfedpokladu musi platit i pro p. Toje spor. O

Véta 11.20 (Véta o konstrukci transfinitni rekurzi). Necht’ G je tFidové zobrazeni
a « je ordindl. Pak existuje pravé jedno (mnoZinové) zobrazeni f s vlastnostmi:

(i) dom(fy) = «,

(ii) pro kazdé 3 < « je

foc(ﬁ) = G(foc| B)

Dukaz. Predpokladejme, Ze zobrazeni f, neexistuje. MiiZeme také predpokla-
dat, Ze « je nejmensi ordinal s touto vlastnosti.
Tvrdime pfedevsim, zZe pro kazdé y < 6 < « plati

fs(v) = G(f,). (11.3)

Necht'tento vztah neplati. Zvolme nejmensi moZzny ordinél y, pro ktery existuje
néjaky ordindl 6 v rozmeziy < § < « tak, Ze (11.3) neplati.
ProtozZe plati

G(fs|v) = fs(v) # G(fy),
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musi byt fs |y # f. Existuje tedy ordindl p < vy, pro ktery plati

(1) # £ ().

Z minimality ordinélu y vSak obé strany této nerovnosti jsou rovny G(f,), coz
je spor. Tim je dokazana platnost vztahu (11.3).
Polozme tedy v souladu s (11.3) pro kazdé 6 < o

£,(8) == G(fs).

Takto definované zobrazeni f. spliiuje podminku (i) a dokdZeme, Ze i pod-
minku (ii). Dejme tomu, Ze pro n&jaké § < o je

fa(8) # G(f«|5).

S ohledem na definici zobrazeni f, musi byt fs # f, |, takZe pro néjaké p < 6
musi platit

fo(p) # falu).

Obé strany této nerovnosti vsak maji hodnotu f,, coZ je spor. Podminky (i) a
(ii) jsou tedy dokazany.

Zbyva dokazat jednoznacnost. Kdyby zobrazeni f;, f, méla obé pozadova-
nou vlastnost, pak necht’ 6 je nejmensi ordinél, ve kterém se obé funkce lisi.
Potom plati

f11d =1,

a podle podminky (ii) také f;(8) = f,(8). To je spor. a
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Kapitola 12

Kardinaly a axiom vybéru

12.1 Kardinaly

Kardindl je ordindl k s vlastnosti, Ze pro kazdé o« < kje a % k.

Tvrzeni 12.1. Pro kaZdou dobte uspotddanou mnoZinu v s néjakym dobrym uspota-
ddnim existuje prdvé jeden kardindl k s vlastnosti v ~ «.

Dtkaz. Necht’ < je dobré uspofddani na mnoziné r. Podle dtsledku 11.16
existuje pravé jeden ordinal « s vlastnosti

(r,<) = (e, €).

Necht'k je nejmensi ordinél, pro ktery plati k ~ «. Pak « je kardinél s poZado-
vanou vlastnosti.

Pokud pro kardinal A rovnéz plati v ~ A, pak k ~ A. Jsou-li k a A rzné
kardinaly, jeden z nich je mensi a dostdvame spor s definici kardinalu. Proto
K = A, ¢imZ je dokdzana jednoznacnost. O

Existuje-li pro mnoZzinu r kardinal « s vlastnosti r = k, oznacujeme jej jako
mohutnost mnoZziny r a piSeme [v| = k.

Tvrzeni 12.2. Neexistuje nejoétsi kardindl.

Diikaz. Necht’ k je nejvétsi kardinal. Podle véty 11.15 existuje ordinal o s
vlastnosti « A k. Podle tvrzeni 11.13 je dobfe uspofadand mnozina (k, €)
isomorfni s néjakou dolni podmnozinou uspofadané mnoziny («, €), takze
kK < «. Lze tedy najit nejmensi ordindl A, pro ktery plati k < A. Ten je ale zjevné
kardinalem, coZ je spor s maximalitou kardindlu «. O

Ttidu v8ech kardinélt oznac¢ujeme symbolem Cn.

Tvrzeni 12.3. Cn neni mnoZina.

83
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Dtikaz. Dejme tomu, Ze Cn je mnoZina. Podle tvrzeni 11.10 je pro mnoZinu
x C On mnozina |Jx jejim supremem, tj. nejmensim ordindlem vétsim nez
kazdy prvek mnoziny x. Ordindl k = | Cn je tedy zjevné kardinalem. Pak ale
K je nejvétsi kardinal, ktery podle tvrzeni 12.2 neexistuje. To je spor. O

12.2 Axiom vybéru

Selektor na mnoziné s je funkce o : P(s) — s s vlastnosti, Ze pro kazdou
neprazdnou mnozinu r C s je
o(r) er.

Axiom 12.4 (Axiom vybéru).
(Vs) (Jo) o je selektor na mnoZiné s.

Véta 12.5. Axiom vybéru je ekvivalentni s torzenim, Ze pro kaZdou mnoZinu s existuje
dobré uspotadini na s.

Dtikaz. Existuje-li na mnoziné s dobré uspofddani, miiZzeme selektor o na s
definovat predpisem

o(r) = nejmensi prvek mnoziny r vzhledem k <.

Predpoklddejme naopak platnost axiomu vybéru. Pomoci transfinitni re-
kurze zkonstruujeme dobré uspotfddani < na mnoziné s. Zvolme selektor o na
s amnozinu m ¢ s. Definujme tfidové zobrazeni G predpisem

G(h) = {G(S \ rng(h)) pokud hje zobrazenia s\ rng(h) # 0,

m jinak.

Necht’ « je ordindl, pro ktery plati « £ s, ktery existuje podle véty 11.15. Z
véty o transfinitni rekurzi plyne existence zobrazeni f : « — sU{m}, spliiujictho
pro f < « podminku

o(s \ f[B]) pokud f[B] C s,
m jinak.

f(B) = G(f[B) :{

Plati-li pro néjaké 6 < « podminka f[8] C s, pak restrikce f|d je prosté
zobrazeni, nebot’ jeji hodnota v kazdém bodé 3 < & je vybirdna z mnozZiny
s\f[B]. Zptedpokladu & £ s plyne existence nejmensiho ordinalu y s vlastnosti,
ze fly] = s. Zobrazeni g = f|v je bijekci mezi y a s. Zbyva jen pro x,y € s

definovat dobré uspotfddani

x <y pravekdyz g7'(x) € g7 (y).
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Tvrzeni 12.6. Pokud existuje zobrazeni f mnoZiny v na mnoZinu s, pak s < 7.

Dikaz. Necht o je selektor na mnoziné P(r). Definujme zobrazenig: s — v
pfedpisem

g(x) = o(f ' [{x}]).
Zobrazeni g je prosté, nebot’ pro x € s je f(g(x)) = x, takze pro x # y je

g(x) # g(y). O

Véta 12.7. Je-li s spocetnd mnoZina a kaZdé x € s rovnéZ, pak sjednoceni |Js je
spocetné.

Diikaz. Necht'f: s — w je prosté zobrazeni. Pomoci axiomu vybéru najdeme
zobrazeni g, které kaZzdému x € s pfifazuje prosté zobrazeni

gx):x - w

(podrobné viz cviceni 12.2.1).

Pro y € |Js definujme m, jako prvek x € s, pro ktery je hodnota f(x)
nejmensi. (V tomto bodé jiz axiom vybéru nepotiebujeme, sta¢i ndm dobré
uspofddani na mnoziné w.) Kone¢né definujme zobrazeni h: |Js — w x w
predpisem

h(y) = <f(my)) g(my)(y)> .

Zobrazeni h je zjevné prosté, takze
U sXwXw=Xw,

kde posledni nerovnost plyne z tvrzeni 10.7. O

Zobecnéni véty 12.7 na vétsi mohutnosti dokazeme ve cviceni 12.2.2.

Cviceni
» 12.2.1. Vysvétlete podrobné, jak se v ditkazu véty 12.7 k nalezeni zobrazeni g
pouziva axiom vybéru. (Ndvod: pouZijte selektor na mnoziné P(P(P(P(s)))).)

» 12.2.2. Necht' mnoZina r i kazdy jeji prvek maji mohutnost mensi nebo
rovnou nekonenému kardinalu . DokazZte, Ze

‘Ur‘ < K.
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Kapitola 12. Kardindly a axiom vijbéru
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