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Nahodné jevy jsou podmnoziny mnoZiny vSech moznych vysledki néjakého pokusu
(podrobnéji [1], str. 9-10).
Nejcastéjsimi operacemi s jevy jsou:

e sjednoceni dvou jevi: AUB (A nebo B)

e prinik dvou jevi: ANB (Aa B)

e negace jevu A: A (jev opaény k A, neboli doplitkovy k A)

Neslucitelné (disjunktni) jevy:

Jevy A, B se nazyvaji neslucitelné, je-li AN B = ().

Pravdépodobnost P(A) jevu A je limita relativni Getnosti jevu A, zvétSujeme-li pocet
pokusi n — oo ([1], str. 13). Napf. P(A) = 0,25 tedy znamend, ze pfi velkém mnozstvi
pokustl nastane jev A priblizné ve 25% pripadd.

Za urcitych dosti specifickych podminek sice Ize pravdépodobnost jevu pocitat pomoci tzv.
wklasické definice pravdépodobnosti“ ([1], str. 13), pii praktickych aplikacich vSak (pfibliz-
nou) pravdépodobnost stanovujeme pravé pomoci relativni ¢etnosti vyskytu jevu pii velkém
mnozstvi pokusti (napf. pravdépodobnost vzniku zmetku pfi neménném vyrobnim postupu).
7 takto stanovenych pravdépodobnosti jevii pak umime spocitat pravdépodobnosti jevi z
nich odvozenych. Pouzivame k tomu nésledujici pravidla.

Zakladni pravidla pro pravdépodobnost:
1) Vidy 0 < P(A) <1

2) P(A)=1-P(A).
3) Jsou-li jevy A, B neslucitelné, pak
P(AUB)=P(A)+ P(B)
4) Jsou-li jevy A, B dva tzv. nezavislé jevy, pak
P(ANnB)=P(A)-P(B)
Posledni vztah je vlastné definici nezavislosti dvou jevi. Podobné pravdépodobnost priniku

vétsiho poctu jeva pocitame soucinem, pokud jde o jevy nezavislé. Pro jevy, které jsou zavislé,
tento vztah neplati.



Podminéna pravdépodobnost:
Jsou-li A, B dva jevy a P(B) > 0, pak tzv. podminéna pravdépodobnost jevu A za piedpo-
kladu, Ze nastal jev B, se zna¢i P(A|B) a spocteme ji podle vzorce

P(ANB)

P(AIB) = =55

Pokud jevy A, B jsou zavislé (tj. nejsou nezavislé), pak P(AN B) # P(A) - P(B) a odtud
plyne, ze P(A|B) # P(A). V takovém ptipadé muze byt P(A|B) vyssi nebo nizsi nez P(A).
Je-li napt. A jev, Ze ndhodné vybrany ¢lovék zemfe na rakovinu plic a B je jev, Ze doty¢ény je
kuidk, pak P(A|B) je vétsi nez P(A), zatimco P(A|B) je mensi nez P(A). Jevy A, B jsou v
tomto pripadé zavislé a totéz plati o jevech A, B.

Nahodna veli¢ina je funkce, kterd ndhodnym jevim pfifazuje ¢isla. Nahodnd veli¢ina, ktera
miize nabyvat jen hodnot z néjaké koneéné mnoziny nebo jen celociselnych hodnot, se nazyva
diskrétni veli¢inou. Nahodna veli¢ina, ktera muze nabyvat vSech hodnot v néjakém intervalu,
se nazyva spojitou veli¢inou.

Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X je funkce F'(z) redlné proménné x, kterd kazdému
x € (—o0, +00) pfifadi pravdépodobnost jevu X < z, viz [1], str. 24.

1
Piiklad: Je-li X = pocet ok pfi hodu obvyklou hraci kostkou, pak F(—5) = 0, F’ <2) =0,
1 2 2 3
F(1) = 1 F(2) = & F(2,8) = & F(3) = & F(7,5) = 1. Jde o nespojitou po ¢astech
konstantni funkci, coz plati vzdy, jde-li o ndhodnou veli¢inu diskrétni. Graf funkce F'(z) je
obdobou obrazku v [1], str. 25, bodl nespojitosti je ovSem v tomto pfipadé Sest.

Je-li X spojitd ndhodna veli¢ina, kterda muze nabyvat vSech hodnot v intervalu (a, b), pak jeji
distribu¢ni funkce F'(z) je spojitd (nemé ,skoky“) a je rostouci na intervalu (a,b). Z definice
distribuéni funkce F'(z) plyne, Ze pro libovolnou ndhodnou veli¢inu je F'(x) neklesajici funkci
a vzdy plati

0<F(z)<1

DISKRETNI NAHODNA VELICINA

Ddlezitymi charakteristikami ndhodné veli¢iny X jsou:

1) stfedni hodnota E(X);

2) rozptyl D(X), nékdy znaceny o%(X);

3) smérodatnd odchylka o(X).
Pro zptisob jejich vypocétu v pripadé diskrétni veliciny X, kterd miize nabyvat jen konec¢né
mnoha hodnot, viz [1], str. 29, ptiklad 2.5. Vypocet stfedni hodnoty veli¢iny, kterd mize
nabyvat hodnot z néjaké nekone¢né mnoziny, vyzaduje hlubsi znalosti matematické analyzy.



Zakladni diskrétni ndhodné veli¢iny jsou popsany v [1], str. 32-38. Budeme pro né pouzivat
oznaceni:

Bi(n,p) (tzv. binomické rozdéleni s parametry n, p)
A(p) (tzv. alternativni rozdéleni s parametrem p)
H(N,K,n) (tzv. hypergeometrické rozdéleni s parametry N, K, n)
Po(X) (tzv. Poissonovo rozdéleni s parametrem \)

Hypergeometrické rozdéleni se ¢asto aproximuje jednodussim binomickym rozdélenim, viz [1],
str. 35.

Binomické rozdéleni lze za uréitych podminek aproximovat Poissonovym rozdélenim, viz [1],
str. 38. Tato aproximace je velmi uzite¢na, protoze Poissonovo rozdéleni ma pouze jediny
parametr, a proto lze pro toto rozdéleni snadno zhotovit tabulky, viz napf.[1], str. 104.

SPOJITA NAHODNA VELICINA

Hustota pravdépodobnosti spojité nah. veli¢iny

Hustota pravdépodobnosti se zna¢i f(z) a definuje se pouze pro ndhodné veli¢iny spojité.
Ten, kdo zné pojmy derivace a integralu, si miize zapamatovat, ze hustota pravdépodobnosti
f(x) je derivaci distribu¢ni funkce F'(z) a F(z) je tedy integrdlem k f(x) s vhodné zvolenou
integracni konstantou.

Vyznam hustoty pravdépodobnosti 1ze oziejmit nasledujicim popisem. Necht ndhodné veli-
¢ina X nabyva hodnot z intervalu (a,b). Rozdélime tento interval na mensi intervaly (tzv.
t¥idy), uskuteénime velky pocet experimentii a budeme zaznamenavat poc¢ty vyskytt veli¢iny
v jednotlivych t¥idach (tzv. t¥idni éetnosti). Délime-li t¥idni ¢etnosti po¢tem experimenti, zis-
kame tzv. relativni t¥idni ¢etnosti, jejich soucet je zrejmé 1. Tyto relativni Cetnosti pirehledné
graficky znézornime pomoci tzv. histogramu, viz [2], str. 26. Vysky sloupct volime tak, aby
jejich obsahy byly rovny relativnim tfidnim cetnostem, tedy soucet obsahil jejich sloupct je
1.

Zvétsujme nyni pocet experimentl a zaroven volme stéle jemnéjsi déleni intervalu (a,b), tj.
vétsi pocet tfid. Za urcitych pomérné obecnych predpokladi budou histogramy konvergovat
k néjaké funkci f(x), kterd se nazyva hustotou pravdépodobnosti veli¢iny X. Tato funkce je
nezaporna a mezi ni a osou x je celkova plocha 1.

Protoze jsme predpokladali, Ze veli¢ina mohla nabyvat pouze hodnot z intervalu (a, b), je vné
intervalu (a,b) hustota pravdépodobnosti nulova. Pro nékteré ndhodné veli¢iny se predpo-
klada, ze mohou nabyvat vSech hodnot z intervalu (—oo,+00), a pro takové veli¢iny bude
hustota pravdépodobnosti nenulova na celé realné ose.

Je-li —oo < 1 < w9 < 400, pak pravdépodobnost, ze veli¢ina X padne do intervalu (x1, z2), je
rovna obsahu plochy omezené zdola osou x, shora hustotou f(x) a ze stran svislymi piimkami
=21 aT=T9.

Analogické tvrzeni plati, pouZijeme-li misto (x1,x2) uzavieny interval [z1,z2] Tyto poucky

vSak plati jen pro spojitou ndhodnou veli¢inu, protoze pro diskrétni veli¢inu neni hustota
pravdépodobnosti definovéna.



,Paradox‘ spojité nahodné veli¢iny

Je-li X spojitd ndhodné veli¢ina a xy redlné ¢islo, pak P(X = zy) = 0. Graficky to lze
zdivodnit tak, Zze plosny obsah pod hustotou pravdépodobnosti f(x) v mezich od z1 = z¢ do
29 = ¢ je nulovy, nebot plosny utvar ,degeneroval“ na tsecku kolmou k ose x.

Vypocet pravdépododnosti jevu a < X <

Je-li X spojita ndhodna veli¢ina, pak pro libovolna realna c¢isla «, 3 spliiujici nerovnost o < 3
plati
Pla < X <) =F(B) - F(a)

kde F' je distribu¢ni funkce veli¢iny X.

V dusledku vyse popsaného ,paradoxu” spojité nahodné veli¢iny mtizeme pouzit stejny vzo-
rec také pro otevieny interval («,3) nebo interval kombinovany, viz [1], str. 39, Véta 2.9 -
vlastnost 5).

Zakladni spojité nahodné velic¢iny

1) Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu (a, b). Pro tuto veli¢inu se po-
uziva symbolické oznaceni R(a,b). Hustota pravdépodobnosti je rovna konstanté 1/(b — a )
na intervalu (a,b) a nule vné tohoto intervalu. VSechny dulezité informace lze pro toto roz-
déleni najit v [1], str. 40-41. K vypoctu pravdépodobnosti, Ze tato veli¢ina patii do néjakého
intervalu, nepotfebujeme znat v tomto piipadé distribu¢ni funkci. Jak vyplyva z postupu v

prikladu 2.10 v [1], str. 40, vypocet lze v tomto piipadé prevést na vypocet obsahu urcitého
obdélnika.

2) Exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem § > 0, viz [1], str. 41-
42, budeme symbolicky oznacovat Exp(d). Doporuc¢ujeme samostatné vytesit priklady z [1],
2.9.7a) a 2.9.8, vysledky jsou uvedeny v [1].

3) Normalni rozdé&leni pravdépodobnosti s parametry p a o2, viz [1], str. 43-44, budeme
symbolicky oznacovat N(u, o). Chyby pfi méfeni se nejéastéji ¥idi piblizné normalnim roz-
délenim. Normalni rozdéleni s parametry x4 = 0 a 02 = 1 se nazjva normalni normované
rozdéleni. Pfi vypoctech s timto rozdélenim se zpravidla neobejdeme bez tabulky pro distri-
buéni funkci ® normdalniho normovaného rozdéleni, kterou lze najit v [1], str. 105. Ctenari
doporucujeme samostatné vyfesit priklad 2.9.10 z [1].

Centralni limitni véta

Méjme n nezavislych nahodnych veli¢in X1, ..., X,,, které maji stejné rozdéleni pravdépodob-
nosti se stfedni hodnotou g a rozptylem 08. Oznacéme



Podle tzv. centralni limitni véty maji pro velké n veli¢iny S a X ptibliZzné normalni rozdélent
s nasledujicimi parametry:

S ~ N(nug, nog)

2
va<u0,“0>.
n

Odtud je napt. vidét, ze vybérovy primér ma stejnou stfedni hodnotu jako ptivodni veli¢iny,
ale jeho rozptyl je n-krate mensi. To je diivodem, pro¢ se pii odhadu stfedni hodnoty néjaké
veli¢iny vyplati provést vice nezavislych méreni a hodnoty primeérovat.

Ctenafi doporuc¢ujeme k prostudovéani [1], priklad 2.16 na str. 52 a cvideni 2.9.13.

Kvantily spojitych rozdéleni

Velmi dulezitym pojmem je pojem kvantilu spojité ndhodné veli¢iny, viz [1], str. 53-54. Napf.
90 % (devadesati-procentni) kvantil je ¢islo oznaované xg go takové, ze veli¢ina je s pravdé-
podobnosti 0,90 mensi nez g9 a s pravdépodobnosti 0,10 vétsi nez xg g9 (hodnoty pfesné
x0,90 nabyva spojita veli¢ina s pravdépodobnosti 0). K procvi¢eni tohoto pojmu jsou v [1] ur-
¢eny priklady 2.9.7 b), 2.9.9 a 2.9.14. Kvantily normalniho nornovaného rozdéleni se zpravidla
znadi u, a pro vybrané pravdépodobnosti p je lze najit v [1], str. 105, Tabulka 3.

Kovariance a korelace

Vzajemny vztah dvou ndhodnych veli¢in X;, Xy lze do urcité miry charakterizovat pomoci
kovariance cov(X7, X2) a korelaéniho koeficientu o(X7, X2) téchto veli¢in. Oznacéme py, po
stfedni hodnoty a o1, 09 smérodatné odchylky velicin X;, Xo. Kovariance veli¢in X1, X3 je
definovana vztahem

cov (X1, X2) = E([X1 — pu] - [X2 — p2]) -

7Z definice je vidét, Ze je-li nadpriamérna hodnota X7 obvykle doprovazena nadprimérnou hod-
notou X9 a podprimeérnd hodnota X; je obvykle doprovazena podprimérnou hodnotou Xo,
pak kovariance téchto dvou veli¢in je kladna (tyto veli¢iny se ovliviiuji v ,kladném smyslu“).
Tak napf. mezi vyskou a vahou osob je kladnéd kovariance. Jestlize nadprimérnd hodnota
X1 je zpravidla doprovazena podprimeérnou hodnotou X5 a podprimérna hodnota X; je
doprovéazena nadprimérnou hodnotou Xs, pak kovariance téchto dvou veli¢in je zaporna.

Kovarianci lze také pocitat pomoci tzv. vypocetniho tvaru
Ccov (Xl,XQ) = E(X1 XQ) — M1 2.
Ctenafi doporucujeme k pozornosti pifklad 3.1 v [1], str. 59.

Korela¢ni koeficient o(X1, X2) je definovan vztahem,



cov(Xq, X
o(X1, X3) = cov(X1, Xa) 2).
0109

7 definice je vidét, Ze korela¢ni koeficient ma stejné znaménko jako kovariance. Lze dokazat,
ze vzdy plati

Tak napf. korela¢ni koeficient mezi vyskou a vdhou osob je pfiblizné 0,4. Je-li o(X;, X2) = 0,
pak veli¢iny X1, X2 se nazyvaji nekorelované. Plati implikace, Ze jsou-li dvé veli¢iny nezavislé,
pak jsou nekorelované.

Odhady parametrua

Provedeme-li n nezéavislych pokusti, pii kterych sledujeme urcitou ndhodnou veli¢inu X, pak
jeji zjisténé hodnoty x1, ..., x, nazyvame ndhodnym vybérem (pfesnéji, ndhodnym vybérem
z rozdéleni dané ndhodné veli¢iny). Podet n se nazyva rozsahem ndhodného vybéru. Cislo

_ 1
r=— ; 7
se nazyva vybérovy (aritmeticky) prameér a
1 X _
S0 Z:Zl(gcz— x)?

se nazyva vybérova smérodatna odchylka.

Hodnoty = a s? jsou tzv. bodovymi odhady stifedni hodnoty a rozptylu veli¢iny X a pro
n — oo k nim v jistém smyslu konverguji,

lim z= E(X),

n—oo

lim s> = D(X) .

n—oo
Tak napt. pti vytrvalém hazeni standardni hraci kostkou se bude primér z pocétu ok blizit k
hodnoté 3,5.

V nékterych pripadech nés zajima nikoliv bodovy, ale tzv. intervalovy odhad néjakého pa-
rametru. V takovém piipadé hledame interval (a,b) takovy, aby sledovany parametr lezel
v tomto intervalu s pfedem zvolenou pravdépodobnosti p (zpravidla se voli p = 0,90 nebo
p = 0,95 nebo p = 0,99). Rikdme pak, Ze interval (a,b) je 100 p-procentnim intervalem spo-
lehlivosti pro dany parametr. Cislo p se v obecnych vzorcich zpravidla pise ve tvaru p = 1 —a,
kde « je malé ¢islo (zpravidla a = 0,10 nebo o = 0,05 nebo « = 0,01).



Tak napf. je-li z1,...,x, nahodny vybér z normélniho rozdéleni N(u,02) a n > 10, pak
pribliznym 100 (1 — «)%-nim intervalem spolehlivosti pro stfedni hodnotu p je interval

s s
H RV 7

_ e
kde z je vybérovy primér, s je vybérova smérodatna odchylka a Ui—g je 100 (1 — 2) Y%-ni
kvantil rozdéleni N(0,1).

<p<Ttu_a -

Tak napf. priblizny 90%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p mé pro velké n tvar

Nk

_ S _
T —up95 —F— < < T+ upo9s5

vn

kde podle Tabulky 3 v [1], str. 105, je ug95 = 1,645.

Pro mala n je tfeba misto kvantilt rozdéleni N(0,1) pouzivat kvantily tzv. ¢t-rozdéleni (Stu-
dentova rozdéleni); pfipadné zajemce o tuto problematiku odkazujeme na [2], odst.3.3.3.

Vybérovy korelaéni koeficient

Zajima-li nas vztah mezi dvéma veli¢inami X, Y a provedeme-li n nezavislych pokusi, mame
k dispozici dvojice (z;,y;) pro i = 1,...,n. Pomoci téchto udaji lze spoéitat tzv. vybérovy
korela¢ni koeficient r, (vzorec si nebudeme uvadét, zajemce jej nalezne v literatufe), pomoci
kterého odhadujeme korela¢ni koeficient o(X,Y"). Plati, Zze pro n — oo vybérovy korela¢ni
koeficient konverguje (v jistém smyslu) k o(X,Y). Vzdy plati

-1<r<1.

Jaké mohou byt hodnoty vybérového korelac¢niho koeficientu r pfi riznych rozmisténich bod
(x4, yi) v roviné ukazuje obrazek ve [2], str. 84.

Regresni funkce, metoda nejmensich étvercu

Regresni funkci se mini zavislost stfedni hodnoty néjaké ndhodné veli¢iny (kterou nazy-
vame vysvétlovanou veli¢inou) na jiné nebo nékolika jinych veli¢inidch (ty se pak nazyvaji
vysvétlujicimi veli¢inami). Pro jednoduchost uvazujme pouze jednu vysvétlujici veli¢inu, kte-
rou ozna¢me z, vysvétlovanou veli¢inu ozna¢me y. Mé&jme k dispozici n dvojic (z;,y;), kde
1 =1,...,n, které jsme ziskali n-nadsobnym nezavislym opakovanim pokusu. Piikladem miize
byt vyska a vaha u n ndhodné vybranych muzi, cilem je pfiblizné popsat zavislost vahy na
vysce dospé€lych muzii.

V pripadé jedné vysvétlujici veli¢iny je nejcastéji pouzivanym modelem regresni funkce re-
gresni primka

yi:50+511‘z’+€1; (i:17"'an)7

kde &; (i = 1,...,n) jsou néjaké ndhodné odchylky a [y, (1 jsou tzv. regresni koeficienty.
Néahodné odchylky e; zptsobuji, ze i pfi platnosti vyse uvedeného modelu nebudou body



(x4, i) lezet pfesné na piimce, ale pouze v jeji blizkosti, viz obrazek ve [2], str. 91. Regresni
koeficienty [y, £1 nezname a chceme je urcit tak, aby primka y = [y + 1z ,co nejlépe“
vystihovala polohu bodt (z;,y;) v roviné. Na obrazku ve [2] str. 91 jsou kromé bodu (x;, y;)
zakresleny také body (z;, 9;), kde

U; =00+ Pz (i=1,...,n)

jsou tzv. ocekavané hodnoty; abychom tyto ocekdvané hodnoty mohli vyc¢islit, musime za
neznamé regresni koeficienty Gy, £1 dosadit jejich odhady. V nasem pripadé, kdy modelem
regresni funkce je pfimka, lezi body (z;, ;) pfesné na piimce. Za ,nejlepsi* volbu odhadu
koeficientu 3y, 51 se obvykle povazuje takova, pti které je minimalizovan soucet

n

12
Z(yz‘ — i)
i=1
Protoze v anglickém jazyce se druh& mocnina vyjadiuje slovem ,square”, vznikl doslovnym
prekladem pojmenovani tohoto postupu nazev ,metoda nejmensich ¢tvercia“.

Metodou nejmensich ¢tverci muzeme pocitat ,nejlepsi“ koeficienty také v jinych modelech
regresnich funkci. Na zdkladé polohy bodu (x;,y;) v roviné se napf. mizeme rozhodnout, zda
pouzijeme parabolu

yi = Bo + Prxi + foa? +& (i=1,...,n)
nebo hyperbolu

in@—l-Ei (t=1,...,n)

T

nebo néjakou jinou regresni funkci.

Zatimco volba typu regresni funkce je na nasem rozhodnuti (a je tedy do ur¢ité miry sub-
jektivni zélezitosti), vypocet ,nejlepsich® koeficientii pro zvoleny typ regresni funkce se v
praktickych aplikacich témér vzdy provadi popsanou metodou nejmensich ¢tverct a pouziva
se pocitacovych programi. Napt. produkt EXCEL umozinuje aplikovat metodu nejmensich
¢tverct za ucelem odhadu az Sestnacti neznamych regresnich koeficientt, viz [2], str. 236.

Testovani hypotéz

Ctenafi doporucujeme k prostudovani z textu [2] odstavec 4.1, ivodni pojednani odstavce 4.10,
odst.4.10.1, priklad na str. 63 a odstavce 4.11.1 a 4.12. Samostatné by mél ¢tenaf zvladnout
cviceni 4.15.1 az 4.15.5 a 4.15.20 az 4.15.22.



