PREHLED HLAVNICH POJMU A VZORCU - KMA /PSE

Vysvétleni, pouziti, grafy, ptriklady, etc. budou na hodiniach KMA /PSE.
21.9.2018, Z.Kobeda
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ELEMENTARNI POCET PRAVDEPODOBNOSTI

NAHODNY JEV
Nahodny pokus - aspon dva ruzné vysledky
Nahodné jevy - podmnoziny mnoziny 2 viech moznych vysledku néjakého pokusu
Oznaceni: ACQBCAQ,... (0 ... nemozny jev Q ... jisty jev

Operace s jevy:
e sjednoceni dvou jevi: AUB (A nebo B)
e prunik dvou jevi:  ANB (Aa B)
e negace jevu A: A (jev opaény neboli doplitkovy k A)

Nesluéitelné (disjunktni) jevy: Jevy A, B se nazyvaji neslucitelné, je-li AN B = ().

PRAVDEPODOBNOST JEVU

A — P(A)
A..jev, P(A)...pravdépodobnost (ppst) jevu A
Axiomy ppsti:
A 0<P(A)<1;
Ay: pro neslucitelné jevy A, Ao, ... plati: P(U; 4i) = >; P(4:);
Asz: P(Q2) =1, kde Q je jev jisty?.

Statisticka ”definice” ppsti
Ppst P(A) jevu A je limita relativni Cetnosti jevu A, zvétsujeme-li pocet pokusu n — oo.
Klasicka definice ppsti:
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Dalsi mozné definice ppsti : ”geometrickd”, ”axiomaticka”.



Zakladni pravidla pro ppst (Ize je odvodit z axiomu Ay, As, As):
e AC B= P(A) < P(B)
e P(A)=1 - P(A) (ppst opaéného jevu)
e P(0)=0
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (ppst sjednoceni jevi)
Nezavislost jevi: Jevy A, B jsou nezavislé, prave kdyz P(AN B) = P(A) - P(B)

(Podobné ppst pruniku vétsiho poctu jevu pocitdme soucinem, jde-li o jevy nezévislé.)

Ppst jevu A podminéna jevem B: P(A|B) = P](fég?) (pro P(B) #0).
e Necht pro jevy By, Bo, ..., By, plati: B;NB; = 0 Vi##j, BilUBU...UB, = Q, P(B;) >0
Vi=1,2,...,n, anecht A je libovolny jev (tj. A C Q). Pak plati:
P(A) =302, P(A|B;) - P(B;)
(tzv. véta o uplné ppsti)
e Je-li navic P(A) > 0, pak pro k = 1,2,...,n plati:
P(By|A) = P(A|Byg)-P(Bx)

= P(A)

(tzv. Bayesova véta, véta o inverzni ppsti)
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| NAHODNA VELICINA |

N&ahodna veli¢ina (ndhodnd proménnd) je ”vhodnd”redlna fce definovand na mnoziné €2

Oznaceni: XY, Z ... ndhodné veli¢iny (jsou to funkce)

x, Yy, z ... jejich realizace (jsou to redlnd ¢isla)
U néah. veli¢iny nutno urcit téz jeji rozdéleni ppsti.

DISKRETNI nah. veli¢ina: existuje konecéna nebo spocetnd mnozina realnych ¢isel x1, xo, . ..
takovd, ze:  P(X =wz;)>0 pro j=12,... a 3}, P(z;)=1

P(X = x) (kratce P(z)) ...pravdépodobnostni funkce

SPOJITA nsh.veli¢ina: hustota ppsti ... fce f (x), k niz se ”blizi” histogram relativnich
¢etnosti pfi zjemnujicim se déleni.

Ziejmé: 1) f(z) > 0 pro x € (—o0,+00)  2) +foof(ac) de =1
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Popsat rozdéleni ppsti nah. veliciny X (diskr. nebo spoj.) lze téz pomoci tzv. distribuéni
funkce F(x):

F(z)=P(X <z) pro z € (—00,+0)

e 0<F(x)<1proze (—00,+00);
e F(x) je neklesajici funkce;

e lim F(z)=0 a lim F(x)=1.

T——00 T—>+00

Distribuc¢ni fce diskrétni nah. veliciny je nespojita, je ”schodovitd”, tj. neklesajici a po
castech konstantni.  Distribuéni fce spojité nah. veli¢iny je spojita.

STREDNI HODNOTA, piseme E(X):

Pro diskrétni nah. velicinu X : E(X)=X z;-P(z;) | kde P(x) je ppstni fce.

Pro spojitou ndhodnou veli¢cinu X: | E(X) = [ x- f(z)dx |, kde f(x) je hustota ppsti.

e Jsouli Xi,Xo,..., X, ndh. veliciny, pak: E(Y X;) = > E(X;)
i=1 i=1

Rozptyl:| D(X) = B(X — E(X))?

Roznésobeni pravé strany a tiprava = tzv. vypoéetni tvar: D(X) = F(X?) — E?(X)
kde E*(X) = (E(X))? akde E(X?) =Y 27 P(z;) pro diskr.nah.veli¢inu,
i

400
E(X?)= [ x-f(z)dx pro spoj.nih.veli¢inu.
—0oQ

n n
o Jsou-li Xy, Xo,..., X, nezdvislé ndh.veliciny, pak: D(Y X;) =Y D(X;)
=1 i=1
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Smeérodatnda odchylka: | o(X) = /D(X)




NEKTERA DISKRETNI ROZDELENT
X ... diskrétni nahodna veli¢ina

e ALTERNATIVNI rozdélen s parametrem p € (0,1): X nabyva jen hodnot 0 nebo 1,

pricemz| P(0)=1—-p, P(l)=p Piseme: X ~ A(p)

Vipoctem:  B(X)=p, D(X)=p(1-p)

e BINOMICKE rozdéleni s parametry n € N, p € (0,1): X muze nabyvat pouze hodnot

0,1,...,n a plati: | P(k) = (}) pF(1—p)»* prok=0,1,...,n Piseme: X ~ Bi(n,p)

Bi(n,p) je souc¢tem n nezavislych veli¢in s rozd. A(p), takze: E(X) =np, D(X)=np(1l—p).

e HYPERGEOMETRICKE rozdélenf s param. N K,ne Nn< N, K < N:

() CGoi)
P(k) = ~2g=E2 | pro viechna k € NU {0} takovd, ze k < K, 0<n—-k< N - K

Piseme: X ~ HG(N,K,n).

¢ POISSONOVO rozdéleni s parametrem A > 0: muze nabyvat jen hodnot k£ =0,1,2,...

aplati| P(k)=e?. )"T}f pro k=0,1,2,....| Piseme: X ~ Po())

Vypoctem: E(X)=A, D(X)=A\

n n
X; ~ Po(X\),i=1,2,...,n nezavislé, X = > X; = X ~ Po(\), kde A = Y} \;.
i=1 i=1

Pron>30 a p<0,1je Bi(n,p)~ Po(\), kdeA=n-p

Funkéni hodnoty distribu¢ni funkce F'(x) Poissonova rozdéleni byvaji tabelovany pro néktera
A < 10. Pro A > 9 pouzivame aproximaci normalnim rozdélenim.



NEKTERA SPOJITA ROZDELENI]

X ... spojita nahodna veliéina

e ROVNOMERNE rozdéleni na intervalu (a, b) : X mé hustotu ppsti| f(z)

b—

0

pro x € (a,b)

jinde.

Piseme: X ~ R(a,b). Plati: E(X) =%t D(X)= (b—a)?

e EXPONENCIALNI rozd. s parametrem § > 0: X m4 hustotu| f(z)=

S

0 pro z € (—o0, 0]

X
e § proz e (0,400)

0 pro x € (—o0, 0]

Piseme: X ~ Ezp(J). Distribucni funkce : F(z) =

x
1—e ¢ proz e (0,4+00)

Plati: E(X) =4, D(X)=2062.

e NORMALNI rozdéleni s parametry u € R, 02 > 0: X md pro z € (—00, +00) hustotu

1 _1 ﬂz
o= s A

Piseme: X ~ N(u, 02) Vypoctem: E(X)=pu , D(X)=o2.
Pouziva se téz ndzev GAUSSOVO rozdéleni.

»

1 _u

N(0,1) ... normované normadlni rozdéleni, hustota: p(u) = Br € 7 suE (=00, 400)

jeji graf je symetricky kolem piimky u = 0, a proto distribuéni funkce - piseme ®(u) - je

tabelovana jen pro u > 0, nebot plati: | &(—u) =1 — ®(u)

Je-li F(z) distribuéni funkce rozdéleni N(u,0?), pak | F(x) = ® <m — ,u)




APROXIMACE NORMALNIM ROZDELENIM

o Je-lin € N tak velké, ze [ np(1—p) > 9

, pak | Bi(n,p) ~ N(np, np (1 —p))

o Je-li , lze pouzit aproximaci: Po(A\) = N(\ )

e Jsou-li X1, Xo,..., X, nezavislé nahodné veli¢iny, se stejnym rozdélenim,

X % N, n)

o

E(X;) = o, D(X;) = 02, pak pro "dost velké n”plati:
1

1

Odtud pak: X = % X, ~ N <M07 %3)
i=1

Maji-li X1, Xo, ..., X, navic normalni rozdéleni, m4 i jejich soucet a prumeér normélni rozdéleni.

KVANTILY SPOJITYCH ROZDELENT
Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina, p € (0,1).

Reélné cislo x, se nazyva 100 p%-NI KVANTIL, je-li P(X <xzp,)=p

zo5 ... median 20,25 ... dolni kvartil  xg 75 ... horni kvartil

Pomoci distribuéni funkce F'(z) lze definici kvantilu z, pfepsat do tvaru| F(z,) =p

Urceni kvantilt normalniho rozdéleni

Kvantily x, rozdéleni N(u,o?) lze vyjddiit pomoci kvantilit u, rozdéleni N(0,1), nebot pro

p € (0,1) plati Tp=p+0-u

K urceni u, pouzivame tabulky, pro p < 0,5 navic rovnost Up = —Ui—p

[tedy napf. w05 = —uo,95] kterd plati, nebot hustota ¢(u) je sudd funkce.



UVOD DO MATEMATICKE STATISTIKY

POPISNA STATISTIKA
(statisticky) soubor: x1,x9,...,2, [~ hodnoty (diskr. nebo spoj.) ndh. veliciny |

x; € R... prvek souboru n € N ... rozsah souboru

usporadany soubor: (1) < z(g) < ... < Ty

Charakteristiky polohy:

. . . o ~ .. 1 n
o (aritmeticky) priamér: z= -3, z;

e medidn 7 (uspoifddaného) souboru je jeho prostiedni hodnota (je-li n liché),
resp. aritm. prumér dvou prostfednich hodnot (je-li n sudé)

e modus Z je hodnota(-y) s nejvyssi ¢etnosti

Charakteristiky variability:
e rozpéti je rozdil mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou, tj. ¢,y — x(q)
e (vybérovy) rozptyl: s> = 1. S0 | (z;

[ T )2
e (vybérovi) smérodatna odchylka: s=+/s2

ODHADY PARAMETRU

nahodny vybér rozsahu n z rozdéleni ndhodné veliciny X je posloupnost nezdvislych néah.
velicin X1, X, ..., X,, které maji stejné rozdéleni jako X

x1,T2,...,%, je tzv. realizace ndh. vybéru (= statisticky soubor)

neznamou hodnotu parametru v rozdéleni X nahrazujeme vhodnym realnym ¢éislem,
spo¢tenym z realizace nah. vybéru - tzv. bodovy odhad parametru:

e B(X)~uz,napi.. p ~z pro X ~ A(p), A\ ®x pro X ~ Po()\), p =~z pro X ~ N(u,d?).
e D(X)~ s?, napt.: o2 ~ s pro X ~ N(u,0?)

intervalové odhady (neznamého) parametru 6 rozdéleni nah. veli¢iny X:

pro a € (0,1) [casto byvd a = 0.01, 0.05 nebo 0.10]

interval (a,b) nazveme 100 (1—«) %-ni (oboustranny) interval spolehlivosti, je-li
Pla<60<b) =1—a (a,resp. b je tzv. dolni, resp. horni mez spolehlivosti )

Napi.: Je-li 1, 2, . . ., x, realizace ndhodného vybéru z rozdéleni X ~ N(u,0?), kde n > 30,
pak 100 (1—a)%-ni interval spolehlivosti pro parametr y je:
( z S T4 ’ )
—Uj_a - — Up_a - —=
1-3 \/ﬁ ) 1-3 \/ﬁ

kde u;_g jsou kvantily rozdélenf N(0,1).



TESTOVANI HYPOTEZ
Pouzitim namétfenych hodnot testujme urcitou (statistickou) hypotézu, ozna¢me ji Hp.
N&s zavér bude vzdy jeden z nasledujicich dvou: 1. Zamitdme Hy. 2. Nezamitame Hy.

Pritom se muzeme dopustit chyb dvou druhu:

chyba 1. druhu: Hj je pravdivé, ale test vede k zamitnuti Hy;

chyba 2. druhu: Hj je nepravdiva, ale test vede k nezamitnuti Hy.
Ppst chyby 1. druhu se znaé¢i «, pozaduje se mald a voli se pred testem (0.05, 0.01, nebo 0.1)

. tzv. hladina vyznamnosti Ppst chyby 2. druhu se oznacuje 8 (zavisi na volbé ).

Rozhodnuti o pripadném zamitnuti Hy provadime pomoci testu zvaného testové kritérium.

Mnozina v8ech hodnot test. kritéria vedouci k zamitnuti Hp, se nazyva kriticky obor,
oznacuje se W. Hodnota, kterd oddéluje W od hodnot, které vedou k nezamitnuti Hp,
je tzv. kritickd hodnota.

Postup:

1) Stanovime Hj - tzv. nulova hypotéza ( Hy musi obsahovat rovnost).
2) Stanovime H; - tzv. alternativni hypotéza ( H; je negaci Hy).

3) Zvolime hladinu vyznamnosti a.

4) Vybereme testové kritérium, uréime jeho rozdéleni ppsti za predpokladu platnosti Hy.
Toto rozdéleni, hladina vyznamnosti a formulace H; urcuji kriticky obor W. Naértneme
graf rozdéleni test. kritéria, vyznacime W.

5) Hodnota test. kritéria € W = zamitame Hj.
Hodnota test. kritéria ¢ W = nezamitame H.
Zname-li typ rozdéleni, z néhoz pochazeji hodnoty v souboru, a testujeme jen nezndmé hod-
noty parametru, fikdame, ze testujeme tzv. PARAMETRICKE HYPOTEZY, napf.:
e Test parametru p rozdéleni A(p)

= Zoim Y

kde p = je bodovy odhad parametru p.

Pouzivame testové kritérium:

p je testovany parametr (dany v Hp)
n je rozsah souboru (test pozaduje n tak velké, aby np(l — p) > 9)

Je-li Hy pravdiva, pak u~ N(0,1).

e Test parametru p rozdéleni N(u,o?)

Testové kritérium: wu = % vn (test pozaduje n > 30)
Je-li Hy pravdiva , pak u ~ N(0,1).

Pozn.: Pro maly rozsah n souboru (n < 30) pouzivame tzv. t-test. Pro stejné test. kritérium
jsou pak kritickymi hodnotami piislusné kvantily ¢-rozdéleni ppsti s n — 1 stupni volnosti.



Jiny druh hypotéz jsou tzv. NEPARAMETRICKE HYPOTEZY, napi:

e Chi-kvadrat test dobré shody

Testujeme hypotézu Hy: ”Nejsou (vyznamné) rozdily mezi pozorovanymi ocekavanymi ¢etnostmi.”
n ... rozsah souboru - tj. pocet vSech (ne nutné ruznych) naméfenych hodnot experimentu

k ... vSechny mozné vysledky experimentu proi=1,2,...,k oznacme:

n; ... pozorovana cetnost i-tého vysledku,

n¢ ... otekavana &etnost i-tého vysledku.
0)\2
2 0oy 2 . n;—n;
testové kritérium: x? = ?:1 %

g

Je-li n tak velké, aby n® >5 Vi=1,...,k,pak x> ~x%?(v), kdev = k-1

Test je pravostranny, tj. kritickymi hodnotami jsou ”horni”kvantily x3_, (v) rozdéleni x2(v).

e Chi-kvadrat test nezavislosti
Testujeme hypotézu Hy: Nahodné veliciny X, Y jsou nezavislé.

Testové kritérium:

=YY e ;;8»)2 :

i=1j=1 i
kde n;; ... pozorované ¢etnosti néh. vektoru X = (X,Y), casto zapisované ve formé tzv.
kontingenéni tabulky, kontingence ... ”statistickd”zavislost X na Y

r je pocet moznych hodnot veli¢iny X

s je pocet moznych hodnot veli¢iny Y

o

ng; ... otekdvané €etnosti pifslusné k n;; (musf byt vypocteny)

Za predpokladu platnosti Hy je
nO = i g
ij n ’
kde mn; je soucet pozorovanych cetnosti v i-tém radku tabulky,
n.; je soucet pozorovanych cetnosti v j-tém sloupci tabulky,

n je celkovy pocet pozorovani v tabulce.

Jsou-li viechny oéekavané éetnosti aspon 5, pak 2 ~ x?(v), kde v = (r — 1)(s — 1).



KORELACE
Jsou-li (z;,y;), i =1,2,...,n realizace ndh. vybéru, definujeme ¢islo r takto:
LY wiyi—xy
r=-—
Sz * Sy
kde z, resp. y jsou aritm. pruméry, s;, resp. s, jsou vybér. smérodatné odchylky
r... vybérovy korelaéni koeficient (je bodovym odhadem tzv. koeficientu korelace o)

Plati: —1 <r < 41,
r ~ 0 naznacuje, ze z; a y; jsou linedrné nezavislé (resp. nezavislé - pro normalni rozd.),

r — %1 naznacuje silnou linedrni zavislost (resp. zavislost pro normélni rozdéleni)

K testu nezavislosti (pfi vybérech z normélniho rozdéleni) pouzivdme testové kritérium

r
t=———\/n—2
V1—r2
Plati-li Hy: o =0, pak t ~ t(v), kde v =n — 2.
(Alternativa Hy : 0 # 0 = test je oboustranny.)

Zamitneme-li Hy na hladiné o = 0.05, resp. « = 0.01 , fikame, Ze r je vyznamny,
resp. vysoce vyznamny, a hodnoty x; a y; povazujeme za zavislé.

REGRESE
déno: [z;,yi],i =1,2...,n
Zi... dany "presné”, Y; . .. urCeny "nepfesné” (x realizace ndh. veli¢iny)

Yy; . .. namétené hodnoty neznamé funkce y = f(z) v bodech x;, tj. y; = f(z;)

cil: urcit ”co nejlepsi odhad” f(z) fce f(z)
Regresni pfimka. Predpokladame, ze f je ma tvar
f(l’) = bo —+ b1 T

a odhady parametra Sy =~ by, 81 ~ by najdeme tzv. metodou nejmensich Etvercu -
hleddme, pro kterd By, 51 je miniméalni soucet ¢tvercu

n

S=3 (Bo+ Brzi — ui)*.

i=1

Hledana By, 81 jsou reSenim tzv. soustavy normalnich rovnic

50'n+512$i :Zyi
i=1

=1

n n n
Bod wit+ Py xi = iy
i=1 i=1 i=1
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