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Kapitola 1

Zakladni matematické pojmy.

1.1 Logické pojmy.

Vyrokem budeme rozumét vyslovené nebo napsané tvrzeni, u néjz ma smysl hovofit o pravdivosti
nebo nepravdivosti. Vyroky budeme znacit velkymi pismeny A, B, C, V,... a podobné.

Je-li V' vyrok, pak vyrok nonV, ktery dostaneme formulaci neni pravda, ze plati V, nazyvame
logickou negaci vyroku V.

P#iklady: 1. A— Praha je hlavni mésto Ceské republiky. nonA — nenf pravda, ze Praha je
hlavni mésto Ceské republiky. V tomto piipadé je vyrok A pravdivy.

2. B — v8ichni studenti slozili zkousku z matematiky.
nonB — neni pravda, Ze vSichni studenti slozili zkousku z matematiky. Muzeme tedy nalézt alespon
jednoho studenta, ktery zkousku z matematiky neslozil. K této formulaci se vratime pozdéji, az se
budeme zabyvat obecnym a existen¢nim kvantifikatorem.

Spojovani vyroku. Jednotlivé vyroky lze mezi sebou spojovat a vznikaji tim dalsi vyroky.
Vsimneme si struéné nejobvyklejsich zpusobu spojovani vyroku.

Jsou-li A, B dva vyroky, pak vyrok, ktery dostaneme pomoci spojky a nebo a zdrovei nazyvame
konjunkei téchto vyroki a znacime A A B.

Vyrok, ktery ziskdme pomoci spojky nebo zna¢ime AV B a nazyvame disjunkci danych vyroku.

Spojeni vyroki A, B ve formé jestlize plati A, pak plati B nazyvame implikaci a znacime A = B.
Cteme téz z A plyne B, A implikuje B, B je disledkem A a podobneé.

Spojeni vyroku A, B pomoci slov A plati tehdy a jen tehdy, jestlize plati B nebo A plati kdyz a jen
kdyz plati B nebo A plati pravé kdyz plati B nazyvame ekvivalenci azna¢ime A <= B. Dalsi
mozné formulace je A je nutnou a postacujici podminkou B.

Piiklad: A, B, C, D jsou postupné vyroky: je horko, sviti slunce, prsi, fouka vitr. Potom
tfeba
A A B - Je horko a sviti slunce.
AV nonB - Je horko nebo nesviti slunce.
AV C - Je horko nebo prsi.
B = A - Jestlize sviti slunce, pak je horko.
C = D - Jestlize prsi, pak fouka vitr.
A < B - Je horko pravé kdyz sviti slunce.

Je ziejmé, ze o pravdivosti celé fady slozenych vyrokt nemutzeme rozhodnout bez znalosti dalsich
skutecnosti. Na piiklad o jakou zemépisnou polohu se jednd, jaka byla roéni doba a podobné.



V matematice byva situace jednodussi v tom smyslu, ze podminky, za kterych tvrzeni plati, jsou
vét§inou presné formulovany.

Znaceni: Pfi spojovani vyroku budeme pouzivat velmi ¢asto t.zv. kvantifikdtoru, obecného a
existen¢niho, jinymi slovy zkracené vyjadieni velmi ¢asto pouzivanych formulaci.

Symbol V znaéi t.zv. obecny kvantifikator a ¢te se pro vSechna.
Symbol 3 znaéi t.zv. existen¢ni kvantifikdtor a ¢te se existuje.

Je-li V(z) néjaky vyrok, tykajici se veliciny x, pak zapis Va; V(z) znamend pro vSechna x plati
V(z). Analogicky Jx; V(z) znamend, ze existuje = tak, ze plati V' (x).

Priklady: a) Bud V(z) tvrzeni z < 2. Potom vyrok Vz; z < 2 (pro vSechna x plati z < 2)
je zfejmeé nepravdivé tvrzeni, zatimco Jz;x < 2 je tvrzen{ pravdivé (existuje z takové, ze x < 2).

b) Pro vyjddfen{ slozenych vyroku je mozno pouzit vice kvantifikdtort, je véak tfeba dat pozor
na jejich pofadi. Na piiklad Vo Jy;x 4+ y = 0 je pravdivy vyrok, zatimco 3z Vy;x +y = 0 je
vyrok nepravdivy. Tento piiklad zaroven ukazuje, jakym zpusobem vyjadiime negaci slozeného
vyroku, obsahujicitho nékolik kvantifikdtoru. Kazdy obecny kvantifikdtor nahradime existenénim
a opacné. V dalsim vykladu, az budeme negovat nékteré matematické véty, na tuto skute¢nost
znovu upozornime.

Pii zkoumdni matematické teorie je vidét, ze se jeji vystavba fidi pfisnymi pravidly, kterd
je mozno charakterizovat nésledovné. Teorie vychézi z nékolika zdkladnich pojmu, t.zv. axiomu,
které jsou piijimany bez dikazu. Ve ostatni je odvozeno z téchto zakladnich axiomu formou definic
a vet.

Definici rozumime timluvu, pomoci niz je zaveden novy pojem. Definice mivé zpravidla tvar
ekvivalence, pfi ¢emz novy pojem objasiiujeme pomoci pojmu jiz znamych a zavedenych.

Vétou (nebo matematickou vétou) rozumime vyrok (vétsinou slozeny ), jehoz pravdivost je tfeba
overit. Oveéreni se provadi pomoci dukazu. Matematickd véta se sklada ze dvou ¢asti: predpokladu
a tvrzeni. Rada vét byvé formulovana ve tvaru ekvivalence dvou vyroki A < B. Dikaz takového
tvrzeni je tieba provadét ve dvou krocich, tedy dokazat implikace A = B a B = A.

Dukazem rozumime soustavu logicky spravnych kroku, pomoci niz se od predpokladu véty
dostaneme k jejimu tvrzeni. Velmi ¢astou formou dukazu je dukaz nepiimy. Nepiimy dukaz imp-
likace A = B provedeme tak, ze dokdzeme implikaci nonB = nonA.

Dalsim dulezitym typem dukazu je dukaz iplnou indukci. Byva pouzivan vétsinou pii dukazech
tvrzeni, zavislych na pfirozeném ¢&islu n. Bud V(n) prislusné tvrzeni, pak dikaz provddime ve
dvou krocich.

«) Ukdzeme, ze V (k) plati, kde k je néjaké prirozené ¢islo (vétsinou nejmensi mozné).

() Jestlize V' (n) plati (indukéni pfedpoklad) (n > k), pak dokdzeme, Ze platii V(n+1). Odtud
plyne, ze V(n) plati pro vSechna pfirozend ¢isla n > k.

Piiklady:

a) Jsou-li a, b odvésny pravotihlého trojihelnika, ¢ jeho piepona, potom a? + b = 2. Zndma
Pythagorova véta je prikladem matematické véty ve formeé implikace, kde predpoklad je vyrok a, b
jsou odvésny, ¢ pfepona pravouhlého trojuhelnika, tvrzeni je vyrok a? + b? = c2. Ditkaz tohoto
tvrzeni je typicky pfimy dukaz. Skutecné, jsou-li ¢, ¢, Useky prepony, piislusné odvésnam a a b,
pak podle Eukleidovy véty a? = ¢ ¢, b2 = ¢ - ¢, neboli a? + b2 = c(cq + ¢p) = 2.

b) Cislo v/2 nenf racionalni. Diikaz provedeme sporem. Piedpoklddejme, Ze v/2 je racionalnt;
potom /2 = g, kde p, g jsou celd nesoudélna. Odtud p? = 2¢2, tedy p? je sudé a i p musi byt sudé
(dokazte si). Lze je tedy vyjadiit ve tvaru p = 2m a po dosazeni dostaneme, ze ¢? = 2m?, tedy i
¢islo ¢ je sudé. Tim dostavame spor s nesoudélnosti ¢isel p a q.



¢) Ukazte, ze pro libovolné ptirozené ¢islo n plati

(20 +1
12492 ... 2o MOE )6( ntl)

Diikaz provedeme tplnou indukei. Je zfejmé, Ze pro n = 1 je tvrzeni spravné. Necht plat{ pro jisté
n; zbyva ukdazat, ze
(n+1)(n+2)(2n+3)

P42+ 4+n?+(n+1)?2= G .

Vyuzitim indukéniho predpokladu ale dostaneme

(n+1)(2n+1)
6

12+22+--~+n2+(n+1)2:n +(n+1)2=

(n+1)2n° +n+6n+6) (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6 ’

coz je dané tvrzeni.

1.2 Mnoziny a operace s nimi.

Definice: Mnozinou rozumime souhrn nebo soubor néjakych objektu, které maji jistou
spole¢nou vlastnost. Mnoziny budeme vétsinou znacit velkymi pismeny A, B, M, N, X, Y, QT
a podobné.

Rekneme, Ze z je prvkem (nebo elementem) mnoziny A a znaéime z € A, jestlize objekt = nalez
do mnoziny A. Neni-li z prvkem mnoziny B, pak tuto skuteénost zapisujeme x ¢ B.
Mnozinu, kterd neobsahuje Zadny prvek, nazveme prazdnou a oznacime {).

Priklady: 1. Jestlize se mnozina A sklddd z prvku ay, ag, ..., a,, pak tuto skuteénost budeme
zapisovat
A={ay, azs, ..., an}.

2. Pro nékteré mnoziny budeme uzivat standardniho oznaceni. Jsou to

R — mnozina vsech redlnych ¢isel, jinak téz R = (—oo, +00).
Q — mnozina vSech racionalnich ¢isel - zlomky nebo kvocienty.
N — mnozina vSech pfirozenych ¢éisel; N = {1,2,3,...}.

Z — mnozina vsech celych éisel ; Z = {0,+1,+2,+3,... }.
C — mnozina vSech komplexnich ¢isel.

3. Mnoziny budeme délit na konecné a nekonecné. V dalsim se sejdeme s obéma piipady.
Tieba ozna¢me M mnozinu vSech pfirozenych ¢sel mensich nez 5. Potom je M = {1, 2, 3, 4}
koneénd mnozina. Bud P mnozina vsech redlnych éisel z, pro néz je 1 < z < 5. Potom je P = (1,5)
nekone¢na mnozina.

4. Bud X mnozina vsech redlnych éisel z takovych, Ze 0 - z = 1. Ponévadz Zzadné takové &islo
neexistuje, je X = (). Uzitecnost pojmu prézdné mnoziny se ukdze pozdéji.

Znaceni: Je-li V(x) ngjakd vlastnost prvku z, pak mnozinu vSech z, kterd maji vlastnost V (z)
budeme znacit {z € X; V(z)}.

Piiklad: (—1,1) = {z € R; 2% < 1}.



Definice: Rekneme, ze mnozina M je podmnozinou mnoziny N a oznaéime M C N, jestlize
pro kazdé x € M plati x € N. Jestlize pro dvé mnoziny A, B plati A C B a zaroven B C A, pak
fekneme, Ze jsou si mnoziny A a B rovny a zna¢ime A = B. Je-li M C N, ale M # N, fekneme,
ze M je vlastni podmnozinou N.

Sjednocenim mnozin M a N, které ozna¢ime M U N rozumime mnoZzinu vSech prvku z, pro
néz x € M nebo xz € N.

Prunikem mnozin A a B, ktery zna¢ime A N B rozumime mnozinu vSech prvku z, pro néz
z € A a zdroven x € B. Rekneme, Ze mnoziny A a B jsou disjunktni, jestlize AN B = .

Rozdilem mnozin X a Y, které zna¢ime X —Y rozumime mnozinu vSech prvku x, pro néz plati
x € X azéroven x ¢ Y. Symetrickou diferenci mnozin X a Y, kterou zna¢ime X AY rozumime
mnozinu XAY = (X —-Y)U (Y — X).

Poznamky: 1. Uvedené pojmy maji velmi ndzornou geometrickou interpretaci, jak je vidét z
nésledujicich obrazku.

(B

NcM AUB; ANB M—N

2. Pojmy sjednoceni a pruniku se velmi snadno rozsif{ na libovolny pocet mnozin (koneény
nebo nekonecny).

n
AJUAU---UA, = UAk
k=1
je mnozina prvku z, které lezi alespon v jedné z mnozin Ay, Ao, ..., A,.

BiNByN---NB, = ﬂBk
k=1

zna¢i mnozinu vSech prvku x, které patii zaroven do vSech mnozin Bi, Bs,..., B,. Analogicky
muzeme definovat

AiUA U =

(G

Ay BiNByN---= () Bk
k k=1

1

pro libovolnou posloupnost mnozin nebo i pro libovolny systém mnozin. Bud’ A libovolnd mnozina,
kterou budeme nazyvat indexovou mnozinou. Potom jsou symboly

U Mya [N

A€EA AEA

definovdny analogicky. Je-li na pitklad My = (0,\), Ny = (0, \), potom

UM)\:(O,'FOO), UN)\:<0’+OO)7 mMA:Q’ ﬂNA:{O}'

A>0 A>0 A>0 A>0



Véta: (De Morganova pravidla)
Bud'te X, Ay (A € A) mnoziny. Potom plati

X-JA=NE-4) X-[NA=J&X-A4.

A€A A€A A€A A€A

Dukaz: a) Necht z € X — |J Ax. Potom jez € X,z ¢ |J Ay, tedy z ¢ AV € A. Odtud
AEA

AEA
plyne, ze x € X — Ay VA€ A, tedy z € ) (X — Ay). Tim jsme ukézali, ze
AEA
XT—'LJ Ay C r](XT—uAA)
AEA AEA

Obracené, bud z € () (X — A)). Potom je x € X — Ay VA € A, tedy = ¢ Ay V) € A a také
AEA
x ¢ |J Axr. Neboli z € X — |J Ay a plati, ze
AEA AEA

(1(Af—nAA)C:XT— LJ44X

AEA AEA

b) Bud nyni z € X — (] Ax. Potom je z € X, ale z ¢ [\ A,. Existuje tedy index A\g € A

AEA AEA
tak, ze © ¢ Ay,, neboli z € X — Ay, anésledné z € |J (X — Ax), neboli
A€A
X — (W.AA C LJJCXV—AAA)
AEA AEA

Obréceng, je-li z € |J (X — Ay), potom existuje alespon jeden index \; € A tak, ze v € X — A,
AEA

a tedy ¢ Ay, nasledné z ¢ (] A, a dostaneme druhou inklusi
AEA
U -4ycx-[) 4.
AEA AEA
Definice: Budte Ai, As,..., A, mnoziny. Potom kartézskym soucinem téchto mnoZin, ktery

budeme znacit

A x Ag x - x Ay = X Ag
k=1

rozumime mnozinu vSech uspoifadanych n—tic tvaru

x = (1, To,...,xy), kde x1 € Ay, 0 € Ag,..., x, € A,.

Poznamky: 1. Kartézsky soucin neni komutativni, tedy obecné plati A x B # B x A.
n

2. Jsou-li & = (21, @2, ..., xn), y = (Y1, Y2, - - - , Yn) dva prvky kartézského sou¢inu X Ay, pak
k=1
rovnost r = y znamena, ze 1 = Y1, L2 = Y2, - .-, Ln = Yn. Léto vlastnosti bude pozdéji vyuzivano
casto.



3. Jestlize ozna¢ime R mnozinu vSech realnych ¢isel, pak mnozinu

R"=RxRx---xR= XR,
k=1

kde v souc¢inu figuruje n faktoru R, nazyvame n—rozmérnym eukleidovskym prostorem. Tedy R™
je mnozina vSech uspotadanych n—tic redlnych éisel = (x1, @9,...,2,). Specielni piipady R?
a R? budou obzvladst dilezité. Jednd se o rovinu a prostor, zndmé z elementdrni geometrie ze
zakladni a stfedni skoly.

4. Pro dalsi vyklad bude dulezity kartézsky soucin dvou mnozin X x Y, kterého vyuzijeme pii
definici zobrazeni.

1.3 Zobrazeni mnozin.

! Definice: Budte X, Y dvé mnoziny, D C X podmnoZina. Podmnozinu f kartézského
sou¢inu X XY nazveme zobrazenim mnoziny D do Y, jestlize kazdému = € D odpovida praveé jedno
y €Y tak, ze (z, y) € f. Tuto skuteénost zapisujeme y = f(z). Mnozinu D nazyvame defini¢nim
oborem zobrazeni{ f a mnozinu f(D) = {f(z); x € D} obrazem mnoziny D. Je-li f(D) =Y,
fekneme, ze f je zobrazeni D na Y nebo zobrazeni surjektivni. Mnozinu { (z, f(z));x € D}
nazveme grafem zobrazeni f.

Poznamky: 1. Pfedchozi definice fika, ze kazdému x € D je pritazen pravé jeden prvek y € Y
predpisem y = f(z). Tuto skute¢nost budeme znacit téz

f: X —Y, f:D—Y DCX; f:ar—y, z€D; y=f(x), v€D.

Jestlize X =Y, pak hovoiime o zobrazeni na X nebo o transformaci mnoziny X.

2. Ve stejném vyznamu jako pojem zobrazeni budeme v dalsim pouzivat téz pojmu funkce,
operator, funkcional, transformace.

zobrazeni X do Y dané piedpisem y = 22.

Piiklady: 1. Bud X = (-1,1), Y =R, y= f(x)
(0,1). Grafem f je samozfejmé ¢dst paraboly

Potom je f(X) = (0,1) a f je zobrazeni X na interval
v intervalu (—1,1).

2. Bud N mno#ina vSech pfirozenych é&isel, f : N — R zobrazeni. Pak f nen{ nic jiného nez
posloupnost redlnych &isel, jestlize oznacime f(n) = a,. BliZe se s témito zobrazenimi sezndmime
v kapitole 2.

3. Bul X =Y = R? f : X — Y zobrazeni, dané predpisem y = f(z), kde
f(z) = f(x1,22) = (z1 — 22,72). Je-li y = (y1,92), pak tedy y1 = 21 — x2, y2 = x2. Déle plati
f(X) =Y. Skutecné, je-li y = (y1,y2) € Y libovolny bod, pak = = (y1 + y2,y2) € Y je bod, pro
néjz f(z) = y. Podrobnéji se s témito zobrazenimi setkate v linedrni algebfe.

Definice: Bud f: X — Y zobrazeni, B C Y podmnozina. Potom podmnozinu X, defino-
vanou predpisem f~(B) = {z € X; f(z) € B} nazyvdme vzorem mnoziny B.
Rekneme, 7e zobrazeni f je prosté nebo injektivni, jestlize plati: je-li 1, xo € X, 21 # xo, pak
f(x1) # f(x2).

Prosté zobrazeni X na Y nazyvame vzijemné jednoznacéné nebo bijektivni.

Poznamka: Je-li f: X — Y prosté zobrazeni X na Y, pak ziejmé ke kazdému y € Y
existuje pravé jedno z € X tak, ze y = f(x). Existuje tedy zobrazeni f~! : ¥ — X pro néz
plati f~1(y) =z <= y = f(x). Toto zobrazeni nazyvdme inversnim k f.



Definice: Bud f : X — Y prosté zobrazeni mnoziny X na mnozinu Y. Zobrazeni
f7t:Y — X, pronéz plati f~1(y) = * <= y = f(x) nazyvame inversnim zobrazenim
k zobrazeni f.

Poznamka: Je-li f: X — Y bijektivn{ zobrazeni, pak f=': Y — X je také bijektivn{
a tedy k nému existuje zobrazeni inversni (f~1)~!. Je vSak ziejmé, ze (f~!)~! = f a o dvojici
f, f~! mizeme hovoiit jako o navzajem inversnich zobrazenich.

Definice: Budte f : X — Y, g : Y — Z zobrazeni. Potom zobrazeni h : X — Z,
definované pro x € X predpisem h(z) = g¢(f(z)) nazyvdme sloZzenym zobrazenim a znacime

h=gof.

Poznamky: 1. Analogicky lze definovat zobrazeni, slozené z vice nez dvou zobrazeni.

2. Jsou-li f: X — Y, g:Y — Z obé prosta zobrazeni na, neboli bijekce, pak i zobrazeni
h = go f je bijektivni a plati h~" = £~ 0 g~ ! neboli schematicky.

1.4 Spocetné a nespocetné mnoziny.

Definice: Rekneme, 7e mnoziny A, B jsou ekvivalentni nebo Ze maji stejnou mohutnost,
jestlize existuje bijektivni (tedy vzdjemné jednoznaéné) zobrazeni f : A — B. Zna¢ime

A~ B nebo m(A)=m(B) nebo |A|=|B|.
Poznamka: Je ztejmé, 2e A~ A; A~B=—=B~A.JelliA~B, B~C= A~C.

Priiklad: Mnoziny N a Z jsou ekvivalentni.
Skutecné staci definovat zobrazeni

1—-0, 2—1, 3—--1, 4—2, 5— —2,...,

neboli f(n) = % pro n = 2k (sudé) a f(n) = =251 pro n = 2k + 1 (liché). Tyto dva piedpisy se

daji zapsat jedinym vyjadfeni a sice

Znaceni [z] znamend t.zv. celou st ¢isla © € R neboli takové celé ¢islo k, ze k < x < k + 1.



Definice: Ozna¢me N, = {1,2,...,n — 1,n} pro libovolné piirozené ¢islo n. Rekneme, ze
mnozina A je konetnd a ma n prvku, jestlize A ~ N,, pro néjaké n € N. O mnoziné B fekneme,
ze je spocetnd, je-li B ~ N. Mnozinu C' nazveme nespocetnou, neni-li ani kone¢na ani spocetna.

Poznamky: 1. Pro koneéné mnoziny je charakteristické, ze vlastni podmnozina nemuze mit
stejnou mohutnost, jako celd mnozina. Pro nekone¢né mnoziny vsak toto tvrzeni neplati, jak bylo
vidét na predchozim piikladu N ~ Z.

2. Kazdou spocetnou mnozinu A lze zapsat ve tvaru nekoneéné posloupnosti.
A ={ay,a2,as,...} neboli {a,} nebo {a,}o>;.

3. V dalsim bude ukdzano, ze existuji nespocetné mnoziny (na piiklad R).
Véta: Kazdd podmnozina spocetné mnoziny A je konecnd nebo spocetné.

Diikaz: Bud B C A. Ponévadz A je spocetna, lze ji napsat ve tvaru A = {aq,az,as, ...} Bud
k1 nejmens{ index takovy, 7Ze ar, € B. Necht ks > ki je nejmens{ takovy index, 7e
ak, € B. Takto budeme pokracovat ddle. Bud'to tento vybér skonéi po koneéném poctu krokii
a B je konetna podmnozina A nebo pokracuje do nekonecéna a dostaneme, Ze B je spocetnd
podmnozina; B = {ag,, Gk, , Qg - - - }-

o0
Véta: Necht {A4,,}5 ;| je spocetny systém spocetnych mnozin. Potom je mnozina S = |J A,
n=1
spocetna.

Diukaz: Tedy spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je mnozina spocetna.
Pro mnoziny A, plati

Aq agl), agl), aél), ail),
/ /

Ay a(12), af), agf), af),

As: a(13), ags), a§3), af),

Ay a(14), ag4), agl), agf),

Prvky mnoziny S sestavime nyni nasledovneé:

1 2 1 3 2 1
S:{ag )7ag )aaé)aag )7ag)7a§,),-~-}7

pfi ¢emz vynechame ty prvky, které se jiz dfive vyskytly. Tim dostaneme spo¢etnou mnozinu.

Dusledky: 1. Sjednoceni kone¢ného systému spocetnych mnozin je spo¢etnd mnozina.
Sjednoceni spocetného systému koneé¢nych mnozin je mnozina spocetna.
n
2. Jsou-li Ay,..., A, spocetné mnoziny, pak X Ay je spocetnd mnozina.
k=1
3. Mnozina v8ech racionélnich ¢isel je spocetna.

Dikaz: Je-lir € Q,pakr = g, kdep € Z, g € N, tedy Q ~ ZxN, coz je spotetnd mnozina.



Definice: Nekoneénym desetinnym rozvojem nazyvame vyraz

a = ap, a1 a2 a3 agas ...,

kde aqg je libovolné celé ¢islo a kazdé a; (i = 1,2,3,...) je jedno z ¢fsel 0,1,2,...,8,9.
Veéta: Mnozina vSech nekoneénych desetinnych rozvoju je nespocetna.

Diikaz: Diukaz provedeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze je tato mnozina spocetnd; pak ji lze
zapsat do posloupnosti {x1,xo, ...}, neboli

T1; aél), agl) aél) ai(’)l)
N\
Z2; a((f), a§2) aéQ) a:(f)
x3: aé?’), a(lg) a§3) a:(;’)
N
Vybereme nyni desetinny rozvoj x = by, by b b3 ... nasledujicim zpusobem: by zvolime libovolné.
by # agl), by # agQ), bs # a:(f), .... Je vidét, ze x nepatii do posloupnosti {z1, 2, ...} a tedy

predpoklad spocetnosti takové mnoziny je nepravdivy.

1.5 Realna cisla.

Definice: Redlnym ¢&islem nazveme kazdy nekoneény desetinny rozvoj. Jestlize se ve vyjadieni
T = ag, a1 az az ... od ngjakého indexu ¢leny nebo skupiny ¢lent opakuji, fikame, ze x je periodicky
desetinny rozvoj. Periodicky desetinny rozvoj nazveme racionalnim ¢islem, neperiodicky nazveme
iraciondlnim ¢islem.

Poznamka: Je-li rozvoj tvaru x,, = ag, a1as ... a, = ag, a1 as ... a, 00 ..., pak je t.zv.
konecny a samozfejmé reprezentuje racionalni ¢islo, které je mozno zapsat ve tvaru

n
T, = ag+ ZaklO*k.
k=1

Téchto vyjadieni budeme pouzivat jako aproximace realnych ¢isel a sice horni a dolni.
Piiklad: Bud z =7 = 3,1415926. ... Oznaéme
1 =3,1,71=3,2; w3 =23,14, 75 = 3,15;

x3 = 3,141, T3 = 3,142; x4 = 3,1415, 74 = 3,1416 atd.

Dostavame t.zv. horni a dolni aproximace. Ty ndm davaji moznost zavést mezi realnymi ¢isly
usporadani, t.j. rozhodnout o dvou redlnych ¢islech x, vy, které z nich je vétsi.

Definice: Rekneme, 7e redlné ¢islo & = ag, ai agas . .. je vétsi nez redlné éislo y = by, by ba by . ..
a oznaéime x > y, je-li bud’ ag > by nebo existuje index n tak, ze z,, > Jy,.
Rekneme, ze = = ¥, jestlize neplat{ ani jeden ze vztaht = >y, y > z.



Poznamky: 1. O usporadani v mnoziné R uvedeme pozdéji dalsi podrobnosti.

2. Jedno redlné ¢islo muze mit rizna vyjadieni, na piiklad x = 3,56999..., y = 3,57000....
Je ziejmé, ze x = y. Plati totiz

z = 3,5, T1 =3,6; xp=3,56, T3 = 3,57; = 3,569, T3 = 3,57.

y1=3,5 71 =35 y2=3,57, 92 =3,57; y3=3,57,7y3 =3,57
neboli z, < ¥Yn VneNatéZﬁzh Vn € N.

3. Jak bylo dokézano v pfedchozim paragrafu, je mnozina vSech redlnych ¢isel nespocetnd,
mnozina vSech racionalnich ¢isel je spocetnd, tedy mnozina vSech iraciondlnich ¢isel je nespocetna.

4.V dalsim uvedeme vétu o vzajemné jednozna¢ném vztahu mezi redlnymi ¢isly a body piimky:.

Véta: Existuje bijektivn{ (vzdjemné jednozna¢né) zobrazen{ oboru redlnych ¢isel a bodu
primky. Tuto ptimku nazyvame realnou osou.

Poznamky: 1. Predchozi véta ukazuje, ze mnozina redlnych Cisel nemé mezery, zatimco
mnozina vSech racionélnich ¢isel je md, i kdyz je t.zv. hustd. Tedy mezi dvéma ruznymi racionalnimi
¢isly lezi dalsi (dokonce nekonecné mnoho) raciondlni éislo.

2. V dalsim shrneme zakladni vlastnosti usporadani v R a uddame vlastnosti algebraickych
operaci v R.

Usporadani v R.

Uy: Vz,y € R plati pravé jeden ze vztahu z <y, x =y, = >y.
Uy: Jelliz <yay< z potom x < z (transitivnost usporddani).
Us: Jeliz<y pakz+z<y+z VzeR.

Uy: Jeliz <y, z>0, potom zz < yz.

Us: VzxeR dne N tak, zen > x.

Poznamka: Misto vztahu x < y piSeme téz y > x. Zapis * < y znamend, ze z < y nebo
T =y.

Algebraické operace v R.
V mnoziné R jsou definovany t.zv. algebraické operace, které budeme znacit + a - a nazyvat
s¢itani a nasobeni. Zakladni vlastnosti téchto operaci jsou shrnuty v nasledujicich axiomech.

A Vaz,yeRjex+yeR, M;: Ve,yeRjex-yeR;
As: Yxy,zeRplati (x+y)+z=2+ (y+2), My : Va,y,z € Rplati (zy)z = 2(yz);
asociativni zakon;

As;: J0eRtak,zex+0=z Vx € R, Ms: dJleRtak,zex-1=2 V€ R,
existence nulového prvku pro séitani a jednotkového prvku pro nasobeni;

Ay Ve eR3I —zeRtak, zex+ (—2) =0, My: VeeR,z#0 Elxﬂ:%eR
tak, ze x-271=1;
existence opacného prvku pro séitani a prevracené hodnoty pro nasobeni;

As: Vx,yeRyplatiz +y =y + «x, Ms: Ve,yeRplatizc-y=y-x;
komutativni zakon;
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D: Vz,y,z€ Rplati (x+y)z = z2z + yz
distributivni zakon.

Poznamky: 1. VySe uvedenym axiomum vyhovuji nejen redlnd ¢isla, ale téz racionalni a
komplexni ¢isla. Existuji v8ak jesté obecnéj$i mnoziny, které témto axiomum vyhovuji. Takovym
mnozinam fikdme télesa.

2.V linearni algebfe se seznamite s pojmem vektorového prostoru, tedy opét jakousi mnozinou,
kterd bude spliiovat jistou soustavu axiomu.

1.6 Supremum a infimum c¢iselné mnoziny.

Poznamky: 1.V tomto paragrafu se budeme zabyvat vlastnostmi podmnozin R. Podmnoziny,
se kterymi se budeme nejcastéji setkavat, budou intervaly. Zopakujme si tedy bézné oznaceni. Jsou-
lia, b€ R, a<b, pak
(a,by ={x € R; a <z <b} uzavieny interval
(a,b) ={z €R; a<x<b} otevieny interval
(a,b) ={x € R; a <z <b} polouzavieny interval
(a,b) ={z €eR; a<z<b} polouzavfeny interval

(a,4+0)={zr e R; z>a}

(a,+00)={z e R; z>a}

(-00,b) ={z e R; z<b}

(—00,b) ={z € R; x < b}

(—o00,4+00) = R. Prvé ¢tyfi intervaly jsou omezené, zbyvajici jsou neomezené.
2. S redlnymi ¢isly souvisi dalsi pojem, t.zv. absolutni hodnota.

Definice: Absolutn{ hodnotou redlného ¢isla @ rozumime ¢islo |x|, definované vztahy

|z =2 <= x>0, || = -2z <= z<0.

Poznamky: 1. Pojem absolutni hodnoty bude rozsiten i na komplexni ¢isla, bude vsak zaveden
i pro znacné obecnéjsi objekty, jako norma.

2. Vlastnosti absolutni hodnoty nebudeme odvozovat, ponechdme je jako cviceni. Plati na
piiklad
|zg] >0 VzeR; |z|=0 <= z=0,
|z +y| <|z|+ |y| Yo,y € R; (trojihelnikovéd nerovnost),

|lzy| = |elly| Vo, y € R.

Definice: Bud A ¢ R mnozina. Rekneme, 7e A je shora omezend, jestlize existuje ¢islo K € R
tak, ze Vo € A plati z < K.
Jestlize existuje ¢islo L € R tak, ze L <z Vz € A, fekneme, ze A je zdola omezend.
O mnoziné B C R fekneme, ze je omezend, je-li shora i zdola omezena.
Mnozinu, ktera neni omezend, nazyvame neomezenou.
Cislo a € A nazveme minimem mnoziny A, jestlize plati a < x Va € A. O &slu b € A fekneme,
Ze je maximem mnoziny A, jestlize x < b Vx € A. Znacime ¢ = min A, b = max A.
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Pozndmky: 1. Z predchozi definice je zfejmé, Ze min A je nejmensi a max A nejvétsi ¢islo
mnoziny A. Na jednoduchych piikladech je vSak vidét, ze dand mnozina nemusi mit nejmensi nebo
nejvétsi &fslo, i kdyz je omezend. Bud A = (0,1), B = {I, %, %, %, ...}. Potom je
min A = 0, max B = 1, ale max A ani min B neexistuji. V dalsim zavedeme pojmy, které nam tuto
nepiijemnost odstrani.

2. Je-li A C R omezend mnozina, pak ziejmé existuje ¢islo K tak, ze |z < K Vz € A.
Obréceng, jestlize plati vyse uvedend nerovnost, pak je A omezend mnozina, ponévadz pro vSechna
r € Aplati — K <z < K.

3. Uzitim pojmu maxima lze definovat velmi jednoduse absolutni hodnotu. Je totiz

|x| = max{z,—2} Vo € R.

Definice: Bud A C R neprizdnd mnozina. Rekneme, ze ¢islo G je supremum mnoziny A
a znac¢ime G = sup A, jestlize plati

l.Lx<GVzeA,

2. Je-li G’ < G libovolné, potom Jx € A tak, ze x > G'.

Analogicky fekneme, ze ¢islo ¢ je infimum mnoziny A a znaCime g = inf A, jestlize plati
l.z>g VaxeA,
2. Je-li ¢’ > g libovolné, pak 3z € A tak, 7ze x < ¢'.

Poznamky: 1. Je ziejmé, ze pokud existuje max A, je max A = sup A a analogicky pro min A
a inf A.

2. Je-li B # (0, pak sup B > inf B a je-li A C B, pak inf B <inf A < sup A < sup B.

3. Hlavni vyhodou pojmu suprema a infima spo¢ivd v tom, Ze pro omezenou mnozinu vzdy

existuji.

! Véta: Kazda neprazdna shora omezend podmnozina R méa supremum. Analogicky kazda
neprazdnd zdola omezenad podmnozina R mé infimum.

Dukaz: Je ziejmé, ze pokud existuje sup A, je uréeno jednoznacéné. Je-li A shora omezend,
existuje ng € Z tak, ze

Va€Aijex<ng+1l; 32’ €A tak, ze 2’ > nog.

no x no+1

Interval (ng,ng + 1) rozdélime na 10 stejnych ¢dst{ délky 10~1. Nyni existuje celé éfslo ng
(0 < ny <9) tak, ze

(ng,n1;ne,m1 +107YNA#Q;, VYecA: x2<ng,n +107Y 32’ € A: 2’ >ng,ny.
V dalsim kroku zvolime nq tak, ze
(ng,ning; ng,mng +107HNA#D;, Ve e A: x<ng,ning+107%; Jz' € A: 2’ > ng,nins.

Takto budeme pokracovat dale, az dostaneme posloupnost do sebe vlozenych intervalu, jejichz
prunikem je redlné &islo ng,nins ..., coz je zirejmé sup A.

Poznamky: 1. Uvedend metoda je zalozena na principu t.zv. vlozenych intervali, ktera bude
v dalsim jesté nékolikrat aplikovéna.
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2. Jestlize mnozina A neni shora omezend, pak sup A = +o00; analogicky inf A = —oo, neni-li
A zdola omezena. Podle definice suprema a infima je sup® = —oo, inf() = 4o0; jediny piipad,
kdy infimum je véts$i nez supremum.

Definice: Mnozina uzavienych intervalu { (a,,b,); n € N, a,,b, € R,a, < b,} se nazyva
systém do sebe vnotenych intervald, jestlize (ayny1,bn+1) C (an,bn) ¥Yn € N.

Véta: Libovolny systém do sebe vnofenych intervalii mé nepréazdny prunik.

Poznamka: V dalsim zavedeme nékolik t.zv. topologickych pojmu v souvislosti s vlastnostmi
podmnozin R. Jejich dilezitost se ukaze az pozdéji v souvislosti s vySetfovanim podmnozin R™.

Definice: Bud zp € R, ¢ > 0. Okolim (nebo e—okolim) bodu xy rozumime otevieny interval
(xo —&,29 + €) a znaéime U(xg, ¢).
Prstencovym okolim bodu zy nazveme mnozinu P(x,e) = U(xg,&) — {zo}-

Poznamky: 1. Je zfejmé, ze
U(zo,e) ={x € R; |z —mo| <e}; P(zo,e) = (xo —&,20) U (z0, 20 + €).
2. V dalsim budeme téz definovat a pouzivat t.zv. prava a leva okoli, t.j. mnoziny
Ut (wo,¢) = (w0, 70 +¢), U (20,€) = (w0 — &, T0);

P+(£C0,€) = (3507300 +5)7 P_($0,€) = (.’EO —E,.’Eo).

Definice: Bud A C R podmnoZina. Bod a € A nazveme vnitinim bodem mnoziny A, jestlize
existuje okoli Ul(a,e) bodu a takové, ze U(a,e) C A. Mnozinu vSech vnitinich bodu mnoziny A
nazveme vnitikem a oznac¢ime Int A.

Bod b € R nazveme hrani¢nim bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli bodu b obsahuje alespon
jeden bod mnoziny A a alespon jeden bod, ktery do mnoziny A nepatii. Mnozinu v8ech hrani¢nich
bodt mnoziny A nazyvame hranici mnoziny A a znac¢ime 0A.

Mnozinu A = AU JA nazyvéame uzdvérem mnoziny A.

Mnozinu G C R nazveme otevienou, jestlize jsou vSechny jeji body vnitini. O mnoziné F' C R
fekneme, ze je uzaviend, jestlize F = F.

Bod z € R nazveme hromadnym bodem mnoziny A, jestlize libovolné okoli bodu x obsahuje
nekoneéné mnoho bodit mnoziny A. Bod a € A nazveme izolovanym bodem A, neni-li hromadnym
bodem A. Mnozinu B C R nazveme diskrétni, jestlize jsou vSechny jeji body izolované.

Poznamky: 1. Podrobnéji budou tyto pojmy rozvedeny na konkrétnich piikladech.

2. Ukazuje se, ze systém okol{ tvaru U(z,e) pro z € R a e > 0 hraje dulezitou roli pfi zkoumdani
t.zv. topologie redlné osy.
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Kapitola 2

Posloupnosti.

2.1 Limita posloupnosti.

Definice: Posloupnosti realnych ¢isel nazveme zobrazeni f : N — R. Jestlize oznac¢ime
f(n) = ay,, pak a, nazyvdme n—tym ¢lenem dané posloupnosti a zapisujeme

{an}, Aan}nzy, {ai,a2,a3,...}.

Pozndmky: 1. Je-li f : N — C, dostaneme posloupnost komplexnich ¢isel. Analogicky
muzeme definovat posloupnost vektoru, matic nebo jinych podobnych objekti.

2. Posloupnost je jinymi slovy pfifazeni, pomoci néhoz kazdému piirozenémnu ¢islu n pritadime
redlné nebo komplexni ¢islo a,.

Piiklady: 1. Ze stiedni Skoly jsou znamé piiklady aritmetické a geometrické posloupnosti.
Aritmetickd posloupnost je definovéna predpisem a, = a + (n — 1]d, kde a, d jdou dang &fsla,

n=1,2,.... Cislo d nazyvame diferenci dané posloupnosti.
Geometricka posloupnost je definovdna predpisem a, = aq¢® !, kde a, ¢ jsou pevnd d&isla,
n=1,2,.... Cislo ¢ nazyvame kvocientem dané posloupnosti.

2. Ne kazdé posloupnost je vSak aritmetickd nebo geometricka. Na ptiklad

n 2m
bn: 1" P n —
n+1’ (=1)"n ¢ n+1

ap =
jsou posloupnosti, které nejsou ani aritmetické ani geometrické.
3. Posloupnost muzeme téz zadat rekurentnim vztahem, na piiklad
anp =3ap-1+1,a1 =0 nebo anpys=3a, —2a,-1,a1 =1, ay=0.

Nalézt predpis pro n—ty ¢len v tomto pfipadé znamend tesit t.zv. diferenéni rovnici.

Definice: Posloupnost {a,} nazveme omezenou, jestlize existuje ¢islo K > 0 tak, ze
lan| < K Vn € N.

Rekneme, Ze {b,} je shora (resp. zdola) omezend, jestlize existuje ¢islo M (resp. m) tak, Ze

b, <M ¥YneN (resp. b, >m ¥Yn € N).
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Pozndmky: 1. Posloupnost {a,} je omezend pravé kdyz je mnozina ¢lenu této posloupnosti
omezena.

2. Posloupnost {a,} je omezend pravé kdyz je omezend shora i zdola.

Piiklady: 1. Posloupnost {nLH} je omezend. Plati totiz 0 < 25 < 1 a stacf tedy zvolit
K =1

2. Posloupnost {n?} je zdola omezend, ale nenf shora omezena. Je ziejmé 0 < n? Vn € N.
Nyni VK >0 Ing € N tak, ze ng > K (axiom) a tedy nZ > ng > K.

3. Posloupnost a,, = (—1)"n? neni ani shora ani zdola omezend. To je zfejmé, jestlize si na
pifklad uvédomime, Ze as, = 813 > n, az,y1 = —(2n+1)3 < —n.

Definice: Posloupnost {a,} nazveme rostouci (resp. neklesajici), jestlize pro vsechna n € N
plati
Unt1 > Qn  (T€SP. Gy > Gp).

Rekneme, 7e posloupnost {bn} je klesajici (resp. nerostouci), jestlize pro vSechna n € N plat{
bn+1 < bn (reSp- bn+1 < bn)

Vsechny tyto posloupnosti nazgvdme monotonni, rostouct a klesajici posloupnosti ryze (nebo ostre)
monotonni.

Piiklad: Ukazte, ze posloupnost {277;31} je rostouci.

Méme dokézat, ze Vn € N plati % < 27?141. Po vyndsoben{ vyrazem (n+3)(n+4) dostaneme

nerovnost —4 < 3, coz je spravna nerovnost.

Pozndmka: Pri vySetfovan{ vlastnosti posloupnosti {a,} je mozné zkoumat nékolik ¢lent
dané posloupnosti. Tim je vSak informace o posloupnosti zna¢né netuplnd, a proto je vhodné se
zajimat o chovéni {a,} pro velikd n. Muze se stdt, ze se ¢leny této posloupnosti pFilis nelisf od
néjakého ¢isla a. Rekneme, ze dand posloupnost mé za limitu ¢islo a. Vezmeme-li posloupnost

4> > 100 » 100 ° » 1000 ’
¢islo 1. Nyni tento pojem budeme precizovat.

{—nil},je{%,%,3 e - L 1 ...}azdése,Zetatoposloupnostmézalimitu

Definice: Rekneme, 7e ¢islo a je limitou posloupnosti {an}, jestlize
Ve>0 IngeN; Vn>ny (neN) = Ja, —a|<e.

(Slovy: ke kazdému € > 0 existuje index ng tak, Ze pro vSechna n > ng, n pfirozené, plati
|a, — a|] < €). Tuto skutecnost zapisujeme

lim a,, = a nebo struéné a,, — a nebo a, — a
n—oo n—oo

a fikdme, ze posloupnost {a,} je konvergentni.
Poznamky: 1. Nerovnost |a, —a| < € znamend, ze a — e < a, < a + € pro Vn > ng(e), tedy
Vn > ng(e) je an € Ula,e).

2. Cislo € udéva, jak mnoho (nebo malo) se ¢leny posloupnosti {a, } lisf od své limity. Jestlize
¢ zmensime, pak se obecné index ng(e) zvetsi.

3. O posloupnosti, kterd nema limitu, fekneme, Ze je divergentni. V dalsim ukazeme, Ze mezi
divergentnimi posloupnostmi lze vybrat takové, jejichz ¢leny se neomezené zvétsuji nebo zmensuji.
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Priklady: 1. Ukazte, ze nlin;o =1L

Méme ukazat, ze Ve > 0 dng € N tak, ze pro Vn > ng plati nLH — 1‘ < g, tedy n%rl < g,
n > % — 1 a staci volit ng = E] .

2.Uvazme posloupnost {n?}, t.j. {1,4,9,16,25,36,...}. Je vidét, ze se vzristajicim n rostou
¢leny dané posloupnosti nade vSechny meze. Neboli predepiSeme-li si libovolné ¢islo K > 0, pak
Ize nalézt index ng(K) tak, ze n?> > K pro n > ng. Tim dostdvame definici nevlastni limity.

Definice: Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma nevlastni limitu 4+oco (resp. —oc), jestlize
k libovolnému ¢&islu K > 0 (resp. L < 0) existuje index ng(K) (resp. no(L)) tak, ze pro vSechna
n > ng plati a, > K (resp. a,, < L). Oznacujeme

lim a, =400 nebo a, — 400 (resp. lim a, = -0, a, — —00).

n—oo n—oo n—0o0 n—oo

2.2 Veéty o limitach posloupnosti.

Veéta: Kazdéd konvergentni posloupnost je omezena.

Diikaz: Necht lim a, = a. Potom k &slu € = 1 existuje index ng tak, Ze pro n > ng je

n—oo

a—1<a, <a+ 1. Jestlize zvolime
M =max{ay,...,an,—1,a+ 1}, m=min{a,...,an,—1,0 — 1},

plati ziejmé m < a, < M Vn € N.
Véta: Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Dukaz: Je ziejmé, Ze posloupnost {a, } nemuze mit zdroven vlastni i nevlastn{ limitu. Stejné
tak nemuze mit limitu +o0o0 a zdroven —oo.
Necht tedy lim a, = a a zdrovenn lim a, = b, kde a < b. Jestlize zvolime 0 < ¢ < I’_Ta, pak

n—oo n—oo

existuji indexy ni, ny tak, ze
a—e<ap<a+e VYn>ng; b—e<a,<b+e VYn>ns.
Polozime-li nyni ng = max{ni, na}, plati pro n > ng

a—e<ap,<ate<b—ce<a,<b+e
a to je spor.

Véta: Nechf lim a, = a, lim b, = b. JestliZe existuje index n; tak, Ze pro véechna n > n

n—oo n—o0

plati a, < b,, pak a < b.

Dikaz: Piedpokladejme, ze a > b a zvolme 0 < € < %‘b Pak existuji indexy nq, n3 tak, ze
plati
a—e<a,<a+e VYV n>ng; b—e<b,<b+e V n>ns.
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Polozme ng = max{ny, na2, ng}. Potom je pro n > ny
b—e<by,<bt+e<a—e<ap<a+e tedy b,<a, VYV n>ng.

Tento spor ukoncuje dukaz véty.

Poznamky: 1. Pfedchozi vétu nelze vylepsit tim, ze budeme predpokladat a,, < b, a otekavat,

ze a < b. Jestlize zvolime na piiklad a,, = HL_H, b, = ”%{1, jesice a, <b, Vne N,alea=5b=1.

2. Predchozi vétu lze vsak obrétit v tom smyslu, ze ze vztahu a < b plyne stejny vztah pro
cleny posloupnosti, poc¢inaje jistym indexem.

Véta: Bud lim a, = a, lim b, = b a nechf a < b. Potom existuje index n; tak, Ze pro

n—oo n—oo

v8echna n > n; plati a, < b,.

Dikaz: Zvolme 0 < ¢ < b*?“. Potom existuji indexy nq, ng tak, ze
a—e<ap<a+e V n>no b—e<b,<b+e V n>ns.

Polozme n; = max{ns, ng}. Potom pro Vn > ny plati a, < a+e <b—e < by, tedy a, < by,.

Véta: (O sevieni.)
Necht lim a, = lim ¢, = a a necht existuje index n; tak, Ze pro véechna n > n; plati nerovnost

n—oo n—oo

an < b, <c,. Potom je téz lim b, = a.

n—oo

Dukaz: 7 definice limity posloupnosti plyne, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuji indexy no, ng tak,
7e pro viechna n > ny plati |a, — a| < € a pro vechna n > ng je |¢, — a| < e. Jestlize zvolime
ng = max{ni, na, ng}, pak pro véechna n > ng plati

a—e<ap<b,<cp,<a+e tedy lim b,=a.

n—oo

Véta: (Bolzano-Cauchyovo kritérium.)
Nutné a postacujici podminka pro to, aby posloupnost {a,} byla konvergentni je, aby k libo-
volnému e > 0 existoval index ng tak, Ze pro viechna n, m > ng, (n, m € N) plati |a, —an,| < €.

Diikaz: 1. Necht lim a, = a. Potom ke kazdému e > 0 existuje index ng tak, Ze pro viechna

n—oo

n > ng plati |a, —a| < §. Je-li nyni m, n > ng, potom |a, — am| < |a, — al + |am —a| < €.

2. Obréacené tvrzeni nebudeme dokazovat. Jeho tuplny dukaz znamend konstrukci iracionalnich
¢fsel a je analogicky dukazu véty o existenci suprema a infima ¢iselné mnoziny (viz paragraf 1.6).

Definice: Posloupnost {a,}, kterd spliuje podminku pfedchozi véty, se nazyvé cauchyovska
nebo fundamentélni.

Pozndmka: Posloupnost {a,} je tedy cauchyovskd, jestlize

Ve>0 dngeN; Vmn>ng (mneN); = |a,—an| <e.
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Véta: Budte lim a, = a, lim b, = b vlastni a necht o € R je pevné. Potom plati
n—oo n—oo

1.  lim |a,| =]al, 2. lim (aa,) = aaq, 3. lim (an +b,) =a+b,

n—oo n—oo

4. lim (ayp - b,) =a-b, 5. Je-li b#£0, pak lim $= =

n
n—oo n—0o0 bn

Slis

Dukaz: 1. Ponévadz je lim a, = a, plati, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuje index ng tak, ze pro
n—oo

v8echna n > ng plati |a, —a| < €. Je vsak

||an|7|a‘|§|an7a|<€ VnZnO

Tedy lim |a,| = |al.
n—oo
2. Vzhledem k tomu, ze |aa, —aal = |a| |a, —al, staéi, abychom zvolili ng tak, aby |a, —a| < Tal

pro vSechna n > ng. Pak tedy ke kazdému e > 0 existuje index ng tak, ze pro vSechna n > ng plati

laa, — aal < e, neboli lim waa, = aa.

n—oo
Piipad o = 0 je zfejmy.
3. Z predpokladu véty dostaneme, ze
€ €
Ve>0 dny,no € N; Vn>n — |an—a|<§ aVn>ny, — \bn—b|<§.
Jestlize nyn{ zvolime ng = max{ni, na}, dostaneme ze pro viechna n > ng plati

(@n+bn)—(a+b)| < |an—al+|ba—b| < §+§ =, neboli lim (an+by) = lim a,+ lim b, = atb.

n—oo n—o0

4. Plat{
| anbn —ab| = | anb, — ab, + aby, —ab| < |by||an —a|+]|a||b, —b].
Ponévadz posloupnost {b,, } konverguje, je omezena a tedy existuje ¢islo K > 0 tak, ze pro vsechna

n € N plati | b,| < K. Bud nyn{ € > 0 libovolné. Potom existuji indexy ny,ns tak Ze

3 &

Vn > lati —a| < Vn > lati | b, —b| < 0).
n >ny plati |a, —a]| 5K & n > ng plati | by, | 2|a|(a7é )
Jestlize nyn{ zvolime ng = max{ny, na}, dostaneme
|anbn — ab] < —— + — =¢ atedy lim (anby) = li lim by, = ab
anby, — a 5K 2|a|75aeynirr;oan,L7nLrI;oan Jim_b,, = ab.

Je-li a =0, potom je ab=0 a | apb,| < K|ay| a tvrzeni je ziejmé.

5. Je
an a| _|apb—ab,| |anb—ab+ ab— aby| < [b]|an —al|+|allb, —b]
b, bl | bbb | [onb | = [bnb]|
Ponévadz je |b| # 0, existuje index n; tak, ze pro vSechna n > ny plati | b,| > % a odtud plyne,
7e ‘bib‘ < ‘bz‘z,. Déle existuji indexy ns a ng tak, ze
i elb] . bl
Vn > no plati |a, —a| <= @ Vn >ng plati |b, —b] < [ (a #0).
a
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Jestlize polozime nyni ng = max{ny,ns,n3}, dostaneme pro vsechna n > ng odhad

a a 2 e €
B0 2 g - T C
=G < Ul —al s lallb b} <2{T+ T =
a tedy '
i O _ o _a
n—oo by, lim b, b

Je-li a = 0, je tvrzeni ziejmé.

Poznamky: 1. Dikaz predchozi véty (zvlasté body 4 a 5) vypadd nepfirozené a zbytecéné
komplikované. Jestlize vSak chceme vyhovét presné pozadavkim definice, nemame na vybranou.
To je jeden z duvodu, pro¢ uvadime dukaz se v8emi technickymi detaily. Dalsi z duvodu je ten, ze
budeme pozdéji nuceni presné formulovat a dokazovat komplikovanéjsi tvrzeni a jestlize si na tento
zpusob uvazovani véas zvykneme, nebudeme pozdéji mit potize. Dikazy tohoto druhu muzeme

an __

a
bn b

zjednodusit, jestlize si uvédomime podstatu véci, totiz, ze rozdil (napf. ) musime byt

schopni uéinit libovolné maly. Tedy form&lné
2([b[ + [al)

{lble + lale} = TR "€

an

Ca| _[bllan—al+]allba—b] _ 2
b b

- [ bnb| [bf?

Ponévadz ¢ > 0 bylo libovolné, je i %s libovolné.

2. Tvrzeni 3 a 4 z predchozi véty lze okamzité indukci zobecnit na libovolny koneény pocet
k

s¢itanct nebo éinitelt. Stejné tak z tvrzeni 4 okamzité plyne, ze lim a* = a* pro libovolné k € N.
n—oo
3. Predchozi véta se pouziva ¢asto pfi praktickém vypoctu limit posloupnosti, ponévadz dava
moznost vypoctu komplikovanéjsich limit, kde se pomoci definice neda uspét.
Piiklady: 1. Je-li lim |a,| = 400, potom lim - = 0.
n—oo n—oo

n

Dikaz: Ponévadz lim |a,| = 400, 1ze ke kazdému K > 0 nalézt index ng tak, Ze pro vSechna
n—oo

n > ng plati |a,| > K. Bud & > 0 libovolné a zvolme K > 0 tak, 7e % < &. Potom pro n > ng

_ 1 1
<z <e.

~ anl

plati

1
an

2. Pro libovolné r € R, r > 0 plati lim n" = +o0.

n—oo

Diikaz: Bud K > 0 libovolné. Mame ukézat, Ze existuje index ng tak, Ze pro vechna n > ng
plati n” > K, neboli n > K" a staéf zvolit ng = [Kl/’" + 1] .

3. Pro libovolné g € R takové, ze |g| < 1 plati lim ¢" = 0.
n—oo

Diikaz: Bud € > 0 libovolné. Mame ukdzat, Ze existuje index ng tak, ze pro véechna n > ng

plat{ |¢"| < e. Z této nerovnosti dostaneme n log |q| < loge a tedy n > li)ogg\; (je log |g| < 0). Nyni

staéi zvolit ng = [ILOggIZI + 1} )

4. Je-lia > 1, pak lim a" = +o0.

Dukaz: Ponévadz je a > 1, existuje h > 0 tak, ze a = 1+h. Odtud a™ = (1+h)"™ > 1+nh > nh.

Ponévadz lim nh = 400, je lim a™ = 4o0.
n—oo n—oo
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5. Je-lia >0, pak lim /a = 1.

n—oo

Dikaz: Je-li a =1, je tvrzeni ziejmé.
Necht a > 1 a polozme /a = 1+ h,,, kde h,, > 0. Odtud plyne, ze a = (1+h,,)" > 1+nh, > nh,
a tedy 0 < hy, < . Ponévadz lim = =0, je téz lim h, =0.
Je—linynl'0<a<1,pak%>1atedy1:lim"l: 1

a lim Ya~
n—00 " 00 Va

6. lim /n=1.

n—oo
Diikaz: Oznaéme /n =1+ h,, kde h, > 0. Potom je

(n—1)
2

n(n —1) 32

n=14hy)">1+nh, + 2 "

2
h2 >

atedy h2 = ({/n—1)? <

21.Odtud0< Un—1< /-2 TC;OO.

n— n—1,

2.3 Monotonni posloupnosti.

Véta: Kazdd monotonni posloupnost mé limitu. Tato limita je vlastni pravé kdyz je dana
posloupnost omezen4.

Dukaz: Je-li {a,} neklesajici a neni shora omezend, pak je zfejmé, ze lim a, = +00. Ana-

n—oo

logicky pro nerostouci posloupnost, ktera neni zdola omezend, plati lim a,, = —oc.
n—oo
Bud tedy {a,} neklesajici a shora omezend. Ukdzeme, ze lim a,, = a,kdea = sup a,. Zvolme
n—oo

n=1,2,...
e > 0 libovolné. Podle definice suprema existuje index ng tak, ze a — € < ay,,. Ponévadz je {a,}
neklesajici, plati pro vSechna n > ng nerovnost a — ¢ < ap, < a,. Zfejmé je viak a, < a + ¢
pro vSechna n € N a odtud plyne, ze lim a, = a. Analogicky pro nerostouci zdola omezenou
n—oo
posloupnost {b,} plat{ lim b, =b= inf b,.
n—oo

n=1,2,...

Piiklady: 1. Bud a € R. Potom je lim - = 0.
n—oo N

Dukaz: Pro 0 <a <1 je tvrzeni ziejmé.
Necht tedy a > 1 a ozna¢me x,, = - Potom plati z,, 11 = 7, - nLJrl < x, pro vSechna n > a. Podle

predchozi véty existuje konecnd lim x, = A (dand posloupnost je nerostouci a zdola omezend).
n—oo

Ze vztahu Ty 41 = @y - 557 plyne prechodem k limite A =A-0=0.

Ponévadz pro libovolné a € R plati

an _ |a|"l
’H - nl

plyne odtud, ze lim %T; = 0 pro vSechna a € R
n—oo N

(dokonce i pro a € C).

2. Bud ¢ > 0 a definujme posloupnost {a,} pfedpisem a; = \/¢, ani1 =+ c+a, Vn> 1.
Potom je lim a, = Hvi+ic V21+4‘:.

n—oo

Diikaz: Je ziejmé a; = /¢, as = \/c+ /¢, az =1/c+ e+ /¢, ..., tedy {a,} je rostouct

posloupnost. Ukdzeme, Ze je shora omezend. Je ziejmé, ze a; < v/c + 1. Predpokldaddme-li nynf,
7e an < \/c+ 1, potom

an+1=\/c+an<\/c+\/5+1<\/c+2\/5+1:\/5—|—1.
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Oznaéme lim a, = a. Ponévadz plati a2 411 = €+ ay, dostaneme limitnim pfechodem rovnici

n—oo

a? = ¢ + a. Hledan limita je pak rovna kladnému kofenu této rovnice, neboli ¢ = 1 1+4¢ Vzl‘M‘c.

3. Existuje lim (1 + %)n . Tuto limitu oznacime e.
n—o0

Pozndmka: Tento piiklad je velmi dulezity vzhledem k tomu, Ze zavadi Eulerovo &islo e,
zéklad prirozenych logaritmi.

Dikaz: Ukazeme, ze danéd posloupnost je rostouci a shora omezena.
a) Oznaéme

2! n +

nn—1)...{n—n-2){n—-(n—1 1 1 1
=1 {n—(n=2}Hn—( )}W:1+1+2!<l_>+

n! n

0302ty () (5202 (-5

Analogicky dostaneme

1 1 1 1 2
w1 =114 (1 —— )+ (1-——) (1-
Gnt1 =14 +2!< n+1)+3!( n-l—l)( n+1>+ *

nl!<1n—1&-1) <1n—2&-1)"'<1z+1)+(n—i1-1)! (ln—li—1> (lnil>"'(1nj—1>'

Srovnanim téchto ¢lent dostaneme a,, < an41.

() Plati
1 1 1 1 2 1 1 2 -1
ap=1+1+—(1-=)+—(1-=)(1-2)++=(1-=)(1-2) ... (1-Z <
2! n ! n n n! n n n
S W TR AR RS RPN ST AVRUUINE SIS ol ¢ M
- 2! 3! n! = 2 22 2n=1 1-1
Poznamky: 1. Piiblizna hodnota ¢isla e je e = 2,7182818284. .., uvedena limita vSak neni

vhodny pfedpis pro vypocet ¢isla e. Je na priklad aygggg = 2, 7181459259 ... a shoduje se s ¢islem
e pouze na tiech desetinnych mistech. Pozdéji si ukdzeme efektivnéjsi zpusob vypoctu ¢isla e. Plati
totiz, ze

1 1 1 1 1
e—nlilgo +ﬁ+§+"’+ﬁ
a tato posloupnost konverguje podstatné rychleji.

2. Cislo e hraje velmi dilezitou roli (hned po &islu 7) v celé matematice a vech jejich aplikacich.
Jak jiz bylo fe€eno, slouzi za zdklad t.zv. pfirozenych logaritmu. Tedy log, x = Inz.
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2.4 Vybrané posloupnosti.

Definice: Bud ddna posloupnost {a,} a necht k1 < ko < -+ < k, < ... je rostouci posloup-
nost prirozenych ¢isel. Potom posloupnost

{a’k}n}zo::l = {ak17 a‘kz? AR }

nazyvéame vybranou posloupnosti z dané posloupnosti {a, }.

Véta: lim a, = a plati pravé kdyz pro kazdou vybranou posloupnost {aj, } plati
n—oo
lim ag, = a.
n—oo

Diikaz: 1. Necht lim a, = a a bud {ay, } libovolnd vybran4 posloupnost. Je-li a € R vlastni,

n—oo
pak Ve > 0 3ng € N; Vn > ng (n € N) = |a, — a| < . Ponévadz je v3ak k, > n, plati
lak, —a| < e, tedy lim ay, = a. Analogicky se tvrzeni dokdze pro piipad lim a, = 400 nebo
n—oo n—oo
lim a, = —oo.
n—oo
2. Obrécené kdyby pro dvé posloupnosti {ag, } a {a;, } platilo lim ay, # lim q,, pak nemuze
n—oo n—oo
existovat lim a,, jinak by podle prvé ¢asti dikazu muselo byt lim a;, = lim a;,.
n—oo n—0o0 n—0o0
Dasledek: jestlize je mozno vybrat z posloupnosti {a,, } dvé posloupnosti tak, ze jejich limity
neexistuji nebo jsou od sebe ruzné, pak dand posloupnost nemd limitu.

Piiklad: {sin n5};2; je posloupnost, kterd nema limitu. Oznacime-li a, = sin n%, pak
asp =0, agpy1 =1, tedy lim a, neexistuje.
n—oo

! Véta: (Bolzano-Weierstrass)
7 kazdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Dukaz: Bud {a,} omezend posloupnost. Potom existuje interval {(«, 8) tak, ze a, € {a, 3)

Vn € N. Interval («, 3) rozdélime na polovinu. V jednom z intervalu <a, %ﬂ>, <QT+5,B> lezi

nekoneéné mnoho ¢lent dané posloupnosti. Ozna¢me tento interval (g, 81) a rozdélme jej opét na
polovinu. Bud' {as, B2) ten interval, v némz lezi nekoneéné mnoho €lent posloupnosti {a,, }. Jestlize
budeme timto zpusobem pokracovat déle, dostaneme posloupnost intervaliu («a,,, 5,,) takovou, ze

00—«

o a<y<a<-<a, < <G, <GSBS0

Bn — oy =

Ponévadz jsou obé posloupnosti {a,} a {8,} monotonni a omezené, dile G, — a, e 0, je

lim o, = lim 8, =c.

n—oo n—oo
Pozadovanou posloupnost nyni vybereme nasledujicim zptisobem. Bud k; takovy index, Ze
ak, € {a1,B1). Bud ks > ki takovy index, Ze ax, € (a2, 32). Jestlize timto zpiisobem pokracujeme
déle, dostaneme posloupnost {ay, }, pro niz je ax, € (an,Bn), lim ag, =c.
n—oo

Definice: Bud {a,} libovoln4 posloupnost realnych &isel. Cislo a € R nazveme &éstecnou limitou
dané posloupnosti, jestlize ke kazdému £ > 0 plati nerovnost |a, — a| < & pro nekonetné mnoho
prirozenych ¢cisel n.

Rekneme, ze +00 (resp. —o0) je ¢astecnou limitou dané posloupnosti, jestlize pro kazdé K > 0
(resp. kazdé L < 0) nerovnost a, > K (resp. a, < L) plat{ pro nekoneéné mnoho pfirozenych
cisel n.
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Véta: Cislo a je ¢asteénou limitou posloupnosti {a,} prave kdyz existuje vybrand posloupnost
{ag, } tak, ze lim ag, = a.
n—oo

Dikaz: 1. Pfedpoklddejme, Ze existuje vybrand posloupnost {aj, } tak, ze lim ag, = a.
n—oo
Potom
Ve>0 3 ngeN tak, ze V n>ng plati |ag, —a| <e¢

a tedy nerovnost |a, — a| < e plati{ pro nekoneéné mnoho prirozenych ¢isel n. Analogicky se
postupuje i v piipadé lim aj, = *oo.
n—oo

2. Necht pro kazdé € > 0 plat{ nerovnost |a, — a|] < € pro nekoneéné mnoho pfirozenych
¢isel n. Potom pro &, = 1 > 0 existuje ay, tak, ze |ay, —a| < 1. Tedy lim aj, = a.
n—oo

Disledek: lim a, = a plati pravé kdyz md posloupnost {a,} jedinou ¢dstecnou limitu a.

n—oo

Poznamka: Ukazuje se, ze pro libovolnou posloupnost {a,} existuje mezi véemi cdstecnymi
limitami jedna, ktera je nejvétsi a jedna, ktera je nejmensi. Budeme je znacit lim a,, = limsup a,

n—0o0 n— oo
a lim a, = liminf a,, (limes superior a limes inferior).
n— 00 n—0oo
Véta: Bud {a,} libovolna posloupnost redlnych é&isel a oznaéme oy, = inf{an,ani1,--.},
Bn = sup{an, ant1,...}. Potom je {a,} neklesajici a {3, } nerostouci posloupnost, jejich limity

oznacime
a= lim a, =liminfa, a @@= lim a, =limsupa,
n—oo n—0o0 n—oo n— oo

a nazveme limes inferior a limes superior dané posloupnosti.

Dikaz: Je ziejmé, ze pro vSechna n € N plati «,, < a,, < f3,,. Monotonnost danych posloup-
nosti je téz ziejma.

Disledek: Pro kazdou posloupnost {a,} plati lim a, < lim a,. Dand posloupnost ma

n— oo n—0o0
limitu pravé kdyz lim a, = lim a,.
n—oo n—oo
Priklady: 1. Ozna¢me a,, = sinnj. Potom je lim a, = —1; lim a, = 1. Kromé toho
n—oo n—0o0

existuje jesté jedna Castecna limita 0.
2. Je-li {b,,} posloupnost vsech raciondlnich ¢isel takovych, ze 0 < b,, < 1, pak je zfejmé

lim b, =0, lim b, = 1, ale kazdy bod b € (0, 1) je ¢4stecnou limitou dané posloupnosti.
n—oo n—oo
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Kapitola 3
Ciselné fady.

3.1 Zakladni vlastnosti ¢iselnych rad.

Poznamka: V dalsim budeme zkoumat vyznam symbolu

o
a1+a2+a3+---:Zan.
n=1

Definice konvergentni fady je stejnd i pro komplexni obor, ale v této kapitole se budeme pfevazné
zabyvat fadami s redlnymi ¢leny.

n
Definice: Bud {aj}?°, posloupnost redlnych nebo komplexnich éisel. Oznacéme s, = Y ay.
k=1

oo
Cislo s, nazveme n—tym ¢asteénym souctem fady > ap a ar k—tym ¢lenem dané rady.
k=1

Je-li posloupnost {s,} konvergentni, t.j. existuje-li vlastn{ limita lim s, = s, fikdme, ze fada
n—oo

o0 o0

> ax, konverguje, ¢islo s nazveme souctem dané fady a zapisujeme s = > ay.

k=1 k=1

Je-li lim s, = +o0 (resp lim s, = —00), ifkdme, ze dand rada diverguje k 400 (resp. k —o0).
n—oo n—oo -

Neexistuje-li lim s, fikdme, ze dana fada osciluje.
n—oo -

Piiklady: 1. Geometrickd fada.

~ o0
Radu a + ag + ag®> + --- = Y. aq”, kde a a ¢ jsou dand ¢&fsla, nazveme geometrickou fadou.
k=0
n o0
Plati s, = a 111‘7(1 a pro |g| < 1 je tedy dand fada konvergentni se souc¢tem s = Y aq" = -

k=0
Pro ostatni g je fada bud’to divergentni nebo osciluje. Oba tyto piipady budeme zafazovat mezi
divergentni rady.

o (o]
2. Rada Y m konverguje.
n=1

Je —— =

1
n(n+l) — n

00
1 _ 1 1 — 1 —
P tedy Sp = 1-— ntl a odtud 7;1 m = nlLITolOS7L =1.
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- [ee]
3. Rada Y (—=1)"*! osciluje. Je totiz sy =1, s, =0, s3 =1, s4 =0, ... aposloupnost {s,}
n=1
nema limitu.

Poznamky: 1. Pro koneéné soucty plati fada zdkonu, jako je asociativni, komutativni a
distributivni zdkon a v dalsim budeme zkoumat, za jakych podminek 1ze tyto zdkony rozsitit na
nekonecéné tady.

2. Pro asociativn{ zdkon plati a+(b+c) = (a+b)+-c, tedy séitance muzeme libovolné uzdvorkovat

o0
a vysledek se nezméni. Kdybychom aplikovali tento zdkon slepé na piiklad 3, t.j. > (—1)"*+1,

n=1
dostaneme 1 =1+ (-1+1)+ (-1 +1)+(-14+1)+---=1-1)+(1-1)+(1-1)+---=0.
Nicméné plati
o0
Véta: Bud s = > a, (miZe byt po pifpadé i s = +oo nebo s = —o0). Necht je
n=1
k1 < ko <--- <k, < ... rostouci posloupnost piirozenych ¢isel. Potom je téz
[eS) ki
YooY an=(ataz -t fag) + (@ Fagge o bag) +oo =,

=1 n=k;_1+1

kde ko = 0.

n ~
Diukaz: Oznacime-li s,, = > ag, pak plati lim s, = s. Céstecné soucty uzdvorkované rady
k=1 n—oo
jsou Sg,, Sk,, -.. atvori vybranou posloupnost z posloupnosti {s, }. Tedy také plati lim s, = s.
n—oo

oo o0
Véta: Budte Y a, =s, Y. b, =t konvergentni fady a necht A, B € R jsou pevnd. Potom

n=1 n=1
o0

plat{ > (Aa, + Bb,) = As + Bt.
n=1

n n n
Dukaz: Jestlize oznacime s, = > ag, tn = > bx, on = Y (Aar + Bby), pak plati
k=1 k=1 k=1
on = As,, + Bt, a z piislusné véty o limitach posloupnosti dostaneme okamzité tvrzeni véty.

o0 o0
Véta: Bud k ptirozené ¢islo. Potom fady Y. an, Y. a, budto obé konverguji nebo obé
n=1 n=k+1

[e.e] o0
diverguji. Jestlize konvergujf, plat{ > ap, =ay +as+---+ap+ Y. an.
n=1 n=k+1

oo
Dukaz: Doplnime fadu Y. ap, na tvar 04+0+ -+- 4+ 0 + agy1 + agy2 + ... a oznaéme
n=k+1

n

oy jeji éastetné soucty, s, = Y. a;. Potom pro n > k plati o, = s, — (a1 + az + -+ + a) a odtud
=1

dostaneme okamzité tvrzeni véty.

o0 o0
Véta: Budtes= > a,, t= Y. b, dvé konvergentni fady a necht a,, < b, plati pro viechna
n=1 n=1

n € N. Potom je s < ¢.

Jestlize alespon pro jednu hodnotu [ plati a; < b;, je dokonce s < t.

n n

Diukaz: Polozme s, = > ag, t, = br. Potom je s, <t, atedy s <t.
k=1 k=1
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Jestlize pro prirozené ¢islo [ plati a; < b;, potom je

o0 (o]
a t-tayta <bi+odtbitb, > an< Y ba,
n=Il+1 n=I[+1

tedy podle pfedchozi véty plati s < ¢.

! Véta: (Nutnd podminka konvergence)
o0
Je-li fada > a, konvergentni, je lim a, = 0.
n=1 n—oo

n

Dikaz: Oznaéime-li s, = > ag, pak existuje vlastni lim s, = s. Je v8ak a, = s, — $p—1 @
k:1 n—oo

tedy lim a, = lim s, — lim s,_1 =0.
n—oo n—oo n—oo
Poznamka: Predchozi véta ma i velmi dulezity prakticky vyznam. Pro fady, kde lim a, # 0
n—oo
muzeme okamzité ¥ici, ze diverguji. Ukazuje se vSak, ze tato podminka nesta¢i k tomu, aby dana
tfada konvergovala.

- oo
! Piiklad: Harmonickd fada. Rada % diverguje.

n=1

Dukaz: Tato rada je typickou ukazkou fady, ktera spliuje nutnou podminku konvergence,
ale diverguje. Plati s,, = s,—1 + % > s,—1 a tedy posloupnost ¢dstecnych souctu {s,} je rostouci.
Dale plati

—3>1~ = +1+1> +21>2~ = +1+1+1+1> +41>3
2T S TR T ST Ay S TR T T T Ty = 8= 2
Indukci odtud dostaneme, ze

R R SRS SRRSO S |
Son — Son os—— s —_— Son . .
S TONTE R Ty gnt1 = 77 ontl = 9

Ponévadz je lim son = 400, plati téz, ze lim s, = +oc.
n—oo n—oo

Véta: (Bolzano-Cauchyovo kritérium)

o0

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby fada . a, konvergovala, je, aby k libovolnému & > 0
n=1

existoval index ng tak, ze pro vSechna n > ng a p € N platilo

‘an+1 +---+ an+p| < €.
n
Dukaz: Oznacme s, = Y. ai. Posloupnost {s,} je konvergentni prdvé kdyz (Bolzano-
k=1
Cauchyova podminka pro posloupnosti)

Ve>0 3dng €N tak, ze Vn>ng a Vp € N plati [s,4p—sn| <&, neboli |anyi1+- - +anip| <e.

oo
Poznamka: Je-li specielné > a, konvergentni, pak pro p — oo dostaneme, ze ke kazdému
n=1
o0

> an
n=ng+1
maly. Byvé tedy velmi ¢asto dulezité rozhodnout o konvergenci néjaké fady, i kdyz nebudeme

schopni nalézt jeji soucet. Ten se pak pfiblizné najde tak, ze se secte nékolik (? v tom je vSak
problém) prvych ¢lent.

€ > 0 existuje index ng tak, ze < g, t.j. zbytek konvergentni fady lze udélat libovolné
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Priklad: Ukazte, ze fada n% konverguje.

n=1
Dikaz: Podle Bolzano-Cauchyova kritéria méame ukazat, ze
Ve>0 dnge N tak, ze Vn >ng a Vp € N plati

1 1
CESVERR rwn
Jevéak%<%:#—%7tedy

n—1)n n—1

LIS N (S Y (R
(n+1)2 (n+p)? n n+1 n+l n+2

( 1 1 > 1 1 1
+ - =— - <= — 0.
n+p—1 n+p n n+p N n-ooo

1 1
= +ot ——— <e.
(n+1)? (n+p)?

3.2 Rady s neziapornymi ¢leny.

oo
Poznamka: V celém tomto paragrafu budeme predpokladat, ze pro libovolnou fadu > a,
n=1

plati a,, >0 Vn € N.

[ee] n
Véta: Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny. Je-li posloupnost {s, }, kde > aj, shora omezend,
n=1 k=1
je dand fada konvergentni se souétem sup s,. Nenf-li {s,} omezend, fada diverguje k +oo.
n=1,2,...

Dikaz: Ponévadz je a, > 0 Vn € N, je {s,} neklesajici posloupnost.

! Véta: (Prvnf srovndvaci kritérium)

(oo} [ee]

Budte > an, > b, dvé fady s nezdpornymi ¢leny. Necht existuje pfirozené &islo k tak, Ze pro
n=1 n=1

v8echna n > k je a,, < b,. Potom plati:

oo oo
1. Je-li fada Y b, konvergentni, konverguje i fada > a,.
n=1 n=1

2. Je-li fada ) a, divergentni, diverguje i fada 3 b,.

n=1 n=1

(oo} (oo}
Dukaz: Ponévadz fady > an, > ay konverguji nebo diverguji zaroven, muzeme predpokladat,
n=1 n=k+1

n n

7ze k = 1. Oznacime-li s, = > ag, t, = > by, potom plati 0 < s, < ¢, a odtud plynou obé
k=1 k=1

tvrzeni. Je-li t, — t < 400, pak s,, = s < 400 a obraceng, je-li s,, — +o00, musi také ¢, — +oo.

o o]
Piiklady: 1. Rada ). n% konverguje pro o > 2 a diverguje pro o < 1.

n=1

o0
Dukaz: Je-li o > 2, potom plati n% < # aofadé Y 7712 vime, ze konverguje.
n=1
(oo}

Pro a <1 plati n% > 711 aftada ) % diverguje.

n=1
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[ee]
Pozdé&ji bude ukézéno, ze fada > n% konverguje i pro a > 1.
n=1
. 00
2. Rada Y - diverguje.

n=2

Dukaz: Pron > 2 plati Inn < n a odtud ﬁ > % O tadé ) %

vime, ze diverguje.

n=1

(oo} [ee]
Definice: Jsou-li ) a,, > b, dvé fady s nezdpornymi ¢cleny takové, ze a, < b, Vn > ng,
n=1

oo oo

pak fadu Y b, nazyvame fadou majorantni nebo majorantou a fadu Y a, Fadou minorantni
n=1

nebo minorantou.

n=1

Véta: (Druhé srovndvaci kritérium)

[e.e] o0
Bud 3 a, fada s nezdpornymi ¢leny, > b, fada s kladnymi ¢leny a necht existuje vlastn{ limita
n=1 n=1
lim %=
nioo br

n=1 n=1

oo o0
= = a > 0. Potom fady }_ a, a } b, zdroven konverguji nebo diverguji.

Diikaz: Ponévadz je 0 < a < +o0, existuji ¢isla A, B a index ng tak, ze A < 3= < B Vn > nyg,
tedy Ab, < a, < Bb,. Tvrzeni nyni plyne z prvého srovnavaciho kritéria.

n—n

n3—n °

Priklad: Rozhodnéte o konvergenci rady
n=1

Reseni: Polozme b, = n—lz Potom plati

3 2 3
. a .on®—=n*n
lim — = lim 4:1
n—o0 Oy n— oo n3 —-n
a dana fada konverguje.

Véta: (Cauchyovo kritérium)

o0
Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny. Potom plati:
n=1

1. Jestlize existuje ¢islo ¢ € (0,1) a index ng tak, ze pro vSechna n > ng plati /a, < ¢, je
dané tada konvergentni.

2. Jestlize pro nekone¢né mnoho indexu n plati {/a, > 1, je fada divergentni.
Dikaz:

1. Jestlize pro n > ng plati /a, < ¢, dostaneme a,, < ¢" a podle srovnavaciho
kritéria je fada konvergentni (geometrickd majoranta).
2. Jestlize pro nekone¢né mnoho n plati /a, > 1, je a, > 1 a neni splnéna nutnd podminka
konvergence ( lim a, = 0).
n—oo

Dusledek: (Limitni Cauchyovo kritérium)

Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny a nechf existuje lim {/a, = A. Potom plat{

n=1 n— 00
1. Je-li A < 1, je dand fada konvergentni.
2. Je-li A > 1, fada diverguje.

Dukaz: 1. Je-li A <1, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje index ng tak, Zze pro vSechna n > ng je
Wa, € (A—e, A+e¢) a zvolme € tak, ze A+e < 1. Podle piedchoz{ véty je dand fada konvergentni.
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2. Je-li A > 1, pak existuje index ng tak, Ze pro vSechna n > ng plati /a, > 1, tedy a,, > 1 a
neni splnéna nutnd podminka konvergence.

o0
Piiklad: Vysetiete konvergenci fady Y ﬁ
n=2

Podle limitntho Cauchyova kritéria plati lim {/a, = lim ﬁ = 0 a fada konverguje.
n—oo n—oo

Véta: (D’Alembertovo kritérium)

o0
Bud Y a, fada s kladnymi ¢leny. Potom plati
n=1
1. Existuje-li ¢islo g € (0,1) a index ng tak, Ze pro véechna n > ng je aa—:l < q, je dan4 tada
konvergentni.

s

2. Jestlize pro vSechna n > ng plati “+- > 1, je fada divergentni.

Dukaz: 1. Ponévadz muzeme vynechat koneény pocet ¢lent fady, aniz by se zménila skutecnost,
ze fada konverguje nebo diverguje, muzeme predpokladat, ze nerovnost a;—“ < ¢ plati pro vSechna
n € N. Odtud dostaneme as < a1q, asz < asq < a1¢? a indukei a, < a1¢™ ! Tim dostdvame
majorantu, coz je opét geometrickd rada.

2. Jestlize % > 1 pro n > ng, pak plati a,, > ap, > 0 a neni splnéna nutnd podminka
konvergence.

Véta: (Limitni d’Alembertovo kritérium)

oo
Bud Y a, fada s kladnymi ¢leny a necht existuje lim “Z—:l = A. Potom plati

—
n=1 n— 00

1. Je-li A < 1, je dand fada konvergentni.

2. Je-li A > 1, fada diverguje.
Dikaz: Provede se analogicky jako v pfipadu limitniho Cauchyova kritéria.

Piiklad: Rozhodnéte o konvergenci fady 3. % (a > 0).

n=1

; an _ - .
Plati TH e e 0, tedy rada konverguje.

Poznamky: 1. Limitni Cauchyovo ani d’Alembertovo kritérium nepravi nic v piipadé, ze
lim @/a, = 1 nebo lim % = 1. Ukazuje se, ze v tomto piipadé také nelze o konvergenci

n—00 n—oo n
&S]

[e.e]
nebo divergenci dané fady témito kritérii rozhodnout. Vezmeme-li na pitklad fady > % a >y, %,
n=1 n=1
dostaneme v obou piipadech lim /a,, = lim % =1, i kdyZ prvni fada diverguje a druha fada
n—oo n

n—oo

konverguje.

2. D’Alembertovo kritérium byvé sikovnéjsi, pokud se tyce vypoctu (sndze se pocitd s podily,
nez s n—tymi odmocninami), ale byvé slabsi v tom smyslu, Ze nelze pomoci néj rozhodnout o
konvergenci nékterych fad, zatimco Cauchyovym kritériem to udélat Ize.

Piiklad: Vysettete konvergenci fady

11 1 1 1 1 =[5+ (=) "
R e P M I

n=1
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Reseni: Uzijeme-li d’Alembertova kritéria, dostaneme

2 2n—1
A2n+41 227}+1 - (3) " ) 1 > 1. azn 32% _ (2> ! . 1 <1
a2np, 32% 2 2 ' a2p—1 227}71 3

a d’Alembertova kritéria nelze pouzit, ani v jeho limitni podobé, ponévadz lim

n—oo

ot peexistuje.
an

Podle Cauchyova kritéria dostaneme

1 1
2{1/@ = g; 2"+\l/m: 5

a fada tedy konverguje.

Poznamka: Je mozné dokézat, ze plati

. Gn41
lim —2t

. I I a
< lim a, < lim a, < lim ol
n—oo

n—oo On n—oo n—0oo  Gp

a dand limitnf kritéria lze zobecnit v ndsledujicim smyslu:
Je-li lim “%L < 1 nebo lim /@, < 1, je dand fada konvergentni, jestlize lim “2+ > 1 nebo

n— o0 n— o0 n— 00
lim /a, > 1, fada diverguje.
- g/an ) guj
V predchozim piikladu je lim “2+ =0, lim “ = 4oo; lim {/a, = %, lim /a, = %
n—oo n—oo T n—oo n—0o0

3.3 Konvergence libovolnych rad.

. o0
Definice: Radu Y (—=1)"*la, = a1 —as +az —as + ..., kde a,, > 0 Vn € N, nazyviame
n=1
alternujici fadou.

Véta: (Leibnizovo kritérium)
oo
Necht pro viechna n € N plat{ a,, > a,41 > 0. Potom je fada Y (—1)"a, = a1 —as+az—as+. ..
n=1
konvergentni pravé kdyz lim a, = 0.
n—oo

Dikaz: 1. Je-li dand fada konvergentni, je lim a, = 0 (nutnd podminka konvergence).
n—oo

2. Bud lim a, = 0 a oznaéme s,, = a; — az + - - - + (—1)"*1a,. Potom plati{
n—oo

Son+2 = So2n + A2p41 — G2nt2 = S2n;  S2ptl = S2n—1 — Q2p + G241 < S2p-1-

82 <84 <86 < - < Sopgo = Sopg1 —U2p42 S S Sopgg <o <85 <83 <81

a tedy existuje lim s9, = s. Déle vsak plati lim s9,_1 = lim s9, + lim as, = s.
n—oo [e'e] n— oo n—oo

n—

s

[ee]
Priklad: Vysetrete konvergenci fady > , kde o € R je pevné.

povcy
n=1

Reseni: Je-li @ > 0, potom jen® < (n+1)* Vn € N, tedy n% > ﬁ a ponévadz plati

lim n%, = 0, dana fada konverguje podle Leibnizova kritéria. Pro o < 0 neni splnéna nutnd

n—oo

podminka konvergence a tedy fada diverguje.
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o0 o0
Véta: Je-li fada > |a,| konvergentni, je i fada Y a, konvergentni.
n=1 n=1

o o0
Dikaz: Rada ) |a,| konverguje, tedy podle Bolzano-Cauchyova kritéria plati, ze

n=1
Ve>0 dng € N tak, ze Vn>ng a Vp € N je |an| + -+ |an+p| < e

Ponévadz je vSak
|an + -+ np| <lan] + -+ laniy| <,

o0
je fada Y a, konvergentni.
n=1

o0 o0
Definice: Je-li tada Y |a,| konvergentni, fekneme, ze fada . a, konverguje absolutné. Je-
n=1 n=1

o0 o0
li fada > a, konvergentni, ale fada ) |a,| diverguje, pak Fekneme, ze dand fada konverguje
n=1 n=1
neabsulutné nebo relativne.

Poznamka: Pro vySetieni absolutni konvergence je mozno pouzit kritérii, odvozenych pro
fady s nezdpornymi Cleny.

o0
Pi#iklad: Vysetfete absolutni konvergenci fady ) -
n=1
Reseni: Je a;—:l = 5l 2 ||, tedy dand fada konverguje absolutné pro |z| < 1. Pro

ostatni z nevime, neni vsak tézké rozhodnout, ze fada konverguje neabsulutné pro x = —1 a pro
ostatni x diverguje. Pro x = 1 dostaneme harmonickou fadu a pro ostatn{ hodnoty neni splnéna
nutnd podminka konvergence.

(o)
Definice: Bud déna fada Y. a, a necht ki, ko, ... je prosta posloupnost viech pfirozenych
n=1
o0 oo
¢isel. Potom fadu Y ay, nazveme fadou pferovnanou z fady > ay.
n=1 n=1

&) &)
Véta: Bud > a, absolutné konvergentni fada se souctem s a necht Y. aj. je fada, kterd

n=1 n=1
o]
vznikne z puvodni fady prerovndnim. Potom je i > aj, absolutné konvergentni a méa soucet s.
n=1

&S} (&)
Dukaz: 1. Ukdzeme, ze fada Y ag, je absolutné konvergentni. Ozna¢me S = 3 |a,|. Potom
n=1 n=1

plati |a1 |+ - -+|a,| < S Vn € N. Necht 7, = |ag, |+ - -+]|ax, | a oznaé¢me p = max{ks, ko, ..., kn}.
o0

Potom plati 7, < |a1| + - +|ap| < S atedy > ax, je absolutné konvergentni.
n=1

2. Nyn{ ukdZzeme, Ze obé fady maji stejny soucet. Bud' s, = a1+ +an, op = ag, +---+ag,

a nechf lim s, = s. Mame ukdzat, Ze lim o, = s neboli lim (s, —0,) = 0. Bud ¢ > 0
n— oo n— o0 n— o0
o0
libovolné. Potom existuje r € N tak, ze je > |an| < € (zbytek konvergentni fady). Je-li nyni
n=r+1
mi,ma,...,m, libovolna skupina ¢isel takovych, ze m; > r, pak |am,| + - + |am,| < €. Déle
posloupnost {k,}5° ; obsahuje vSechna pfirozend ¢isla a existuje tedy ¢islo ¢ € N tak, Zze mnozina
{k1,...,k;} obsahuje ¢isla 1, ..., 7. Je-li nyni n > ¢, bude platit |s, —0y| < |am, [+ +|am, | <&,
tedy lim (s, —op) =0.
n—oo
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oo
Véta: Bud Y. a, neabsolutné konvergentni fada s redlnymi ¢€leny. Bud s libovolné redlné
n=1

oo
¢islo [resp. s = +00]. Potom existuje fada se souc¢tem s, kterd vznikd pferovnanim z fady > an.
n=1

[e.e] [ee]
Diikaz: Oznacéime-li b, kladné a ¢, zdporné ¢cleny fady > a,, musi platit > b, = +oo,
n=1 n=1

o0

> ¢, = —oo. Kdyby to tak nebylo, je dand fada absolutné konvergentni. Navic plati
n=1

lim b, = lim ¢, = 0.

n—oo n—oo

1. Necht s je konetné a bud n; nejmensi pfirozené éfslo tak, pro néz
by + - +bp, > s
Dale bud m; nejmens{ pfirozené &islo, pro néz je
b4 dbp, 14+ Cm <5
D4l ns je nejmensi pfirozené ¢islo, pro néz
byt A by 4t Cmy F bt by > s
a takto pokracujeme dale. Pferovnana fada ma soucet s, ponévadz je nh—{lgo b, = nh_)ngo ¢, = 0.

2. Je-li s = +o0, vedeme ditkaz takto. Bud n; nejmensi pfirozené é&islo tak, Ze

b1+"'+bn1 > 1.
Utvorime soucet
b1+"'+bn1+cl~

Necht ny je nejmensi prirozené &slo, pro néz je
bit - +bpy + 01+ bpg1+ oA bny > 2

a takto pokracujeme déle.
Analogicky postupujeme v piipadu s = —oc.

Poznamky: 1. Analogickym zpusobem je mozno dokézat, ze fadu lze prerovnat tak, aby
oscilovala.

2. V dalsim si v§imneme otdzky nasobeni nekoneénych fad. Pro ndsobeni konecnych souctu
plati distributivni zakon:

(Z a1> Z bj = aibj,
i=1 j=1 [

i,J]

kde s¢itdme ptes vsechny uspofddané dvojice [i,j], kdei=1,...,n; j=1,...,m.

o0 o0
Véta: Budte . a, =s, by =t dvé absolutné konvergentni fady. Potom je dvojnd rada

n=1 k=1

o0
> anby absolutné konvergentn{ a ma soucet s - t.
n,k=1

Diitkaz: 1. Nejdifve ukdZzeme, Ze je dand dvojnd fada absolutné konvergentni. Bud
[ee] [ee]
San| = S, . |bk] = T a uvazme &dstetny soucet prislusné dvojné fady. Budte
n=1 k=1
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[n1, k1], [ne, k2], . . ., [np, kp] navzdjem ruzné usporddané dvojice. Potom plati

P a B
Z|ambkl| < Z|al| . Z lbe] < ST, kde o =max{n,...,np}; f =max{ks,..., kp}.
=1 =1 k=1

0 ~
Odtud plyne, ze dvojnd fada >, apbr je absolutmé konvergentni. Cleny dané dvojné fady
k=

n 1

)

zapiSeme do schematu

aiby  4aibs  Harbs +.. +ab, +..
+azby  +azby  +albs +... HFab, +..
+asby  +azby +agbs +.. +asb, +..
+an,b1  +apby +anbs +... “4apb, +...

2. Ponévadz je dvojnd fada absolutné konvergentni, nezdlezi na pofadi s¢itancu. Soucet
v n—tém fadku je tedy
Gnb1 + apba + -+ apby + - = ant
a soucet celé rady
art + ast + - -- :t(a1+a2+...) =t-s.

Poznamka: Soucet dané dvojné fady lze nyni zapsat ve tvaru

o0 oo n—1
Z apbr = a1by + (a1b2 + agbl) + (a1b3 + ashs + a3b1) + = Z Z a;ibn_;.
n,k=1 n=2 =1

o 2

Piiklad: Najdéte { > x"} .
n=1

Reseni: Pro |z| < 1 plati

1 oo
T:Zmnzl—&—x—l—ﬂ—i—mg—i—...
—z

n=0

a vynasobenim této fady samotné se sebou dostaneme

1

I
NgE
S
&3
|

T => 2"y aF=(1ta+a®+. )4zt +.) =1+22+32%+-
n=0 k=0

3
Il
—
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Kapitola 4

Realné funkce jedné realné
promeénné.

4.1 Zakladni pojmy.

Definice: Bud D C R. Zobrazeni f : D — R nazyvame realnou funkci jedné redlné

proménné. Mnozinu D nazveme definiénim oborem zobrazeni f a mnozinu
f(D) ={f(x); x € D} oborem hodnot f. Zapisujeme y = f(x).

Poznamky: 1. Prvek x € D nazyvdme nezdvisle proménnou, veli¢inu y = f(z) zdvisle
promeénnou.

2. Nejbéznéjsi zpusob zaddn{ funkce byva analyticky t.zn. explicitni, neboli predpisem y = f(x).
Ve druhém semestru se seznamime i s t.zv. implicitnim vyjadienim. Dalsi mozné zadani funkéni
zéavislosti jsou grafem nebo tabulkou.

3. Abychom zadali funkci, musime zadat funkéni predpis f a definié¢ni obor. Neni-li definiéni
obor udén, rozumi se automaticky maximalni mnozina, ve které mé dany predpis smysl.

Piiklad: Bud y = v/1 — 22. Aby tento piedpis mél smysl v R, je tieba, aby 1 —z2 > 0, tedy
x e (—1,1).
Jestlize vsak definujeme funkeci pfedpisem y = v/1 —22; z € (0, 1), dostaneme jinou funkci. Ty
vSak spolu uzce souviseji; druhd je zizenim prvé a prva je rozsitenim druhé.

Definice: Bud f : D — R redlna funkce. Funkci g : D; — R nazveme restrikei (nebo
zuzenim) funkce f, jestlize plati

a) Dy cC D b) g(x) = f(x) Va € D;.

Funkci f nazyvame rozsifenim funkce g,

Poznamka: Stejnym zpusobem jako u obecnych zobrazeni se tvoii slozend funkce, na priklad

f(g(x)) nebo g(f(x)). Obecné je f(g(x)) # g(f(x)).

Definice: Bud y = f(z) funkce, definovani na mnoziné D C R. Rekneme, ze f je shora
omezend, jestlize existuje ¢islo K tak, ze f(z) < K pro vSechna x € D. Jestlize existuje ¢islo &
tak, ze pro vSechna x € D plati f(x) > k, fekneme, ze f je zdola omezend. Funkci f, kterd je
zdola i shora omezend, nazyvame omezenou funkci.
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Poznamky: 1. Analogicky jako pro posloupnosti je funkce f omezend pravé kdyz existuje
¢islo K > 0 tak, ze |f(x)| < K Va € D.

2. V ptedchozi definici je podstatné, na jaké mnoziné D danou funkci f uvazujeme. Je-li na
pifklad f(z) = 23, nenf tato funkce omezend v R, je vSak zdola omezend na pifklad na intervalu
(0, 4+00), shora omezend na (—oo,0) a omezend na libovolném intervalu (a, b), kde a,b € R.

Definice: Bud f funkce, definovani na mnoziné D C R. Rekneme, 7e f je rostouci na D,
jestlize plati: jsou-li 21,22 € D dva libovolné body takové, ze x1 < x2, pak f(x1) < f(x2). Jestlize
z nerovnosti x1 < xy plyne, ze f(z1) < f(z2), Fekneme, Ze f je neklesajici.

Funkci f nazveme klesajici, jestlize z nerovnosti z1 < xs (1, x2 € D) plyne, ze f(z1) > f(x2)
a nerostouci, jestlize nerovnost x; < xo implikuje f(z1) > f(x2).

Rostouci a klesajici funkce nazyvame ryze nebo ostie monotonni, neklesajici a nerostouci funkce
monotonni. -

Poznamky: 1. Je ziejmé, ze kazda ryze monotonni funkce je prostd, ale prosta funkce nemusi
byt monotonni. Na piiklad

1
y=—_ pro x € (—2,0); y =2 pro z € (0,2).
2. Je-li f prosta funkce, pak k nf existuje inversni funkce f~1. Zapis y = f(z) je ekvivalentn{ se
zépisem x = f~1(y). Jestlize pouzijeme standardniho oznacenf a piSeme inversni funkci ve tvaru
y = f~1(x), zaménime roli x a y a dostaneme.

Lemma: Grafy funkef y = f(z) a y = f~!(z) jsou soumérné sdruzené podle piimky y = z.

Poznamky: 1. Pfi vypoctu inverzni funkce musime vyfesit 2 problémy. Nejdiive zda je dand
funkce f prostd a pak z rovnice y = f(x) vypocitat = f~1(y). Prvy problém byva obycejné
obtiZnéjsi.

2. Existence inverzni funkce také souvisi dzce s otdzkou fesitelnosti rovnice f(z) = yo, kde
f je dané funkce, yo € R pevné é&islo. Resit takovou rovnici znamend nalézt zo tak, ze f (20) = o.
K tomu, aby takové feSeni existovalo, je nutné a staci, aby yo lezelo v oboru funkénich hodnot f.
Resenf je jediné, je-li f prostd funkce (na pifklad ryze monotonni).

Véta: Je-li f: D% H ryze monotonni funkce, je i f~! ryze monotonni. Specielné, je-li
f rostouci, je i f~! rostouci.

Diikaz: Bud y = f(x) rostouci a nechf 21 < w3 (z1,22 € H) jsou dva libovolné body
z definiéntho oboru funkce f~!. Oznatme y; = f~'(z1), yo = f (x2). Potom plati
x1 = f(y1), z2 = f(y2) a kdyby bylo y1 > yo, muselo by platit z; > za, coz je spor.

Definice: Bud f realnd funkce, pro niz plati: je-li definovédna v bodé z, je definovéna i v bodé
—z a f(—z) = f(z). Potom fekneme, zZe f je suda funkce.
Rekneme, ze f je lichd funkce, jestlize plati: je-li definovédna v bodé x, je definovana i v bodé

—za f(-x) = —f(x).

Poznamka: 7 predchozi definice vyplyva, ze graf sudé funkce je symetricky podle osy y, graf
liché funkce je symetricky podle poc¢atku. Piiklady sudych funkci jsou tifeba

1 1
2, 2zt 2®", cosz, —, —



a.p., lichych funkeci

3 $2k+1

. 1
T, z°, , sinz, tgx, cotgx, —, — a.p.
T

x
Definice: Rekneme, Ze funkce f je periodickd, jestlize plati: existuje éfslo p > 0 tak, ze je-li
f definovéna v bodé z, je definovéna i v bodech z+p a x—p aplati f(z+p) = f(z). Nejmens{ ¢islo

p (pokud existuje), které splituje piredchozi pozadavky, nazyvéame periodou (nebo téz primitivni
nebo zdkladni periodou) funkce f.

Poznamky: 1. Je ziejmé, ze plati

f@)=fx+p)=flx+2p)=-=flz—p)=flz—2p)=....

2. Nejznaméjsi periodické funkce jsou y = sinx, y = cosx s periodou 27 a funkce y = tgx,
y = cotgx s periodou .

4.2 Zakladni elementarni funkce.

Definice: Polynomem rozumime funkci tvaru
-1
Y= apx" + ap_12"" " + -+ a1z + ag,

kde n > 0 je celé, ag, a1,-...,a, € R.

Racionalni funkei rozumime funkei tvaru

_apz” + Ap_12" V4 + a1z + ao
bk + bbby + by

kde n, k > 0 jsou celd, ag, a1,...,an, by, b1,...,b0k € R.

Poznamky: 1. Z definice okamzité plyne, ze polynom je definovén pro z € (—oo,+00),
raciondlni funkce pro viechna x, kde bpa* 4 --- 4 by + by # 0.
2. Raciondlni funkce délime na ryze a neryze lomené. Ryze lomend racionalni funkce je takové,

ze n < k, ostatni jsou neryze lomené. Kazdou neryze lomenou raciondlni funkci lze vyjadiit ve
tvaru souctu polynomu a ryze lomené raciondlni funkce.

Definice: Obecnou mocninou nazyvame funkci tvaru y = 2%, kde a € R je libovolné pevné
¢islo. Definiénim oborem této funkce rozumime interval (0, 400).

Poznamky: 1. Specielni pfipady mocninné funkce mohou mit 8irsi definiéni obory, jak se
ukaze v dalsim.

2. Funkce y = 2", kde n € N, je definovdna pro & € (—o0,+00). Jeji prubéh je piiblizné
zachycen na nésledujicim obrazku.
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y
y =2zt Y
Yy ::x2 Yy=x
N T |
| \
| \
| \
| \
\ |
|—1 0 1 Tz
\
\
\
\
777777 —1
y=a’

2 2k—1

Funkce y = 2* maji véechny podobny pribéh a stejné tak funkce y = x

3. Funkci y = z'/" lze povazovat za inverzni funkci k funkci y = z”. Ponévadz funkce
y = 22 nejsou prosté ve svém definiénim oboru, omezime se pouze na interval (0, +oc). Z toho
plyne, ze funkce y = 2z je definovdna pro x € {(0,+c0), funkce y = 2~z je definovéna pro

x € (—00,+00). Jejich prubéh je zachycen na nasledujicich obrazcich.

4. Funkce y = 27", kde n € N, je definovdna pro z € (—00,0) U (0,+00). Jeji prubéh je
pfiblizné nasledujici.

_ 1
Y=
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5. Funkce y = =/ je inverzni funkei k funkei y = 2~ a je definovéna pro x € (0, +00) pro

n sudé a pro x € (—o0,0) U (0,400) pro n liché.

Definice: Exponencialni funkci nazyvame funkci tvaru y = a*, kde a > 0, a # 1 je libovolna
konstanta. Jejim defini¢nim oborem je interval (—oo, 4+00).

Poznamky: 1. Je-li 0 < a < 1, je mozno psat a® = (%)7I, kde % > 1. Sta¢i tedy uvazovat
pouze exponencialni funkci y = a*, kde a > 1.

2.Jelib>a>1 pakproz >0jed” >a® >1aproz <0 plati 0 < b* < a” < 1. Jejich
prubéh je priblizné zachycen na néasledujicim obrazku.

y
y=10"
y=a"
1
0 z

3. Z grafu funkce y = a® pro a > 1 plyne, Ze je to rostouci funkce pro z € (—oo, +00) a existuje

k ni inverzni funkce. Nejdulezitéjsi exponencidlni funkci je y = e”, kde e = lim (1 + %)n .

n—oo

Definice: Inverzni funkci k exponencialni funkci y = a* (a > 1) nazyvdme logaritmickou

funkef a oznacujeme y = log, . Definiénim oborem logaritmické funkce je interval (0, +00).

Pozndmky: 1. Funkce log,  je rostouci pro a > 1 a jeji obor hodnot je interval (—oo, +00).
Graf vypada nasledovné:

Yl

2. Ze vzajemného vztahu mezi exponencialni a logaritmickou funkci snadno odvodime nasledujici
vlastnosti logaritmu:

log,1=0, log,a=1, log, vy =log, x +log,y, log, T log, x —log,y, log,z% = a log, x.
Y

Tyto vzorce plati pro vSechna xz,y > 0 a a € R.

3. Funkci y = log, x zna¢ime In x a nazyvame pfirozeny logaritmus, funkeci y = log;, # znacime

log x a nazyvame dekadicky logaritmus. V dalsim, pokud nebude fe¢eno jinak, pod pojmem loga-

ritmus budeme vzdy rozumét ptirozeny logaritmus.
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4. Pro ptevod logaritmu o ruznych zdkladech plati nésledujici vztah:

log, = o ) Inx
, specielné pro b=-e je log,x = —.
logy a Ina

log, z =

Dtkaz: Rovnost y = log, = je ekvivalentni s rovnosti a¥ = x. Jestlize tuto rovnost zlogarit-
log, =

mujeme logaritmem pfi zdkladu b, dostaneme y log, a = log, « a odtud y = log, x = g, a"

Definice: Goniometrickymi funkcemi rozumime funkce

y=sinx, y=cosz, y=tgx, y=cotguw,
které nazyvame sinus, kosinus, tangens a kotangens. Jejich defini¢nimi obory jsou postupné

(2k+ )7

re€R; ze€eR; xR, ale z# 5 ;

x €R, ale z # kn; kde k € Z.

Poznamky: 1. Grafy goniometrickych funkeci jsou dobfe znamy ze stiedni Skoly, pro uplnost
je vSak nacrtneme.

y=tgx

w
N _____

!
ol
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y = cotg @
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2. Funkce cosz je sudd, sinz, tgz, cotgzx jsou liché. Tyto funkce jsou navic periodické;
sinz, cosz maji periodu 2m; tgx a cotgx periodu w. Goniometrické funkce jsou spolu svazany
celou fadou vztahu a ponévadz je znalost zdkladnich goniometrickych vzorcu nezbytné nutnd

vvvvvv

odvodite sami.

sin(z + y) = sinx cosy £ siny cosx, cos(x £ y) = cosx cosy Fsinz siny,
tgr £tgy cotgxcotgy F 1
tgle £y) = ———=>—, cotg(x ty) = —————,
1Ftgzrtgy cotgx + cotgy
tgx cotg?r — 1
sin2x = 2sinrcosx, cos2r = cos? z — sin? T, tg2r = 7g2 , cotg2x = cerT
1 —tg“x 2cotg x
Lo X 1—-coszx X 1+ cosx . tele 1
sinf? > = ——~ cos?z = —— Sm2z:g727 821‘272,
2 2 2 2 1+tg“x 1+tgox
. . Tty Ty . . Ty Tty
sinx + siny = 2sin cos 7 sinx —siny = 2sin cos 5
r—y LTty L x—y
cosx + cosy = 2cos cos 5 cosT — cosy = —2sin sin 5 -

3. Goniometrické funkce nejsou v celém defini¢nim oboru prosté, je vsak mozno zvolit intervaly,

ve kterych jsou dokonce ryze monotonni. Funkce y = sin x je rostouci v intervalu <—§, %> , funkce
y = cosx je klesajici v intervalu (0, 7), funkce y = tga je rostouci v intervalu (—%7 g) a funkce

y = cotg z je klesajici v intervalu (0, 7). V téchto intervalech k nim tedy existuji inverzni funkce.

Definice: Cyklometrickymi funkcemi rozumime funkce inverzni ke goniometrickym. Jsou to

funkce y = arcsinx, y = arccosz, y = arctg x, y = arccotg x. Cteme arkussinus atd.

Poznamky: 1. Funkce y = arcsinz je tedy inverzni funkci k funkci y = sinz v intervalu
<—g, g> . To znamen4, ze funkce y = arcsin x je definovdna pro x € (—1,1) a jejim oborem hodnot
je interval <—g, g> . Graf je nacrtnut na nésledujicim obrazku.
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Analogicky funkce y = arccos x je definovdna pro x € (—1,1) a oborem jejich hodnot je (0, 7).

ol

Y = arccosx

1 z

y = arctg x

SE

Yy = arccotg x
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2. Cyklometrické funkce jsou spolu vazany vztahy

™ ™
arcsin x + arccos x = 5 € (—1,1); arctg x + arccotg x = 5 T € (—o00,+00).
Ditkaz: Plat{ # = sin(arcsinz) = cos(arccosz) = sin (5 — arccosz) a odtud plyne, Ze
arcsinx = 3 — arccos x. Analogicky provedeme dikaz pro arctg = a arccotgz.

3. Pomoci téchto funkei lze vypocitat inverzni funkce ke goniometrickym i v jinych oborech,
nez byly tyto zakladni intervaly.

Piiklady: 1. Najdéte inverzni funkci k funkci y = 3 cos 2z pro x € <g, 7r> .
Reseni: Prubéh funkee je naértnut na nasledujicim obréazku.

Je zfejmeé cos 2z = sin (Zx — 3—”) a2x — 37” € <—g, g>,

2
muzeme tedy psat

y =3 cos2x = 3 sin (2;1; — 3;) , odtud

22 — 2L — arcsin g, tedy
2 2

3 1
sl yzzﬂ—i-iarcsing; x € (=3,3).

2. Najdéte inverznf{ funkci k funkci y = 2 sin § pro x € <37’T, 97” .
Reseni: Dand funkce je klesajici (viz obrazek).

Y

o — — — — _

| 9
0 | 2

37 xT
2 \J
72 ________________

Plati tedy 2 sin § = 2 cos (% - g) . Ponévadz je § — § € (0,), dostaneme odtud, ze

3
— g = arccos% neboli y = g + 3 arccos g; T € (-2,2).

w8

Definice: Hyperbolickymi funkcemi nazyvame funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosi-
nus, hyperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens, definované piredpisy

et —e™® et +e* shr e —e™® 1 et +e*
shy = ——, chxzi—’— , thr=—=—"— Cthm:—=7+ .
2 2 chr e +e = thr et —e™®
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Poznamky: 1. Hyperbolické funkce jsou zfejmé definoviany na celé ¢iselné ose s vyjimkou
funkce cthz, kterd je definovéna pro x € R — {0}. Jejich grafy jsou na¢rtnuty na nasledujicich
obréazcich.

Y
Y
y = chx
y = shx
0
Z
1
0 T
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
y = the x
N et |
x
,,,,,,,,,, o e e

2. Hyperbolické funkce, stejné jako goniometrické, jsou spolu vazany fadou vztahu, které vsak
nebudeme uvadeét. Zakladni vztah je ch®z — sh?z = 1, ktery snadno ovéffme pFfmym vypoctem.

3. Funkce shx,thz,cthx jsou prosté v celém svém definiénim oboru, chz je rostouci pro
z € {0,00). Existuj{ k nim tedy inverznf funkce, které nazyvame hyperbolometrickymi funkcemi.

Jsou to funkce argshz, argchz, argthz, argethe. (Cteme argument sinu hyperbolického atd). Jejich
grafy nebudeme nacrtavat, jejich analytickd vyjadieni jsou ponechana jako cviceni.

4.3 Limita funkce.

z2—1

P#iklad: Uvazme funkci y = Z=-. Tato funkce je definovana pro z € (—o0,1) U (1,+00)
a muzeme se zeptat na jeji chovani v okoli bodu z = 1. Jestlize dosazujeme hodnoty blizké
1, dostdvame, ze funkéni hodnoty budou blizké 2. Napiseme-li si nékteré hodnoty do tabulky,
dostaneme

x 1,01 0,99 1,001 0,999 1,0001 0,9999
y 2,01 1,99 2,001 1,999 2,0001 1,9999
To nds vede k domnénce, ze se funkéni hodnoty blizi k &islu 2, jestlize se x bliz{ hodnoté 1. Tuto

skutecnost budeme zapisovat symbolem lim1 f :11 =2
xr—
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Poznamka: Ponévadz jsme v predchozim piikladu dosazovali jakési hodnoty x,, — 1, muzeme
tuto skutecnost také pomoci posloupnosti formulovat. Muzeme tudiz vyuzit vét, které jsme si o
limitach posloupnosti odvodili.

Definice: (Heineova definice limity)
Rekneme, ze funkce f md v bodé zy (muze byt i g = £oo) limitu A, (muze byt i A = +00)
jestlize pro libovolnou posloupnost {z,}2>; C D(f) takovou, ze z, # x9 Vn € N, z, — xg
n—oo

plat{ lim f(z,) = A. Zapisujeme lim f(z)= A.
n— oo T—xo
Pozndmky: 1. Jestlize muzeme nalézt dvé posloupnosti {z/,} a {zl} tak, ze x] # xo # xl.,
x), — xg, T — xoapiitom lim f(a])# lim f(z)), pak lim f(x) neexistuje.
n—oo n—oo T—xg
2. Pripady, které mohou nastat v predchozi definici, lze rozdélit na nékolik typu limit.

pro zg, A € R dostaneme lim f(z) = A (vlastnf limita ve vlastnim bodu)

r—T0

lim f(z) =400 nebo lim f(xz) =—oco (nevlastni limita ve vlastnim bodu)

T—x0 T—x0

lim f(z) =A nebo lim f(z)=A (vlastni limita v nevlastnim bodu)

lim f(z) =400, lim f(z) =400, lim f(z)=—-00, lim f(z)=—-00
r—+00 T——00 r——+00 T——00

(nevlastni limita v nevlastnim bodu).

Piiklady:
Pouzitim definice limity a vlastnosti zakladnich elementarnich funkci snadno ovéiime, ze napi.
. 27 . . . . .7 . .

1. im % 11 =2 2. lim l, lim sin £ neexistuji. 3. lim L= 400, lim L — 400 neN.
z—1 T z—07T -0 z z—0 7T z—0 7T

4. lim arctgx =7, lim arccotgx=m, lim thx=1.
r——+00 TrT——00 r——+00

5. lim Inz =400, lim shzx =-—oco, lim chx = +occ.
xr— 400 xTr— —00 Tr— —00

Véta: Bud zg,A € R. Potom lim f(z) = A existuje pravé kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje
T—TQ
flz)— Al <e.

d > 0 tak, ze pro véechna = € R takovd, ze 0 < |z — xo| < ¢ plati

Dukaz: Situace, ktera je popsdna ve vété, se dd nacrtnout na obrazku.
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1. Nechf
Ve>035>0; Vae(zg—d,x0+0),x #4290 = A—c< fla)<A+e

a bud {z,}°, libovolnd posloupnost takovd, ze z, # zo, T, — xo. Odtud plyne,ze existuje
ng € N tak, ze pro véechna n > ng plati |z, —x¢| < § a podle uvedené podminky je |f(z,)—A4| < ¢,
neboli lim f(z,) = A. To v8ak znamend, ze lim f(z)= A.

n—oo

T—wg
2. Necht
35>0V5>0§|z€(xof§x0+5) # xo, ale |f(z) — A| > e.
Zvolme 6, = 1; pak 8§, — 0 a existuje posloupnost {z,}52, tak, ze 0 < |z, — zo| < I, ale
|f(zn) — A\ >5 Odtud plyne ze hm f(x) neexistuje nebo neni lim f(z) = A.

T—T0

Definice: (Cauchyova definice limity)
Rekneme, ze funkce f ma v bodé zg € R limitu A € R, jestlize k libovolnému e > 0 existuje
d > 0 tak, ze pro vSechna z takovd, ze 0 < |z — x| <  plati nerovnost |f(z) — A| < e.

Poznamky: 1. Jestlize uvazime piipady

lim f(z) =400, lim f(z)=A a lim f(x)= +oo,

xTx—xQ xr—Foo r—+oo

dostaneme ekvivalentni definice ve smyslu Cauchyoveé.

lim f(z) =400 <= VK >0[resp.L <0] 30 >0;

T—To

Vo € (xg— 0,20 +9), x #xo = f(x)> K[resp. f(z) < L].

lim f(z)=A < Ve>03IR>0 [resp.S <0] Vo> R[resp.z < S| = |f(z)—A|]<e.

rz—+o0

lim f(z) =200 <= VK >0 [resp.L<0] 3R >0 [resp.S < 0]

r—+o0

Vo >R [resp.x < S] = f(z) > K [resp. f(z) < L].

2. Jestlize se zajimdme pouze o chovani funkce f pro x > xo (resp. x < xg), dostaneme pojem
jednostranné limity.

Definice: Rekneme, 7ze funkce f ma v bodé zg limitu zprava rovnou A, jestlize pro kazdou
posloupnost {x, 152, @, > 20, Tn — o je lim f(z,) = A. Zapisujeme lim f(z)=A
n—oo n—oo 1:—)];0+

Analogicky fekneme, ze B je limitou funkce f v bodé x( zleva, jestlize pro kaidou posloupnost
{n}22y, z, <z, T, — x0 plati lim f(x,) = B. Zaplsujeme hm flx) =
n—oo n—oo

Véta: Rovnost lim f(x) = A plati préave kdyz lim+f(1:) = lim f(z) = A. Tedy obou-
T—x0 T—xT0 T—To—

stranna limita existuje prave kdyz existuji jednostranné limity a jsou si rovny.

Diikaz: 1. Necht lim f(x)=Aabud {x,}5, Tn # Z0, Tn =2 %0 libovoln4 posloupnost.
Potom je f(z ) — A a Je li ndhodou z,, > z¢ nebo z, < xo, Je stale hm flzn) = A, tedy

lim_f(x) = lim_f(x) =

2. Necht lim f(z) = lim f(x) = A a bud {z,}32, libovolnd posloupnost takovd, Ze
T—To—

:C—>£C0
Tpn — Zo, T # To. Oznacéme {z/,} tu podposloupnost posloupnosti {x,}, pro niz je x!, < xq
n—oo
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a {z'} podposloupnost, pro niz z!! > zg. Potom je lim f(z]) = A, lim f(a]!) = A, neboli
n—00 n—oo
lim f(z,) = A.

n—00

Priklady: 1. Vyuzitim grafu zékladnich elementarnich funkei dostaneme napf.

.1 .1 .
lim — =+o00, lim —=-—o0, lim tgz = +oo,

lim tgzx = —o0, lim cotgz = +o0
z—04 T x—0_ @ — I 0

xr x—U4

g 24

2. Je-li f nekonstantni periodicka funkce, pak neexistuji hl}-l fl@)a lim f(z).

Tr——00

Diikaz: Bud p > 0 perioda funkce f a necht z1,75 € D(f) tak, ze f(x1) # f(x2). Potom
51+ 1p — 400, 3+ np — 400, ale f(z1 +np) = f(@1), F(zz +np) = £(zs). Analogicky
pro £ — —oo.

4.4 Veéty o limitach funkci.

Poznamka: Vétsina vét, které v tomto paragrafu vyslovime, budou diky Heineové definici
limity pfimym dusledkem odpovidajicich vét pro limity posloupnosti.

Véta: Funkce f ma v bodé xy nejvyse jednu limitu a rovnéz nejvyse jednu limitu zprava
a jednu limitu zleva.

Véta: Budte zg, A € R a necht existuje lim f(z) = A. Potom existuje § > 0 tak, ze f je
T—T0

omezend v intervalu (xo — 0,20 + 0) — {xo}. Je-li specielné A # 0, pak md f pro
x € (xg — 0,0 + 0) — {xo} stejné znaménko jako A.

Véta: Necht existuji lim f(z), lim g(z). JestliZe existuje § > 0 tak, ze pro 0 < |z —xo| < &
T—To T—T0o
plat{ f(z) < g(x), potom lim f(z) < lim g(z).
Tx—xTQ

T—x0

Véta: (Véta o sevieni)
Necht lim f(z) = lim g(z) = A a predpoklddejme, Ze existuje § > 0 tak, Ze pro
Tr—x0 T—To

x € (xg — 0,x0 + ), x # xo plati f(z) < h(x) < g(z). Potom je téz lim h(z) = A.
T—x(

Dusledek: Bud lim f(x) = 0 a necht je funkce g omezend pro x € (zg — 0,79 + 0),

T—XT0

x # xg, 0 > 0. Potom plati lim f(x)g(z) = 0.
T—Tg
Dukaz: Plati 0 < | f(z)g(z)| < M |f(x)| a dusledek plyne z piedchozi véty.

Piiklad: Ukazte, ze lim z Sin% =0.

x—0

Ponévadz plati | sin%| < 1, dostaneme tvrzeni okamzité z predchoziho dusledku.

Véta: Necht existuji lim f(z) = A, lim g(z) = B a jsou vlastni a bud a € R libovoln4

T—x0 T—x0
konstanta. Potom plati
1. lim [ f(z)] =ad 2. lim |f(z)| = |4| 3. lim [f(z)+tg(z)]=A+B
T—To T—T0 T—T0
4. lim [f(z)-g(z)]=A-B 5. Jeli B#0, je lim ggi; =4,
T—x( T—xg
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Poznamky: 1. Pfedchozi véta plati i pro piipad, ze xg = Foo.

2. Uplnou indukef dostaneme okamzité, ze lim Y fi(z) = 3 A, lim [] fu(z) = [] As,
k=1 T7T0 =1 k=1

T—To 1
jestlize dané limity existuji a jsou vlastni.

3. Pro funkce lze odvodit dalsi vétu, kterd nemd analogii v ptipadé posloupnosti, a sice vétu

o limité slozené funkce.

Véta: (Limita slozené funkce)

Necht lim ¢(z) = yo, lim f(y) = A a piedpoklddejme, Ze existuje A > 0 tak, ze pro
T—xo Y—Yo

r € (20— A,z + A), & # 30 je p(x) # yo. Potom je lim f(p(z)) = A.
Tr—x0

Dikaz: Piedpoklad ¢(x) # yo pro € (xg — A, z9 + A) — {x0} je nutny, ponévadz f nemusi
byt definovdna v bodé y. Bud' & > 0 libovolné. Potom existuje 1 > 0 tak, Ze pro 0 < |y — yo| <7
plati |f(y) — A| < e. Déle k ¢&islu n > 0 existuje §; > 0 tak, ze pro 0 < |z — zo| < J; plati
lo(x) — yo| < n. Polozme § = min(dy, A). Potom pro 0 < |x — x| < ¢ plati |f(e(x)) — A|l < e

a podle Cauchyovy definice limity je lim f(p(x)) = A.
r—xo

Piiklady: 1. lim si22 — 1,
z—0 ¥

Dukaz:
Y

Bud z > 0. Z obrazku je patrné, Ze pro
obsahy piislusnych rovinnych oboru plati
1 . 1 1 sinx . T 1
—sinzxcosr< -z < = neboli cosz < — < . tgx
2 2 2 cosx sinx ~ cosx
Ptrechodem k prevracenym hodnotdm dostaneme sin

i —
1 . sinz > cos 7 0 COS T 1
cosr T

a uzitim véty o sevieni lim =2£ =1,
x—04 T

Ponévadz je funkce Sigm sudd, plyne odtud,
7e lim S22 — 1 neboli lim 802 = 1.
z—0_ < z—0 <

2. lim (1+1)"= lim (1+1)"=1lim(1+a)>

r— 400 T— —00 x—0

I
®

Dikaz: «) Bud {z,}°, libovolnd posloupnost takova, Ze x, — oo a oznaéme k,, = [z,]

n—oo

(celd ¢ést). Potom je

1 1
kp <xp <kp,+1 aodtud 1+ <14 — <14 —.
x

kn,+1 n kn

- 1 kn (i 1\2n (14 1 kn+1
kn,+1 - Ln - kn
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Tn
a limitnim pfechodem dostaneme lim (1 + mi) =e.
n—oo n

B) Polozme x = —t — 1. Je-li x — —o0, pak t — 400 a

1 x 1 —t—1 1 —t—1 1 t+1
LN (1 * x> =t (1 B m) =t <1+1> =M (1 * t) =

v) lim (142)z = lim (1+l)t:e, hm (1+z)= :tlizn (1+%)t:6, tedy lin%)(lJr:z:)% =e.

z—04 t—+o0 T
3. lim MR = 1,
Dtkaz: Je (1
lir% nl+2) = hm In(1+z)= hm In(1 —|—x)% =1

podle véty o limité slozené funkce.
4. lim €1 =1,
z—0 %

=1.

hm

Dukaz: Polozme e* m 1n(1+t)

5.Bud lim f(z) = 0 a nechf existuje 6 > 0 tak, ze pro z € (zg—8,20+0), T # xo je f(x) #0
T—T0
Potom lim {1+ f(z)}'//™) =¢
T—T0

Dikaz: Polozime-li f(x) = ¢, plyne tvrzeni okamzité z véty o limité slozené funkce.

1
6. Vypoctéte hm {5””” } e,

ReSeni: Je

sin x —sin a

. 1 . . 1 . . __sina__\ (z—a)sina
. sinz | #=¢ ) sinz —sina \ *~° ) sinz —sina \ sme—sne
lim | — =lim(l4+ —— = lim 1+ i .
z—a \ sina z—a sina z—a sina

sin a

Podle véty o limité slozené funkce je lim (1 + w) sinw=sina — o g gtaCl tedy vypocitat
T—a sin a
. sinz —sina 1 . sin%5* z+a
lim - = — lim ——=— - cos = cotga.
z—a (x —a)sina  sina z—a z—a 9

Tedy lim (S?mj)m = e%°%% pro a # km, k € Z.

r—a sin a
Pozndmka: V piipadé, ze neexistuje lim f(z), muzeme zkoumat jednostranné limity lim f(x)
T—T0 T—To

a lim f(x). Jestlize vsak ani tyto limity neexistuji, muZeme si polozit otdzku, jak se chovd

T—T0_
posloupnost {f(x,)}, kde z, — z, x,, # xo. Tato posloupnost miuze mit ¢dstecné limity, mezi
nimiz existuje nejmensi a nejvétsi. Tim se dostdvame k néasledujici definici.

Definice: Cislo ¢ nazveme ¢astecnou limitou funkce f pro x — xg, jestlize existuje posloupnost
{zn}8,, n # xg takova, ze x, — x9 a lim f(x,) = c. Nejvétsi a nejmensi ¢dstecnou limitu f
n—oo n—oo

v bodé xy nazyvame horni a dolni limitou funkce f a znacime

lim f(x) =limsup f(x), lim f(x) = liminf f(z).

T—T0 T—xQ T—xg T—T0
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Poznamky: 1. Analogicky, jako v predchozi definici, muzeme definovat jednostranné ¢istecné
limity tedy o
lim f(z) =lmsup f(z), lLm f(z)=lminf f(z),
z—xo+ T—xo+ r—xo+ z—xo+

nebo o
lim f(z)=limsup f(z), lim f(z)=liminf f(x).

T—=To— T—T0— T—xo— T—x0—

2. Je ziejmé, ze lim f(x) existuje prave kdyz
T—x0

limsup f(x) = liminf f(x).

xT—xT0 T—To

Tato spoletnd hodnota je samoziejmé rovna lim f(z).

T—x0

Priklady: 1. Je-li f(x) =sin %, je ziejmé, ze limsup f(z) = 1, lim iélff(x) = —1. Navic kazdé
- z—0 T

¢islo a € (—1,1) je ¢éstecnou limitou funkce f.

2. Najdéte limsup f(z) a liminf f(z), je-li
r—Xo

Tr—xo

sin2 L
T

f(z) = (1 + sin? i)

Reseni: Funkce f neni definovdna v bodech z, = ﬁ (k € Z). Plati vsak, ze existuje
lim f(z) pro libovolné k € Z. Skuteéné bud k libovolné, ale pevné a {u, }5°; libovolnd posloup-
T—ITg
nost takova, ze u, # xj, u, — . Potom je lim f(u,) = e. Jestlize nyni dodefinujeme funkci

n—oo n—oo

f v bodech zj, predpisem f(zx) = e, je jiz f definovéna v jistém prstencovém okoli bodu 0, dokonce
v R — {0}. Oznacme g(t) = (1 +t)'/%, kde ¢t = sin® 2. Potom je g definovéna v intervalu (0,1)
a je tam klesajici (ovéite si). Tedy

su t) = lim ¢g(t) = e a max g(t) = g(1) = 2.
S 9(0)= i o) = 0 max o(1) = g(1)

Odtud plyne, ze o
lim f(x) =2 a Tm f() =c.

z—0

Poznamky: 1. Ditkaz tvrzeni, Ze je funkce g(t) = (1 + t)'/* klesajici, je mozno provézt
elementarné, jestlize si uvédomime, ze posloupnost a,, = (1 + %)1/ " pomoci niz jsme zavedli &slo
e je rostouci a tedy kazda z ni vybrand posloupnost je také rostouci.

2. Predchozi piiklad se trochu lisi od béznych piikladi na vypocet limity tim, ze dand funkce
nebyla puivodné definovana v jistém prstencovém okoli bodu xg. Tento problém odstranime pozdéji,
az budeme definovat limitu vzhledem k mnoziné.
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Kapitola 5

Spojitost funkce.

5.1 Spojitost v bodé.

Definice: Rekneme, ze funkce f je spojitda v bodé z, jestlize lim f(z) = f(z0).

r—xQ
Poznamka: Ponévadz je spojitost v bodé definovana pomoci limity, plati okamzité vSechna

tvrzeni, ktera byla pro limity odvozena.

Véta: Funkce f je spojitd v bodé xg pravé kdyz k libovolnému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
pro viechna x € (xg — 6, z9 + 6) plati |f(z) — f(zo)| <e.

Véta: Funkce f, g necht jsou spojité v bodé zg, a € R libovolnd konstanta. Potom jsou
v bodé z( spojité také funkce a f, |f|, f £ g, f - g. Je-li navic g(zp) # 0, je v bodé z( spojitd
i funkce "

Véta: (Spojitost slozené funkce)
Bud ¢ funkce spojitd v bodé g, f funkce spojitd v bodé yo = ¢ (o). Potom je slozend funkce
f o spojitd v bodé zg.

Dikaz: Plati lim ¢(z) =y, lim f(y) = f(yo). Ponévadz je f definovdna v bodeé yg, plyne
z—o Y=o

vysledek rovnou z véty o limité slozené funkce.

Definice: Rekneme, ze funkce f je spojitd zprava (resp. zleva) v bodé zg, jestlize
im () = f(xo) (resp. Jim () = [(x0))
" _

Véta: Funkce f je spojitd v bodé xy pravé kdyz je v bodé xg spojitd zprava i zleva.
Dukaz: Je-li lim f(z) = f(zo), potom lim f(z) = lim f(z)= f(zo) a obrécené.
T—T0 T—Toy T—To_

Definice: Rekneme, 7e funkce f mé v bodé xy nespojitost prvniho druhu, jestlize exis-

tuji vlastni limity lim f(z) = A, lim f(z) = B. Cislo s = A — B nazyvame skokem
T—To, T—To_

funkce f v bodé xg. Je-li s = 0, fekneme, Ze f ma v bodé x(y odstranitelnou nespojitost. Pokud
alesponn jedna z uvedenych limit neexistuje nebo je nevlastni, fekneme, ze f m&a v bodé xzg
nespojitost druhého druhu.
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Poznamka: Jestlize m4 funkce f v bodé zy odstranitelnou nespojitost, pak ji lze dodefinovat
v bodé ¢ tak, aby byla spojitd. Staci polozit f(xg) = lim f(x).
r—TQ

z-1_4

Priklad: Vysetiete body nespojitosti funkce y = £

r2—1 °

Reseni: Funkee je definovana pro x € (—oo, —1) U (—1,1) U (1, +00), tedy #1 = 1 a 25 = —1
jsou body nespojitosti. Dale plati

et -1 el 1 1

lim —— = lim - lim = —.
z—1 2 —1 z—1 x—1 z—1x+1 2

Jestlize polozime y(1) = %, je y spojitd v bodé ;1 = 1 a tento bod je odstanitelny bod nespojitosti.
V bodé x5 = —1 je situace nésledujici

i et~ 1 I et~ 1 1 n I et~ 11
im —= lim — - = +00, im ————— = —o0.
z——1p 2 —1 e—-1; x—1 2+1 e——1_ x2—1
Funkce y ma v bodé zo2 = —1 nespojitost druhého druhu. Jestlize jesté pridame, ze
er~1 -1 e |
lim ——— =400, (pozdé&ji uvidime pro¢) lim —— =0,

z—+o00 72 —1 z——o0 g2 —1

muzeme zhruba nacrtnout graf funkce y.

5.2 Spojitost v intervalu.

Definice: Rekneme, 7e funkce f je spojitd v intervalu Z, je-li spojité (oboustranné) v kazdé
vnitfnim bodu Z a jednostranné spojita v krajnich bodech Z.

Poznamka: Vsechny elementarni funkce, zavedené v predchozi kapitole, jsou spojité v celém
svém definiénim oboru. Elementdarni diukazy téchto tvrzeni jsou dosti pracné; jestlize pozdéji
vyuzijeme diferencidlniho poctu, dostaneme je okamzité.

Definice: Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojita v intervalu Z, jestlize k libovolnému
e > 0 existuje d > 0 tak, ze jakmile z y € Z, |z — y| < d, potom |f(z) — f(y)| < e.
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Poznamky: 1. Jestlize zvolime jeden z bodu v predchozi definici pevné, dostaneme okamzité,
ze f je spojita. Tedy kazda stejnomérné spojita funkce je spojita.

2. Pomoci kvantifikdtoru lze piehledné zapsat definici funkce spojité a stejnomérné spojité v
intervalu Z. Bude také vidét, jaky je mezi obéma definicemi rozdil.
Spojitost
VeeZ Ve>0 3d(e,z) >0 (VyeZ;lz—y|<d)=|f(z)— fly)| <e

Stejnomérna spojitost

Ve>036(e) >0 (Va,y eT; [x—y| <6) = |f(z) - fly)l <e.

3. V dalsim se budeme zabyvat funkcemi spojitymi na uzavieném intervalu (a,b). Ukazuje se, Ze
takové funkce maji fadu dulezitych vlastnosti.

Véta: Bud f spojitd v uzavieném intervalu (a,b). Potom je f stejnomérné spojita v (a, b).

Diukaz: Predpoklddejme, ze f neni stejnomérné spojitda. To znamend existuje € > 0 tak, ze
pro vSechna 0 > 0 existuji z,y € (a,b) takova, ze |z —y| < J, ale |f(z) — f(y)| > €.

Zvolme 6, = L — 0. Pak existuji z,,, y,, € (a,b) tak, ze |z, —yn| < L, ale |f(z,) — f(yn)| > €.
Z posloupnosti {z,}52 ; 1ze podle Weierstrassovy véty vybrat poslounost {xy, }22 ;, kterd konver-
guje. Necht zy, — mo. ponévadz [Ty, — yk,| < ,% — 0, je i yp, — xo. Ze spojitosti funkce

n— oo n n—0o0 n—oo
f plyne, ze
f@r,) — f(@o), fyr,) — f(wo).
n—oo n—oo

Na druhé strané vsak plati | f(xg,) — f(yk, )| > € > 0 a tento spor dokoncuje dukaz véty.

Piiklad: Pro otevieny interval véta neplati. Funkce y = % je spojitd v intervalu (0, 1),

1 /

ale nenf tam stejnomérné spojitd. Jestlize zvolime na pitklad x, = -, x], = %, je

z, — 0,2, — 0 ale |y(z,) —y(z),)| =n— .

Véta: Funkce spojitd v uzavieném intervalu (a,b) je na tomto intervalu omezend.

Dukaz: Pfedpokladejme, Ze f neni omezend v (a,b). Interval (a,b) rozdélime a bud (a;,b1)
ta polovina, kde f neni omezend. Jestlize pokracujeme timto zpusobem déle, ziskdme posloupnost
intervalu (a,b), (a1,b1), (a2,bs), ... takovou, ze lim a,, = lim b, = c¢. Ponévadz je f spojitd

n—oo n—oo

v bodé ¢, existuje k ¢islu e = 1 éislo 6 > 0 tak, ze pro
z€(c—6,c+90) je fle)—1< f(x) < fle)+ 1.

V intervalu (¢ — d,c¢ + &) v8ak lezi vSechny intervaly (a,,b,) pocinaje jistym indexem a to ddva
spor.

Poznamka: V piipadé, ze dany interval neni uzavieny, véta neplati. Staci volit y = % pro
xz € (0,1).
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Véta: Funkce spojitd v uzavieném intervalu (a,b) nabyvd na tomto intervalu své nejvétsi
a nejmensi hodnoty. Tedy existuje alespon jeden bod ¢; € (a,b) tak, ze f(c;) = sup f(x)
z€(a,b)
a alespon jeden bod ¢z € (a,b) tak, ze f(c2) = i?fb) f(z).
xre(a,

Diukaz: Podle piedchozi véty je f omezend na (a, b) a polozme G = sup f(x). Predpoklddejme,
z€(a,b)
7e pro x € (a,b) plati f(z) < G. Potom je funkce G — f > 0 spojitd na (a,b), tedy ﬁ je také
spojitd a tudiz omezend. Existuje tedy K > 0 tak, Zze pro = € (a,b) je G%f(w) < K. Odtud plyne,
ze f(x) < G — 3 pro viechna x € (a,b) a to je spor s definici G.

Véta: Bud f spojitd v uzavieném intervalu (a,b) a necht plati f(a) < 0, f(b) > 0. Potom
existuje alespon jeden bod ¢ € (a,b) tak, ze f(c) = 0.

Diikaz: Interval (a,b) rozpilime a bud (ay,by) takova €dst, ze f(ai) < 0, f(by) > 0. Je-
li ndhodou f(a;) = 0 nebo f(b;) = 0, jsme hotovi. Jestlize pokrac¢ujeme takto dale, ziskdme
posloupnosti

a<a1<ar<---<a,<---<b,<---<by<b; a lim a, = lim b, =c.
n—oo n—oo

Protoze je f(an) <0 a f(b,) > 0, plyne ze spojitosti f, ze

lim f(a,) = f(c) <0 a nh—{EO f(bn) = f(c) 20, tedy f(c)=0.

n—oo

Poznamka: Predlozeny postup dukazu je téz metoda, kterou je mozné hledat feSeni rovnice
f(z) = 0. Ukazuje se, ze tato metoda je zdlouhavéd a neobratnd, ale vyzaduje pouze minimaln{
predpoklady pro f, t.j. spojitost.

Piiklad: Reste pfiblizné rovnici 2% — 4z = 0.

Reseni: Je snadné zjistit, Ze jeden kofen je x; = 4. Jestlize oznacéime f(z) = 2% — 4z, pak
f(0)=1>0, f(3) =V2—-2<0, tedy v intervalu (0, 1) lez{ dalsf kofen rovnice f(z) = 0.
Jestlize touto metodou pokracujeme déle, dostaneme ptibliznou hodnotu 2 = 0,3990692, pro niz
je f(xz2) = 0,000000038384.

Disledek: Je-li f spojitd v {a,b), f(a) = A, f(b) = B, kde A # B, pak funkce f nabyva
vSech hodnot mezi A a B.

Duikaz: Nechf je na piiklad A < B a bud yy € (A, B) libovolna hodnota. Potom pro funkci
h(z) = f(x) —yo plati h(a) = A—yo <0, h(b) = B —yp > 0 a podle predchozi véty existuje bod
¢ € (a,b) tak, ze 0 = h(c) = f(c) — yo.

Dausledek: Je-li f spojitd v (a,b), pak nabyvéd vSech hodnot mezi maximem a minimem.

Dikaz: Podle véty o nabyvani nejvétsi a nejmensi hodnoty existuji body z1, z2 € (a,b) tak,
ze f(xzy) = m(ax> f(z) =B, f(z2) = Héiﬂ)f(:c) = A. Nyni sta¢i pouzit pfedchoziho dusledku na
E(a,b z€(a,b

)

interval (a1, z3) nebo (xq,x1).
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Kapitola 6

Diferencialni pocet.

6.1 Derivace a diferencial.

Definice: Bud f funkce, kter4 je definovéna v jistém okoli bodu xzq. Jestlize existuje limita

, . flxo+h) — f(xo)
/(o) = Jim It

pak tuto limitu nazyvédme derivaci funkce f v bodé zg. Je-li f'(zp) nevlastni, pak fekneme, Ze
f méa v bodé x( nevlastni derivaci. Jestlize uvedend limita neexistuje, fekneme, ze f nemé v bodé
xo derivaci.

Analogicky

— lim f(zo+h) — f(z0)
h—04 h

£ (o) {resp. 7 (a0) = lim f (o +h})L — /(o)

nazyvdme derivaci funkce f v bodé xq zprava [resp. zleva].

Poznamky: 1. Pro oznaceni derivace budeme téZ pouzivat néktery z nédsledujicich symbola

df(o)  df(x) daf

T odx

’ ,x ) "= .
dr dr . ) y( 0) Yy ‘z_zo

T=x0

2. Derivace je zdkladnim pojmem diferencialniho poc¢tu, mé vsak celou fadu pouziti i v jinych
oborech jako fyzika, technika, ekonomie a pod.

3. Budeme zkoumat otdzku nalezeni teény ke kiivce y = f(x) v jejim bodé Plzo, f(x0)].

Flzoth) = f(zo)
h

Pomeér znamend smeérnici secny, kterd

spojuje body P a Q. Tedy derivaci f’(z¢) lze povazovat
za smérnici hledané te¢ny v bodé P. Pozdéji tento
vysledek zformulujeme do véty.
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4. Uvazujme pohyb bodu po piimce a nechf je jeho poloha v kazdém Easovém okamZziku t
urcena funkef s(t). Potom pomér %)_g(t") predstavuje prumérnou rychlost pohybu v ¢asovém
intervalu (to,to + h) a s'(tg) je okamzitd rychlost v case to.

5. Jestlize oznaéime y(t) pocet bakterii v zivném roztoku, pak je zndmo, ze rychlost jejich
mnozeni je imérnd jejich mnozstvi. Plati tedy rovnice (oiTt = ky. To je jednoducha diferencialni
rovnice, jejimz feSenim se budeme zabyvat pozdéji.

6. Jestlize v definici derivace oznac¢ime xg + h = z, je mozno derivaci definovat predpisem

Flon) — tim £ =)

T—To T — Xo

Analogicky pro jednostranné derivace

i) = tim LW ZI@) oy L@ = @)

T—T0 4 r — X Tr—xo_ T — X0

Téchto vyjadieni bude také v dalsim pouzito.
Piiklad: Funkce y = 22 m4 v kazdém bodé zy derivaci 3’ = 2.

tkaz: { (22 — iy @&oth)=zf _ _
Dikaz: Plati (2%)|z=z, = }lllmo 7 = %Hr%) (229 + h) = 2.

Véta: Derivace funkce f v bodé g existuje pravé kdyz v bodé xg existuji derivace zprava
a zleva a jsou si rovny.

Priklad: Bud y = |z|. Potom funkce y nemé v bodé x¢ = 0 derivaci.
! Y

y = |z

/

Snadno se ukdze, ze 3/, (0) =1, ¢ (0) = —1.

Véta: Bud f funkce, T'[xg,yo|, kde yo = f(zo) bod grafu f. Jestlize existuje vlastni derivace
f'(xo), md kiivka y = f(x) v bodé T tecnu, jejiz rovnice je

y—yo = f'(x0)(x — x0).

Poznamka: S tecnou v bodé T[xg,yo] tzce souvisi téz norméla dané kiivky, tedy piimka
kolmé na tecnu v bodé dotyku. Jeji rovnice je

pokud je f'(zg) # 0.
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Véta: Ma-li funkce f v bodé zg vlastni derivaci, je f spojitd v bodé zg.
Ditkaz: Je lim {f(zo + h) — f(x0)} = lim Heoth=i(@o) . = f/(20) -0 = 0.

Poznamky: 1. Predchozi vétu nelze obratit, tedy existuji spojité funkce, které nemaji derivaci.
Analogicky, jestlize pfipustime i nevlastni derivace, véta uz nebude platit. Uvazme funkci y = sgn x.
Potom pro zy = 0 plati

) h —sgn0 .1 . sgnh—sgn0 .o -1
L(0)=1 Senh —sent _ 1 = 0)= 1 P T RSN
vi(0) =g = g, = oo (0= g = R

tedy ¢’ (0) = +o00 a funkce y nenf spojitd v bodé xg = 0.

2. Analogickou vétu lze dokézat i pro jednostranné derivace a jednostrannou spojitost.

Véta: Budte o, 3 € R konstanty, f,g funkce. Necht existuji vlastni derivace f/(xo), g (xo)-
Potom plati

1. Funkce af + 8g ma v bodé xg derivaci af’(zo) + B9’ (o).
2. Souéin f-g méd v bodé zq derivaci f'(xo)g(zo) + f(x0)g' (z0).

3. Je-li g(zg) # 0, ma funkee 5 v bodé zg derivaci f/(wo)g(f”;();jggo)gl(wo).
Dukaz: 1.

[af + Bglh_y, = }llin% {af(zo + h) + Bg(zo + Z)} —{af(z0) +Bg(zo)} _

h) — h) —
=a fllli% J(xo + })L f(zo) 48 ;llli% g(xo + })L g(xo) _ o f'(x0) + B g (o).
2.
(£ Loy = Jim LT W00 1) — fla0) () _
_ iy T @0 1) g(xo + h) = f(wo) g(ao + k) + f(wo) g(wo + 1) — [ (o) g(z0) _
h—0 h
h) — h) —
= tim g+ ) LEII) TG0 gy g 20 1) ()
= f'(z0) g(x0) + f(w0) ¢'(x0), protoze ,lliirbg(xo +h) = g(xo).

3.

R e

. 1 . f(@o +h) — f(xo)
= M o ¥ ) 9(0) {g( o) h

Vysledek nyni plyne z definice derivace a ze spojitosti funkce g v bodé .

g(zo + h) — g(z0)
— f(=o) 0 h > }

Poznamka: Jestlize oznacime u = f(x), v = g(x), lze predchoz{ vzorce prepsat piehlednéji
ve tvaru

(au+ o) =au + B0 (uv) =u v+ uv';
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Véta: (Derivace inverzni funkce)
Bud f ryze monotonni v intervalu Z, zg € Z vnitin{ bod. Necht existuje f’(xo) # 0. Potom
mé inverzni funkce f~! derivaci v bodé yo = f(z0) rovnou

1
f(20)

{F"Y (o) =

Dukaz: Plati

f_l(y)—f_l(yo): T — X —1. f(x) — f(zo)
Y—%Yo f(z) — f(xo) . T — X0

)
kde y = f(z), yo = f(x0). Jestlize x — x, pak y — yo a odtud dostaneme okamzité tvrzeni véty.

Véta: (Derivace slozené funkce)
Necht m4 funkce ¢ v bodé x¢ vlastni derivaci ¢'(zo), funkce f v bodé yo = ¢(zg) vlastni
derivaci f/(yo). Potom m4 slozend funkce f o ¢ v bodé xg derivaci f'(yo) - ¢’ (o).

Dikaz: Jestlize napiSseme formélné

fle(@) — fle(xo) _ fy) — f(yo) (@) — (o)

- )

T — Xo Y—Yo T —Xo

kde y = ¢(x), yo = ¢(x0), zd4 se, ze vysledek plyne okamzité z definice derivace. Muze se vsak
stét, ze p(z) = ¢(xp) 1 pro x # xp a tam nas postup selze.
Oznacme F'(z) = f(p(z)). Mdme dokézat, ze

F/(z0) = lim f(e(@)) = flo(x0))

T—T0 T — o

= f"(yo) - ¢' (o).

Definujme funkci ® predpisem

O(y) =
0 pro y = yp.

Ponévadz je lim ®(y) = f'(yo) — f'(yo) = 0, je funkce @ spojitd v bodé yg. Funkce ¢ je spojitd
Y—Yo

v bodé xg, protoze ma vlastni{ derivaci v tomto bodé. Tedy slozena funkce ®(p(x)) je spojitd
v bodé xg, tj. lim ®(p(x)) = ®(p(zo)) = P(yo) = 0. Déle plati
r—xg

w(p(o)) = LEDZLEGD ) pro i) 2,

‘] che upra“e Odtud dOStaI en e7 Zve prO kazdé X 7é x T € 1)( ) Ve, Zve (D(x) y1
pla 1 Sﬁ tako (S #

T — X0 T — X0

Tento vztah ale plati i pro takovad x # xg, pro néz je ¢(x) = yo. Nyni je

F'(z0) = lim Fla) = Po) _ , fe@) = fle@o) _ [<I>(<p(a:))+f’(yo)]M -

T—To Tr — X T—x0 Tr — X T—x0 Tr — X

— | 1im @) + tm f o) | tim PO @) gy ).

T—xg T—Ig T—xg r — X
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Pozndmky: 1. Jestlize oznacime y = f(¢(x)), pak je podle predchozi véty v’ = f/'(¢(x))-¢'(2),
tedy derivaci vnéjsi funkce nasobime derivaci vnitini funkce.

2. Predchozi véty jsou podstatné pro vypocet derivaci a je tieba je dobfe znat.

3. Jestlize v definici derivace bod xg nahradime libovolnym bodem z, je f/(z) = ’1111% W

a derivace funkce f(z) je opét funkce, kterou budeme znacit f'(z).

Derivace zékladnich elementdrnich funkei.

1. Je-li f(x) = C (konstanta), je f'(z) =0 pro z € (—o0, +00).

Dz fl@+h) - f(z) ¢-C
/ s r+n)—fx) .. -0
@) = Jimy T = i =0
2. Je-li f(x) =a" pron € N, je f'(z) =nz" ! pro z € (—oo, +00).
Dukaz:
/ N (x+h)n —a" T n—1 n n—2 n—1{ _ n—1
f(x)—%:rrloih _;ILIE%){THU tly)® h+---+h =nz"".

3. Je-li f(z) =€, je f'(x) = €® pro x € (—o0, +00).

Dukaz:
em+h x h _ 1

TN . 1: _e:z~e _ T
F(@) = Jim ———— =¢" lim —— ="

4. Jeli f(z) =Inz, je f'(z) = L pro x € (0, +00).
Dukaz: Plati

! 1
y=Ilnz <z =¢Y, tedy [Inz] = = =

5. Je-li f(z) =sinz, je f'(z) = cosx pro x € (—o0, +00).

Dikaz:
i h) — si 2 sin2 cos (z + 2 in2 h
f'(z) = lim sin(@ +h) - sine lim — 2 (z+3) = lim o2 cos (z+ 2 ) = cosa.
h—0 h h—0 h h—0 ’EL
6. Je-li f(z) = cosz, je f'(z) = —sinzx pro x € (—oo, +00).
Dikaz:
h) — —2sin (x4 &) sin 2 sin 2 h
f,(x):}{ii%cos(:r+h) COSIZ}LE% ( - 5) sin 5 :_}1}3%) gz-sin<x+2>:—sinx.
7. Je-li f(z) =tgw, je f'(z) = = prox €R, v # (2k+1)5, k€ Z.
Dtikaz: ,
, sin x cosz cosx — sinz(—sinx) 1
[tgm} = = = .
CoS T cos? x cos? x
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8. Je-li f(z) = cotgux, je f'(x) = _sinlzz prox € R, x#kn, ke€Z.
Dukaz:

sin’ z sin?

, cosv]’ —sinzsinz —cosxcosz 1
[cotgz] = o e

9. Je-li f(z) = arcsinz, je f'(x) \/117? pro z € (—1,1).

Dikaz: Plati y = arcsinz <= = = siny, tedy

1 1 1 1
f/(w): - S — = = ,
[siny]"  cosy /1—sin®y V1-—2a2

ponévadz je y € (—g, %) a plati tedy cosy > 0.

10. Je-li f(x) = arccosz, je f'(z) = —ﬁ pro z € (—1,1).

Diikaz: Ponévadz plati arcsinx + arccosx = 5 pro x € (—1,1), dostaneme tvrzeni okamzité
zderivovanim této identity.

11. Je-li f(x) = arctg z, je f'(z) = ﬁ pro z € (—o0, +00).

Dikaz: Plati y = arctg © <= = = tgy a podle véty o derivaci inverzni funkce dostaneme
1 ) 1 1

t g = = = .
[arctg ] 2] cos” y Ty 1ia?

12. Je-li f(x) = arccotg x, je f'(x) = —Tlﬁ pro = € (—00, +00).

Dikaz: Tvrzeni dostaneme okamzité zderivovdnim identity arctg = + arccotg x = 7, platné
pro z € (—o0, +00).

13. Je-li f(x) = a® (a > 0), je f'(x) = a” Inz pro z € (—o0, +00).

Diikaz: Je a® = e @ = e "2, Jestlize polozime v = = Ina, plyne z véty o derivaci slozené
funkce, ze

[a”] =(e") -u' =a" Ina.

14. Je-li f(z) =log,z (a >0, a#1),je f'(z) = = pro = € (0,+00).
Dtkaz: Plati y =log, x <= a¥ = z, tedy
1 1 1

1 r_ — = .
[Ogax] [ay]/ a¥ Ina z lna

15. Je-li f(z) =2" (ne€R),je f'(z) =nz" ! pro x € (0, +00).
Dtkaz: Plati )
[mn]/ — [enlnz]/ — o lnw.n. - :nxn—l'
x

16. Je-li f(x) =shz, je f/(z) = chz pro z € (—o0, +00).

Dtkaz: Je

f(z) = % [e —e_r}/ = % [e"+e "] =cha.
17. Je-li f(x) =cha, je f'(x) =shz pro € (—o0, +00).
Dikaz: Je

f(x) = % [e"+e x]/ = % [e" —e "] =sha.

99



18. Je-li f(z) = thz, je f'(z) = & pro x € (—o0, +00).
Dikaz: Plati

Pla) = [th}/ _ ch?z — sh’z _ 1
chzx ch’z ch?z’
19. Je-li f(z) = cthz, je f(z) = — 55 pro z € R — {0}.
Dikaz: Je
o) = {ch:z:]’_ sh?z — ch’z _ 1
shx sh?z sh’z

20. Je-li f(z) = argshz, je f'(z) = ﬁ pro x € (—oo, +00).
Dikaz: Ponévadz plati y = argshx <= x = shy, je tedy
1 1 1 1

fla)= [shy]’ :@: \/1+sh2x B V1422

21. Je-li f(x) = argchz, je f'(z) = ——— pro x € (1, +00).

z2—-1

Diukaz: Je y = argcha <= x = chy pro y € (0,4+00) a tedy

@ =g = = ——=
= [Chy} _Shy_ \/ch2y—1 _\/.7;2—1.

22. Je-li f(x) = argthz, je f'(z) = = pro z € (—1,1).

1—x2
Dikaz: Plati y = argthz <= x = thy, tedy
1

f(x) = T ch®y =

11
l—thzy_ 1—x2

23. Je-li f(z) = argcthz, je f'(x) = ﬁ pro z € (—oo,—1) U (1, 400).
Ditkaz: Plati y = argcthx <= 2 = cthy, tedy

1 . 11
B ~ 1—cth®y 1-—2?

Pozndmka: Uvedené vzorce s vyjimkou vzorcu 20 — 23 se pouzivaji tak ¢asto, ze je bezpodmi-
ne¢né nutné je znat zpaméti. Stejné tak je tfeba se naucit natolik derivovat, ze budeme schopni
mechanicky vypocitat derivaci libovolné funkce.

Piiklady: 1. Vypoététe derivaci funkce y = 32r¢te (z sina+ Yeotgz)

Reseni: Pro zacdtek je vhodné si danou funkci rozepsat pomoci Fetézce zdkladnich ele-
mentarnich funkei. Je tedy

y=3" wu=arctgv, v=2xsinz+ Jw, w=cotgzx.

Odtud podle véty o derivaci slozené funkce dostaneme

W

o/ =3"In3-
o2 Y BT 2

. 1 — 12
(smx—l—xcosx—&—gtz} cw') =

()t

y/=3”lnu-u’:3“lnu~1

o

=3“In3-

1 1
T2 {sinm—&—xcosx—l—sw_
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Jestlize se vratime k puvodni proménné, dostaneme
1 . 1 _2 1
- 5-ysinz +x cosx + s cotg 3 x| ——— .
14 (x sinx + Jcotgx) 3 sin®

sin x

y/ — garctg (z sin z+ cotg x) In3

2. Najdéte derivaci funkce y = x

sinm)

_ sinz Inax ! _ sinm
Jey=e""" 7 tedy y —ac“””"(cosxlnx—&— -

Definice: Bud f funkce, xg, h &isla. Potom vyraz f(zg + h) — f(xo) nazyvdme piiristkem
funkce f nebo diferenci funkce f v bodé x.

Pozndmka: Polozime si nyni otdzku, za jakych podminek je mozno piirustek funkce f vyjadfit
tak, ze jeho rozhodujici ¢dst bude linedrni, tedy f(xo + h) — f(x9) = Ah. Pro presné vyjadieni
piirustku funkce f budeme pozadovat, aby chyba, které se dopustime, byla fadové vyssi nez h,
tedy

f(xzo+h) — f(zo) = Ah+ hn(h), kde flbli% n(h) = 0.

Abychom tuto podminku splnili, musi platit

f(wo+h) = f(xo) = Ah _
h

n(h), tedy 4= im TEOHENZTEO) _ gy

Tim dostavame

Definice: Necht funkce f md v bodé zo vlastni derivaci. Potom vyraz f’(x¢)h nazyvame
diferencidlem funkce f v bodé zg a znacéime df (zo), dy a podobné.

Poznamky: 1. Diferencidl funkce ma velmi jednoduchou geometrickou interpretaci. Je to
totiz piirustek na te¢né, sestrojené v bodeé [xo, f(xo)].

Y Dile je ziejmé, #e priblizné formule
f(zo+h) = fzo) = df (o),
Af(xo) mneboli f(xo+h) = f(xo) + df (x0)
df(xo) lze pro mala h vyuzit k pribliznému
\ 0\ \ vypoctu funkénich hodnot.
Zo zo+h T

2. Protoze xy mohl byt libovolny bod, budeme jej v dalsim vétsinou opét znacit z. Je-li specielné
f(x) ==z, je f'(x) =1 atedy d f(z) = de = 1- h a pro diferencidl budeme pouzivat tradi¢niho,
i kdyz ne zcela piesného znaceni dy = f'(z) - dx.

N ; . . P ‘ .2 . . df(x)
3. Jestlize se nyni ve svétle pfedchoz{ pozndmky podivame na symbol pro derivaci =~
nebo %, Ize jej povazovat za podil dvou diferenciala.

3. Diferencidlu je mozno pouzit k odvozeni derivace parametricky zadané funkce. Paramet-
rickym vyjaddrenim funkce rozumime dvojici z = ¢(t), y = ¥(t), kde t € (a, 8). Je-li na piiklad
@ prostd funkce, je mozno psat y = 1 ((p_l(x)) a muZzeme si polozit otdzku, jak se vypocita
derivace %. Podle vzorce pro derivaci slozené funkce dostaneme

dy Y'(t)

Pov @) @) =5

61



Predpoklad existence ¢! vSak nenf vzdy splnén, [viz na pifklad parametrické rovnice jednotkové

kruznice x = cost, y = sint; t € (0,27) ] presto dany vzorec plati.
Piiklady: 1. Vypoctéte piiblizné /1000.

Reseni: Uvazme funkei f(z) = {/a” + 2. Potom je f(0) = a, f’(0) = —i— a dostaneme
tedy pribliznou formuli

1
var+x =a+ .
nanfl

Jestlize nyni polozime n = 10, a = 2, z = —24, dostaneme %1000 = 2 —
zatimco presnéjsi hodnota je 1,9952623.
Analogicky je mozno pro mald x odvodit pfiblizné formule

W == ]. 9951125

1
\/1+x£1+§x; " =1+ In(l+2z)=uz; sinx=uz; tge=x

a pod.

2. Bud'te z = ( , y = (t) funkce, které maji v intervalu Z derivace a ¢'(t) # 0 v Z. Potom
Y (t)
()"

existuje derivace ¢ &=

5 d;/ _ yi)dt _ Y(t)
Dukaz: Plati dv = PO = gD

6.2 Derivace a diferencialy vyssich radua.

Definice: Bud f funkce, kterd m4 derivaci f’. Derivaci funkce f’ (pokud existuje) nazyvime
druhou derivaci funkce f a znacime f”. Obecné derivaci (n — 1)—vé derivace nazyvdme n—tou
derivaci (nebo derivaci n—tého fadu) a znacime (™).

Poznamky: 1. Alternativni znaceni pro druhou derivaci jsou

2f P, Py
d2’ dz? Y da?

f(=),
a podobné. Analogicky pro n—tou derivaci.

af odrfl@) oy d'y

dzn’  dam Todzn

f(n) (x),

Je-li n = 0, pak polozime () (z) = f(x).

2. Podle definice druhé derivace je

, , lim {f(mo+h+k)ff(x0+h) _ f(m0+k),f(m0)}
f”(l’ ) _ hm f (-’I/‘O + h) — f (.’L'O) _ hm k—0 k k
0 h—0 h h—0 L

Jestlize méme zaruc¢enu existenci f”(zq), muzeme polozit k = h a dostaneme

' (ao) = i T IN 200 1) 1 (w0)

Polozime-li k£ = —h, dostaneme analogicky

f" (o) = }ILILI%) flwo+h) = 2];5;50) + f(wo — h)'
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Véta: (Leibnizova formule)
Maji-li funkce u,v v bodé xg derivace az do fadu n—tého, ma v tomto bodé n—tou derivaci i
soucin u - v a plati

n
(u-u)™ = Z <Z> u™ R p® - kde ul® = u, v = 0.
k=0

Diikaz: Provede se iplnou indukci jako dukaz binomické véty.

Priklady: 1. Najdéte n—tou derivaci funkce y = In x.

Reseni: Plat{

! (n—1)!
_ - _ - _“~ 2 . ¢, (n) _ (_1yn—1
=y = Y=gy =3 a odtud indukef y'™ = (—1) o
2. Vypoététe n—tou derivaci funkce y = 22 e®.
Reseni: Polozme v = z2, u = ”. Potom je
v =2z, v =2, V" =0, ,v(") =0, v =€ u' =¢€", ,u(") =e"

a podle Leibnizovy formule plati y(™) = z2e® + 2nze® + n(n — 1) e®.

3. Vypoctéte %, je-li x = (t), y=1(¢).

Reseni: Podle piikladu z konce piedchoziho paragrafu je % = Z’,Eg , tedy pro druhou derivaci
plati

ey _d(#) (5 _covo-sove

da? da o' (t) dt ()]

3
Timto zpusobem muzeme pokracovat dale pii vypoctu 37%{ atd.

Pozndamka: Uvazime-li diferencidl funkce dy = f’(x)dz, je to funkce proménné z a téz
prirastku A (nebo dx). Jestlize predpokldaddme, ze h je v kazdém bodé x stejné, dostaneme funkci
jedné proménné a muzeme se ptat, jak vypadd diferencidl této funkce, neboli d(dy). Tim se
dostavame k definici diferencialu n—tého radu.

Definice: Bud dédna funkce y = f(x). JestliZe existuje diferencidl funkce dy, nazyvame jej
diferencidlem druhého fadu a znacime d?y.
Obecné diferencial n—tého fadu definujeme predpisem d"y = d (d"‘ly) .

Poznamky: 1. Plati dy = f'(x)dx, tedy d?y = d(f'(x)dx) = f"(x)dx?. Indukei odtud
dostaneme, ze d"y = f)(z) dz™.

2. Diferencial n—tého fadu funkce f tedy existuje pravé kdyz existuje n—ta derivace funkce f
a pojem n—tého diferencidlu se zda byti zbyteény. Jeho dulezitost se vSak ukaze az v souvislosti
s funkcemi vice proménnych. Jestlize vSak uvdzime symbol pro vyjadieni n—té derivace g%fj, 1ze
jej povazovat za podil n—tého diferencidlu y ku n—té mocniné dz. To je vSak spiS zajimavost, nez
ze by to prakticky k néc¢emu bylo.

63



6.3 Zakladni véty diferencialniho poctu.

Definice: Bud f funkce, zg ¢islo. Rekneme, Ze f je rostouci v bodé g, jestlize existuje ¢islo
d > 0 tak, ze pro « € (xg — d,x0) je f(x) < f(zg) a pro x € (xg,zo + 9) je f(z) > f(xo).

Rekneme, ze f je klesajici v bodé zq, jestlize existuje § > 0 tak,ze pro z € (zo — J,x0) je
f(z) > f(xo) a pro xz € (zo,x0+9) je f(x) < f(zo),

Poznamka: Jestlize srovndme predchozi definici s definici funkce rostouci v intervalu, je vidét,
ze funkce f je rostouci v intervalu (a,b) pravé kdyz je rostouci v kazdém bodé tohoto intervalu.
Analogicky pro klesajici funkci. Pro vySetfeni rustu funkce v bodé lze v8ak pouzit nasledujici vétu.

Véta: 1. Je-li f/(zo) > 0 (resp. f'(zg) = +0), je f rostouci v bodé z.
2. Je-li f'(xo) < O (resp. f/(xg) = —0), je f klesajici v bodé x.

Dukaz: ad 1. Bud f/(zg) = lim %ﬁ%) > 0. Potom existuje § > 0 tak, ze %ﬂ]xo) >0
r—xo

pro 0 < |z — zg] < d. Tedy pro = € (rg — 0,z9) je f(z) — f(zo) < 0 t.j. f(x) < f(xo) a pro
x € (wo,x0 +9) je f(x) — f(xo) > 0. Analogicky dokdzeme tvrzeni 2.

Poznamka: Ptedchozi véta udava jednoduchou postacujici podminku pro to, aby dané funkce
f byla rostouci po piipadé klesajici v daném intervalu.

! Véta: (Rolleova)
Necht funkce f splituje nésledujici podminky:
1. f je spojitd v intervalu (a,b).
2. f mé derivaci (vlastn{ nebo nevlastni) v intervalu (a, b).
3. f(a) = (b).

Potom existuje alespon jeden bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Dukaz: Muzeme piedpoklddat, ze f(a) = f(b) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, zvolime
véty nezmeéni.

Je-li nyni f(z) = 0 pro = € (a,b), je f'(x) =0 pro = € (a,b) a véta plati.

Necht existuje bod z1 € (a,b) tak, ze f(x1) > 0. Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze
fle) = rna)§> f(z). Kdyby nynf bylo f/(¢) > 0 (resp. f'(c) = +00), pak existuje § > 0 tak, ze pro

x € (e,e+6) je f(x) > f(e). Analogicky je-li f'(c) < 0 (resp. f/(c) = —o0), existuje § > 0 tak, ze
pro x € (¢ — d,¢) je f(x) > f(c). Musi tedy byt f’'(c) = 0.

Piipad, kdy existuje bod zs € (a,b) tak, ze f(z2) < 0, se provede analogicky. Hledany bod
¢ € (a,b) je takovy, ze f(c) = g}inb> fx).

Poznamky:

1. Rolleova véta mé jednoduchou geometrickou inter-
pretaci. Tvrzeni f'(c) = 0 iikd, Zze v bodé ¢ je te¢na
ke kiivece y = f(x) rovnobézna s osou x. (Viz obrazek).

f—\ 7ﬁ Takovych bodu muze byt samoziejmé vice.
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2. Jestlize zeslabime néktery z predpokladu 1 nebo 2, tvrzeni véty jiz neplati, jak je vidét na
nasledujicich obrazcich.

Y

V prvém piipadu staci zvolit na pifklad y = x pro x € (0,1),y(1) = 0. Tato funkce neni
spojitd v intervalu (a,b). Ve druhé piipadu nemd dand funkce derivaci v bodé zg. Neni tedy
splnén piedpoklad existence derivace v intervalu (a,b). Staci na pifklad zvolit funkci y = 1 — |z
pro z € (—=1,1). (Je 2o = 0.)

! Véta: (Lagrangeova nebo véta o stiedni hodnoté)
Necht funkce f spliuje nésledujici podminky:

1. Je spojité v intervalu (a, b).

2. M4 derivaci (vlastni nebo nevlastn{) v intervalu (a, b).
Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = f(b) f(a)

Dukaz: Je-li f(a) = f(b), dostaneme Rolleovu vétu. Polozme nyni

r—a

b—a

O(x) = f(x) - fla) - [f(b) = f(a)].

Potom je ® spojitd v (a,b), ®(x) = f'(z)— LO=L existuje pro o € (a,b). Déle ®(a) = ®(b) =0
a podle Rolleovy véty existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze ®'(c) = 0, neboli 0 = f/(c) = %.

Poznamka:
Y
Véta o stfedni hodnoté ma nésledujici geometrickou ]
interpretaci. Existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze tetna v
bodeé [¢, f(c)] je rovnobézna se se¢nou, spojujici bo-
dy [a, f(a)] a [b, f(b)]. (Viz obrdzek vpravo.)
a c o T

! Véta: (Cauchyova nebo zobecnénd véta o stfedni hodnoté)
Bud'te f a g dvé funkce, které splituji ndsledujici podminky:
1. Jsou spojité v intervalu (a, b).
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2.V kazdém bodé intervalu (a, b) existuje derivace f (vlastn{ nebo nevlastni) a vlastni derivace
funkce g.
3. ¢'(z) # 0 pro x € (a,b).

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze LQ=1@) _ F(c)

g(b)—g(a) — g'(c)"

Diikaz: Podle véty o stiedni hodnoté existuje bod £ € (a,b) tak, ze

9(b) —gla) = g'(§) (b—a) #0

a oba zlomky ve tvrzeni véty maji smysl. Polozme

Funkce F spriuje piedpoklady Rolleovy véty a tedy existuje bod ¢ € (a, b) tak, ze F'(c) = 0, neboli

f(©)[9(b) —g(a)] = g'(c) [f(b) = f(a)] =0,

coz po jednoduché upravé dava tvrzeni véty.

Poznamky: 1. Jestlize v predchozi vété polozime g(x) = z, dostaneme vétu o sttedni hodnoté.

2. Rolleova véta, véta o stfedni hodnoté a zobecnéna véta o stfedni hodnoté jsou zakladnimi
vétami diferencidlniho poctu. Jednoduché aplikace téchto vét budou uvedeny v nasledujicich
piikladech, slozitéjsim aplikacim je vénovan cely nasledujici paragraf.

Priklady: 1. Ukazte, Ze pro libovolnd z,y € R plati |sinz —siny | < |z — y|.

Diikaz: Je-li z = y, pak tvrzeni plati. Nechf x < y. Pouzitim véty o stfedni hodnoté na
interval (z,y) dostaneme, ze existuje bod ¢ € (z,y) tak, ze

sinx — siny

r—=y

sinx — siny
-y

=cosc, tedy

‘cosc|§1

a odtud plyne tvrzeni.

2. Bud P,(z) = ap2™ + ap_12" 1 + -+ + a1z + ag, a, # 0 polynom s redlnymi koeficienty
a necht jsou vechny koteny algebraické rovnice P,(x) = 0 redlné. Potom maji viechny polynomy
P! (z), P)/(x),... také pouze redlné koteny.

Dukaz: Staci ziejmé ukdzat, ze polynom P, (x) mé pouze redlné kofeny.

a) Necht oy < ag < -+ < a, jsou kofeny rovnice P,(z) = 0, tedy vSechny jsou jednoduché.
Podle Rolleovy véty existuji ¢isla 01 € (a1,a2), B2 € (a2,3),..., PBn-1 € (an_1,a,) takze
P/ (Bi))=0proi=1,2,...,n—1.

b) M4-1i polynom P, (x) k—nésobny kofen «, pak « je (k—1)—ndsobny kofen polynomu P, (x).
Skutecné P(z) lze psét ve tvaru P(z) = (z — a)* Q(z), kde Q(a) # 0. Potom

P'(z) = k(z=0a)* 1 Q@) +(z-a)" Q'(z) = (=) [k Q(z) + (z — @) Q' ()] = (z-a)" " R(x),
kde R(a) = k Q(«a) # 0.

¢) Bud'te nynf a1 < as < -+ < a; kofeny polynomu P,(z) s ndsobnostmi k1, ka,...,k,
a uvazme interval {aq, as). Podle bodu b) mé P/ (z) kofeny oy, o s ndsobnostmi k; — 1, ko — 1
a podle a) existuje §1 € (a1, as) tak, ze P, (31) = 0. Jestlize pokrac¢ujeme stejnym zpusobem pro
intervaly (o, ais),. .., (@p—1, o), dostaneme tvrzeni.
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6.4 Uziti diferencialniho poctu.

Poznamky: 1.V tomto paragrafu ukazeme 3 aplikace vét stfedni hodnoté a sice I’'Hospitalovo
pravidlo, Tayloruv vzorec a metody vySetfovani prubéhu funkce.

2. Pfi vySetfovani limity podilu hm E 3 lze pouzit prislusné véty za predpokladu, Ze limity

Citatele i jmenovatele existuji, jsou vlastm a lim g(x) # 0. Véta tedy nedava zddnou odpoved
r—cC

v piipadé, ze lim g(z) = 0 nebo je-li nékterd z limit nevlastn{ po pfipadé neexistuje. Neni tézké
xr—c

Tﬂf;‘ = 400, je-li lim f(x) # 0 a lim g(z) = 0. Je-li f(z) omezend v jistém okol

bodu ¢ a 1im lg(x)| = 400, pak lim Lz; = 0. Stejné tak, je-li lim g( ) vlastnf a lim |f(x)| = +oo,

zjistit, ze lim
r—c

pak lim

r—c

) ‘ = 4o00. Nerozhodnuté zustdvaji dva piipady a sice je-li

lim f(z) = lim g(z) =0 nebo lim |f(x)| = lim |g(x)| = 4o0.

r—cC r—cC

V téchto piipadech muze pomoci I’'Hospitalovo pravidlo.

Véta: (Prvni 'Hospitalovo pravidlo)
Necht’ lim f(z) = lim g(z) = 0. Jestlize existuje lim 7 (z)
r—c

z—e 9'(7)

(vlastni nebo nevlastni), pak existuje

i hm g(z) a platl

im —= = lim fl(z)
T—cC g(aj) z—c g (,’1,‘)

Analogicka véta plati i pro jednostranné limity.

Diukaz: Dokazeme tvrzeni véty pro limitu zprava v bodé c. Polozme f(c¢) = g(c) = 0. Déle

existuje 6 > 0 tak, ze pro z € (¢,c+d) m4 smysl g:gi; (existuje totiz lim % ) a tedy ¢'(z) # 0.
T—C4

Pro libovolné = € (c¢,c¢ + ) jsou funkee f a g spojité v intervalu {c,z) a podle zobecnéné véty
o stfedn{ hodnoté existuje £ € (¢, ) tak, ze

jestlize x — ¢4, pak € — ¢4 a tedy

i 1@ _ L @)

e g@) ey gla)

Pozndmky: 1. Je-li v pfedchozi vété lim f'(x) = lim ¢'(x) = 0, muzeme opakované pouzit

11 @ = lim (@) = lim (@)

cgle) a—cg(z) w—ecg(z)

tvrzeni véty, tedy

Obecné, jestlize

lim f(z) = lim f'(z) = --- = lim f*Y(z) = lim g(z) = lim ¢'(z) = --- = lim g*V(z) =0
a existuje hm (”E ) pak existuji i hm E >§ ; proi=20,1,...,4—1 a jsou si vSechny rovny.
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2. Jestlize lim L :(w) neexistuje, nelze o limité lim Hz) pfedem nic fici. Uvazme na piiklad
z—ec 9'(@) T—c g(z)
2 gip L in L _cos L
T 222 Po formalnim pouziti ’Hospitalova pravidla dostaneme lim 2055055 Tato limita

sinx x—0 cos T

lim
x—0
v8ak neexistuje, ponévadz lir% cos% neexistuje. Plati v8ak

Tr—

2 1

. axTsing . T . .
lim ——=% = lim — - lim z sin— = 0.
z—0 SInx z—0smx z=—0 T
Priklad:
Loet—e Tt =2z Lot 4eT =2 .oet—e™® e 1 1
hmizhmf:hmizhm lim — = =
z—0 3 x—0 3x z—0 6x z—0 2x z—0 3e® 3

Véta: (Druhé 'Hospitalovo pravidlo)
Bud' lim |g(x)| = 400 a nechf existuje lim % (vlastni nebo nevlastn{). Potom existuje také
r—c r—cC

lim % a plati

tm 7 = m 255

Dukaz: Dukaz provedeme opét pouze pro limitu zprava. Ponévadz existuje lim % =A
T—C4

a lim |g(x)] = 400, plyne odtud, zZe existuje ¢islo A > 0 tak, Zze pro V& € (¢,c + A) existujf
T—Cy

derivace f'(z) a ¢'(x) a ¢'(z) # 0 # g(x). Jestlize nyni zvolime ¢ < z < 1 < ¢+ A, pak podle
zobecnéné véty o stfedni hodnoté existuje £ € (x, 1) tak, ze

F@) = f@n) _ & s
g(x)—glz) ¢ boli  f(z) — f(x1) = [g(z) — g(z1)]

po vydéleni g(z) a jednoduché tpravé dostaneme

F@) (g O fa)
g<x>‘<1 g<x>> -

r<é<um.

g€ glx)’
Nyni budeme rozlisovat 3 piipady.

a) A=0. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Potom existuje d; > 0 (volme é; < A) tak, Ze pro

. f'(f)‘ 1
€ (c,c+9 e < -€
§e( 1) ] 7(6) )
Jestlize zvolime z1 = ¢+ 01, plati, ze £ € (¢,c+ 01) a dostaneme odhad
f(z) € 1 €
<-4+ ——19= o1 .
‘g(x) <2+|g(m)|{2|g(9:1)|+|f(x1)|} pro c<z<c+d;

Ponévadz je lim |g(x)| = +o0, existuje d2 > 0 tak, ze
I—?C+

|g(1x)| {§|9(x1)| + |f(361)|} < % pro z € (c,c+d2).
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[Staci volit takovd =, ze |g(x)| > 2 {5|g(x1)| + |f(z1)|}] . Polozime-li nyni § = min{dy,d2},
plati pro x € (¢, ¢+ J) odhad

B3) Necht A € R — {0} a polozme F(z) = f(x) — Ag(x). Potom plati
tim 2@ _ lim {f/(x) —A} —0

z—cy g'(x) g'(z)

a podle pifpadu a) je lim F(a)

R =0, neboli

F
im 2 _ i { @) +A} —A.
e—er g(x)  w—er | g(2)
v) Bud A = +o00.
(Pﬁpad A = —oo dostaneme okamzité, jestlize misto podilu g Eg vySetiime — %) . Zvolme
K > 0 libovolné. Potom existuje d; > 0 (61 < A) tak, ze
f'(€)

G >2(K+1) pro c<&<c+d.

Jestlize polozime opét x1 = ¢ + d1, existuje o > 0 tak, ze plati

l9(@)[ > 2[g(z0)|5 [g(@)] > [f(z1)] pro & (¢;c+02).

Polozme § = min{d1, d2} . Potom pro = € (¢, ¢+ ¢) plati

f(z1) ’9(331) gl) 1
<1; <=, tedy 1-— > =
’ 9(x) glx) | =2 glz) = 2
a odtud plyne, ze
flx) 1 ‘f(xl)
>—-2(K+1)— >K pro z€(c,c+9),
o "2 D (ero)
je tedy lim £ = fo0.
1O LAYy I, v@ T T

Poznamky: 1. Znéni predchozi véty ukazuje, ze vlastné nepotiebujeme informaci o limité
lim f(z), i kdyz jej{ dominantn{ pouziti je na piipad, ze lim |f(z)| = lim |g(z)| = +o0.
r—c r—c r—cC

2. 7Z dukazu obou I’'Hospitalovych pravidel plyne, Ze jsou dusledkem zobecnéné véty o stfedni
hodnoté.

3. L’Hospitalovo pravidlo plati i pro limity v nevlastnich bodech. Je-li na piiklad

lim f(z)= lim g(z)=0

T— 400 T— 00

a polozime F(t) = f (1), G(t) = g (3) , pak plati

lim F(t)= lim f(z)= lim g¢(z)= lim G(¢)=0.

t—04 xr——+00 r——+00 t—04
Déle F'(t) = —% f' (1) . G'(t) = = ¢’ (1) a tedy

Py _ 0 S @)
M e~ e A ) A ) e g
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4. L’Hospitalova pravidla se tykaji limit, které bychom mohli nazvat neurcitymi vyrazy
a budeme je symbolicky znadit ,,%“ a, 2. Jestlize vySetfujeme limitu tvaru ilﬁmc f@)g(z), kde
71}_)1110 f(z) =0, ll_)mp |g(z)| = +o0, dostaneme dalsi neurcity vyraz ,,0 - co“. Pro limitu rozdilu dvou
funkef iﬂ[f(x) — g(2)] dostaneme neurcity vyraz 0o — oo®, je-li }lylﬁmc flz) = }Eme g(x) = too.
V souvislosti s limitou glﬁl_}mc[ f(2)]9®) vznikaji dalsf neuréité vyrazy ,1%°¢, 004, 0c®“ 0%°¢. Po

vhodné tpravé je mozno pri vypoctu vSech téchto limit uzit ’'Hospitalova pravidla.

5. L’Hospitalovo pravidlo ddvé téz moznost srovnani rychlosti rustu ruznych funkci. Je napt.

. z® . In®z .
lim — =0,e>0,ac€R; lim —=0,6>0,a€R; lim 2°Infz=0,>0,keN.
r—+o0 T x——+o0 I z—04
Priklady:
. Insin2z o Zeosie . 2¢  sinz cos2x
1. lim —— = lim % = lim . . . =1.
z—04+ In sinx =0y 7 z—04 | sin2x T Ccos &
9 . . m — 2arctg x . 71—&-%
: lim {(m—2arctgz) Inzr}= lim ———— = lim ———— =
z—+00 g—+oo  InT z—too —= In" g
T
. 22 In® 2 . 2%z +4Inz . 2Inz+2 . 2
= lim ——=lm ———— = lim — = lim — =0.
rz——4oo 1 =+ (L’2 x—-+00 2x r— 400 x r—+oo I
. 1 . xrcosx—sinx . —z sinx . —sinz
3. lim< cotgx — — » = lim ——— = lim - = lim . =0.
z—0 x z—0 T Slnx z—0 X COSX + sInx z—0 cos T + %
® g lng) >
. a’ —x Ina | = . In(a®—z Ina)—In(b® —x Inb)
4. lim § —— = lime o2 =4,
z—0 | b —x Inb z—0

kde
(a®"=1)Ina  (b"—=1)Inbd

In(a® — z Ina) — In(b* — z Inbd) lim @7z a 5% —2 Inb

z—0 xr2 r—0 2x

. f[a"—1 Ina b —1 In?b 1, )
iﬁo{ . }:2(lna—lnb).

1
2 = rlna a®—zlna xlnb b*—xlnb

In? a—In? b)

Hledand limita je tedy ez

Poznamka: Je-li ddna funkce f, muze byt jeji prubéh v okoli néjakého bodu zna¢né komp-
likovany. Pokusime se ji tedy v okoli takového bodu aproximovat jednodussi funkci. K pomérné
jednoduchym funkcim patii polynomy a budeme tedy uvazovat piiblizné vyjadieni

fl@)~cotci(r—a) ez —a)® +- +ealw —a)" = Pu(a).

Maé-1i funkce f v bodé a derivace az do fadu n—tého, muzeme navic pozadovat, aby platilo

f(CL) = Pn(a)v f/(a) = P'I/L(a)7 ceey f(n)(a) = P’I(Ln)(a)7
Jestlize provedeme piislusné vypocty, zjistime, ze polynom P, je témito podminkami urcéen jed-
noznac¢né a plati
f'(a ) (a
co=fla), ¢p = 1(!>7... , Cp = n'()
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Jestlize funkci f(z) v okoli bodu a nahradime polynomem P, (x), dopustime se chyby, kterou
budeme oznacovat R,+1(z). Tedy f(z) = Pp(x) + Ryy1(x).

Definice: Bud f funkce, kterd mé v bodé a derivace az do f4du n—tého. Potom polynom

Z f(k) m—a)k

nazyvameTaylorovym polynomem n—tého stupné funkce f. Je-li a = 0, pak polynom

noofrk)
Ry =3 100

k!
k=0

nazyvame Maclaurinovym polynomem.

Véta: (Taylorova)
Necht mé funkce f derivace az do fddu (n + 1)—vého v otevieném intervalu Z a budte
a,z € T dva body. Definujme R,,1(x) rovnici

n (k) a
Roi1(x) = f(z) — Pu(x), kde P,(z)= Z 10(a) (z — a)*.

Bud ¢ funkce, kterd ma v intervalu Z nenulovou derivaci. Potom existuje bod &, lezici mezi body

a,x tak, ze
_ (@ =9" ) —¢l@) i

Ry (@) = = 70 ().
Je-li specielné ¢(t) = (x —t)"*1, je

— w n+1 o

Roi1(x) = i) (x —a) [Lagrangeuv tvar zbytku].
Pro ¢(t) = t dostaneme
Ryii1(z) = w FHD(€) [ Cauchyuv tvar zbytku].
n!

Dikaz: Definujme funkci F' predpisem

nof(k)

=
Il

Potom je F(z) =0, F(a)= Rp4+1(z), funkce F' ma v intervalu Z derivaci a plati

(z—t)"

n!

F'(t) = —f" (1)

Je totiz
TR0

F/(t):_ZT (z —t)* Z — )k,
k=0 ’ =

Jestlize ve druhé sumé zménime séitaci index, dostaneme

f(k+1)(

F'(t) = — ZT +Z

k=0

(+1)(
~f (x—t) = —
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Podle zobecnéné véty o stfedni hodnoté existuje bod & mezi body a, z tak, ze

ol (@)~ pla) (="
a) = R, q(z) = O~ PN ent) gy TS

Je-li nynf p(t) = (z — )", pak ¢'(t) = —(n+ 1)(z — )", o(z) =0, p(a) = (x —a)"*!, neboli
—(.’17 — a>n+1 n+1 (.’IJ B 5)’” _ f(n+1) (5) n+1

Pro o(t) =t dostaneme ¢'(t) = 1, neboli

Run(e) = (e —a) fo (g Eo - L2 20 poen )

Poznamky:

1. Taylorova véta je opét dusledkem zobecnéné véty o stiedni hodnoté a ma
mimofadny vyznam v numerické matematice. Dava moznost ptiblizného vypoctu funkénich hodnot
i odhadu chyby, které se dopustime.

2. Pro pohodlnéjsi odhad byva nékdy vhodné zbytek prepsat. Jestlize polozime x — a = h, je
& =a+0Oh, kde 0 < © <1 a zbytky maji tvar
_ ftY(a 4 Oh)

Bnga(h) = (n+1)!

Rt [Lagrangeuv tvar],

(n+1)
Ross(h) = L+ 0O

' R (1 - o) [ Cauchytiv tvar].
n!
V Cauchyové tvaru zbytku je totiz x —§ =a+h—a—0h=(1—-0)h

Piiklady: 1. Najdéte Maclauriniv vzorec pro funkci y = e* a vypoctéte /e s chybou mensi
nez 1076,

Reseni: Ponévadz y(™) = e pro n € N, dostaneme y(0) = 1, y/(0) = 1, ..., y™(0) = 1
a tedy
T o 4R kde R _ e
e’ = +i+§+ +ﬁ+ n+1(5€), (§ n+1($)— (n+1)'1‘
a & lezi mezi 0 a z. Nyni
1
Ve=1+-+

1 1
2 222!+”'+2nn!+R”“(>

5
a hleddme n tak, aby |Rni1 (1)] < 1075, Je viak Ry (1) :

= g kde 0 < € < 3
a ponévadz ef < 2, staci nalézt n takové, aby 2,1(7}“)! < -t
sta¢i n =7 a tedy

2
g5+ neboli 2"(n +1)! > 10°. K tomu

e = —
2 2 2. 2 3. 2 4. 2 5.

zatimco presnéjsi hodnota je /e = 1,648 721 271.

1
soqi T o = 1648721168,
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2. Ukazte, kolik ¢lenu v Maclaurinové vzorci pro funkci y = cosx je tieba vziti, aby chyba

v intervalu (=%, Z) byla mensf nez 10~*°.

ResSeni: Odvodime nejdiive Maclauriniv vzorec pro funkci y = cosz. Je

P T "_ S il (n) — T
Yy = —sInxT = Ccos x+2 , Yy = —COST = COs a:+2-2 .., Yt =cos x+n-2
a odtud
y(0) =1, y'(0) =0, ¢"(0)=—1,...,y* V=0, y® = (-1~
Tedy
22zt ab , T (=1)"*cosE 5,40
COS$:1—§+Z—E++(—1) M+R2n+2(x)7 kde R2n+2(I):W ;

¢ lezi mezi 0 a z. Nynf staéf nalézt n tak, aby |Ra,i2(z)| < 10710, Ponévadz je

1 < 1
(2n +2)! = 1010

£<1, |cosé] <1, je |Ranta(z)|<

To je splnéno pro n = 6.

3. Najdéte maximalni chybu, které se dopustite pii pouziti ptiblizné formule v/1 + z = 1+ 5 — %
v intervalu (0, 1).

ResSeni: /1 + zx je specidlnim pifpadem obecné mocniny (1+xz)™ , a proto odvodime Maclarinuv
vzorec této funkce. Je-li m ptirozené ¢islo, dostaneme zndmou binomickou vétu

(1+2)™ = g (Z) ok

Pro ostatni m plati y*) = m(m—1)...(m—k+1)(1+2z)™ * a definujeme-li binomicky koeficient
pro libovolné m predpisem

(21) _ m(m—l)..k.;!(m—k—i—l)’ (rg) .

muzeme psat

(L+a)m =73
k=

0

m

m
(k) 2 + Ryyi(x), kde R,ii(z)= (n 1

>z”+1(1 —-0)"(1+0z)™ "1,

0<@<1.Pr0m:%je

3G (B -k+1) (—DP(2k -3
> - k! N (2k)!! » k22

Tedy

"L (=1)F1 (2K — 3)!
\/l—i—le—i—g—i—z( ) (QI(C)” ) 2% + Roy1(x), kde
Pt I

OrA—e)r@n—DI .,
@nt Ol ogrz & 5 0<O<l

V naSem piipadé je n =2 a pro z € (0, 1) plati

Ry (I) =

1-e\? 1 1 1
R =23 s <
| Ry ()] = <1+®z> 16 Vitoz 16
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Je totiz =2 <1 a stejné

Toc <1

1
V140 —

_ =2
cosz—e 2

4. Vypoctéte lim
z—0

x4
M) , o v e . 2
Reseni: Jestlize pouzijeme Maclaurinova vzorce pro funkce cos z a ef pro t = —%-, dostaneme
92
) a:2+x4 cosé g 2y x2+x4 T 4
cost=1——+— — e =1-—=—4+ == x
2 24 6! ’ 2 8 8-3l

Po dosazeni a jednoduché upraveé je

2

. cosxr —e 2 .
hm —_— = hm
x—0 $4 x—0

¥
—_—
2|
IS
|
oo |
_|_
S
[V
N
oo Q‘
w| o
|
8
S
s
\—/
—
|
|
—
w"‘

Poznamky: 1. Piedchozi piiklad ukazuje, ze Taylorova vzorce muzeme vyuzit k efektivnimu
vypoctu limit funkci. Srovnejte si, o co rychlejsi je tento zpusob vypoctu ve srovnani s ’'Hospitalovym
pravidlem.

2. Zbytek tohoto paragrafu bude vénovan aplikacim véty o stfedni hodnoté a sice metoddm

vySetfovéni prubéhu funkce.

Definice: Bud f funkce, definovand na mnoziné M C R a bud’ ¢ vnitini bod M. Rekneme,
ze f mé v bodé ¢ lokdln{ maximum (resp. lokdlni minimum), jestlize existuje ¢ > 0 tak, ze pro

x € (e—=6,c+9) plati f(x) < f(c) (resp. f(x) > f(c)).

Jestlize existuje § > 0 tak, ze pro

z € (c—0,c+90), z#c plati f(z) < f(c) (resp. f(z) > f(c)),

fekneme, Ze funkce f mé v bodé ¢ ostré lokdln{ maximum (resp. ostré lokdlni minimum).

Véta: Jestlize pro xg € Int M je f'(xz9) # 0, pak funkce f nemd v bodé xy extrém.
Dukaz: Plyne okamzité z definice funkce rostouci nebo klesajici v bodé.
Disledek: Nutnd podminka extrému funkce f v bodé xg je f/'(z9) = 0 nebo f’(x) neexistuje.

Véta: Bud f’(z9) = 0 a necht existuje vlastni derivace funkce f v jistém okoli bodu zg.
Potom plati

1. Existuje-li ¢&fslo § > 0 tak, ze pro zg —§ < x < x¢ je f'(z) > 0 aproxzg < x < 29+ 6 je
f'(x) <0, ma f v bodé xg ostré lokdln{ maximum.

. bBxistuje-11 cislo 0 > ak, ze pror_o < x < xg Je ) < aproxyg < x < xg + e
2. Existuje-li éislo § > 0 tak, ze pro z_0 0 je f'(z) < 0 a pro z 0+0 ]
f'(z) >0, ma f v bodé zg ostré lokdlni minimum.

3. Jestlize existuje & > 0 tak, ze pro « € (zg — 6,20 + 9), © # x0 je f'(x) > 0, je f rostouci v
bodé Zo.

4. Jestlize existuje § > 0 tak, ze pro z € (zg — 6,20+ 9), © # x0 je f'(x) <0, je f klesajici v
bodé xg.
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Dikaz: Podle predpokladu existuje o > 0 tak, ze funkce f md v intervalu (xg — @, 29 + )
derivaci a zvolme § < « a necht x € (zg — 8,29 + J), z # xo je libovolny bod. Funkce f spliiuje
v intervalu (xg,z) (resp. (x,xo)) predpoklady véty o stfedni hodnoté, tedy existuje bod 7, lezici
mezi xg a x tak,ze

f(@) = f(zo) = f'(n)(z — o).

ad 1. Pro z < zg je f'(n) > 0, tedy f(z) < f(xo) a pro z > xo je f'(n) <0, tedy f(z) < f(xo).
Odtud plyne, ze f ma v bodé xg ostré lokalni maximum. Ostatni pfipady se vySetii analogicky.

Véta: Bud f funkce, definovans na mnozing M a nechf nabyva své nejvétsi (resp. nejmensy)
hodnoty v bodé ¢ € M. Potom je bod ¢ budto hraniénim bodem této mnoziny nebo je to bod,
v némz ma funkce f lokdlni extrém.

Dukaz: Tvrzeni je ziejmé.

Véta: Necht existuji derivace f7, (o) a f”(z0) ruznych znamének. Potom ma funkce f v bodé
xo ostry lokalni extrém a to

1. ostré lokalni maximum, je-li f’ (x9) >0 a f! (xq) <0,

2. ostré lokdlni minimum, je-li f’ (zo) <0 a f} (zo) > 0.

Dikaz: 1.Je f’ (zp) = lim M > 0 a tedy existuje 6; > 0 tak, ze pro x € (xg—31,zg)

Tr—To—

je f@)=f@o) 0, tedy f(x) < f(x0). Analogicky f! (x9) = lim M < 0 a tedy existuje

Tr—x0 T—xo+
da > 0 tak, ze pro z € (zg, xo+02) je M < 0, tedy f(z) < f(xo). Zvolime-li § = min{d;, d2},
dostaneme definici ostrého lokdlniho max1ma Pripad 2 provedeme analogicky.

Piiklad: Do teky o Sifce a metru usti pod pravym tdhlem kandl o Sifce b metru. Zjistéte
maximalni délku plavidla, které muze z feky do kandlu vplout.

a Reseni: Jestlize si situaci nac¢rtneme, je vidét, ze délka

usecky AB se méni v zavislosti na uhlu «. Nejkratsi
z téchto tsecek je pravé hledand maximélni délka plavidla.
Jestlize oznacime f(a)) délku tsecky AB, pak plati

B
a b
¢ fla) = .
b cos o sin «
F(a) asine bcosa  asin®a—bcos’
o) = — =
cos? o sin® « sin? a cos? o

Polozime-li f/(a)) = 0, dostaneme podminku tg2a = %,

tedy ag = arctg i’/g Ponévadz je ¢itatel v f'(a) rostouct

funkee «, je pro a < ap f'() < f'(cp) =0 aproa > ap 0= f'(ag) < f(«). Funkce f m4 tedy
v daném bodé ostré lokdlni minimum

fla) = m (a+ tgba) , neboli f(a) = (as +b3)%

Definice: Rekneme, ze funkce f je konvexni v intervalu Z, jestlize pro libovolnou dvojici bodi
x1, T2 € T plati

F{ter+ (1 =)z} <t f(z1) + (1 —1t)f(z2) pro t € (0,1).
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Rekneme, Ze f je ryze konvexni (nebo také striktné nebo ostfe konvexni), jestlize pro libovolnou
dvojici z1, w2 € Z, x1 #x2 at € (0,1) plati

flte + (=g} <t f(a1) + (1 —1)f(22).

O funkci f fekneme, Ze je konkdvni, je-li funkce — f konvexni. Analogicky pro ryze konkavni funkci.

Poznamky:

1. Z definice konxexni funkce plyne, ze libovolna
funkén{ hodnota f{tz1+(1—t)x2} lezi pod spoj-
nici (nebo na ni) boda Al z1, f(x1)] a B[z, f(x2)].
(Viz obrézek vlevo). Skutecné, je-li

T2 —T1

y=flz1) + (x — 1)
spojnice bodu A a B, pak pro z = tz1+ (1 —1t)z2

z plati

[ 0| tzi+l—0z2 332#

P2 = F@) (e ) = fn)

To — I T2 — I

f(x2) — f(x1)

T2 —T1

y=f(x1)+ {t =Dz + (1 —t)a} =

= f(z1) +(1—1) (2 —z1) =t f(z1) + (1 = 1) f(22).

Vyraz ¢ f(z1) + (1 —t) f(z2) nazyvdme konvexni kombinaci.

2. Vzhledem k piedchozi definici je vidét, ze staci vySetfovat pouze konvexni funkce. Piislusna
tvrzeni pro konkdvni funkce odtud okamzité dostaneme. Je-li nyni funkce f diferencovatelnd, t.j.
mé-li v okoli jistého bodu z( vlastni derivaci, muzeme konvexitu definovat lokédlneé.

Definice: Nechf mé funkce f derivaci v okoli bodu zy. Rekneme, ze f je ryze konvexni
v bodé xzg, jestlize existuje § > 0 tak, ze pro 0 < |z — zg| < 0 lez{ bod [z, f(x)] nad tecnou
y = f(zo) + f'(x0)(x — x0). Analogicky pro ryze konkdvni funkei.

Poznamka: Srovname-li obé uvedené definice konvexity, plyne odtud, ze diferencovatelnd
funkce je ryze konvexni na intervalu Z, je-li ryze konvexni v kazdém jejim vnitinim bodé. Pro
vySetfovani konvexity lze vyuzit vlastnosti 2. derivace.

Véta: Necht existuje 2. derivace funkce f v otevieném intervalu Z a bud f”(z) > 0 v Z.
Potom je f ryze konvexni v Z.

Dukaz: Podle Taylorova vzorce plati pro libovolné zg € 7
£(&) = Fwo) + f(wo)w — 7o) + 5 £(€)  — )"
Ponévadz je f(€) > 0, plati f(z) > f(xo) + f'(x0)(z — xo) a [ je ryze konvexni v bodé xg.
Poznamky: 1. Analogicky, je-li f(z) <0 v Z, je f ryze konkdvni v Z.

2. V dukazu predchozi véty byl vyuzit Tayloruv vzorec, ponévadz je dukaz kratky.Veéta je vSak
dusledkem véty o stfedni hodnoté, jak bude vidét v nésledujicim tvrzeni.
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Véta: Bud f”(x) > 0. Potom je f ryze konvexni v bodé& xg. Analogicky, je-li f”(zq) < 0, je
f ryze konkavni v bodé x.

Dukaz: Necht je f”(zg) > 0. Potom je funkce f’ rostouci v bodé zy a existuje tedy § > 0
tak, ze pro £ € (wo — 0,70) je f'(§) < f'(z0) a pro § € (zo,z0 +9) je f'(w0) < f'(§). Podle véty
o stFedn{ hodnoté plati pro 0 < | — xg| <& f(x) — f(zo) = f'(§)(x — x¢) a odtud plyne, ze

f@) = f(zo) + [/ (§)(x — 20) > f(x0) + f'(z0) (2 — 20)-

Druhé tvrzeni dostaneme uzitim funkce —f.

Poznamka: Zbyva charakterizovat body, kde se funkce méni z konvexni na konkdvni nebo
naopak. Takovym bodum fikdme inflexni.

Definice: Funkce f nechf mé v bodé x( derivaci. Rekneme, Ze f mé v bodé z inflexi nebo,
7e kiivka y = f(x) méa v bodé [zo, f(xo)] inflexn{ bod, jestlize plati. Existuje § > 0 tak, ze bud

1. bod [z, f(z)] lezl pro zg — d < & < xo pod teénou y = f(xo) + f'(x0)(x — xp) a pro
o < x < ¢ + d nad ni nebo

2. bod [z, f(x)] lezi pro xg — 6 < z < g nad teénou a pro zy < z < xg + 6 pod ni.
Véta: Je-li f(x9) # 0, nemé f v bodé z¢ inflexi.

Dukaz: Tvrzeni je ziejmé.

Disledek: Nutnd podminka inflexe v bodé xg je f(x9) = 0 nebo f”(zg) neexistuje.

Véta: Nechf mé funkce f spojitou prvni derivaci v intervalu (a,b) a piedpokladejme, Ze
existuje f’(z) pro x # xg, kde xy € (a,b). Potom plati.

1. Existuje-li 6 > 0 tak, ze pro zo— 06 < z < g je f"(z) < 0aprozy <z < x9+06 je f'(x) > 0,
mé f v bodé xg inflexi (1. piipad z definice).

2. Existuje-li § > 0 tak, ze pro zg—d < x < zg je f"(xz) > 0aprozg <z < zo+4 je f'(z) <O,
ma f v bodé zg inflexi (2. pfipad z definice).

3. Jestlize existuje § > 0 tak, ze pro 0 < |z — zo| < ¢ je f’(z) > 0, je f ryze konvexni
v bodé xg.

4. Jestlize existuje § > 0 tak, ze pro 0 < |z — x| < d je f’(x) < 0, je f ryze konkdvni
v bodé xg.

Dikaz: Zvolme x tak, aby 0 < |z — z¢| < §. Podle véty o stfedni hodnoté plat{
f(@) — f(zo) = f'(&)(x — x0), kde & lezi mezi z a xzq.
ad 1. Necht pro g — 0 < z < g je f"(z) < 0, potom je f'(£) > f'(xo) (f' je klesajici) a
f(@) = f(xo) = f'(E)(x — o) < f'(0)(x — o).
Pro zo <z <z + 4 je f’(z) >0, tedy f'(£) > f'(x0) [ funkce f/ md v bodé xy extrém] a

f(@) = f(xo) = f1(E)(x — x0) > f'(0)(x — o).

Dostavame tedy 1. ptipad z definice. Ostatni piipady se dokazi analogicky.
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Poznamky: 1. Jestlize si projdeme dukaz predchozi véty, je vidét, ze funkce f ma v bodé xg
inflexi praveé kdyz f/ md v bodé zq ostry lokdlni extrém.

2. Pro detailngjsi vysetfeni prubéhu funkce je prospésna i informace o t.zv. asymtotach funkce
f, neboli o ,tecnach v nekonec¢nu“. Jestlize v néjakém bodé xzy € R plati limi f(z) = £oo,
r—TQ

fekneme, ze piimka x = xg je asymptotou (nebo svislou asymptotou) funkce f. Pfipad # — oo

je pokryt nasledujici definici.

Definice: Bud f funkce, definovand v intervalu (a, +00). Rekneme, ze piimka y = kx + ¢ je
asymptotou kiivky f(x), jestlize plati

lim [f(z)— (kz+q)] =0.

r——+00

Analogicky definujeme asymptotu pro z — —oo.
Véta: Je-li y = kx + ¢ asymptota kiivky f(x) pro z — 400, pak plat{

k= lim M, g= lim [f(z)—ka],

r——+0o0 €T r— 400

pokud obé limity existuji a jsou vlastni. Analogické tvrzeni plati pro x — —oo.

Dukaz: Ponévadz je lim [f(z) — (kx + ¢)] =0, plyne odtud, ze

r— 400

lim M:O, tedy k= lim /() a q= lim [f(z)— kz].

r——+00 X r——+00 €T r—+00

Priklad: Najdéte asymptoty hyperboly 2—2 = z—j =1.

Reseni: Ponévadz plati % == , dostaname odtud, ze |y | = 2vx2 — a2.
b a a
1. Nechf je y = g 22 — a? (horn{ poloviny hyperboly). Potom je
b 2 _qg? b b
ki = lim Y_2 fyp Y- _2 a analogicky ks = lim y__2
r——+oo I a r——+oo x a r——00 I a
Déle
lim (y— ko) = 2 i (\/2 2 ) by o 0
= lim (y—kiz)=— lim 22—a?—-z)=- lim ——— =0.
e r—-+o00 Y 1 a z—+oo a z—+oo /12 — g2 +x
Analogicky
= lim (y— k)= 2 1 (Va2 2+)fb1' @
= A et = A VT e = L @ e

2. Bud y = —2/22 — a2 (dolni poloviny hyperboly). Potom plati

a

b — —a? b
ks = lim Y2 g YT 2 a analogicky k4 = lim y_2,
T—+00 T a x—+o0 T a T——00 T )

Nyni

b
gs = lim (y—kszr) =— lim (— x2—a2+x>:0;q4: lim (y—kqx) =0.
r— —00

xT— 400 a r—+oo
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Odtud plyne, ze asymptoty maji tvar y = +2x.

Poznamky: i. Dalsi mozny postup je ten, ze hyperbolu zparametrizujeme. Plati
r=acht, y=bsht;teR
pro pravou vétev a
x=—acht, y=>bsht; teR
pro levou vétev. Dalsi vypocet je jednoduchy.

ii. K vysetfeni prubéhu funkce je mozno téz pouzit vyssich derivaci, jak bude ukdzano v
nasledujicich dvou vétach.

Véta: Bud f funkce, definované v intervalu (a,b), zg € (a,b). Necht existuje n € N tak, Ze
F™(20) # 0, ale f*)(2) = 0 pro 0 < k < n. Potom plati

1. Je-li n sudé, f(™(2¢) > 0, m4 funkce f v bodé xq ostré lokalni minimum.
2. Je-li n sudé, £ (o) < 0, ma funkce f v bodé z¢ ostré lokdlni maximum.
3. Je-li n liché, f(™(xq) > 0, je f rostouci v bodé x.
4. Je-li n liché, f(")(xq) < 0, je f klesajici v bodé .

Duikaz: Provedeme indukei a pouze pro piipad f(™)(zy) > 0. Ostatni piipady se provedou
analogicky. Pro n = 1 véta plati a predpokladejme jeji platnost pro n — 1.
Necht déle f'(zo) = f"(x0) = -+- = f""D(mg) = 0, f™(x9) > 0. Funkce g = f’ vyhovuje
vztahtim ¢/ (x) = --- = "2 (o) = 0, gV (z0) > 0.

a) Je-li n sudé, je n — 1 liché a g je rostouci v bodé xg. Tedy f mé ostré lokdlni minimum.

08) Je-li n liché, je n — 1 sudé a ¢ md v bodé zg ostré lokdlni minimum. Ponévadz je vSak
f'(zo) =0, je f rostouci v bodé x.

Véta: Bud f funkce, definovand v intervalu (a,b), x¢ € (a,b). Necht existuje prirozené &islo
n > 1 tak, ze f(™(zg) # 0, ale f*)(29) =0 pro 1 < k < n. Potom plati.
1. Je-li n liché, £ (z0) > 0, ma f v bodé xq inflexi (1. pifpad z definice).
2. Je-li n liché, f(™(xq) < 0, mé& f v bodé x¢ inflexi (2. pifpad z definice).
)
4. Je-li n sudé, f(™(xq) < 0, je f ryze konkdvni v bodé .

(
3. Je-li n sudé, £ (zo) > 0, je f ryze konvexni v bodé .
(

Dukaz: Provede se analogicky jako u predchozi véty.

Poznamka: Graf funkce f sestrojujeme proto, abychom ziskali ndzornou pfedstavu o tom,
jak f skutecné vypadd. Pii tomto vySetfovani byva vhodné se fidit podle nasledujicich bodd.

a) Najdeme defini¢n{ obor funkce f, zjistime, zda je dand funkce sudd, lichd nebo periodick.
Najdeme (pokud se ndm to podaii) nulové body f, tedy fesime rovnici f(x) = 0.

b) Najdeme limity f v krajnich bodech definiéniho oboru, po piipadé uréime asymptoty.

¢) Vypocteme 1. derivaci a najdeme staciondrni{ body, t.j. feSenf rovnice f’(x) = 0. S tim souvis{
nalezeni intervali, kde je f klesajici a kde je rostouci. Vypocteme extrémy a funkéni hodnoty v
téchto bodech.

d) Vypocteme 2. derivaci, najdeme inflexn{ body, dédle intervaly, kde je f konvexni a kde je
konkdvni. Mizeme téz nalézt smérnice tecen v inflexnich bodech (po piipadé tzv. inflexn{ tecny).
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e) Nakreslime charakteristické body a spojime. Dany postup nemus{ byt samoziejmé dodrzen,
ale zarucuje, Ze na nic nezapomeneme.

Piiklad: Vysetiete pritbéh funkce y = 22 =% a naértnéte jeji graf.

Reseni: a) Definiéni obor je 2 € (—o0, +00), nulovy bod z = 0, jinak je 22 e~* > 0.

2 x

b) ha[_l 2% e~® = 0 (dvojim pouzitim 'Hospitalova pravidla), lim z2e~* = +oo. Asymptota
r—-+00 T——00
pro x — +oo je tedy y = 0, asymptota pro x — —oo neexistuje, ponévadz je
x
lim M = lim ze™® = —c0.
r——00 I T— —00

)y =2z —2%ePay =0prox=0ax=2 Vbodé r=0mé y ostré lokdlni minimum
y(0) = 0, v bodé z = 2 je ostré lokdlni maximum y(2) = 4e=2 = 0, 54.

d)y" = (2? —dx +2)e ™,y =0prox; =2 -2 =0,58 a 2o = 2+ /2 = 3,41. Oba body
jsou inflexni a

y(r1) =0,19;  y(xz) =0,38; y'(x1) =0,46; y'(x2) = —1,59.

e) Graf vypad4 pfiblizné Doplnit grafem funkce.
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Kapitola 7

Prostor R".

7.1 Zakladni vlastnosti R".

Definice: Prostorem R™ (nebo eukleidovskym prostorem) rozumime mnozinu vsech usporadanych
n—tic redlnych ¢isel © = (z1,21,...,2,), kde 2y e Rpro k=1,2,...,n.

Poznamky: 1. Prostor R™ neni nic jiného, nez kartézsky soucin redlné pirimky R samotné se
sebou n—krat, tedy
R"=RxRx---xR
—_—
n — krét.
2. Analogicky jako R"™ je mozno definovat C”, tedy mnozinu vSech usporadanych n—tic kom-

plexnich éisel
C"=CxCx---xC.

n — krat

Prostor C,, vSak nebudeme v dalsim pouzivat.

3. Prvky R™ budeme pokladat za body nebo za vektory, podle toho, jakéd interpretace se
nam bude hodit. Existuje totiz vzajemné jednoznacné korespondence mezi body R™ a vektory
n—rozmérného linedrniho prostoru. Na pitklad v roviné bodu P[z,y] odpovida vektor 7 = (x,%).
Vektor 7 nazyvame privodi¢ nebo radius vektor bodu P. Viz obrazek.

R™ tvoii skuteéné n—rozmérny linedrni prostor, jestlize definujeme soucet vektoru a nasobek

skaldrem néasledujicim zpusobem. Je-li x = (x1,22,...,%n), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn), @ € R, pak
r4+y=(r1+y, 22+ Y2, Tn+Yn), ar = (axy, g, ..., QZy).
P1i tom
0=(0,0,...,0), —xz=(—z1,—x2,...,—Tp)
a n—tice

e1=(1,0,...,0),e2=(0,1,...,0),...,6, = (0,0,...,1)

tvoii bazi (pfirozenou) prostoru R™.

4. V celé kapitole se budeme zabyvat tzv. metrickymi vlastnostmi prostoru R”, které jsou
zalozeny na tom, ze je mozno v R"™ definovat vzdalenost bodu (nebo vektoru) a vysSetiuji se jeji
vlastnosti
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Definice: Budte z = (21,22,...,%n), ¥ = (y1,%2,-..,9n) dva body R™. Potom jejich
vzdélenosti, kterou budeme znacit d(z,y), rozumime jedno z ¢isel

n P
Z |x; —y:|” p , kde p>1 je pevnd &islo, nebo max |z; — y;l.
— 1<i<n
1=
Normu bodu (nebo vektoru) z definujeme jako ||z|| = d(z,0).

Poznamky: 1. Predpis d, podle néjz se méfi vzdalenost v R", nazyvame metrika. Metrika
ma nasledujici vlastnosti:

a) d(z,y) >0 Vz,ye R™, d(z,y) =0 <= z=y.

B) d(y,z) =d(z,y) Va,y € R".

v) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) Vz,y,2 € R" (trojihelnikovd nerovnost).

Prvé dvé vlastnosti plynou okamzité z definice, tieti vlastnost vyzaduje o néco delsi dukaz.

Lemma: Budte a,b>0, p>1, g takové, Ze % + % = 1. Potom plati

a?  b?
ab < — + —.
p q
Diikaz: Nerovnost je ziejmd pro p = g. Potom je p = 2 a plati 2ab < a® + b2, neboli
ekvivalentné (a — b)? > 0 a to je v oboru redlnych &isel vzdy pravda.
Je-li p > 1 libovolné, uvazime funkci o(t) = % + % pro t > 0. Tato funkce mé pro t = 1
minimum (1) = 1%—|—% = 1. Je totiz ¢'(t) = P71 =191 =0 prot = 1 a (t) > 0 pro t > 0. Neboli
1= (1) < ¢(t) pro t > 0. Jestlize polozime t = a'/% - b=/?_ dostaneme

aq

asb™!  albr atl  pptt
+

p b

1<

-ab ab <

q

Ponévadz je zl) + % =1|-p|-q, dostaneme 1+ % =p, % + 1 = g, tedy danou nerovnost.

Véta: (Holderova nerovnost)

Bud'te ay,...,an, b1,...,b, nezdpornd, p > 1, * -+ 1 = 1. Potom je

1.1
P q

|=

1

iakbk § {i ai}p . {i bZ}q .
k=1 k=1 k=1

Dukaz: Polozme

Podle predchoziho lemmatu je

AP B} b P bl
A By < k4 Tk , neboli ?k b T < Zk + .
p q n P q P q
a b
£ {Suh rd o axd
= i=
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Sectenim téchto nerovnosti dostaneme

a odtud plyne dand nerovnost.

Véta: (Minkowského nerovnost)
Bud'te aq,...,a,, bi,...,b, nezédpornd, p > 1. Potom plati

1

{ Y (ak+bk)P}p < {Z aﬁ}p —|—{Z bz}P.
k=1 k=1 k=1

Dikaz: Je-li p =1, je nerovnost ziejmé. Je-li p > 1, pak muzeme psat

Z(ak + bk)p = Z Cray + Z ckbr, kde ¢ = (ak + bk)p_l.
k=1 k=1 k=1

Podle Holderovy nerovnosti plati

=

1 1

k=1 k=1 k=1
+{ ) b]k)}p'
k

e} =) k)
k=1 k=1 k=1

coz je dand nerovnost. Trojihelnikovou nerovnost dostaneme nyni z Minkowského nerovnosti,
jestlize polozime ax = |xx — yk|, bx = |yr — 2kl pProk=1,2,...,n.

a odtud

S

Xn: (ak + bi)? n
k=1 . S {Z GZ}
k=1

(ax + bk)q“’_l)}q

Il
—

{

Ponévadz je 1% + % =1, plyne odtud, ze ¢ =

bl
s

neboli

2. Metriku je mozné zavést i na mnohem obecnéjsich mnozinach. Dostavame t.zv. metrické prostory,
které hraji dulezitou roli v matematice i v jejich technickych aplikacich.

Piiklady: «) Symbolem C(a,b) ozna¢ime mnozinu vsech funkei, spojitych na intervalu (a, b).
Tato mnozina tvoii metricky prostor, jestlize definujeme

d(f,9) = max |f(t)—g(t)] V[ ,g€C(a,b).
te({a,b)

Ovéfeni axiomu metriky je jednoducha zélezitost a ponechdme ji tedy jako cviceni.
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B3) Prostorem 1, pro p > 1 ozna¢ime mnozinu vsech posloupnosti redlnych nebo komplexnich

o0
clsel takovych, ze Y |zx|P < +o0, kde x = {x)},-, . Metriku definujeme pfedpisem
k=1

1
d(z,y) = {Z |7k — yk|p} ; kde w=A{zr}ply o y={uehils
k=1

Ovéfeni prvych dvou axiomi metrického prostoru je jednoduché, k ovéfeni trojihelnikové nerovnosti
potfebujeme rozsitit Minkowského nerovnost na nekoneéné fady a nebudeme to provadét.

) Prostorem l,, rozumime mnoZzinu vSech omezenych posloupnosti realnych nebo komplexnich
Cisel. Metrika je definovéna predpisem

d(z,y) = Sup lzk —uykl  Va,y€le, z={xr}ies, ¥={Ur}res-
—1,2,...

Ovéteni axiomu metrického prostoru je rutinni zalezitost a nebudeme ji provadét.

) Prostorem Ly (a,b), kde p > 1 budeme rozumét mnozinu vsech funkei takovych, ze |f(¢)|P
je integrovatelnd na intervalu (a,b). Metrika je definovéna predpisem

1
P

b
d(f.9) = / F(6) — g(0)|P di V f.g € Ly(a,b).

V piipadé, ze dané funkce jsou spojité na (a, b), nenf tézké ovéfit prvé dva axiomy metrického pros-
toru. K dikazu trojihelnikové nerovnosti potiebujeme integralni tvar Minkowského nerovnosti.
Ponévadz vSak funkce f muze byti integrovatelnd v p—té mocniné a nemusi byt spojitd, budeme
muset otdzku integrovatelnosti uptesnit. To ale bude provedeno pozdéji.

¢) Symbolem CF(a,b) budeme oznacovat mnozinu viech funkci, které maji spojité derivace az
do Fadu k—tého na intervalu (a,b). Metrika je definovdna predpisem

k

d(f,9) =3 max [fO(t) = gV (1))
2 iecle,

3. Vzdalenost d(z,y) bodu z,y € R™ je samoziejmé zavisld na tom, ktery z predpist v definici
zvolime. Ponévadz vSak metriku budeme pouzivat prevazné pii vySetfovani konvergence posloup-
nosti bodu R”™ a s tim souvisejiciho pojmu limity a spojitosti funkce n proménnych, ukaze se, ze
neni podstatné, ktery pfedpis zvolime. Nejcastéji pouzivané metriky budou

n
dl(x7y) = z; |(E2 - y2|v d2(x7y) = (xl - yz)z a doo(xvy) = félia‘gxn |(E2 - y2|
i=

" 1/2
4. Metrika da(z, y) = { S (a; — yl)Q} je zndm4 eukleidovskd vzdalenost, se kterou se kazdy
i=1
seznamil na zdkladni a stfedni skole. Této metrice je mozno prifadit tzv. normu vektoru x € R"
predpisem

2] = da(x,0) =

kterd souvisi s dalsim pojmem, skaldrnim sou¢inem.
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Definice: Jsou-li © = (z1,22,...,2Zn), ¥ = (Yy1,Y2,...,yn) dva vektory z R", pak jejich
skaldrnim soué¢inem rozumime ¢islo
n
(xay) = Z TiYi-
i=1

Véta: Pro libovolné z,y € R”™ plati

| (z,y) | <|lz||-|ly]l (Cauchyova nerovnost). Dale |z| =+/(z,z) Yz € R".

Dukaz: Plati

Nl
-

n n n 2
[(@,y) | <D il < {Z w?} : {Z y?} = |l - Iyl
i=1 i=1 i=1
podle Hélderovy nerovnosti. Tvrzeni o normé je ziejmé.

5. Norma ||z|| = d(«x,0) mé nésledujici vlastnosti.
a) |z >0 VzeR"; |z[|=0 < z=0.
B) Azl =Al- =]l YeeR", VAeR
v lz+yll <llzll+ vl VYx,y € R™ (trojihelnikovd nerovnost).
Diikaz plyne okamzité z odpovidajicich vlastnosti metriky.
6. Jednim z duvodi, pro¢ zavadime tolik riznych metrik, tedy také ruznych moznosti méfeni
vzdalenosti, je to, Ze se s ruznymi metrikami poc¢itd obtiznéji nebo sndze. Velmi Spatné se pocita
n 1/2
s metrikou da(z,y) = {Z (z; — yZ)Q} . Dals{ duvody se objevi na pfiklad v linedrni algebte

i=1
nebo v numerickych metodach.

Definice: Bud z(*) = (xgk),xgk), e ,an(f)) posloupnost bodi R”. Rekneme, ze posloupnost
{x(k)}:;l konverguje k bodu a = (ay,as,...,a,), jestlize

lim d(z®),a) =0. Zapisujeme klim ™ = q.

k—o0

Poznamka: Je ziejmé, ze klim 2®) = g prave kdyz
— 00

Ve>0 FkgeN Vk>ky = d@®,a)<e.

Véta: Posloupnost (%) = (zgk), . ,x%k)) konverguje k bodu a = (a1, ...,ay,) pravé kdyz
klim xgk) =a; pro i=1,2...,n.
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Diikaz: Ponévadz plati |:c§k) —a;] <d(z®™,a) < €, je ziejmé, ze pokud klim z®) = q, pak

(k)

lim =,/ =aproi=1,2,...,n.

k—o0

(k)

Jestlize obrdcené lim z;”’ =a; proi=1,2,...,n, pak

k—oo
Ve>0 3k eN Vik>k = 2P —a]<e (i=12,..,n),

neboli deo (), a) — 0.

Definice: Budte d, d* dvé metriky na R". Rekneme, Ze tyto metriky jsou ekvivalentni,
jestlize existuji ¢isla «, B > 0 tak, ze

ad(z,y) <d*(z,y) < fd(z,y) Vz,y€R".

Véta: Jsou-li d, d* ekvivalentni metriky, {x(k)}zozl posloupnost bodu R™, pak
klim d(z™,a) =0 préve kdyz klim d*(z™™,a) = 0.

Dukaz: Plyne okamzité z definice ekvivalentnich metrik.

Véta: Metriky

=

=1

n
dy(z,y) = {Z | — yi”} (p=1) a du(z,y) = max |z; —yi
jsou ekvivalentni.

Dukaz: Je ziejmé, ze doo(z,y) < d,(z,y). Déle plati |z; — y;|P < dB (z,y) proi=1,2,...,n
a sectenim téchto nerovnosti dostaneme db(z,y) < nd% (z,y), neboli

doo(z,y) < dp(z,y) < nt/p doo(z,y) < ndoo(z,y).

Pozndmka: 7 piedchoziho dukazu plyne, ze lim dy(z,y) = dw (2,y), coz zdivodiuje
p—o0

prislusné oznaceni.
7.2 Metrické vlastnosti R".

Definice: Budte A, B podmnoziny R™. Potom vzdalenosti{ mnozin A, B rozumime vyraz

d(A,B)= inf d(z,y).

z€A,yeB

Pramérem mnoziny A nazveme vyraz

5(A) = sup d(z,y).

z,ycA
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Mnozinu A nazveme omezenou, je-li 6(A) < oo.

Pozndmka: Je-li specielné jedna z mnozin A, B jednobodovd, na piiklad A = {a}, dostaneme
okamzité vzdélenost bodu od mnoziny d(a, B) = inlg d(z,y).
ye

Definice: Bud ¢ > 0, a € R". Potom mnozinu
Ula;e) ={z e R"; d(z,a) < ¢}

nazveme e—okolim bodu ¢ a mnozinu P(a;e) = U(a;e) — {a} prstencovym e—okolim bodu a.

Piiklad: Bud n =2, a = 0. e—okoli bodu 0 pii ruznych metrikdch maji tvar
@) {r € R?; d(x,0) = max |z;| < e}
3) {z € R?; dy(z,0) = |z1]| + |22| < €}

) {z € R?; da(2,0) = /2?2 + 23 < €}. Nésledujici obrazky ilustruji, jak tato okoli vy-
padaji.

Poznamka: Vsechna tato okoli maji tu vlastnost, ze jedno lze vnofit do druhého a tak
Ize pokracovat do nekonecna. To ukazuje, ze vSechny tyto metriky jsou ekvivalentni. Tvoii tzv.
fundamentélni systém (nebo bézi) okoli. Obrézek.

Definice: Mnozinu G C R” nazveme otevienou, jestlize ke kazdému bodu x € G existuje
okoli bodu z, které celé lezi v mnoziné G.

Mnozinu F C R™ nazveme uzavienou, je-li ji mozno psat ve tvaru F' = R"™ — G, kde G je
oteviena mnozina.

Priklady: 1. Prdzdnd mnozZina () a cely prostor R™ jsou mnoziny zdroven oteviené i uzaviené.

2. Budte a; < b;,i = 1,2,...,n konstanty. Potom uzavienym intervalem v R" nazveme
mnozinu

{freR";a; <o <bj,i=12,...,n}

a otevienym intervalem v R™ mnozinu

{xeR";a; <z <b;,i=1,2,...,n}.

Intervaly v R? jsou obdélniky se stranami rovnobéznymi a osami soufadnymi, v R? kvadry se
sténami rovnobéznymi s rovinami soufadnymi. Z toho je jiz vidét, ze s intervaly v R™ nevystacime
a budeme muset uvazovat obecnéjsi mnoziny.

3. Existuji mnoziny, které nejsou ani oteviené, ani uzaviené, na piiklad kartézsky soucin
2
(al,b1> X (ag,bg) v R”.

Véta: Sjednoceni libovolného systému a prunik konecného systému otevienych mnozin je
mnozina oteviena.

Sjednoceni koneéného systému a prunik libovolného systému uzavienych mnozin je mnozina
uzaviena.
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Dukaz: 1. Budte G oteviené a necht z € |J G,. Potom existuje takové Ao, Ze © € Gy,
A

a tedy i okoli U(x; €) C G),. Odtud plyne, ze U(z; ) C |J Ga.
X

T
Necht z € () G, kde Gy, ..., G, jsou oteviené. Potom je z € G; proi = 1,...,r a existujf okolf
i=1

U(z;; ) CGiyi=1,...,r. Jestlize zvolime € = min{ey,...,e.}, pak U(z; ) C () G;.
i=1

2. Bud'te nyni F)\ uzaviené. Potom existuji oteviené mnoziny G tak, ze F) = R" —G,. Uzitim
de Morganovych vzorcu dostaneme

(N Fx=(R"-G\)=R"-]JGx
A A A

a ponévadz je | J G oteviend, dostaneme uzavienost [ F.
b A
Bud'te nyni Fi,..., F, uzaviené, F; = R" - G;,i=1,...,n. Pak

n n

OFi:U(R”—Gi):R"—ﬂGi
i=1 i

=1 i=1

a odtud plyne druhé tvrzeni.

Poznamka: Pojem oteviené mnoziny je zdklad k zavedeni tzv. topologie na mnoziné. Tim
dostavame pojem topologického prostoru, obecnéjsiho nez je metricky prostor.

Definice: Bud A C R" libovolnd mnozina. Potom mnoZinu viech bodt z € R™, pro néz plati
d(z, A) = 0, nazveme uzdvérem mnoziny A a oznaéime A.

Rekneme, Ze a je vnitinim bodem mnoziny A, jestlize existuje ¢ > 0 tak, ze Ula;e) C A.
Mnozinu v8ech vnitfnich bodi mnoziny A nazveme jejim vnitikem a oznaéime A° nebo Int A.

Mnozinu v8ech bodu, které nepatii ani do A° ani do (R™ — A)°, nazveme hranici mnoziny A
a oznacime F(A) nebo 9(A).

Véta: 7Bud’ A C R™ mnozina, x € R™ bod. Potom plati
1. x € A praveé kdyz existuje posloupnost {z(*)}2° | z(*) € A tak, ze lim 2*) = z.

k—o0
2. Mnozina A je uzaviend pravé kdyz A = A.

Ditkaz: 1. Jestlize existuje posloupnost{z(*)}° tak, ze klim d(z®,z) = 0, pak je zfejme
d(z,A) =0.
Bud' obrécené d(z, A) = 0. Potom k e, = + > 0 existuje 2% € A tak, ze d(z™,z) < 1. Odtud
plyne, ze klim z®) =g
— 00

2. Bud A uzaviend, z € A. Kdyby = ¢ A, pak # € R® — A a R" — A je otevien4. Existuje
tedy € > 0 tak, ze U(x; €) N A = () a nemuze platit d(z, A) = 0.
Necht A = A a ozna¢me G = R" — A. Bud z € G; potom d(z, 4) > 0 a zvolme 0 < £ < d(z, A).
Z volby e plyne, ze U(xz; e) C G a G je oteviena.

Véta: Bud A C R™ mnozina. Potom plat{
1. Int A je oteviend mnozina.
2. Mnozina A je oteviend pravé kdyz A = A°.

Dtikaz: 1. Tvrzeni je zfejmé.
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2. Je-li A = A°, je A oteviend. Obracené je-li A oteviend, x € A libovolny bod, pak existuje
U(z;e) C A, neboli z € A°.

Diisledek: F(A)=AN(R" - A) = F(R" — A).

Dikaz: Z definice hranice mnoziny plyne, ze F(4) = F(R™ — A).

Déle F(A) = (R"—A°)n{R" — (R" — A)°}aplatiR"—A° =R" — A; R"— (R"— A)° = A.

Definice: Bud A € R™ mnozina, x € R™ bod. Rekneme, ze x je hromadnym bodem mnoziny
A, jestlize kazdé okoli U(z; €) bodu = obsahuje nekoneéné mnoho bodi A. Mnozinu vsech hro-
madnych bodu A oznacime A’

Bod mnoziny A, ktery neni hromadny, nazyvame izolovany.

Poznamka: Hromadny bod mnoziny A nemusi lezet v mnoziné A, je-li vSak A uzaviena
mnozina, je to pravda.

Véta: Bud A C R™ mnozina, x € R™ bod. Potom je x hromadnym bodem mnoziny A pravé
kdyz existuje posloupnost {x(k)}z‘;l takovd, ze

z® e A, 2" £y, klim z®) =g,
Déle plati A= AU A’.
Diikaz: Bud z € A’. Potom existuje

1
+®) e <:c; k) , () +x, ) e A a tedy klim ) = g

Obrécené je-li ) e A, ) £ gz klim +®) = z, pak U(zx; ¢) pro libovolné € > 0 obsahuje

vSechny ¢leny dané posloupnosti, poc¢inaje jistym indexem, tedy nekoneéné mnoho bodu A.
Ponévadz platif A C A, A’ C A, je AUA" C A. Obricené bud 2 € A — A. Pak kazdé okolf
U (z; 4+) obsahuje bod z®) € A a je tedy klim ) =z tedy x € A’, neboli A C AU A’.

Definice: Bud K C R” mnozina. Rekneme, ze K je kompaktni, jestlize kazdd posloupnost
bodu mnoziny K obsahuje vybranou posloupnost, konvergentni v K.

Véta: Mnozina K C R" je kompaktni pravé kdyz je uzaviena a omezend.

Ditkaz: 1. Bud K uzaviend a omezend a {x(¥)}° | libovolna posloupnost bodt K. Ponévadz

je {z®)} omezend, jsou viechny posloupnosti {mgk)}z';l i=1,2,...,n také omezené. Podle Weier-
strassovy véty lze z posloupnosti {ng)} , {zgk)} Y ,{x%k)}, postupné vybrat posloupnosti kon-

vergentni, tedy existuje vybrana posloupnost {x(j’“)},;“;l, ktera konverguje. Ponévadz K je uzaviena
mnozina, konverguje {z(*)}% v K.

2. Necht K neni omezens a bud z(®) € K libovolny bod. Potom ke kazdému pfirozenému
k existuje z(®) € K tak, ze d(x(k),x(o) > k. Kdyby z této posloupnosti bylo mozno vybrat
posloupnost {zU¥)} konvergentni k z € K, pak

d(zU) z() P d(z,29) a zaroveii d(z%), () > ji >k — occ.
— 00

Tedy K nemuze byt kompaktni.
Jestlize K nenf uzaviend, existuje z € K’ z ¢ K a tedy posloupnost {z(*)}2° 2 ¢ K| ktera
neni konvergentni v K.
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Poznamka: Kompaktni mnoziny v R™ hraji stejnou roli jako uzaviené intervaly v R a
pozdéji ukazeme, ze spojita redlna funkce na kompaktni mnoziné je omezend a nabyva své nejveétsi
a nejmensi hodnoty.

Definice: Dvé mnoziny A, B C R™ nazveme oddélené, jestlize AN B = AN B = (). Rekneme,
7e mnozina S C R™ je souvisld, je-li S # @ a neni-li S sjednocenim dvou neprézdnych oddélenych
mnozin. Mnozinu S nazveme jednoduse souvislou, je-li souvisld a mnozina R™ — S je téz souvisla.
Otevfenou souvislou mnozinu nazveme oblasti.

Poznamky: 1. Pozdéji ukdzeme ekvivalentni charakterizaci oblasti pomoci kiivek, lezicich v
dané mnozineé.
2. Neprazdnd mnozina v R je souvisld pravé kdyz je to interval nebo jednobodova mnozina.

7.3 Funkce n proménnych.

Definice: Funkci n redlnych proménnych (n € N) nazveme zobrazeni f mnoziny A C R" do
R nebo C. Je-li oborem hodnot f podmnozina R, fekneme, ze f je redlnd, je-li obor hodnot f
podmnozina C, fekneme, ze f je komplexni. Mnozinu A nazveme defini¢nim oborem f.

Poznamky: 1. Pro funkci f n proménnych budeme pouzivat jednoho z nasledujicich znaceni:

a) f:ACR" — R; B) f:A — C;
v) y=flx1,2e,...,2,); (21,22,...,2,) € A; 5) y=f(z); zeA

Pro n = 2 nebo n = 3 budeme pouzivat tradi¢niho oznaceni z = f(x,y) nebo u = f(x,y, 2).

2. Jelli f: ACR" — R, je grafem f podmnozina R"*! tvaru {(z, f(x)); x € A}. Pro
n = 2 dostaneme plochu v R3.

Piiklad: Najdéte defini¢ni obor funkce z = In{z In(y — z)}.
Musi byt = In(y — ) > 0, tedy

a) z>0,In(y—2) >0 neboli z >0,y >z+1
b) x<0,In(ly—x) <0 neboli  <0,z<y<z+1.

Dany defini¢ni obor je na¢rtnut na nasledujicim obrazku.

Definice: Rekneme, 7e funkce f : A € R® — R mé v bodé a € A’ limitu vzhledem
k mnoziné A rovnu b, jestlize pro libovolnou posloupnost =) € A, z*) £ o, takovou, ze
z(*) o plati f (x(k)) e b. Zapisujeme lim  f(z) =b.

T —a
reA

Véta: lim  f(x) = b existuje pravé kdyz k libovolnému & > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
T —a
reA
nerovnost |f(x) — b| < e plat{ jakmile 0 < d(z,a) < ¢, z € A.
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Dikaz: Provede se analogicky jako pro funkce jedné proménné.
Diusledek: Jestlize existuji dvé posloupnosti {z(®)} a {y*)} tak, ze
2 ®) £ q £ y® 2R g y®) g a pi tom leIgo f(x(k)), k:lirgo f(y(k))
neexistuji nebo jsou od sebe ruzné, pak funkce f nemd v bodé a limitu vzhledem k mnoziné A.

Pozndmka: Jestlize existuje lim  f(z) aje-li B D A, pak nemus{ existovat  lim  f(z).

T —a T —a
reA r€B
Obrécené, je-li C C A, a € C', pak existuje také  lim  f(x).
T —a
zeC

Priklady: 1.

2 2
Jim Tty = lm (VeTErl41) =2,
z—0 Vai+y2+1-1 z—0

y—0 y—0
2. lim %% neexistuje. Jestlize oznatime A = {(z,y) € R%*;2 = 0,y # 0} potom
z—0
y—0
lim 71g7 = 0; na druhé strané pro B = {(z,y) € R%*;y = z, z # 0} dostaneme
r—0y—0
(z,y) € A
. Ty _1
IHSH;JHO Pt
(,y) € B
3.  lim % neexistuje, i kdyz je limita po kazdé ptfimce, prochazejici pocatkem, rovna O.
z—0
y —

Staci volit kiivku y = /.

Poznamka: Vypocet limity funkce vice proménnych byva dosti komplikovand zalezitost.
Snadnéji se ukaze, ze limita neexistuje. Trochu muze pomoci nésledujici véta.

Véta: Bud y = f(z,y) funkce dvou proménnych a necht
a) existuje lim  f(z,y) = @ (dvojnd)
x—a
y—b
b) existuje A > 0 tak, ze pro 0 < |z —a| < A existuje lirr}) flz,y) = p(z).
yAP
Potom existuje také lim ¢(z) = «, tj. a = lim lin}7 f(z,y). Za analogickych predpokladu plati
r—a r—a y—

a=lim lim f(z,y).
y—b z—a
Dikaz: Z existence lim  f(z,y) = a plyne, Ze
T —a
y—b
Ve>0 3 >0 tak, ze | f(z,y) —a| <e jakmile |z —a| < d, |y —0b| <d; (z,y) # (a,b).

Jestlize nechdme y — b, dostaneme |p(z) — | < e, tedy lim p(z) = a.
r—a
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Definice: Bud f funkce, definovans na mnoziné G C R"™. Rekneme, Ze f je spojitd v bodé
a € G, jestlize lim  f(z) = f(a).

Tr—a

red
Rekneme, ze f je spojitd na G, je-li spojita v kazdém bodé mnoziny G.

Poznamka: Priedchozi definice je samoziejma, je-li @ hromadny bod mnoziny G. Je-li
a izolovany bod G, je f automaticky spojitd v bodé a.

Véta: Bud f spojitd funkce na kompaktni mnozing K C R™. Potom je f(K) kompaktn{
mnozina.

Dikaz: Budte y, € f(K). Potom existuji z*) € K tak, ze f(x(k)) = yg. Ponévadz je
K kompaktni, 1ze vybrat posloupnost {x(j’f)}iozl C K tak, ze %) — z € K. Ze spojitosti f

k—oo

plyne, ze existuje klim Yjp = klim f (:c(j’f)) = f(z).

Poznamky: 1. Je-li f redlna funkce, pak je f(K) uzaviend a omezend podmnozina R, obsahuje
tedy nejvétsi a nejmensi ¢islo. Dostavame tim analogii o spojitém obrazu uzavieného intervalu.

2. Analogicky jako pro funkce jedné realné proménné, je mozno definovat pojem stejnomérné
spojitosti funkce f na mnozing A C R"™. Je-li f spojitd na kompaktni mnoziné K C R", je na
K stejnomérné spojita.

3. Stejné tak, je-li S C R™ souvisld mnozina, f spojitd na S, je f(S) souvisld mnozina.
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Kapitola 8

Integralni pocet.

8.1 Neurcity integral.

Poznamka: V tomto paragrafu se budeme zabyvat metodami vypoctu primitivni funkce
k dané funkci, tedy ulohou opacnou k derivovani.

Definice: Bud'te F, f dvé funkce, definované v otevieném intervalu (a, b). JestliZe pro viechna
x € (a,b) plati rovnost F’'(x) = f(x), fekneme, ze funkce F je primitivn{ funkei k funkeci
f v intervalu (a,b).

Priklad: Funkce F(z) = § sin 2z je pro @ € (—o00, +00) primitivni k funkci f(z) = cos 2w,

coz se snadno ovérl. Tedy F'(z) = f(z).

Véta: Bud f funkce, spojitéd v intervalu Z, kterd mé derivaci rovnu nule v kazdém vnitinim
bodé Z. Potom je f konstantni v Z.

Diikaz: Bud'te x1, 25 € T dva libovolné body a necht z; < x5. Podle véty o stfedni hodnoté
existuje bod £ € (x1, z2) tak, ze

fx2) = flz1) = f1(§) (w2 —21) = 0.

Odtud plyne, ze f(x1) = f(x2) a f je konstantni.
Poznamka: Predchozi véta je obracenim znamého vzorce, ze derivace konstanty je nula.

Véta: Jsou-li F(z), G(z) dvé primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu (a,b), plati v celém
intervalu (a,b) rovnost G(z) = F(z) 4+ C, kde C je konstanta.

Diikaz: Oznacme H(x) = G(x) — F(z). Potom je H'(x) = G'(z) — F'(x) = f(z) — f(z) =0
a podle predchozi véty je H(x) = C. Odtud plyne tvrzeni véty.

Definice: Mnozinu vech primitivnich funkei k dané funkci f(z) na intervalu (a,bd), (a < b)
nazveme neurcitym integrélem funkce f(z) a oznacime

/f(x) dx.
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Poznamky: 1. Je-li F(z) jedna primitivni funkce k f(z), pak plat{ [f(z)dz = F(z)+ C, kde
C je libovolné konstanta.

2. Zakladni integra¢ni vzorce dostaneme okamzité z odpovidajicich vzorcu pro derivovani.

Funkce f(x) / f(z)dx Pozndmka
Z‘"+1
" +C neN,zeR
n+1
wn-i—l
" n—|—1+C neR, n# -1,z ¢€(0,+00)
1
. In|jz|+C z € R—-{0}
e’ e +C reR
a(l?
a® +C re€R,a>0,a#1
In a
sin x —cosx+C z€R
Cos T sin z + C' r€R
1 T
Ccos? T 2
1
—5 —cotgz + C zeR,z#kn, kel
sin“ x
! i +C +C €(-1,1)
_— arcsin x = —arccos T r e (-1,
V1—22
1
T2 arctg v + C' = —arccotg z + C reR
shx chx +C z€R
chzx shz + C r€eR
1
5 thz +C reR
ch”x
1
5 —ctha +C xeR—{0}
sh”x
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8.1.1 Zakladni integraéni metody.

Véta: Nechf existuji k funkefm fi, fo v intervalu (a,b) neurcité integraly a budte ci,cy
konstanty. Potom existuje neurcity integral k funkci ¢y f1 + cof2 a plati

/{clfl(x)+62f2(x)}dx:cl /fl(:s) dz + ¢ /fg(x) da.

Diikaz: Oznaéme Fy(z) = [fi(z)dz, Fa(z) = [ fo(x) dz. Potom plati
[e1Fi(2) + 2 Fo(@)]' = 1 fil) + ez fa(z)

a tedy funkce
a1 Fi(x) 4+ coFo(z) = a1 /fl(x) dzx + co /fg(x) dx

je primitivni funkef k funkci ¢ f1(2) 4 ca fa(x).

Priklad:
. 3 2 . 3 dl'
3sinz—V22® + dr =3 [sinxdr — V2 [2°de +2 | —— =
1+ 22 1+ 22

2
=-3 cosm—§x4+2arctg:ﬁ+0.

! Véta: (Integrace per partes)
Funkce u(z),v(x) nechf maji v intervalu (a,b) spojité derivace. Potom je

v intervalu (a, b).

Dikaz: Funkce u-v mé v (a,b) derivaci [u(z) - v(z)] = v/ (2) v(z) + u(z) v'(x) a tedy

v (a,b). Odtud plyne tvrzeni véty.

Piiklady: 1. Oznacme Z,, = [2™ e** dz pron € N, a # 0. Polozme Z,::
Tedy

n n
x n _ x n
T,= [2"e"do = —e" — = [2" e dr="—e" — =T,
a a a a

a odtud dostaneme rekurentni formuli
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2. Oznaéme K,, = f(1+d$)" pro n € N. Je ziejmé, ze K1 = arctg =z + C. Bud

— 1 e
U= gy v=1
, on Tedy
— X —
u = _W v=2x.

K _/ dz _ x +2n/ 22 dx _ x n
n (14 z2)n - (14 z2)n (14 z2)nt1 - (14 z2)»

dx dx T
2 —_ =2 = 2nIC, — 2nKpyq.
+ n/(1+$2)n n/(1+x2)n+l (1+x2)”+ nRp —2nKni1

7 této rovnice vypocteme K, 11 a dostaneme rekurentni formuli

T " 2n—1
2n(1 + 22)n 2n

ICn—i—l = K.

3. Vypoctéte [e* sin bz dx, [e* cos bz dx.

ResSeni: Je

. u = sin bz v = e 1 . b o
esin brdxr =| 7, ’ 1 aw | = —€%sin bx — — [ e cos brdx =
u' =bcosbr, v=-e a a
2
u = cos br v = e 1., b b .
=\ . 1 gz | =94 —sin bxr — —cos bx p € — — [ €% sin bx dx.
u'=—bsinbr, v=-‘e a a? a?
Z této rovnice vypocteme
ear
e sin bx dv = ——— (a sin bz — b cos bx) + C.
a? + b2

Analogickym zpusobem nebo vyuzitim predchoziho integralu dostaneme

axr

/e‘”” cos bz dx = (a cos bxr + b sin bx) + C.

a? 4 b2

! Véta: (Substitucni metoda)
Funkce f(z) necht je spojitd v intervalu (a,b), funkce (t) necht ma v intervalu (a, 3) spojitou
derivaci ¢'(t) a necht pro kazdé ¢ € («, 3) plati ¢(t) € (a,b). Potom v intervalu («, 3) plati

[t@ o= [ re) e

Ditkaz: Polozme F(z) = [f(z)dxz v (a,b). Véta Fiké, ze funkce F(p(t)) je v intervalu (o, 3)
primitivni funkei k f(o(t)) ¢’ (¢). To je vsak dusledek véty o derivaci slozené funkce, ponévadz plati

[F(e(t)] = F'(e(t) ¢'(t) = fe(1)) - ¢ (D).

Poznamka: Pfredchozi véta je pouzivana dvéma smeéry.

I. Chceme vypocitat [f(¢(t)) ¢’ (t)dt, jestlize umime vypocitat [ f(z)dz. V tomto pripadé
byva vypocet jednoduchy, ponévadz tvar integrandu rovnou ukazuje substituci, kterou je tieba
zavést.
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II. Potfebujeme vypocitat [ f(z)dz pomoci vhodné substituce z = ¢(t). Dojdeme tim k in-
tegralu [ f(p(t)) ¢’ (t)dt, ktery musi byt takového tvaru, abychom ho byli schopni vypocitat. K
tomu je vSak tfeba predem znét substituci z = (t). Tomuto pouziti véty o substituci bude také
vénovana prevazna ¢ast nasledujiciho paragrafu.

Priklady: I. zpusob.

1.
. 4
. 3 | x=sint . 3 _x _1,4
/sm t cos tdt = de — costdt ’—/x dr = ) +C—4Sln t+C.
2.
/dx 7/ dz 7/ de | t&z =t 3
sinz ) 2sinZ cosZ  J 2cos?Ltgk QCgS“;%:dt B
dt
- —:1n|t|+C:ln‘tg£‘+C.
t 2
> @, _| @) 0
x T)=1
/f(x) daz—’ B e ’_/t_lnt|+0—lnf(x)|+0.
II. zpusob
/ de | x=cotgt, te(0,m) | /dgc B
2+1 do = — 9 B sinx

=—In

t 1
th‘ + C = Incotg <2arccotg x) +C.

cotg2%—

_ 1 ..
cotg acotg f—1 +, dostaneme odtud rovnici
2 cotgy

cotz atootgd tedy = = cotgt =

Ponévadz plat{ cotg(a + 3) =

2
t t t
cotg = | —2xcotg— —1=0 s kofeny | cotg— =x+vVa2+1.
2 2 2/,

Vzhledem k tomu, ze t € (0, 7), vyhovuje jen znaménko + a tedy

dx
Vil

Kdo si v kapitole, vénované derivacim zakladnich elementarnich funkci, vSimnul, jak vypada
derivace funkce argsh x, mohl tento vysledek napsat rovnou. Ponévadz se vsak s touto substi-
tuci sejdeme pozdéji znovu pii vypoctu komplikovanéjsich integralii, neni uvedeni tohoto piikladu
na skodu.

zln(ac—l— x2+1>+0-

Integrace racionélni funkce.

Poznamka: Kazdou racionalni funkci % lze vyjadrit ve tvaru polynomu a ryze lomené

raciondlni funkce. Je-li tedy st P < st @, lze takovou funkci rozlozit na parcidlni zlomky, které
jsou tvaru

A Bz +C 2
e (m2+";:+q)m, kde A,B,C,a,p,qeR,m,neN,pz—q<0.

Staci tedy popsat, jak se integruji parcidlni zlomky.
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/ da x—a:t’ /dt In|t|+C=In|z—a|+C pro n =1;
({E—a)”_ dx = dt B tn_ f:;l—l—C:ﬁ(w—a)l_"-FC pron>1.
B)
Bx+C 1 2¢ +p 1 / dx
————dr=-B | ——————dzx+ |(C—- =B —_—
/fﬁ+mx+@m "2 /fﬁ+mx+@m v ( 2’0 (@ +pr+ o
1.
/ 2e4p | P tprtq=t _/ﬁ_
(2 +pr+q)m | Qe+pde=dt | | tm
In|t|+C=In(z?+pr+q) +C pro m=1
B '::: +C == (> +px+q)' ™ +C prom>1.
2. b
T+ 3 _ 4
dx dx _p
m 2
CETT N S s e
dr =1/q— —dt

coz je integral, pro néjz byla odvozena rekurentni formule.

Piiklad: Vypoctéte [ ot
Reseni:
20 — 1 _ 4
/ de 16 dx | v3 |
2 _—zx12 9 2~ B
V3

t -
3@zt 1) g e

uzitim rekurentni formule ;.41 = m + % K.

_8\/3/ a 221 4v/3 2z — 1
9 (t2+1)2

8.1.2 Integrace nékterych transcendentnich funkci.

I. Integraly typu
/R (x, {ax—l—ﬁ}s) dz.,
yx 49§

kde R je racionalni funkce, s > 1 pfirozené, a§ — 3y # 0.

- 1/s
Reseni: Zavedenim substituce ¢ = (iii? ) dostaneme integral z racionalni funkce. Je totiz

_p- dr = 7a57ﬂ725t571dt

FT e —al (vt —a)

98



a po dosazeni dostaneme

r{B8=01 t ad =By st*ldt,
T — o (vt* —a)?

tedy integrél z racionalni funkce.

Priklad: Vypoctete/vzxi;i dx.

Reseni: Je R(z,y) = X2 o =23 = 3,7y = 0,6 = 1,5 = 2. Tedy 22 +3 =

y—x’
:t_3 ,dr=1tdt a

V2r+3+2x 3 4+ 2t2 — 3t 2
=— | dt=———4t—9In|t— In|t+1 =
/2:17+ dx /t2—2t—3 5 9In|t-3|+In[t+1]|+C

=—2—-4V20+3-9In|V2r+3-3|+In (V22 +3+1)+C

Pozndmka: Analogickym zpusobem se tesi integraly typu

R{x, ar+f ql,..., SERARY dx,
yx 44 yxr+46

kde R je raciondlni funkce, o, 3,7, e R, ad — B~y #0,p1,...,pn €Z, q1,...,q, € N.
1

S
Bud s nejmensi spoleény nésobek &sel qy, ..., ¢q,. Potom substituce (%) = t dava
integral z racionalni funkce. Skute¢né existuji pfirozena ¢isla kq, ..., k, tak, ze
B\ B\
T+ g T+ kipi .
s=kigi =kogg=---=k a ted = —t”’ln:l,...,n.
oy . - d
Priklad: Vypoctéte 7\/357; +fgym.

ReSeni: Je

R(x7yﬂz):%7(1:176:1’7:076:1’”:25191:1aq1:2ap2:1aQ2:37526-
y z

Tedy x4+ 1 =15, do = 6t° dt a odtud

xdx LA B A A I
=6 ———+———+———,+C=
Ve+1+Jz+1 9 8 7 6 5 4

4
3

1 s 1 1
_ {(Hl)Q — @D ()

I1. Integrély typu
/R(sin x,cos z) dz,

kde R je racionalni funkce.
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Reseni: Substituce tg 3 =1t dava

1 1—¢2
COS2§:727COS(£ZQCOS2£—1:
2 1+tg’s 2 1412
. .z T T 5T 2t dx . 2dt
s1nx:231n§cos§:2tg§ cos 5= 1+t2’m:dt neboli das:1+t2.

Po dosazeni dostaneme

. 2t 1—1¢2 dt
/R(Smr,cos x)d$=2/3<1+t2’ 1+t2) 1+¢2’

coz je integral z racionalni funkce.

Priklad: Vypoététe mfﬁ% .

— dt
wi=t | e 2/ i
dr = 2dt 4t 1-—-t +5 612 + 4t + 4

1+¢2 1+t2 1+¢2

ResSeni: Je

NI

/ dx B
2sinz—cosx+5

dt 1 3t+1 3tgs +1
arctg —=——=——

1
e e R

[Je R(z,y) = ﬁ}

+C.

Poznamky: 1. Analogicky je mozno pocitat integraly typu [R(shz,chx)dz, musime si viak
odvodit ptislusné vzorce pro hyperbolické funkce. Ponévadz je vSak mozno sh z a ch z vyjadrit po-
mocf funkce e”, muzeme dany integrél téz povazovat za integral typu [R (e*”) dx, ktery uvedeme
pozdéji.

2. Ukazuje se, 7e substituce tg3 = ¢ vede vZdy k cili v tom smyslu, Ze integral fR(sin x,cos ) dx
prevadi na integral z raciondlni funkce. Muze se vsak stat, ze piislusna racionalni funkce bude na-
tolik komplikovand, ze se ji nepodaii rozlozit na parcidlni zlomky. V tom piipadé je tieba hledat

jiné cesty, alespon pro specidlni ptripady.

Specidlni piipady:

a) [R(tgz)dz, kde R je raciondlni funkce.

tgx =1 dt
) :/R(t) -
dr = 15 1+t

Reseni:

/R(tg x)dr =

coz je integral z raciondlni funkce.

sin x—cos x

Piiklad: Vypoctéte [Sie—cose gy

Reseni:
inx — tgxr —1
/§1nx cos T dx:/g:r do —
sin  + 2cos T tgx 42
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3 3 1 1
=-z ln\t—l—Q\—&-l—Oln(t2—|—1)—garctgt+C:—g{x+31n|sin:z:—&—Qcosx\}—i—C.

b) [R(sin®z,cos® x) dr, kde R je racionalni funkee.

Reseni: Substituce tgx =t davé

dt .9 tg?w t2 9 1 1
r=-——=;SIn"r= = ; COs™x = = .
1+¢2 1+tg?z  1+¢2 1+tg?z  1+¢2

t2 1 dt
. 9 2 _
/R(sm T, Cos x)dx_/R{1+t2’1+t2} e

coz je opét integrél z racionalni funkce.

Tedy

Priklad: Vypoctéte [ H_gﬁ.

Reseni:
_ S R dt
/dix: BT =t SNT= g | i:/L:iarctg(\/ﬁtgaz)JrC.
1 +sin’z dz = 1%, 1+ £ 1422 2

¢) [sin" x cos® x dx, kde n, k € Z.

Reseni: a) Predpoklddejme, Ze alespont jedno z &isel m, k je liché. Necht tieba n = 21 + 1.
Potom substituce cos x =t dava integral z racionalni funkce. Je totiz

. n k _ 2Nk _ cos x =1 _ N
/sm x cos a:dacff(l cos” )" cos xsm:cdx‘ sin o dr — dt ’ /(1 t9)" " dt.

Piiklad: Vypoctéte [——22

sin x cos?x*

Reseni:

dx sin x dx
sin = cost x sin z cost z

1_1_1_1_11 t—1 LC l‘tx’—l—
= — — - n|——- = In —
PEEETERED Sl PO | 5

cos =1 _ dt B
sin xdr = —dt | ) t4(12 -1)

1 1
cos x 3cosdx

Poznamka: Situace je analogickd, je-li k liché. V tom piipadé je tieba zavést substituci
sin x = t. V pripadé, ze jsou obé ¢isla n i k liché, je jedno, kterou substituci zavedeme. Pfi

wevs

B3) Obeé ¢isla n, k jsou sudd. Pak muzeme pouzit substituci tg x = ¢ (pfipad b) ) nebo pouzijeme

vyjédieni pomoci dvojndsobného argumentu. Je-li n = 2m,k = 2, sin’z = 1=cos2z

2 1+cos 2z 2
cos® x = ~F=E, pak

m l
/sin2m:z: cos? z dx —/(IC;S 2x) (1+C;S 29:) dz.
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Jestlize se v nékterém z integralu, které takto vzniknou, opét objevi integral typu 3), je tfeba
postup zopakovat a pouzit vyjadieni pomoci ¢tyfnasobného argumentu.

Piiklad: Vypoctéte [sin®x dz.

Resent:
3
1-— 2 1
/Sinﬁxdﬂc:/(zosx) dx:§/(1—3cos 2% + 3 cos? 22 — cos® 2x) dx =
1 3 3 1
=§x—ﬁsin 296—1—% (1+Cos4x)dx—g/(l—sin22x)cos 2 dr =
5 1. 3 . 1 .3
—1—6x—181n2x+6—451n4x+4—8sm 2+ C.

Poznamka: Jsou-li v integrdlu [sin" z cos® x dx oba exponenty sudé a zdporné, byva mozné
uzit nasledujicitho obratu.

Piiklad: Vypoctéte [ 42— da.

cosb

dx dp — (sin® x + cos? z) dx — [ig?a dx n dr
cosb z cosb z costzx costx
d d d 1 2 .
tgte z +2 [tg’x z + 127 = _tghz + StgPz +tgax 4+ C.
Ccos® x Ccos? x CcoS* T 5 3

d) [sin ax cos Bz dr; [sin ax sin frdr; [cos ax cos frdr, kde o, € R, a # .

Reseni:

Reseni: K vypoctu téchto integraldl je vyuzito goniometrickych vzorci

sinu:l:sinv:2sinu Ucosu:;v,
po piipadé
U+ v uU—v
cos U + cos v = 2 cos cos
2 2
nebo
Lu L u—v
cos u — cos v = —2 sin sin ——
Jestlize na piiklad ve vzorci pro sin w + sin v polozime
“;”J:ozz u+v=2ar a+p a—_
— dostaneme u = 5 T, v= 5 x,
St=pr u—v=20
neboli ) . 5
/sin ax cos fxdr = E/Sina—gﬁxdx—l—i/sina; rdr =
1 a+p 1 a—pf
=— 3 — 3 C.
oz—i—ﬁCOb 5 T a_ﬁcos 5 T+

Analogicky se pocitaji zbyvajici dva integrély.
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Pozndmka: Striktné feceno, predchozi integral neni typu I1. Tyto integraly vSak hraji dulezitou
roli v souvislosti s Fourierovymi fadami, a proto jsme jej zafadili do této skupiny.

IIT. Integraly typu

/R (x, Vv azx? —|—bx—|—c) dz,

kde R je raciondlni funkce.

Reseni: Je-li @ = 0, dostdvame rovnou specidlni piipad integralu typu I. V dalsim budeme
tedy predpokladat, ze a # 0.

M4-li rovnice az? + bz + ¢ = 0 dvojndsobny kofen «, je az? + bx + ¢ = a(x — )? a pifslusnd
odmocnina ma smysl pouze, je-li @ > 0. Potom dostaneme

/R(x,\/m> dx:/R(z,\/&|z—a|)dx,

coz je integral z racionalni funkce.

a) Bud a > 0. Potom Eulerova substituce

2 —at? +bt —Jac
Vaz? +br +c=ax +1t dévé x = b—2\ft  do =2 (b—2y/at)? a

neboli

2 —¢ t2 —c —Vat? +bt —/ac
2 =92 .
/R az +bx+c) dx /R(b_2\/at,\/&b_2\/at+t) N

coz je integral z racionalni funkce.

Piiklad: Vypoctéte [ \/ﬁd

Reseni:
2
| x:ul 1 (u—1)du
x 1+3x2+x4 xd:vzidu 2 | uv1+ 3u+ u2
B w2 +3u+1=u+t, uz—é;_t;, u—|—t—t;t?”5;)r17 _/ 2194 e
o _ ot?—3t+1 _ —t2-2t+4 | (9 —3)(1 — 2)
du=—2080 L dt, u— 1= = 2t—3)(1— )

1
:§{ln|t+1|—ln|t—1|—ln\2t—3|}+C:

1 V132 +1—a%+1
_ L vt [~ In[2vat £ 307 127 =3
2 Vot +3x2 +1— 22

Poznamka: Stejnym zpusobem lze pouzit i substituci

Var2+br+c=+azx —t, resp. t —azx=+ax?+bx+c.

Je-li na ptiklad ¢ > 0, lze pouzit téz substituce

Va2 +br+c=xt++c; Var2 +br+c==+/c—xt; Var2+br+c=xt—/c
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3) Bud' a < 0. Pak m4 dand odmocnina smysl pouze tehdy, ma-li rovnice az? +bx + ¢ = 0 dva
redlné rizné kofeny, na pitklad oy, as a necht a; < az. Potom az? + bz + ¢ = a(r — ay)(z — as)
a pifslusnd odmocnina je definovéna pro = € (ay, ). Odtud plyne, ze

var?2+br+c=+v—-a(r—a) ag—x;

T — Q7

/R(x,m)dxz/}z{x, “a(z —ay) az_x}dx,

r —

coz je integral typu 1.

Piiklad: Vypoctéte [0t —.

Reseni:

2

=R
— T

2

/m\/2+w—x2 /\/Hl 2-0) [t | 3, Od

241’ 2 +1)%
_ a1 \ftfl 1 V20@+1) —vV2—u
_2/7%2_1 f +C = f N CE TS ET: +C.

Poznamka: FEulerovy substituce znamenaji ve vétsiné piipadu nepiijemné dlouhy vypocet
a muzeme se jim ¢asto vyhnout zavedenim jinych substituci, které byvaji jednodussi.
Je-li a > 0, je mozno psét

ar’ +br+c=a :c+b wa
- 2a 4q? '

Je-li & a‘mc < 0, je odmocnina tvaru

Var? +bx 4+ c= a2+ a2,

b> —4ac

pro > 0 je

Vaz? +bx 4+ c= a2 — a2

Jestlize a < 0, pfichdzi v ivahu jediné piipad b? — 4ac > 0, tedy piipad redlnych riznych kofenti

a pak dostavame
b2 —4 b\’
ar® +bx+c=+v—a zooae r— — ,
4a?

neboli
Vaxz? +bx +c = avo? — 2.

Odtud dostaneme tii specidlni piipady.

Specialni piipady.

Integraly t R
a) Integrély typu /R(m, 21 a?) da,

kde R je raciondlni funkce, o > 0.
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Reseni: Substituce

2
adt 2 _ @
cos?t’ cos2t’

oy o
T =atgt {t€<_§’§)] davéa dx =

neboli

/R(w,\/m)dx :/R (atgt a) adt

"| cost|/) cos?t

coz je integral typu II, navic plati cos t > 0 pro t € (fg, g) .

Piiklad: Vypoctéte fﬁ
Reseni:
dx _ r= tgdt _ cos tdt _ sint=uwu _
22(z + V1 + 22) de — & sin t(1 + sin ¢) cos tdt = du

cos?t

d 1 1 2 1 2
:/711 :1n|u+1|—ln|u|—f—|—C’zlnx+\/ e _\/—|—a: +C.
u?(u+1) u |z x
Pozndmka: Dals{ moznost davd substituce z = asht pro t € (—o0,+00). Je totiz

dr = achtdt, vVr? + o? = acht, neboli
/R(x7 Vaz+a?)dx = a/R(asht,acht) chtdt,

coz je integral typu II., jen v hyperbolickych funkcich.

Piiklad: Vypoctéte f \/ﬁ-
Reseni:

dz B B B B - \/27
/m ~ | do = chtdt ’ = /dt = t+C = argsh(v+1)+C = In(z+1+V/a2 + 2z + 2)+C.

b) Integrily tvaru
/R(a:, Va2 —a?)dx,

kde R je raciondlni funkce, o > 0.

Reseni: Ponévadz je funkce /22 — a2 definovéna ve dvou intervalech (—oo, —a) U (o, +00),
provedeme vypocet jen pro interval (o, +00). Substituce © = acht pro t > 0 davé

/R (w, Va2 —a2> dx = a/R(acht,asht) shtdt,

neboli integral typu II. v hyperbolickych funkcich.
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ResSeni:

1
_ 2, _
dx B x:cht;t>0‘_/ a tht=u, Cht_l_uz -
(22 +1)VaZ — 1 dx =shtdt ch?t+1 du — dt g — du
ch?t’ 1—u?
du 1 V2 +u 1 V2cht+sht 1 V2r++vr2 -1
= 5 = In +C = In +C = In +C
2—u?  2v2  |V2-u 2v/2  |V2cht —sht 22  |V2x—+Va2 -1

¢) Integrély tvaru

/R (x, a? — xz) dz,

kde R je raciondlni funkce, o > 0.
Reseni: Substituce x = a sin ¢ [nebo 2 = a cos t] dava

dr =« cos tdt, Va? —xz?2 =a«lcos t],

neboli

/R(x, oz2fo)dm:a/R(asint,a|cost\)costdt,

coz je integral typu II.

Piiklad: Vypoctéte [ \/%.

Reseni:

/ rdr rdr x—§:—sint;t€

— = - 21
VR NI do = Y2 cos v

1 V21 1 2¢ — 1
§/dt+T/sintdt:§arcsin T/ﬁ —VhH+ax—22+C.

IV. Binomické integraly

/aﬂ (a + bxé)ﬁ dx,
kde (3,7, 0 jsou racionélni ¢isla.
Reseni: Substituce 20 = ¢, z = t¥/9 dx = %tl/‘s_l dt dava integral
/to‘(a + bt)? dt,
kde «, 8 jsou racionalni. Pro néj plati

Véta: Integral

/t“(a + bt)? dt,

kde «, (8 jsou racionalni ¢isla, lze prevézt na integral z racionalni funkce, jestlize alespon jedno
z Cisel a, B, a + 3 je celé.
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Dukaz: a) Bud o celé, § = L. Potom dostdvdme integrdl [t*(a + bt)"/* dt, coz je integrél
typu I a substituce (a + bt)'/* = u jej prevadi na integral z racionalni funkce.
b) Bud 8 celé, a = . pak dostdvame onalogickou situaci jako v pifpadu a) a substituce

t'/% = u déva integrél z raciondlni funkce.
¢) Bud o+ 3 celé, 3 = L. Potom

bt
/t“(a+bt)5 dtﬁa“’ <at> dt,

coz je integral typu I.

3
Biddad: Vypoctite / Ve g,

2
\/2x3+1 6 ) T=t 1 [, [(2t+1\?
“0(22® +1)3 L o =c [t ——) dt=
/ / 713 do =t |~ 3 :
3
(%5 >1/3 /u4du ! (2x3+1)%+0
2 == = —— =
t= dt = 355 5a°
V. Integraly tvaru
/R (e*®) dx,
kde R je racionalni funkce.
Reseni: Substituce e®* =t ddvd z = ln t,de = at, neboli

/R(e‘”) dzx = é/R(t) %,

coz je integral z raciondlni funkce.

Piiklad: Vypoctéte

ResSeni:
T o
est =t

dr =

SRR

dt
t

2T — 57 6 [t2—1t
e e :f/idt:
es® +1 T ) t2+1
6 P 1 Ty Ty

=—4q €6 —§ln(1—|—e3 )—arctge6 +C.
™

VI. Integrély tvaru

/R(ln x) dx—x,

kde R je racionalni funkce.
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Reseni: Substituce In z = t ddva okamzité integral z racionalni funkce.

dz dt 1
3 = ) = — 11’1
z(Inz —1) t2—-1 2
VII. Integraly typu

/P(a:) e**dx, /P(m) ig;zi dx , /P(x) In zdx,
/P(a:) arctg x d | /P(x) arcsin x dz |
arccotg x arccos x

kde P je polynom.

Priklad:
Inx—1

Inx+1

o

Reseni: Vsechny uvedené integraly se pocitaji integraci per partes. Prvé dva volbou
u=P(z); v = e, sin oz, cos oz

r_ ) _1 1 1
u' = Q(x); v= e, —= cos ar, ~sin ax,
kde Q(z) je polynom stupné o jednu mensi, nez P(x). Timto zptisobem se pokracuje déle.

Zbyvajici integraly se pocitaji volbou

u' = P(x); v=Inuwz, arctg x, arcsin x
— . r__ 1 1 1
u=Py(z); V=g 22 et

coz dévé integraly z racionalni funkce v prvych dvou piipadech a integral typu III. ve tfetim
ptipadu.

Piiklad: Vypoctéte [z(1+ z?)arctg z dx.
Reseni:

W =x(l+2?) v=arctgzx 1 1 1
/x(1+x2)arctg xdr = zz(l—l—xQ)Qarctg x—&-zx—kﬁa:g—l—C.

u=3(1+2*)? o=

8.2 Newtonuv integral.

Definice: Rekneme, ze F(z) je primitivn{ funkef k f(z) v uzavieném intervalu (a,b), je-li
F'(z) = f(x) pro vSechna z € (a,b).

Pozndmky: 1.V krajnich bodech (a,b) rozumime jednostranné derivace.
2. 7 existence derivace F'(z) = f(z) plyne, ze F(z) je spojitd pro = € (a, b).

Véta: Kazdd funkee f(z), spojitd v {(a,b), mé v tomto intervalu primitivn{ funkei.
Dikaz: Vyzaduje vybudovani Riemannova integralu a nebudeme jej provadét.
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Definice: Bud f spojitd v intervalu (a,b), F' primitivn{ funkce k f. Potom vyraz F(b) — F(a)
nazyvéame ur¢itym Newtonovym integralem v intervalu (a,b) a znac¢ime

a podobné.

b
Poznamka: [ f(z)dx nezdvisi na volbé primitivn{ funkce.
a

Véta: Bud'te cq, co konstanty, fi, fo funkce spojité v {(a,b). Potom plati

/b{clﬁ(x) +eafa(z) } de =4 /bfl(a:) dx + co /be(a:) dzx.

Diikaz: Budte Fy, Fb primitivni funkce k funkcim f1, f2. Potom je H(z) = ¢1Fy(2) + caFa(z)
primitivni funkci k ¢; f1(z) + cafo(x). Tedy

b
/{ c1fi(z) + cafo(z) } do = [H(x) ], = H(b) — H(a) = c1 F1(b) + c2F2(b) — [c1F1(a) + 2 Fa(a) | =
b b
Cl[Fl(b) — Fl(a)] +CQ[FQ(b) — FQ(CL)] =C /fl(ft) dx + c2 /fg(.’ﬂ) dx.

Poznamky: 1. Uplnou indukef dostaneme, ze

b n n b
/chfk(x) dx = ch /fk(m) dx.
Y k=1 k=1 Y

2. Ptredchozi véta ukazuje, ze urcity integrdl je linedrni zobrazeni mmnoziny vSech spojitych
funkef na intervalu (a,b) do R. Tyto funkee tvoi{ vektorovy prostor a takovému zobrazen{ fikdme
linearni funkcionadl.

Véta: Je-li f spojitd v (a,b), potom

b a

f(z)dx = — [ f(x)dz. Specidlne [ f(z)dz =0.
[ /

Dikaz: Ziejmy.

Véta: Bud f spojitd v {a,b), ¢ € {a,b). Potom plati

/bf(x)dx:/cf(x)da:+/bf(x)dx.
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b c
/f(x) dz = F(b) — F(a) = F(b) — F(c) + F(c) — Fla) = /f@) de + /f(x) da.

b

Poznamka: V dalsim se budeme zajimat o geometrickou interpretaci [ f(z)dx. Specidlné
a
o to, jak vypocitat obsah rovinného oboru, omezeného pifimkami y = 0, = a,z = b a kfivkou

y = f(x). Viz piisludny obrdzek

Definice: Délenim intervalu (a, b) rozumime posloupnost n + 1 bodu, pro néz plati
a=20 <21 <Ty < < Tp_1<xp=~0
Déleni intervalu znac¢ime D. Normou déleni D rozumime ¢islo

v(D) = 1r£1iaéxn(xi —Zi_1).

Bud f funkce, spojitd v (a,b). Potom integrdlnim souctem, pifslusnym funkci f a déleni D

rozumime vyraz
n

S(f,D) = f(&) (@i — wi1), kde & € (i1, a,)

i=1

je libovolny bod.

! Véta: Bud f spojita v (a,b), {D,,}>°_; libovolnd posloupnost délen{ intervalu {(a, b) takova,
ze lim v(D,,) = 0. Potom plat{

m—oo
b

lim S(f,Dy,) :/f(:n) dzx.

m—00
a

Dukaz: Staci ukézat, ze k libovolnému e > 0 existuje 0 > 0 tak, ze
b

S(f,D) — /f(a:) dx | < e jakmile v(D) < é.
a

Bud D:a=29 <z < - < ZTp_1 < Ty, = b. Potom plati

Tn—1

/bf(x)dx7f(ar)d:c+72f(ac)dx+~~+ /f(x)der [ fla)dz =

Tp—2 Tn—1

— [F(a1) — F(ao)] + [ F(az) — F(a1)] 4 + [ F(2a) — F(an_1)].
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Podle véty o stfedn{ hodnoté existuji ¢isla n; € (zi—1,x;) (i =1,2,...,n) tak, ze

F(xi) = Fzio1) = F'(ni) (i —2i1) = f(m)(@i — xi1).

Tedy
b n
[#@rds =3 )i~ ).

Necht jsou nyni & € {x;_1,x;) libovolné body. Potom plati

b n
S(.D) = [F@)de| < 31560~ F) (i = i)

[

f je spojitd v (a, b) a je tedy stejnomérné spojitd. Odtud plyne, ze pro =

ze jakmile v(D) < 4, potom | f(&) — f(m) | < = (1 =1,2,...,n). Tedy

b

b—a

> 0 existuje § > 0 tak,

S(f.D) - /f(w)dx < O AE) — FO) (s — 1) < 5 Do — i) = e

a

Véta: Bud f spojitd v (a,b). Potom existuje alespon jeden bod ¢ € (a,b) tak, ze plati

b

/ f(@)do = (b—a) £(c).

a

Dikaz: Véta ma ndzornou geometrickou interpretaci. Viz obrézek.

Podle definice integralu a véty o stfedni hodnoté plati

/ [(2)de = F(b) = Fa) = F'(c)(b - a) = (b— a) f(c).

Dausledky: 1. Je-li f spojitd a nezdpornd v {a,b), je

b
/ f(z)dx > 0.
Dukaz: Podle predchozi véty plati

b

/ f(z)dz = (b—a) f(c) > 0.

a
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2. Jsou-li f, g spojité v (a,b), f(x) < g(x) pro x € {a,b), potom

/bf(ﬂf) dr < /bg(ﬂv) de.

Dikaz: Ozna¢me h(z) = g(x) — f(x). Potom je h(z) > 0 pro = € (a,b) a tedy

b b

/h(x) Az >0, tj. /g(x) dw > /bf(m) da.

a a

3. Je-li f spojitd v {a,b) a plati m < f(x) < M pro vSechna x € (a,b), potom

b

m(b—a) < /f(a:) dz < M(b— a).

a

Dukaz: Podle dusledku 2 ze vztahu

b b b
m < f(z) < M plyne /mdxﬁ/f(x)sz/Mdz,

neboli
b

m(b—a) S/f(m)deM(b—a).

4. Je-li f spojita v {a,b), potom

b

[ f@yds| < /b ) |de

a

Dukaz: Pro z € (a,b) plati —| f(z)| < f(z) <| f(x)| a odtud

/b|f(x)da;g/bf(x)daré/blf(w)ldr,

coz je ekvivalentni vyjddieni pro tvrzeni dusledku.

Véta: Je-li f spojitd v (a,b), pak je funkce U(z) = [ f(t) dt primitivn{ k funkei f, tedy plati

a

Uw) = fla). ti. g [ F0)d= fa).

Dukaz: Je

a odtud po zderivovani dostaneme tvrzeni véty.
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b
Poznamky: 1. Analogicky je mozno definovat funkci V(x f t)dt, pro niz plati
Vi(z) = —f(=).

2. Pomoci integralu s proménnou horni mezi lze zavést zakladni elementdrni funkce, tentokrat
uplné presné. Definujme na priklad

dt
1n:1::/7 pro x > 0,

e” zavedeme jako funkci k nf inverzni. Déale na piiklad
xr

t / dt eR
arc Xr = o T
& 1+ P

0

a odtud pro x € (—g, g) funkci tg x, kterou pak m—periodicky rozsifime.

Véta: (1. véta o stfedni hodnoté integrélniho poctu)
Bud'te f, g spojité v {a,b), f(z) >0, m < g(x) < M pro z € (a,b). Potom je

m/f dx</f dx<M/f

Jinak feceno existuje £ € (a, b) tak, ze

Dukaz: Ponévadz je m < g(z) < M, plyne odtud, ze

m f(x) < f(z)-g(x) < M f(z)

a zintegrovanim dostaneme prvou ¢ést tvrzeni.
b

Pokud se tyce 2. ¢ésti tvrzeni, muzeme zvolit & libovolné, je-li [f(z)dx = 0. Jestlize
a
b

[ f(z)dx > 0, potom polozime

a

[f(@) g(x)dx b b
p=*———— aplati tedy /f(m)g(w)dxzﬂ/f(x)dx,mgugM.
ff(l‘)d.’l) a a

Jestlize déle zvolime
= min g(x M = max q R
mn 1:6(}1 b) ( ) z€(a,b) ((L‘)

potom existuje £ € (a,b) tak, ze p = g(&).
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Véta: (2. véta o stfedni hodnoté integrélniho poctu)
Bud'te f, g spojité v {(a,b), g monotonni. Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze

jf(cc)g(x) dz = g(a) /Cf(x) dz + g(b) /bf(x) dz.

Dikaz: Nebudeme provadét.

Véta: (Integrace per partes)
Funkce u(z) a v(z) necht maji v {a,b) spojité derivace u'(x),v’(z). Potom plati

b b
/u(x) v'(z) dr = u(b) v(b) — u(a)v(a) — /u'(:z:) v(x) dx.
Dikaz: Je
b b b
/[u(:c) v(z)] dz = /u(x) v'(z) dx + /u’(x) v(z) dz
Ponévadz

plyne odtud okamzité tvrzeni véty.

w/2
Piiklad: Vypoctéte Z,, = [ sin" zdz, kde n > 0 je celé.
0

Reseni:
o
z on—1 / :
. u = sin v =sin x 1 7/2
I,= [sin"xzdx=| 2 = —cos zsin" !z +
w'=(n-—1)sin" "z cosxz, v=-—cosz 0
0

3 S
+(n-1) /sin”*2 xcos’xdr = (n—1) /sin"*2 z(1—sin*2)de = (n—1)Z, 2 — (n—1)Z,.
0 0

Tedy I, = 17, .

Pro n = 2k (sudé) dostavéame
(2k — !

(k)1

s
Lok, = g

Pro n = 2k + 1 (liché) dostdvédme

oo (2R
LT 0k DI
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Véta: (Substituéni metoda)
Necht plati
1. Funkce = = ¢(t) ma spojitou derivaci ¢'(t) pro t € (o, 3).
2. Prot € (a,0) je A< p(t) < B.
3. Funkce f(z) je spojitd v intervalu (A, B).
Jestlize polozime a = p(«), b = p(B) pak plati

b B8
/ f(z)dz = / Fp(t) @' (t) dt
Dukaz: Oznac¢me
w(t) u t
B(t) = / f@)de, te(@p); Flu)= / @) de, W(t) = / () @' (r) dr
@(a) () a

Potom plati

= ey, B2 o = few)e .

A (1)
Cdt

Ponévadz je pro t € (a,3) ®'(t) = ¥'(¢), musi byt ®(¢t) = ¥(¢) + K. Pro ¢ = « dostaneme
D(a) =0=T(a), tedy K =0
V3
Piiklad: Vypoctéte / VILe® g,

Reseni:
\/5\/ d
2 =tot =
7= idw v &t “ coth /
z? r=lot—=" x—\f:>t—f costblnt
1 4’ z
sint = u, costdt = 2 2+/3
= =v2—- —+1 .
t—f=>U—ﬁ, t—f$U—— /qu—u2 =2 \/§+n1+\/§
vz
2

Integrél 7 lze také pocitat pomoci jediné substituce x = sht a dostaneme

In(2++/3) 5 213

+

7= cth®tdt =v2 — — +1n .
/ V3 142

111(1—‘,—\/5)

Poznamka: Vypocet urcitého integralu pomoci substituéni metody ma tu vyhodu, ze se
nemusime vracet k pivodni proménné a dostavame vzdy novy integral se stejnym vysledkem. To
je vyhodné zvlasté v téch pripadech, kdy k vypoctu potiebujeme vice substituci.
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8.3 Nevlastni integraly.

Definice: Kazdou funkei F(z), spojitou v intervalu I, pro kterou plati F'(z) = f(z) v kazdém
bodé intervalu I s vyjimkou nejvyse koneéného poc¢tu bodu, nazveme zobecnénou primitivni funkei
k funkei f(x) v intervalu I.

Véta: Je-li F(z) zobecnénd primitivni funkce k f(x) v intervalu I, pak je kazdd zobecnénd
primitivni funkce k f(z) tvaru F'(z) 4+ C, kde C je konstanta.

Diikaz: Je ziejmé, Ze F(x) + C je zobecnéné primitivni funkce k f(z). Obrdcené bud G(z)
zobecnénd primitivni funkce k f(x) a oznaé¢me H(x) = G(z) — F(x). Potom je H'(z) = 0

s vyjimkou konecného poctu bodt, na piiklad a = zg < 1 < -+ < 1 < x, = b. Tedy ve
vSech intervalech (z;—1,2;), i = 1,2,...,n je H konstantni a ze spojitosti plyne, ze H(z) = C
prozx € 1.

Véta: Existuje-li k funkci f(x) zobecnénd primitivni funkce G(x) v intervalu (a, ¢) a zobecnénd
primitivni funkce H(z) v intervalu (c, b), potom k funkci f existuje zobecnénd primitivni funkce
F v {a,b).

Dikaz: Je G'(z) = f(x) pro z € {a,c) s vyjimkou kone¢ného poctu bodu a H'(x) = f(z)
s vyjimkou kone¢ného poc¢tu bodu. Potom je

_[ 6w 0 @ € (a0
Fo={ G0k e seen

je jedna ze zobecnénych primitivnich funkei k f(x), jestlize zvolime K = G(c) — H(c).
Poznamka: Indukci muzeme vétu snadno zobecnit na konetny pocet intervali.

Piiklad: Urcete primitivni funkci k funkci

-1 pro x € (—1,0),

f(z) = x pro z € (0,1),

2 pro z € (1,2).

viz obrazek
Je
—x pro z € (—1,0),

F(z) = “32—2 pro z € (0,1)
2z — 3 pro z € (1,2).

viz_obrazek

Vsechny ostatni zobecnéné primitivni funkce jsou tvaru F(z) + C.
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Definice: Bud F(z) zobecnéna primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu {(a,b). Potom
ur¢itym integralem (Newtonovym) funkce f(x) pfes interval (a,b) rozumime ¢islo

b
/f(a:) dz = F(b) — F(a).

Funkei f(x) nazyvédme integrovatelnou v (a, b).

Poznamka: Pro integrovatelné funkce plati analogické véty jako pro Newtonuv integral
a nebudeme je tedy znovu formulovat. Za zminku stoji jen nasledujici véta.

Véta: Je-li f integrovatelnd v (a,b) a g(z) = f(x) az na konetny pocet bodu intarvalu (a, b),

je 1 g integrovatelnd v {(a, b) a plati
b
/g(m) dzx = /f(x) dz.
a

Dikaz: K f(z) existuje zobecnénd primitivn{ funkce F(z), ktera je téz zobecnénou primitivni
funkei ke g(z). Tedy

Poznamka: V dalsim si vSimneme otazky existence zobecnéné primitivni funkce nebo jinymi
slovy otézky integrovatelnosti.

Véta: Je-li f omezend v intervalu (a,b) a jejim jedingm bodem nespojitosti je bod b, potom
je f integrovatelnd v (a,b).

Dikaz: Stac¢i dokdzat, ze k funkei f existuje v (a,b) zobecnénd primitivni funkce. Ozna¢me
G(z) = aff(t) dt. Potom je G spojitd v (a,b) a ukdzeme, Ze existuje zli)ril G(z). Ponévadz je
f omezend, existuje L > 0 tak, ze —L < f(z) < L Va € (a,b), tedy f(z)+ L >0 VY € (a,b).
Odtud plyne, ze U(z) = f[f(t) + L] dt je neklesajici a shora omezend. Je totiz U'(z) = f(x)+ L a

a

x x

/[f(t) + L]dt < 2/de < 2L(b—a).

a a

Existuje tedy lillr} U(z) = D aodtud lim G(z) =D — L(b— a).

Dasledek: Je-li funkce f omezend a nespojitd v konetném poctu bodu intervalu (a,b), je
v tomto intervalu integrovatelna.

Dukaz: Plyne okamzité z predchozi véty.
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Poznamka: V dalsim se budeme zabyvat otdzkou integrovatelnosti neomezené funkce, nebo
takové funkce, kterd je definovand na neomezeném intervalu. Tim se dostaneme k pojmu nevlastniho
integralu.

Definice: Bud f spojitd funkce v (a,b). Rekneme, ze f je integrovatelnd v (a,b), jestlize
x

existuje vlastni limita lirlrjl [ f(t) dt. Potom polozime
T—

- a

/bf(fl?) dxxliril_/zf(t) dt.

a dany integral nazveme konvergentni.

400
Jeli b = +oo, fikdme, ze [ f(z)dz je konvergentni, jestlize existuje vlastni limita
a

lim [ f(¢)dt a polozime

xT—-+00 a

+/Oof(x)dx= lim ] F(t) dt.

r—+00

Poznamky: 1. Prvy typ integralu nazyvame nevlastni vlivem funkce, druhy typ nevlastni
vlivem meze.
2. Analogicky se definuje

b b b

b
/f(x)dx: lim [ f(t)dt a /f(x)dx: lim f)dt,

Tr—a4 r——00
T x

jestlize uvedené limity existuji a jsou vlastni.
3. Je-li f neomezend jak v okoli bodu a, tak v okoli bodu b, potom polozime

b c b—n
[@do= tim [ f@ydo+ im [ s d,

a+te c
kde ¢ € (a,b) je libovolny bod a obé limity existuji a jsou vlastni. Analogicky

c

“+o0 A
/ flz)dx = BEIEOO f(z)dz + AETOO / f(z) de.

B

4. 7 definice nevlastniho integralu plyne, ze je oba druhy (vlivem funkce i vlivem meze) mozno
vysetfovat zaroven.

Véta: Jsou-li f a gspojité v (a,b) [resp. (a, +00)] a plati-li v tomto intervalu 0 < f(x) < g(x),
b “+o0 b
potom z kovergence integrélu [ g(z) dz [ resp. [ g(x) da:} plyne konvergence integrilu [ f(z) dx

a a

+o00 b +oo
resp. [ f(x) dw} a z divergence integrdlu [ f(z)dz [ resp. [ f(x) dx} plyne divergence in-

a

b “+o00
tegralu [ g(x)dx [ resp. [ g(x) dm].
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x
Diikaz: Bud F(z ff t)ydt, G(z) = [g(t)dt. Ponévadz je f(z) < g(x), plati, ze
F(z) < G(x). Funkce F je neklebajlm [je F’( )= f(z) > 0] a tedy existuje linél F(x).
Tr—0_
b
Obréceng, je-li [ f(x)dx divergentni, nemuze byt f g(x) dx konvergentni.
Véta: Jsou-li funkce f,g,h spojité v (a,b) [resp. (a,+00)] a plati-li v tomto intervalu

nerovnost g(z) < f(x) < h(z) potom z konvergence integralt

/ : 0 400
/g(z)dx,/h(a:)dx resp. /g(x)d:z:, /h(x)d:ﬂ]

a a

b i +00
Jrors oo Tros]

Diikaz: Je 0 < f(z) — g(x) < h(z) — g(z). Ponévadz konverguje integrél

b +o00o
/ (h(z) - g(a)] de [p / h(z) - g(x)] dx] ,

a

plyne konvergence integralu

konverguje i integral

b “+o00

J1r@) ~ gtado fresp. [ 17(0) = gla)) do

a a

b 00
Oznacime-li (z) = f(z) — g(x), potom f(z) = r(z) + g(z) a tedy [ f(z)dx [resp. +f f(z)dx

konverguje.

Véta: Je-li f spojitd v (a,b) [resp. (a,+00)] a je-li konvergentni

b r +oo
1@l Jresp. | |f<z>|dx],

a a

/ f(z) da p Tﬂx) dm] .

a

potom je konvergentni i

Diikaz: Plati —| f(2)| < f(x) < | f(x) | a podle predchozi véty

b +00
/f(l')dx [resp /f(x)dx}

konverguje.
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Definice: Konverguje-li

b +o00
/\f(x)|dx resp. / | f(z)|dx |,
fekneme, ze
b “+o0
/f(x) dr |resp. / f(z)dx
a a
konverguje absolutné.
Konverguje-li
b “+o00
/f(as) dx |resp. / f(z)dx |,

ale

diverguje, fikame, ze

/f(m)da: resp. /f(m)d:r

konverguje neabsolutné.

1 “+oo
Piiklady: 1. Integrdl [ z—f konverguje pro o < 1. Integral [ ;l—ff konverguje pro o > 1.
0 1

Ditkaz: Je-lia=1,je [% =In|z|+C a tedy

1 “+00
dx . dx .
—:lnx|é:—hmln€:+oo, — =Mhnz[{*= lim InA4=4oc.
z e—=04 x A—+o0
0 1

Proa # 1plati [ = [27%dr = {12!+ C. Nyni pro @ < 1 je lim z!=® = 0 a integral

@ QZ‘—)O+

L 1
{i—i konverguje, pro a > 1 je lim a'™® = +o00 a integral sz—ﬁ diverguje.

r—04
+oo
Analogicky pro a > 1 je lirf 27 = 0 a integral Ik g—i konverguje a pro a < 1 je
r—T00 1
“+o0
IETOO 2!~ = 400 a integral if i—ﬂf diverguje.
+oo
2. Laplacetiv integral of e dr = @
+00 5
Diikaz: a) Integrdl Z = [ e™* dx konverguje. Plat{
0
1 +o00
I:/efzzdx—k / e de =T + 1s.
0 1
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Ponévadz e~ je spojitd funkce na intervalu (0, 1), konverguje Z;.

Pro Z, plati

+oo
2
r>1=2>r= —22<—zx=0<e® <e ", /e_””dac:—e_iE foo:e_1<+oo
1

a I, také konverguje.
b) Vypocet Z. Do integrdlu Z zavedeme substituci x = ut, (u > 0), dr = udt. Potom je

—+oo oo oo o0 oo
IT=u / eVt dt a T2 = /e_“zdu /ue_”zt2 dt:/ /ue_(l"’“ztz)du dt
0 0 0 o \o

a po dalsf substituci (1 +t?)u? = v; udu = 2(1+t2 dostaneme

1 dt _
— e =
2 1+¢2

0 0 0

Ponévadz je Z > 0, plati, ze T = %

M\H
N

+oo
)Pro [ e =2 dz plati
— 00
+oo +oo
/ e dx = / e~ dr = /7,
—o00 0
ponévadz je funkce e~ sud.

3. Beta funkce nebo Euleruv integral 1. druhu.

Definice: Funkeci
1

/t”” Y1 —t)vtdt

0

nazyvame beta funkci.

Véta: B(z,y) konverguje pro z >0 a y > 0.

1
Diikaz: Body, v jejichz okoli je integrand v integralu [ ¢*~!(1—¢)¥~! dt neomezeny, jsou t = 0
0
pro t*~1at =1 pro (1 —t)Y~!. Déle plati

3 1
B(z,y) = /tx_l(l —t)y_ldt+/t””_1(1 — )V tdt = Ky + K.
0

Nl=

podle pifkladu 1 K; konverguje pro # — 1 > —1, tedy > 0 [(1 — )Y~ je spojitd funkce] a stejné
tak Ko konverguje pro y — 1 > —1, tedy y > 0 [t*~! je spojitd].
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4. Gama funkce nebo Euleruv integral 2. druhu.

Definice: Funkeci
—+oo

I(x) = /tr_le_tdt
0

nazyvame gama funkei.
Véta: T'(z) konverguje pro x > 0.

Diukaz: T'(z) rozepiseme opét do tvaru
1 “+o0
I(z) = /ﬂ—le—f dt + / t* et dt =T, + I,.
0 1
Integrdl Z; konverguje podle pifkladu 1 pro z > 0 [e™! je spojitd funkce] a Z, konverguje dokonce
+oo +oo
pro z € R. To vyplyva ze skutecnosti, ze [ ¢"e~'dt, dokonce [ t"e~*dt konverguje Vn € N.
1 0

Skutecné je

oo / t
_ =" =e _
K, = /tﬂe bt = Z’:nt’”*l Z:fe% — e t‘go_kn]cnil -
b
0
=nKp—1=nn—-1)K,—2=---=nlKy=nl,

400 .
ponévadz Ko = [ e tdt = —e7!|; =1.
0

Pozndmka: Ukazuje se, ze funkci I'(z) 1ze definovat i v komplexnim oboru pro Rez > 0.

Véta: Plati D'(z + 1) = 2 T'(x).

Dikaz:
+oo +oo
z —t u=t", v =e"" z —t|° z—1_—t
Pa+1)= [ thetdt=| , " o1 _ - |=—tle |, +z [ " le tdt = T(x),
0 0

ponévadz tlim t*e t=0 (z>0)a 1tlim t% e~t = 0 (opakovanym pouzitim I"'Hospitalova pravidla).

—04 —00

Dusledek: Pron € N plati I'(n + 1) =n!.
Dikaz: Tento integral byl vypocten v predchozi ¢dsti (IC,,).

Poznamka: I'-funkce je rozsifenim pojmu faktoridlu na libovolné realné ¢islo = > 0. Ukazuje
se, ze hodnoty I'(x) lze rozsitit dokonce na celou komplexni rovinu s vyjimkou bodu 0, —1, -2, -3, ...,
kde m4 I'(z) jednoduché pdly.
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8.4 Uziti integralniho poctu.

8.4.1 Uziti v geometrii.

1. Obsah rovinného oboru.

Oznaceni: Ozna¢me P(a,b; f(z)) nebo struéné P obsah rovinného oboru, omezeného kiivkou
y = f(z) a pfimkami x = a, z = b, y = 0.

Véta: Bud f spojitd a nezdpornd funkce v intervalu (a,b). Potom plati

P = / f(x)dx.
a
Dikaz: Plyne okamzité z geometrické interpretace urcitého integralu.
Piiklad: Najdéte obsah rovinného oboru, omezeného kiivkami

2
22 +y? =a?, x272y2:% (a>0).

ResSeni: Jestlize si na¢rtneme obréazek, dostaneme, ze omezené obory jsou tii a plati

Pl =2(Ps+Py), P,=ma®>—2P;.

Dale plati

e
1
— Vidz?2 —a?dx =
2v/2 /
g

r = gcht, t:argch%’:]n(?_,_ ?22_1>
de=%shtdt, pro x=2% jet=0 apro z =23 je t =1In (V3 +2)
In(v3+v2) 2 In(v/3++/2) p v
sh“tdt = / (ch2t — 1)dt = ——= sh2t¢ B
4f / \[ )dt ™G 0

(e = [ (e ve)

a’vV/3 a2
= (B va)
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a /2

P, = / Va2 —zx2dx =

av3
2

r =asint a2 a3
:a2/60s2tdt:7r—f f_

dr = acostdt 12 8

/3

Tedy

2 2 2 2 2 2 2
NI e )

2. Objem rota¢niho télesa.

Poznamka: Budeme hledat objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci rovinného oboru,
omezeného kiivkou y = f(x) a pfimkami = a, x = b, y = 0 kolem osz x. Viz obrizek.

Jestlize utvoiime délen{ D intervalu {(a,b), D : a = 29 < 21 < --- < x, = b, pak muzeme
hledany objem pftiblizné vyjadrit ve tvaru

V= Zﬂfz(fz‘)(%‘ —xi—1), kde & € (xi_1,2;).
i1

To jest soucet objemu vélcu o poloméru podstavy f(&) a vysce ¢; — x;—1 (i =1,2,...,n). To je
véak integralnf soucet, pifslusny déleni D a funkci 7 f2(x). Jestlize provedeme limitni prechod pro
posloupnost déleni {D,,} takovou, ze v(D,,) — 0, dostaneme.

n—oo

Véta: Bud f spojitd a nezdporna v (a, b). Potom je objem V rotaéniho télesa, které vznikne
rotaci vyse popsaného rovinného oboru kolem osy x roven

b
V= 7r/f2(33) dz.

Piiklad: Najdéte objem rotaéniho télesa, které vznikne rotaci kruhu 22 + (y — b)? < a?

(0 < a < b) kolem osy x. Takto vzniklé téleso se nazyva anulus.

ResSeni: Hledany objem najdeme jako rozdil objemu dvou rotac¢nich téles; prvé vznikne rotaci
oboru, omezeného pulkruznici y = b + va? — x2, druhé rotaci pulkruznice y = b — Va2 — z2.
Situace je znazornéna na nasledujicich obrazkach.

Tedy

a

V:V1—V2=7T/(b+\/a2—a:2)2 dw—w/a(b— a2—x2)2dsc:

= 87rb/ Va2 — 22 dx = 27a’b.
0

(Integrand je sudd funkce ).

Doplnit ptijde délka oblouku rovinné kiivky a obsah plasté rotac¢niho télesa.
Doplnit ptijde déale uziti ve fyzice.
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Kapitola 9
Cviceni.

9.1 Prostor R".

L. Budte G = (—2,14+ 1), F, =(1,1- 1) ; ne N—{1}. Najdéte

ﬁ G, ; [j F,.
n=2 n=2

[0,1) 5 (0,1)]
2. Urcete defini¢ni obor dané funkce a nacrtnéte jej.

(a) z=v1-a22+ /)2 -1 [z <1, |y[=1]
(b) z=y/1-& - [z + % <1]
(c) z=1In(y* —4x +8) [y? > 4z — 8]
(d) z=+/(22 +y2 — 1)(4 — 22 — y?) [1<a?+y*<4]
(e)zzaurcsinu [t#£0;1—2<y<l4zprox>0;1+x<y<1l—z pro z<0]

() 2=/ ;+§§15
[R?— A, kde A= {(z,9); (x+1)*+y* <1} U{(z,y); (- 1)>+3> < 1}]
(g) z = +/sinm(z? +y?) [2k <a?4y*<2k+1; ke NU{0}]
(h) z = arcsin [2y(1 + z?) — 1] {xER 0<y< 2+1}
(i) u:\/R2fx27y2722+7ﬁ+y21+22_rz (R>r) [r? <z?+y? +22 < R?|
(G) u=In(z? —2% —y? - 1) [vmtrek dvojdilného hyperboloidu z2 + 3% — 22 = 1]

z

[vnéjéek kuzele 22 4 y? — 22 = 0 véetné hranice s vyloucenim poéétku]

(k) u = arccos

Poznamka: Nalézt nerovnosti, uvedené ve vysledcich, neni nic obtizného. Mnohem
dulezitéjsi je vsak nacrtnuti piislugnych definiénich oborii, ponévadz az potom porozumi-
me spravné tomu, co to je defini¢ni obor funkce dvou nebo tii proménnych. Doporucuji
tedy vénovat nac¢rtnuti obrazku patfi¢nou pozornost.
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3. Vypoctéte nasledujici limity.

: sin(z° 4y
() lim dngty) [0]
y—0
2,2
(b) lim (22 +¢?)" Y [1]
z—0
y—0
1 In(z+e?)
© x inl z?+y? [In2]
y—0
. 22402
(d) lim 14154 (0]
T — 00
Yy — 0
(e)  lim izizz [neexistuje]
T — 00
Yy —

9.2 Urcity integral.

1. Vypoctéte nasledujici integraly.

8
(a) 7f1 Ve da [43]
0) [ e (5 (Y16 1)]
16
© [ e [12]

(&) | s (2]
-3

(h) zcos5x sin 2x dx [2]

(1) _f% cos® z dx 21 9
=z sinw [16%_5}
2
2

() {xlogzxdﬂv [2- 5]
e—1

(k) bf In(z + 1) dx [1]
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a
W V= da =4 ]
0
(m) Oje% cosx dx [£52]
0 d
(n) {‘/fi_? [142In2]
1
Ve? dx e+vVI1te?
(o) [ 75525 [ |
1
(p) [a?V1-a?dx [ 5]
0
V3
@ [ [V2- & +mig]

O
o)
(V)
<
|
D
8
U
8
ol
_|_
=3
o
I
E

22
(s) \% z (Ziz)o [g‘F NT\S/E}
8
5
1
(0 [ VErT et (VE— 1 (243)]
(u) f da [larctgi
5 2cosxz+3 5 75

H
+
ol
u
w |8
=}
¥
8
L—
voly
=

sinx cosx dx
a? cos2 x+b2sin? ¢

dz s
() [ s (0<e<) | 2=
(y) a2 sin2 woi;-cb2 cos2 x ( ab 7& 0 ) [ 2 \:;b|

O — OH[:\‘J O— O —up

™

z
2. Bud I, = [sin™z cos" xdx (m,n>0). Ukazte, ze plat{
0

n—1 ~m—1
m4n """ m+n

mmn — Im—Q,n .

1
Uzijte této formule k vypoctu [ 2P(1 —z)?dx (p,q € N). [% polozte = = sin?¢
0

3. Vypoctéte nasledujici integraly jako limity integréalnich souctu.
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4. Uzitim urcitého integralu najdéte

n 2 -
(a) nleréo kgl P {ln2, uzijte 1f v
n 1 1 d
(b) nh_)rr;on kz e awra [Z ; uzijte J Tie
1 v 1 : |
(c) Jim oo kX—:I kP (p>0) |:p+1 ; uzijte {xp dx
b b b
5. Najdéte &L [sina?dr; & [sina?dr; 2 [sina®dz [0; —sina? ; sinb?]
a a a
6. Vypoctéte nésledujici derivace
d [ lotie? 1
(a) 45 ) T dt pro z=1 [3]
5
(b) L [VI+t2dt pro z=0,2=3 [-1,-2]
xr

7. Vypoctéte limity

f cos t? dt
(a) lim ® 1]
farctg 2tdt )
(b) Jim & E
{ f et? dt} ’
(¢) lim ~5———— [0; uzijte P'Hospitalova pravidla]

z—oo e2t2 gt
0

b
8. Najdéte [ f(z)dz, je-li

pro 0<zx<1 [
pro 1<zx<2

(e[S}
[E—

—
124
=
IS
I
(aw]
0“
||
—

pro 0<ax<t

(b) a=0,b=

,_.
a

—
SRS
-

pro t<z<1

H

pro —2<z<-1
pro —-1<z<0
1—x2 pro 0<z<1
2—x pro l<x<2

(¢c)a=-2,b0=2; f(z [2+ %]

9. Bud'te f(x) sud4 a g(z) lich4 funkce, které jsou integrovatelné na intervalu (—a,a), a > 0.

Ukazte, ze
flx)de=2 | f(x)dz; g(x)der =0.
[z |

10. Pomoci vét o stfedni hodnoté odhadnéte integrdl I, je-li

2
(a) I= [ o [4x <[ <dn]

1+% cosx
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@ | s

(e) 1“7”” dx
(f) m2(ii1)
(g) [ze ™ dx
(h) [z sinzdx

g Femg O =g Og Oy mg P—g I

(J) arc;2g T dx
) [ 1¥m

0

+o0 u
(1) (IZ +zx+1)2

dx
(@ [ o
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[diverguje |
[7]
[diverguje]

[1-1n2]

[5]

(SIS

[diverguje|

ﬁ pro a > 0; diverguje pro a < 0}



8
L

I

8

—~
-
~—

[diverguje]

|
8
o

—~
2]
~—

—
oy
Ot g PR e fme e
&
I
8
£)
AN
>
S~—
L —
2
o
<

W [ 5]

(v) [a"e®dx; (neN) [n!]

(w) :foxznﬂ e dz; (neN) (2]

() [ s ¢ (@>0.neN) =

(Y)b/l’\/%dx; (n € N) (2(’;%)1,?”% pro n =2k ; %pronzﬂc—i—l}
12. Vysetiete konvergenci ndsledujicich integralu.

(a) 706;1 dx [ konverguje |

(b) \/% [ konverguje ]
) | = jgx,l [diverguje|
(d) [ =2z dy [konverguje |
(e) xfjjzﬁ_ I [konverguje |
() ﬂ% [diverguje |

[ konverguje pro p > 0]

3

)
Ot . O . O . O . O—g °—3 O— Ot @ FPm g N g Ot—g =
%
L
<'()I
8
U
8

(h) [ f=de [konverguje pro n —m > 1]
(i) \/% dx [konverguje |
() | = (11fx2)5 dx [diverguje |
(k) eﬁi,}/f_l dx [ konverguje |
0 [ == [ diverguje]
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9.3 Uziti urcitého integralu.

1. Najdéte obsah rovinného oboru, omezeného kiivkami.

(a) ax =y?; ay = 2? [”—;}
(b) y=2zv—2?;2+y=0 [%]
(c)y=z;y=x+sin’z (0<z<m) (5]
(d) y=—2% + 4z — 3 a teénami k této kiivce v bodech (0,—3) a (3,0) [2]
(e) x2+y2:8;y:3”2—2 (2 obory) [2m+ 3 6m— 5]
(f) 22 +y?=a?; 22 — 29> = %2 (3 obory)
{aQ{%—gln(\/g+\/§)} (2 obory) ; aQ{%”+§ln(\/§+\@)H
() =2 y=8;2=0 [19,2]
(h) y* =2%*a®—2?); a>0 [5a%]
(i) 4(% —2®) +2° =0 [5]
() T3+ y% =a3 ; a> 0 (astroida) {37;5‘12 ]
2. Najdéte obsah rovinného oboru, omezeného parametricky zadanou kiivkou
=), y=v(); t € (af).
[Uzute vzoreii S = | [ u(t) ' (t) dt| mebo S =L | [P (" (t)w(t) — (1) w’(t))dt’ }
(a) x =a(t —sint), y = a(l —cost) a >0 (cykloida) , t € (0,27) ; y =0 [3ma? |
(b) x =312, y=3t—t> [ 23]
(c)z=t2—1,y=1t>—t [1%]
(d) 2 =a(2cost —cos2t), y =a(2sint — sin 2t) (kardioida) [6ma? |
(e) 2% + 4% —3ary =0, (a > 0) (Deckartiv list) [%az ; predpoklddejte, ze y = tm]

3. Uzitim 2. vzorce z predchoziho ptikladu ukazte, ze pro kiivku zadanou v polarnich soufadnicich
B
r=r(p), ¢ € (o, B) plati S =3 [r2() dep.
o

4. Uzitim predchoziho vzorce najdéte obsah rovinného oboru, omezeného kiivkou v polarnich
soufadnicich r = r(yp).

(a) 2 = a?cos2p (lemniskata) [a?]

(b) 7 = acosby (pétilista ruze) [”TaZ }

(¢) r = asinde (Ctyflistd ruze) [”T‘IQ}

(d) r=al|sin2¢| (Etyflistek) [”T”Z}

(e) =2+ cos2p vné kiivky r =2+ singp [%}
5. Najdéte délku oblouku kfivky.

(a) y? =23 po pifmku x = % [%]
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(b) 5 +y5 =a3, a>0 [6a]
C

(c) y=achZ, 0<z<b, a>0 [ash?]
(d) y* =2pz, 0<z <z [21/I0($0+§)+p111\/%+\f V;O—s_g}
(e) y = vz —x? + arcsin/z [2]
(f) x =a(t —sint), y =a(l —cost) 0<t<2r [8a]
(g) x =a(cost+tsint), y =a(sint —t cost), te€ (0,2m) [272a |
2 2 2
() (2)*+(§)° =1, (a,b>0) |:a-‘;<f;-b }
(i) r=a(l+cosyp) [8a]
(j) » =ap (Archimedova spirala), ¢ € (0, 27) [mav1+472 + ¢1In (27 + V1 + 472) |

6. Najdéte objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci oboru.

a) y=sinz,y=0 (0 <z <) kolem osy x; kolem osy y L2;27r2
2

(b) Z—i — %z =1, y==1b kolem osy x; kolem osy y %(2\/5— 1); 8”?‘}21’}

(¢) #% +y3 = a3 kolem osy symetrie {3218‘513 }

(d) 22+ (y—b)2=a?> (0<a<b) kolem osy = [27%a?b |

(e) z =a(t—sint), y =a(l —cost), t € (0,27) ; y =0 kolem osy x; kolem osy v ;
kolem pifimky y = 2a [57r2a3 : 6133 ; 77T2a3]

7. Najdéte obsah plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivky.

(a) y=ach%, —a <z <a kolem osy = [ma?(sh2 4 2) |
(b) 422 + y? =4 kolem osy z ; kolem osy y {47r (2 + M) 27 (1 + 2z ) }
(c) y=x/%, 0<x<a kolem osy x [4;1(‘32<21\/>+21n3+r)}
(d) y=tgx, xe<0,§> kolem osy x [ {f—\f_H f+1)(f 1}}
(e) 224+ (y—b)> =a?, (b>a>0) podle osy z [47%ab |
(f) x =a(t —sint), y = a(l —cost) , t € (0,27) kolem osy x ; kolem osy v ;

kolem pfimky y = 2a [@wa 167%a? ; Qmﬁ]

(g) z=uacos’t,y=asin®t (a >0) kolem osy z; kolem pifmky y =
[27a?; 2ra®(4v2—1)]
2

[Fma?]

(i) r? = a*cos2¢ (a > 0) kolem poldrni osy ; kolem osy ¢ =% ; kolem osy ¢ =%

[2ma?(2 — V2) ; 2ma®V2 ; 4dma? ]

(h) z =a(l+cosy) (a>0) kolem polarni osy
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