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Kubr Milan

6. ledna 2008



Obsah
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4.4 Věty o limitách funkćı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5 Spojitost funkce. 50
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Kapitola 1

Základńı matematické pojmy.

1.1 Logické pojmy.

Výrokem budeme rozumět vyslovené nebo napsané tvrzeńı, u nějž má smysl hovořit o pravdivosti
nebo nepravdivosti. Výroky budeme značit velkými ṕısmeny A, B, C, V , . . . a podobně.
Je-li V výrok, pak výrok nonV , který dostaneme formulaćı neńı pravda, že plat́ı V , nazýváme
logickou negaćı výroku V .

Př́ıklady: 1. A− Praha je hlavńı město České republiky. nonA− neńı pravda, že Praha je
hlavńı město České republiky. V tomto př́ıpadě je výrok A pravdivý.

2. B− všichni studenti složili zkoušku z matematiky.
nonB− neńı pravda, že všichni studenti složili zkoušku z matematiky. Můžeme tedy nalézt alespoň
jednoho studenta, který zkoušku z matematiky nesložil. K této formulaci se vrát́ıme později, až se
budeme zabývat obecným a existenčńım kvantifikátorem.

Spojováńı výrok̊u. Jednotlivé výroky lze mezi sebou spojovat a vznikaj́ı t́ım daľśı výroky.
Všimneme si stručně nejobvykleǰśıch zp̊usob̊u spojováńı výrok̊u.

Jsou-li A, B dva výroky, pak výrok, který dostaneme pomoćı spojky a nebo a zároveň nazýváme
konjunkćı těchto výrok̊u a znač́ıme A ∧B.
Výrok, který źıskáme pomoćı spojky nebo znač́ıme A ∨B a nazýváme disjunkćı daných výrok̊u.

Spojeńı výrok̊u A, B ve formě jestliže plat́ı A, pak plat́ı B nazýváme implikaćı a znač́ıme A =⇒ B.

Čteme též z A plyne B, A implikuje B, B je d̊usledkem A a podobně.

Spojeńı výrok̊u A, B pomoćı slov A plat́ı tehdy a jen tehdy, jestliže plat́ı B nebo A plat́ı když a jen
když plat́ı B nebo A plat́ı právě když plat́ı B nazýváme ekvivalenćı aznač́ıme A ⇐⇒ B. Daľśı
možná formulace je A je nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou B.

Př́ıklad: A, B, C, D jsou postupně výroky: je horko, sv́ıt́ı slunce, prš́ı, fouká v́ıtr. Potom
třeba
A ∧B - Je horko a sv́ıt́ı slunce.
A ∨ nonB - Je horko nebo nesv́ıt́ı slunce.
A ∨ C - Je horko nebo prš́ı.
B ⇒ A - Jestliže sv́ıt́ı slunce, pak je horko.
C ⇒ D - Jestliže prš́ı, pak fouká v́ıtr.
A⇔ B - Je horko právě když sv́ıt́ı slunce.

Je zřejmé, že o pravdivosti celé řady složených výrok̊u nemůžeme rozhodnout bez znalosti daľśıch
skutečnost́ı. Na př́ıklad o jakou zeměpisnou polohu se jedná, jaká byla ročńı doba a podobně.
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V matematice bývá situace jednodušš́ı v tom smyslu, že podmı́nky, za kterých tvrzeńı plat́ı, jsou
většinou přesně formulovány.

Značeńı: Při spojováńı výrok̊u budeme použ́ıvat velmi často t.zv. kvantifikátor̊u, obecného a
existenčńıho, jinými slovy zkrácené vyjádřeńı velmi často použ́ıvaných formulaćı.

Symbol ∀ znač́ı t.zv. obecný kvantifikátor a čte se pro všechna.

Symbol ∃ znač́ı t.zv. existenčńı kvantifikátor a čte se existuje.

Je-li V (x) nějaký výrok, týkaj́ıćı se veličiny x, pak zápis ∀x; V (x) znamená pro všechna x plat́ı
V (x). Analogicky ∃x; V (x) znamená, že existuje x tak, že plat́ı V (x).

Př́ıklady: a) Bud’ V (x) tvrzeńı x < 2. Potom výrok ∀x; x < 2 (pro všechna x plat́ı x < 2)
je zřejmě nepravdivé tvrzeńı, zat́ımco ∃x;x < 2 je tvrzeńı pravdivé (existuje x takové, že x < 2).

b) Pro vyjádřeńı složených výrok̊u je možno použ́ıt v́ıce kvantifikátor̊u, je však třeba dát pozor
na jejich pořad́ı. Na př́ıklad ∀x ∃ y ;x + y = 0 je pravdivý výrok, zat́ımco ∃x ∀ y ;x + y = 0 je
výrok nepravdivý. Tento př́ıklad zároveň ukazuje, jakým zp̊usobem vyjádř́ıme negaci složeného
výroku, obsahuj́ıćıho několik kvantifikátor̊u. Každý obecný kvantifikátor nahrad́ıme existenčńım
a opačně. V daľśım výkladu, až budeme negovat některé matematické věty, na tuto skutečnost
znovu upozorńıme.

Při zkoumáńı matematické teorie je vidět, že se jej́ı výstavba ř́ıd́ı př́ısnými pravidly, která
je možno charakterizovat následovně. Teorie vycháźı z několika základńıch pojmů, t.zv. axiomů,
které jsou přij́ımány bez d̊ukazu. Vše ostatńı je odvozeno z těchto základńıch axiomů formou definic
a vět.

Definićı rozumı́me úmluvu, pomoćı ńıž je zaveden nový pojem. Definice mı́vá zpravidla tvar
ekvivalence, při čemž nový pojem objasňujeme pomoćı pojmů již známých a zavedených.

Větou (nebo matematickou větou) rozumı́me výrok (většinou složený), jehož pravdivost je třeba
ověřit. Ověřeńı se provád́ı pomoćı d̊ukazu. Matematická věta se skládá ze dvou část́ı: předpokladu
a tvrzeńı. Řada vět bývá formulována ve tvaru ekvivalence dvou výrok̊u A ⇔ B. Důkaz takového
tvrzeńı je třeba provádět ve dvou kroćıch, tedy dokázat implikace A ⇒ B a B ⇒ A.

Důkazem rozumı́me soustavu logicky správných krok̊u, pomoćı ńıž se od předpokladu věty
dostaneme k jej́ımu tvrzeńı. Velmi častou formou d̊ukazu je d̊ukaz nepř́ımý. Nepř́ımý d̊ukaz imp-
likace A ⇒ B provedeme tak, že dokážeme implikaci nonB ⇒nonA.

Daľśım d̊uležitým typem d̊ukazu je d̊ukaz úplnou indukćı. Bývá použ́ıván většinou při d̊ukazech
tvrzeńı, závislých na přirozeném č́ıslu n. Bud’ V (n) př́ıslušné tvrzeńı, pak d̊ukaz provád́ıme ve
dvou kroćıch.

α) Ukážeme, že V (k) plat́ı, kde k je nějaké přirozené č́ıslo (většinou nejmenš́ı možné).
β) Jestliže V (n) plat́ı (indukčńı předpoklad) (n ≥ k), pak dokážeme, že plat́ı i V (n+1). Odtud

plyne, že V (n) plat́ı pro všechna přirozená č́ısla n ≥ k.

Př́ıklady:
a) Jsou-li a, b odvěsny pravoúhlého trojúhelńıka, c jeho přepona, potom a2 + b2 = c2. Známá

Pythagorova věta je př́ıkladem matematické věty ve formě implikace, kde předpoklad je výrok a, b
jsou odvěsny, c přepona pravoúhlého trojúhelńıka, tvrzeńı je výrok a2 + b2 = c2. Důkaz tohoto
tvrzeńı je typický př́ımý d̊ukaz. Skutečně, jsou-li ca, cb úseky přepony, př́ıslušné odvěsnám a a b,
pak podle Eukleidovy věty a2 = c · ca, b2 = c · cb neboli a2 + b2 = c(ca + cb) = c2.

b) Č́ıslo
√

2 neńı racionálńı. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že
√

2 je racionálńı;
potom

√
2 = p

q , kde p, q jsou celá nesoudělná. Odtud p2 = 2q2, tedy p2 je sudé a i p muśı být sudé
(dokažte si). Lze je tedy vyjádřit ve tvaru p = 2m a po dosazeńı dostaneme, že q2 = 2m2, tedy i
č́ıslo q je sudé. T́ım dostáváme spor s nesoudělnost́ı č́ısel p a q.
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c) Ukažte, že pro libovolné přirozené č́ıslo n plat́ı

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Důkaz provedeme úplnou indukćı. Je zřejmé, že pro n = 1 je tvrzeńı správné. Necht’ plat́ı pro jisté
n; zbývá ukázat, že

12 + 22 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

Využit́ım indukčńıho předpokladu ale dostaneme

12 + 22 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

=
(n+ 1)(2n2 + n+ 6n+ 6)

6
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)
6

,

což je dané tvrzeńı.

1.2 Množiny a operace s nimi.

Definice: Množinou rozumı́me souhrn nebo soubor nějakých objekt̊u, které maj́ı jistou
společnou vlastnost. Množiny budeme většinou značit velkými ṕısmeny A, B, M, N, X, Y , Ω, Γ
a podobně.
Řekneme, že x je prvkem (nebo elementem) množiny A a znač́ıme x ∈ A, jestliže objekt x nálež́ı
do množiny A. Neńı-li x prvkem množiny B, pak tuto skutečnost zapisujeme x /∈ B.
Množinu, která neobsahuje žádný prvek, nazveme prázdnou a označ́ıme ∅.

Př́ıklady: 1. Jestliže se množina A skládá z prvk̊u a1, a2, . . . , an, pak tuto skutečnost budeme
zapisovat

A = {a1, a2, . . . , an}.

2. Pro některé množiny budeme už́ıvat standardńıho označeńı. Jsou to
R− množina všech reálných č́ısel, jinak též R = (−∞,+∞).
Q− množina všech racionálńıch č́ısel - zlomky nebo kvocienty.
N− množina všech přirozených č́ısel; N = {1, 2, 3, . . . }.
Z− množina všech celých č́ısel ;Z = {0,±1,±2,±3, . . . }.
C− množina všech komplexńıch č́ısel.

3. Množiny budeme dělit na konečné a nekonečné. V daľśım se sejdeme s oběma př́ıpady.
Třeba označme M množinu všech přirozených č́ısel menš́ıch než 5. Potom je M = {1, 2, 3, 4}
konečná množina. Bud’ P množina všech reálných č́ısel x, pro něž je 1 ≤ x < 5. Potom je P = 〈1, 5)
nekonečná množina.

4. Bud’ X množina všech reálných č́ısel x takových, že 0 · x = 1. Poněvadž žádné takové č́ıslo
neexistuje, je X = ∅. Užitečnost pojmu prázdné množiny se ukáže později.

Značeńı: Je-li V (x) nějaká vlastnost prvku x, pak množinu všech x, která maj́ı vlastnost V (x)
budeme značit {x ∈ X; V (x)}.

Př́ıklad: 〈−1, 1〉 = {x ∈ R; x2 ≤ 1}.
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Definice: Řekneme, že množina M je podmnožinou množiny N a označ́ıme M ⊂ N, jestliže
pro každé x ∈ M plat́ı x ∈ N. Jestliže pro dvě množiny A, B plat́ı A ⊂ B a zároveň B ⊂ A, pak
řekneme, že jsou si množiny A a B rovny a znač́ıme A = B. Je-li M ⊂ N, ale M 6= N, řekneme,
že M je vlastńı podmnožinou N.

Sjednoceńım množin M a N, které označ́ıme M ∪ N rozumı́me množinu všech prvk̊u x, pro
něž x ∈M nebo x ∈ N.

Pr̊unikem množin A a B, který znač́ıme A ∩ B rozumı́me množinu všech prvk̊u x, pro něž
x ∈ A a zároveň x ∈ B. Řekneme, že množiny A a B jsou disjunktńı, jestliže A ∩B = ∅.

Rozd́ılem množin X a Y , které znač́ıme X−Y rozumı́me množinu všech prvk̊u x, pro něž plat́ı
x ∈ X a zároveň x /∈ Y . Symetrickou diferenćı množin X a Y , kterou znač́ıme XM Y rozumı́me
množinu XMY = (X − Y ) ∪ (Y −X).

Poznámky: 1. Uvedené pojmy maj́ı velmi názornou geometrickou interpretaci, jak je vidět z
následuj́ıćıch obrázk̊u.

N M
A B

A ∩B
MN

M −N

N M A ∩B
MN

M −N

N ⊂M A ∪B ; A ∩B M −N

2. Pojmy sjednoceńı a pr̊uniku se velmi snadno rozš́ı̌ŕı na libovolný počet množin (konečný
nebo nekonečný).

A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An =
n⋃
k=1

Ak

je množina prvk̊u x, které lež́ı alespoň v jedné z množin A1, A2, . . . , An.

B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bn =
n⋂
k=1

Bk

znač́ı množinu všech prvk̊u x, které patř́ı zároveň do všech množin B1, B2, . . . , Bn. Analogicky
můžeme definovat

A1 ∪A2 ∪ · · · =
∞⋃
k=1

Ak; B1 ∩B2 ∩ · · · =
∞⋂
k=1

Bk

pro libovolnou posloupnost množin nebo i pro libovolný systém množin. Bud’ Λ libovolná množina,
kterou budeme nazývat indexovou množinou. Potom jsou symboly⋃

λ∈Λ

Mλ a
⋂
λ∈Λ

Nλ

definovány analogicky. Je-li na př́ıklad Mλ = (0, λ), Nλ = 〈0, λ), potom⋃
λ>0

Mλ = (0,+∞),
⋃
λ>0

Nλ = 〈0,+∞),
⋂
λ>0

Mλ = ∅,
⋂
λ>0

Nλ = {0}.
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Věta: (De Morganova pravidla)
Bud’te X, Aλ (λ ∈ Λ) množiny. Potom plat́ı

X −
⋃
λ∈Λ

Aλ =
⋂
λ∈Λ

(X −Aλ); X −
⋂
λ∈Λ

Aλ =
⋃
λ∈Λ

(X −Aλ).

Důkaz: a) Necht’ x ∈ X −
⋃
λ∈Λ

Aλ. Potom je x ∈ X,x /∈
⋃
λ∈Λ

Aλ, tedy x /∈ Aλ ∀λ ∈ Λ. Odtud

plyne, že x ∈ X −Aλ ∀λ ∈ Λ, tedy x ∈
⋂
λ∈Λ

(X −Aλ). T́ım jsme ukázali, že

X −
⋃
λ∈Λ

Aλ ⊂
⋂
λ∈Λ

(X −Aλ).

Obráceně, bud’ x ∈
⋂
λ∈Λ

(X − Aλ). Potom je x ∈ X − Aλ ∀λ ∈ Λ, tedy x /∈ Aλ ∀λ ∈ Λ a také

x /∈
⋃
λ∈Λ

Aλ. Neboli x ∈ X −
⋃
λ∈Λ

Aλ a plat́ı, že

⋂
λ∈Λ

(X −Aλ) ⊂ X −
⋃
λ∈Λ

Aλ.

b) Bud’ nyńı x ∈ X −
⋂
λ∈Λ

Aλ. Potom je x ∈ X, ale x /∈
⋂
λ∈Λ

Aλ. Existuje tedy index λ0 ∈ Λ

tak, že x /∈ Aλ0 , neboli x ∈ X −Aλ0 a následně x ∈
⋃
λ∈Λ

(X −Aλ), neboli

X −
⋂
λ∈Λ

Aλ ⊂
⋃
λ∈Λ

(X −Aλ).

Obráceně, je-li x ∈
⋃
λ∈Λ

(X −Aλ), potom existuje alespoň jeden index λ1 ∈ Λ tak, že x ∈ X −Aλ1

a tedy x /∈ Aλ1 , následně x /∈
⋂
λ∈Λ

Aλ a dostaneme druhou inklusi

⋃
λ∈Λ

(X −Aλ) ⊂ X −
⋂
λ∈Λ

Aλ.

Definice: Bud’te A1, A2, . . . , An množiny. Potom kartézským součinem těchto množin, který
budeme značit

A1 ×A2 × · · · ×An =
n×
k=1

Ak

rozumı́me množinu všech uspořádaných n−tic tvaru

x = (x1, x2, . . . , xn), kde x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, . . . , xn ∈ An.

Poznámky: 1. Kartézský součin neńı komutativńı, tedy obecně plat́ı A×B 6= B ×A.

2. Jsou-li x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) dva prvky kartézského součinu
n×
k=1

Ak, pak

rovnost x = y znamená, že x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn = yn. Této vlastnosti bude později využ́ıváno
často.
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3. Jestliže označ́ıme R množinu všech reálných č́ısel, pak množinu

Rn = R×R× · · · ×R =
n×
k=1

R,

kde v součinu figuruje n faktor̊u R, nazýváme n−rozměrným eukleidovským prostorem. Tedy Rn

je množina všech uspořádaných n−tic reálných č́ısel x = (x1, x2, . . . , xn). Specielńı př́ıpady R2

a R3 budou obzvlášt’ d̊uležité. Jedná se o rovinu a prostor, známé z elementárńı geometrie ze
základńı a středńı školy.

4. Pro daľśı výklad bude d̊uležitý kartézský součin dvou množin X × Y , kterého využijeme při
definici zobrazeńı.

1.3 Zobrazeńı množin.

! Definice: Bud’te X, Y dvě množiny, D ⊂ X podmnožina. Podmnožinu f kartézského
součinuX×Y nazveme zobrazeńım množinyD do Y , jestliže každému x ∈ D odpov́ıdá právě jedno
y ∈ Y tak, že (x, y) ∈ f. Tuto skutečnost zapisujeme y = f(x). Množinu D nazýváme definičńım
oborem zobrazeńı f a množinu f(D) = {f(x); x ∈ D} obrazem množiny D. Je-li f(D) = Y ,
řekneme, že f je zobrazeńı D na Y nebo zobrazeńı surjektivńı. Množinu { (x, f(x) ) ;x ∈ D}
nazveme grafem zobrazeńı f.

Poznámky: 1. Předchoźı definice ř́ıká, že každému x ∈ D je přǐrazen právě jeden prvek y ∈ Y
předpisem y = f(x). Tuto skutečnost budeme značit též

f : X −→ Y ; f : D −→ Y , D ⊂ X; f : x 7−→ y, x ∈ D; y = f(x), x ∈ D.

Jestliže X = Y , pak hovoř́ıme o zobrazeńı na X nebo o transformaci množiny X.

2. Ve stejném významu jako pojem zobrazeńı budeme v daľśım použ́ıvat též pojmu funkce,
operátor, funkcionál, transformace.

Př́ıklady: 1. Bud’ X = 〈−1, 1〉, Y = R, y = f(x) zobrazeńı X do Y dané předpisem y = x2.
Potom je f(X) = 〈0, 1〉 a f je zobrazeńı X na interval 〈0, 1〉. Grafem f je samozřejmě část paraboly
v intervalu 〈−1, 1〉.

2. Bud’ N množina všech přirozených č́ısel, f : N −→ R zobrazeńı. Pak f neńı nic jiného než
posloupnost reálných č́ısel, jestliže označ́ıme f(n) = an. Bĺıže se s těmito zobrazeńımi seznámı́me
v kapitole 2.

3. Bud’ X = Y = R2, f : X −→ Y zobrazeńı, dané předpisem y = f(x), kde
f(x) = f(x1, x2) = (x1 − x2, x2). Je-li y = (y1, y2), pak tedy y1 = x1 − x2, y2 = x2. Dále plat́ı
f(X) = Y . Skutečné, je-li y = (y1, y2) ∈ Y libovolný bod, pak x = (y1 + y2, y2) ∈ Y je bod, pro
nějž f(x) = y. Podrobněji se s těmito zobrazeńımi setkáte v lineárńı algebře.

Definice: Bud’ f : X −→ Y zobrazeńı, B ⊂ Y podmnožina. Potom podmnožinu X, defino-
vanou předpisem f−1(B) = {x ∈ X; f(x) ∈ B} nazýváme vzorem množiny B.
Řekneme, že zobrazeńı f je prosté nebo injektivńı, jestliže plat́ı: je-li x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, pak
f(x1) 6= f(x2).
Prosté zobrazeńı X na Y nazýváme vzájemně jednoznačné nebo bijektivńı.

Poznámka: Je-li f : X −→ Y prosté zobrazeńı X na Y , pak zřejmě ke každému y ∈ Y
existuje právě jedno x ∈ X tak, že y = f(x). Existuje tedy zobrazeńı f−1 : Y −→ X pro něž
plat́ı f−1(y) = x ⇐⇒ y = f(x). Toto zobrazeńı nazýváme inversńım k f.
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Definice: Bud’ f : X −→ Y prosté zobrazeńı množiny X na množinu Y . Zobrazeńı
f−1 : Y −→ X, pro něž plat́ı f−1(y) = x ⇐⇒ y = f(x) nazýváme inversńım zobrazeńım
k zobrazeńı f.

Poznámka: Je-li f : X −→ Y bijektivńı zobrazeńı, pak f−1 : Y −→ X je také bijektivńı
a tedy k němu existuje zobrazeńı inversńı (f−1)−1. Je však zřejmé, že (f−1)−1 = f a o dvojici
f, f−1 můžeme hovořit jako o navzájem inversńıch zobrazeńıch.

Definice: Bud’te f : X −→ Y , g : Y −→ Z zobrazeńı. Potom zobrazeńı h : X −→ Z,
definované pro x ∈ X předpisem h(x) = g(f(x)) nazýváme složeným zobrazeńım a znač́ıme
h = g ◦ f.

Poznámky: 1. Analogicky lze definovat zobrazeńı, složené z v́ıce než dvou zobrazeńı.

2. Jsou-li f : X −→ Y , g : Y −→ Z obě prostá zobrazeńı na, neboli bijekce, pak i zobrazeńı
h = g ◦ f je bijektivńı a plat́ı h−1 = f−1 ◦ g−1 neboli schematicky.

X Y Z
f g

f−1 g−1

h

h−1

1.4 Spočetné a nespočetné množiny.

Definice: Řekneme, že množiny A,B jsou ekvivalentńı nebo že maj́ı stejnou mohutnost,
jestliže existuje bijektivńı (tedy vzájemně jednoznačné) zobrazeńı f : A −→ B. Znač́ıme

A ∼ B nebo m(A) = m(B) nebo |A| = |B|.

Poznámka: Je zřejmé, že A ∼ A; A ∼ B =⇒ B ∼ A. Je-li A ∼ B, B ∼ C =⇒ A ∼ C.

Př́ıklad: Množiny N a Z jsou ekvivalentńı.
Skutečně stač́ı definovat zobrazeńı

1 → 0, 2 → 1, 3 → −1, 4 → 2, 5 → −2, . . . ,

neboli f(n) = n
2 pro n = 2k (sudé) a f(n) = −n−1

2 pro n = 2k + 1 (liché). Tyto dva předpisy se
daj́ı zapsat jediným vyjádřeńı a sice

f(n) = (−1)n
[n
2

]
, n ∈ N.

Značeńı [x] znamená t.zv. celou část č́ısla x ∈ R neboli takové celé č́ıslo k, že k ≤ x < k + 1.
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Definice: Označme Nn = {1, 2, . . . , n − 1, n} pro libovolné př́ırozené č́ıslo n. Řekneme, že
množina A je konečná a má n prvk̊u, jestliže A ∼ Nn pro nějaké n ∈ N. O množině B řekneme,
že je spočetná, je-li B ∼ N. Množinu C nazveme nespočetnou, neńı-li ani konečná ani spočetná.

Poznámky: 1. Pro konečné množiny je charakteristické, že vlastńı podmnožina nemůže mı́t
stejnou mohutnost, jako celá množina. Pro nekonečné množiny však toto tvrzeńı neplat́ı, jak bylo
vidět na předchoźım př́ıkladu N ∼ Z.

2. Každou spočetnou množinu A lze zapsat ve tvaru nekonečné posloupnosti.

A = {a1, a2, a3, . . . } neboli {an} nebo {an}∞n=1.

3. V daľśım bude ukázáno, že existuj́ı nespočetné množiny (na př́ıklad R).

Věta: Každá podmnožina spočetné množiny A je konečná nebo spočetná.

Důkaz: Bud’ B ⊂ A. Poněvadž A je spočetná, lze ji napsat ve tvaru A = {a1, a2, a3, . . . }. Bud’
k1 nejmenš́ı index takový, že ak1 ∈ B. Necht’ k2 > k1 je nejmenš́ı takový index, že
ak2 ∈ B. Takto budeme pokračovat dále. Bud’to tento výběr skonč́ı po konečném počtu krok̊u
a B je konečná podmnožina A nebo pokračuje do nekonečna a dostaneme, že B je spočetná
podmnožina; B = {ak1 , ak2 , ak3 , . . . }.

Věta: Necht’ {An}∞n=1 je spočetný systém spočetných množin. Potom je množina S =
∞⋃
n=1

An

spočetná.

Důkaz: Tedy spočetné sjednoceńı spočetných množin je množina spočetná.
Pro množiny An plat́ı

A1 : a
(1)
1 , a

(1)
2 , a

(1)
3 , a

(1)
4 , . . .

↗ ↗ ↗
A2 : a

(2)
1 , a

(2)
2 , a

(2)
3 , a

(2)
4 , . . .

↗ ↗ ↗
A3 : a

(3)
1 , a

(3)
2 , a

(3)
3 , a

(3)
4 , . . .

↗ ↗ ↗
A4 : a

(4)
1 , a

(4)
2 , a

(4)
3 , a

(4)
4 , . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Prvky množiny S sestav́ıme nyńı následovně:

S = {a(1)
1 , a

(2)
1 , a

(1)
2 , a

(3)
1 , a

(2)
2 , a

(1)
3 , . . . },

při čemž vynecháme ty prvky, které se již dř́ıve vyskytly. T́ım dostaneme spočetnou množinu.

Důsledky: 1. Sjednoceńı konečného systému spočetných množin je spočetná množina.
Sjednoceńı spočetného systému konečných množin je množina spočetná.

2. Jsou-li A1, . . . , An spočetné množiny, pak
n×
k=1

Ak je spočetná množina.

3. Množina všech racionálńıch č́ısel je spočetná.

Důkaz: Je-li r ∈ Q, pak r = p
q , kde p ∈ Z, q ∈ N, tedy Q ∼ Z×N, což je spočetná množina.
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Definice: Nekonečným desetinným rozvojem nazýváme výraz

a = a0, a1 a2 a3 a4 a5 . . . ,

kde a0 je libovolné celé č́ıslo a každé ai (i = 1, 2, 3, . . . ) je jedno z č́ısel 0, 1, 2, . . . , 8, 9.

Věta: Množina všech nekonečných desetinných rozvoj̊u je nespočetná.

Důkaz: Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že je tato množina spočetná; pak ji lze
zapsat do posloupnosti {x1, x2, . . . }, neboli

x1; a
(1)
0 , a

(1)
1 a

(1)
2 a

(1)
3 . . .

↘
x2; a

(2)
0 , a

(2)
1 a

(2)
2 a

(2)
3 . . .

↘
x3 : a

(3)
0 , a

(3)
1 a

(3)
2 a

(3)
3 . . .

↘
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Vybereme nyńı desetinný rozvoj x = b0 , b1 b2 b3 . . . následuj́ıćım zp̊usobem: b0 zvoĺıme libovolně.
b1 6= a

(1)
1 , b2 6= a

(2)
2 , b3 6= a

(3)
3 , . . . . Je vidět, že x nepatř́ı do posloupnosti {x1, x2, . . . } a tedy

předpoklad spočetnosti takové množiny je nepravdivý.

1.5 Reálná č́ısla.

Definice: Reálným č́ıslem nazveme každý nekonečný desetinný rozvoj. Jestliže se ve vyjádřeńı
x = a0, a1 a2 a3 . . . od nějakého indexu členy nebo skupiny člen̊u opakuj́ı, ř́ıkáme, že x je periodický
desetinný rozvoj. Periodický desetinný rozvoj nazveme racionálńım č́ıslem, neperiodický nazveme
iracionálńım č́ıslem.

Poznámka: Je-li rozvoj tvaru xn = a0, a1 a2 . . . an = a0, a1 a2 . . . an 0 0 . . . , pak je t.zv.
konečný a samozřejmě reprezentuje racionálńı č́ıslo, které je možno zapsat ve tvaru

xn = a0 +
n∑
k=1

ak10−k.

Těchto vyjádřeńı budeme použ́ıvat jako aproximace reálných č́ısel a sice horńı a dolńı.

Př́ıklad: Bud’ x = π = 3, 1415926 . . . . Označme

x1 = 3, 1, x1 = 3, 2; x2 = 3, 14, x2 = 3, 15;

x3 = 3, 141, x3 = 3, 142; x4 = 3, 1415, x4 = 3, 1416 atd.

Dostáváme t.zv. horńı a dolńı aproximace. Ty nám dávaj́ı možnost zavést mezi reálnými č́ısly
uspořádáńı, t.j. rozhodnout o dvou reálných č́ıslech x, y, které z nich je větš́ı.

Definice: Řekneme, že reálné č́ıslo x = a0, a1 a2 a3 . . . je větš́ı než reálné č́ıslo y = b0, b1 b2 b3 . . .
a označ́ıme x > y, je-li bud’ a0 > b0 nebo existuje index n tak, že xn > yn.

Řekneme, že x = y, jestliže neplat́ı ani jeden ze vztah̊u x > y, y > x.
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Poznámky: 1. O uspořádáńı v množině R uvedeme později daľśı podrobnosti.

2. Jedno reálné č́ıslo může mı́t r̊uzná vyjádřeńı, na př́ıklad x = 3, 56999 . . . , y = 3, 57000 . . . .
Je zřejmé, že x = y. Plat́ı totiž

x1 = 3, 5, x1 = 3, 6; x2 = 3, 56, x2 = 3, 57; x2 = 3, 569, x3 = 3, 57.

y1 = 3, 5, y1 = 3, 5; y2 = 3, 57, y2 = 3, 57; y3 = 3, 57, y3 = 3, 57

neboli xn < yn ∀n ∈ N a též xn ≥ yn ∀n ∈ N.

3. Jak bylo dokázáno v předchoźım paragrafu, je množina všech reálných č́ısel nespočetná,
množina všech racionálńıch č́ısel je spočetná, tedy množina všech iracionálńıch č́ısel je nespočetná.

4. V daľśım uvedeme větu o vzájemně jednoznačném vztahu mezi reálnými č́ısly a body př́ımky.

Věta: Existuje bijektivńı (vzájemně jednoznačné) zobrazeńı oboru reálných č́ısel a bod̊u
př́ımky. Tuto př́ımku nazýváme reálnou osou.

Poznámky: 1. Předchoźı věta ukazuje, že množina reálných č́ısel nemá mezery, zat́ımco
množina všech racionálńıch č́ısel je má, i když je t.zv. hustá. Tedy mezi dvěma r̊uznými racionálńımi
č́ısly lež́ı daľśı (dokonce nekonečně mnoho) racionálńı č́ıslo.

2. V daľśım shrneme základńı vlastnosti uspořádáńı v R a udáme vlastnosti algebraických
operaćı v R.

Uspořádáńı v R.

U1 : ∀x, y ∈ R plat́ı právě jeden ze vztah̊u x < y, x = y, x > y.
U2 : Je-li x < y a y < z, potom x < z (transitivnost uspořádáńı).
U3 : Je-li x < y, pak x+ z < y + z ∀ z ∈ R.
U4 : Je-li x < y, z > 0, potom xz < yz.
U5 : ∀x ∈ R ∃n ∈ N tak, že n > x.

Poznámka: Mı́sto vztahu x < y ṕı̌seme též y > x. Zápis x ≤ y znamená, že x < y nebo
x = y.

Algebraické operace v R.
V množině R jsou definovány t.zv. algebraické operace, které budeme značit + a · a nazývat

sč́ıtáńı a násobeńı. Základńı vlastnosti těchto operaćı jsou shrnuty v následuj́ıćıch axiomech.

A1 : ∀x, y ∈ R je x+ y ∈ R, M1 : ∀x, y ∈ R je x · y ∈ R;
A2 : ∀, x y, z ∈ R plat́ı (x+ y) + z = x+ (y+ z), M2 : ∀x, y, z ∈ R plat́ı (xy)z = x(yz);

asociativńı zákon;

A3 : ∃ 0 ∈ R tak, že x+0 = x ∀x ∈ R, M3 : ∃ 1 ∈ R tak, že x ·1 = x ∀x ∈ R;
existence nulového prvku pro sč́ıtáńı a jednotkového prvku pro násobeńı;

A4 : ∀x ∈ R ∃ − x ∈ R tak, že x+ (−x) = 0, M4 : ∀x ∈ R, x 6= 0 ∃x−1 = 1
x ∈ R

tak, že x · x−1 = 1;
existence opačného prvku pro sč́ıtáńı a převrácené hodnoty pro násobeńı;

A5 : ∀x, y ∈ R plat́ı x+ y = y + x, M5 : ∀x, y ∈ R plat́ı x · y = y · x;
komutativńı zákon;
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D : ∀x, y, z ∈ R plat́ı (x+ y)z = xz + yz
distributivńı zákon.

Poznámky: 1. Výše uvedeným axiomům vyhovuj́ı nejen reálná č́ısla, ale též racionálńı a
komplexńı č́ısla. Existuj́ı však ještě obecněǰśı množiny, které těmto axiomům vyhovuj́ı. Takovým
množinám ř́ıkáme tělesa.

2. V lineárńı algebře se seznámı́te s pojmem vektorového prostoru, tedy opět jakousi množinou,
která bude splňovat jistou soustavu axiomů.

1.6 Supremum a infimum č́ıselné množiny.

Poznámky: 1. V tomto paragrafu se budeme zabývat vlastnostmi podmnožin R. Podmnožiny,
se kterými se budeme nejčastěji setkávat, budou intervaly. Zopakujme si tedy běžné označeńı. Jsou-
li a, b ∈ R, a < b, pak

〈a, b〉 = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b} uzavřený interval
(a, b) = {x ∈ R; a < x < b} otevřený interval
〈a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b} polouzavřený interval
(a, b〉 = {x ∈ R; a < x ≤ b} polouzavřený interval

〈a,+∞) = {x ∈ R; x ≥ a}
(a,+∞) = {x ∈ R; x > a}
(−∞, b〉 = {x ∈ R; x ≤ b}
(−∞, b) = {x ∈ R; x < b}
(−∞,+∞) = R. Prvé čtyři intervaly jsou omezené, zbývaj́ıćı jsou neomezené.

2. S reálnými č́ısly souviśı daľśı pojem, t.zv. absolutńı hodnota.

Definice: Absolutńı hodnotou reálného č́ısla x rozumı́me č́ıslo |x|, definované vztahy

|x| = x ⇐⇒ x ≥ 0, |x| = −x ⇐⇒ x ≤ 0.

Poznámky: 1. Pojem absolutńı hodnoty bude rozš́ı̌ren i na komplexńı č́ısla, bude však zaveden
i pro značně obecněǰśı objekty, jako norma.

2. Vlastnosti absolutńı hodnoty nebudeme odvozovat, ponecháme je jako cvičeńı. Plat́ı na
př́ıklad

|x| ≥ 0 ∀x ∈ R; |x| = 0 ⇐⇒ x = 0,

|x+ y| ≤ |x|+ |y| ∀x, y ∈ R; (trojúhelńıková nerovnost),

|xy| = |x||y| ∀x, y ∈ R.

Definice: Bud’ A ⊂ R množina. Řekneme, že A je shora omezená, jestliže existuje č́ısloK ∈ R
tak, že ∀x ∈ A plat́ı x ≤ K.
Jestliže existuje č́ıslo L ∈ R tak, že L ≤ x ∀x ∈ A, řekneme, že A je zdola omezená.
O množině B ⊂ R řekneme, že je omezená, je-li shora i zdola omezená.
Množinu, která neńı omezená, nazýváme neomezenou.
Č́ıslo a ∈ A nazveme minimem množiny A, jestliže plat́ı a ≤ x ∀x ∈ A. O č́ıslu b ∈ A řekneme,
že je maximem množiny A, jestliže x ≤ b ∀x ∈ A. Znač́ıme a = minA, b = maxA.
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Poznámky: 1. Z předchoźı definice je zřejmé, že minA je nejmenš́ı a maxA největš́ı č́ıslo
množiny A. Na jednoduchých př́ıkladech je však vidět, že daná množina nemuśı mı́t nejmenš́ı nebo
největš́ı č́ıslo, i když je omezená. Bud’ A = 〈0, 1), B = {1, 1

2 ,
1
3 ,

1
4 , . . . }. Potom je

minA = 0, maxB = 1, ale maxA ani minB neexistuj́ı. V daľśım zavedeme pojmy, které nám tuto
nepř́ıjemnost odstrańı.

2. Je-li A ⊂ R omezená množina, pak zřejmě existuje č́ıslo K tak, že |x| ≤ K ∀x ∈ A.
Obráceně, jestliže plat́ı výše uvedená nerovnost, pak je A omezená množina, poněvadž pro všechna
x ∈ A plat́ı −K ≤ x ≤ K.

3. Užit́ım pojmu maxima lze definovat velmi jednoduše absolutńı hodnotu. Je totiž

|x| = max{x,−x} ∀x ∈ R.

Definice: Bud’ A ⊂ R neprázdná množina. Řekneme, že č́ıslo G je supremum množiny A
a znač́ıme G = supA, jestliže plat́ı

1. x ≤ G ∀x ∈ A,
2. Je-li G′ < G libovolné, potom ∃x ∈ A tak, že x > G′.

Analogicky řekneme, že č́ıslo g je infimum množiny A a znač́ıme g = inf A, jestliže plat́ı
1. x ≥ g ∀x ∈ A,
2. Je-li g′ > g libovolné, pak ∃x ∈ A tak, že x < g′.

Poznámky: 1. Je zřejmé, že pokud existuje maxA, je maxA = supA a analogicky pro minA
a inf A.

2. Je-li B 6= ∅, pak supB ≥ inf B a je-li A ⊂ B, pak inf B ≤ inf A ≤ supA ≤ supB.

3. Hlavńı výhodou pojmu suprema a infima spoč́ıvá v tom, že pro omezenou množinu vždy
existuj́ı.

! Věta: Každá neprázdná shora omezená podmnožina R má supremum. Analogicky každá
neprázdná zdola omezená podmnožina R má infimum.

Důkaz: Je zřejmé, že pokud existuje supA, je určeno jednoznačně. Je-li A shora omezená,
existuje n0 ∈ Z tak, že

∀ x ∈ A je x < n0 + 1; ∃x′ ∈ A tak, že x′ ≥ n0.

n0 x′ n0 + 1

Interval 〈n0, n0 + 1〉 rozděĺıme na 10 stejných část́ı délky 10−1. Nyńı existuje celé č́ıslo n1

(0 ≤ n1 ≤ 9) tak, že

〈n0, n1 ; n0, n1 + 10−1〉 ∩A 6= ∅; ∀x ∈ A : x < n0, n1 + 10−1; ∃x′ ∈ A : x′ ≥ n0, n1.

V daľśım kroku zvoĺıme n2 tak, že

〈n0, n1n2 ; n0, n1n2 +10−2〉∩A 6= ∅; ∀x ∈ A : x < n0, n1n2 +10−2; ∃x′ ∈ A : x′ ≥ n0, n1n2.

Takto budeme pokračovat dále, až dostaneme posloupnost do sebe vložených interval̊u, jejichž
pr̊unikem je reálné č́ıslo n0, n1n2 . . . , což je zřejmě supA.

Poznámky: 1. Uvedená metoda je založena na principu t.zv. vložených interval̊u, která bude
v daľśım ještě několikrát aplikována.
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2. Jestliže množina A neńı shora omezená, pak supA = +∞; analogicky inf A = −∞, neńı-li
A zdola omezená. Podle definice suprema a infima je sup ∅ = −∞, inf ∅ = +∞; jediný př́ıpad,
kdy infimum je větš́ı než supremum.

Definice: Množina uzavřených interval̊u { 〈an, bn〉; n ∈ N, an, bn ∈ R, an ≤ bn} se nazývá
systém do sebe vnořených interval̊u, jestliže 〈an+1, bn+1〉 ⊂ 〈an, bn〉 ∀n ∈ N.

Věta: Libovolný systém do sebe vnořených interval̊u má neprázdný pr̊unik.

Poznámka: V daľśım zavedeme několik t.zv. topologických pojmů v souvislosti s vlastnostmi
podmnožin R. Jejich d̊uležitost se ukáže až později v souvislosti s vyšetřováńım podmnožin Rn.

Definice: Bud’ x0 ∈ R, ε > 0. Okoĺım (nebo ε−okoĺım) bodu x0 rozumı́me otevřený interval
(x0 − ε, x0 + ε) a znač́ıme U(x0, ε).
Prstencovým okoĺım bodu x0 nazveme množinu P (x0, ε) = U(x0, ε)− {x0}.

Poznámky: 1. Je zřejmé, že

U(x0, ε) = {x ∈ R; |x− x0| < ε}; P (x0, ε) = (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε).

2. V daľśım budeme též definovat a použ́ıvat t.zv. pravá a levá okoĺı, t.j. množiny

U+(x0, ε) = 〈x0, x0 + ε), U−(x0, ε) = (x0 − ε, x0〉;

P+(x0, ε) = (x0, x0 + ε), P−(x0, ε) = (x0 − ε, x0).

Definice: Bud’ A ⊂ R podmnožina. Bod a ∈ A nazveme vnitřńım bodem množiny A, jestliže
existuje okoĺı U(a, ε) bodu a takové, že U(a, ε) ⊂ A. Množinu všech vnitřńıch bod̊u množiny A
nazveme vnitřkem a označ́ıme IntA.
Bod b ∈ R nazveme hraničńım bodem množiny A, jestliže každé okoĺı bodu b obsahuje alespoň
jeden bod množiny A a alespoň jeden bod, který do množiny A nepatř́ı. Množinu všech hraničńıch
bod̊u množiny A nazýváme hranićı množiny A a znač́ıme ∂A.
Množinu A = A ∪ ∂A nazýváme uzávěrem množiny A.
Množinu G ⊂ R nazveme otevřenou, jestliže jsou všechny jej́ı body vnitřńı. O množině F ⊂ R
řekneme, že je uzavřená, jestliže F = F .
Bod x ∈ R nazveme hromadným bodem množiny A, jestliže libovolné okoĺı bodu x obsahuje
nekonečně mnoho bod̊u množiny A. Bod a ∈ A nazveme izolovaným bodem A, neńı-li hromadným
bodem A. Množinu B ⊂ R nazveme diskrétńı, jestliže jsou všechny jej́ı body izolované.

Poznámky: 1. Podrobněji budou tyto pojmy rozvedeny na konkrétńıch př́ıkladech.

2. Ukazuje se, že systém okoĺı tvaru U(x, ε) pro x ∈ R a ε > 0 hraje d̊uležitou roli při zkoumáńı
t.zv. topologie reálné osy.
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Kapitola 2

Posloupnosti.

2.1 Limita posloupnosti.

Definice: Posloupnost́ı reálných č́ısel nazveme zobrazeńı f : N −→ R. Jestliže označ́ıme
f(n) = an, pak an nazýváme n−tým členem dané posloupnosti a zapisujeme

{an}, {an}∞n=1, {a1, a2, a3, . . . }.

Poznámky: 1. Je-li f : N −→ C, dostaneme posloupnost komplexńıch č́ısel. Analogicky
můžeme definovat posloupnost vektor̊u, matic nebo jiných podobných objekt̊u.

2. Posloupnost je jinými slovy přǐrazeńı, pomoćı něhož každému přirozenémnu č́ıslu n přǐrad́ıme
reálné nebo komplexńı č́ıslo an.

Př́ıklady: 1. Ze středńı školy jsou známé př́ıklady aritmetické a geometrické posloupnosti.
Aritmetická posloupnost je definována předpisem an = a + (n − 1]d, kde a, d jdou daná č́ısla,
n = 1, 2, . . . . Č́ıslo d nazýváme diferenćı dané posloupnosti.
Geometrická posloupnost je definována předpisem an = aqn−1, kde a, q jsou pevná č́ısla,
n = 1, 2, . . . . Č́ıslo q nazýváme kvocientem dané posloupnosti.

2. Ne každá posloupnost je však aritmetická nebo geometrická. Na př́ıklad

an =
n

n+ 1
, bn = (−1)nn, cn =

2n

n+ 1

jsou posloupnosti, které nejsou ani aritmetické ani geometrické.

3. Posloupnost můžeme též zadat rekurentńım vztahem, na př́ıklad

an = 3an−1 + 1, a1 = 0 nebo an+2 = 3an − 2an−1, a1 = 1, a2 = 0.

Nalézt předpis pro n−tý člen v tomto př́ıpadě znamená řešit t.zv. diferenčńı rovnici.

Definice: Posloupnost {an} nazveme omezenou, jestliže existuje č́ıslo K > 0 tak, že

|an| ≤ K ∀n ∈ N.

Řekneme, že {bn} je shora (resp. zdola) omezená, jestliže existuje č́ıslo M (resp. m) tak, že

bn ≤M ∀n ∈ N (resp. bn ≥ m ∀n ∈ N).
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Poznámky: 1. Posloupnost {an} je omezená právě když je množina člen̊u této posloupnosti
omezená.

2. Posloupnost {an} je omezená právě když je omezená shora i zdola.

Př́ıklady: 1. Posloupnost
{

n
n+1

}
je omezená. Plat́ı totiž 0 ≤ n

n+1 ≤ 1 a stač́ı tedy zvolit
K = 1.

2. Posloupnost {n2} je zdola omezená, ale neńı shora omezená. Je zřejmě 0 ≤ n2 ∀n ∈ N.
Nyńı ∀K > 0 ∃n0 ∈ N tak, že n0 > K (axiom) a tedy n2

0 ≥ n0 > K.

3. Posloupnost an = (−1)nn3 neńı ani shora ani zdola omezená. To je zřejmé, jestliže si na
př́ıklad uvědomı́me, že a2n = 8n3 ≥ n, a2n+1 = −(2n+ 1)3 ≤ −n.

Definice: Posloupnost {an} nazveme rostoućı (resp. neklesaj́ıćı), jestliže pro všechna n ∈ N
plat́ı

an+1 > an (resp. an+1 ≥ an).

Řekneme, že posloupnost {bn} je klesaj́ıćı (resp. nerostoućı), jestliže pro všechna n ∈ N plat́ı

bn+1 < bn (resp. bn+1 ≤ bn).

Všechny tyto posloupnosti nazýváme monotonńı, rostoućı a klesaj́ıćı posloupnosti ryze (nebo ostře)
monotonńı.

Př́ıklad: Ukažte, že posloupnost
{

2n−1
n+3

}
je rostoućı.

Máme dokázat, že ∀n ∈ N plat́ı 2n−1
n+3 < 2n+1

n+4 . Po vynásobeńı výrazem (n+3)(n+4) dostaneme
nerovnost −4 < 3, což je správná nerovnost.

Poznámka: Při vyšetřováńı vlastnost́ı posloupnosti {an} je možné zkoumat několik člen̊u
dané posloupnosti. T́ım je však informace o posloupnosti značně neúplná, a proto je vhodné se
zaj́ımat o chováńı {an} pro veliká n. Může se stát, že se členy této posloupnosti př́ılǐs nelǐśı od
nějakého č́ısla a. Řekneme, že daná posloupnost má za limitu č́ıslo a. Vezmeme-li posloupnost{

n
n+1

}
, je
{

1
2 ,

2
3 ,

3
4 , . . . ,

9
10 , . . . ,

99
100 , . . . ,

999
1000 , . . .

}
a zdá se, že tato posloupnost má za limitu

č́ıslo 1. Nyńı tento pojem budeme precizovat.

Definice: Řekneme, že č́ıslo a je limitou posloupnosti {an}, jestliže

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N; ∀ n ≥ n0 (n ∈ N) =⇒ |an − a| < ε.

(Slovy: ke každému ε > 0 existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0, n přirozené, plat́ı
|an − a| < ε). Tuto skutečnost zapisujeme

lim
n→∞

an = a nebo stručně an −→
n→∞

a nebo an −→ a

a ř́ıkáme, že posloupnost {an} je konvergentńı.

Poznámky: 1. Nerovnost |an − a| < ε znamená, že a− ε < an < a+ ε pro ∀n ≥ n0(ε), tedy
∀n ≥ n0(ε) je an ∈ U(a, ε).

2. Č́ıslo ε udává, jak mnoho (nebo málo) se členy posloupnosti {an} lǐśı od své limity. Jestliže
ε zmenš́ıme, pak se obecně index n0(ε) zvětš́ı.

3. O posloupnosti, která nemá limitu, řekneme, že je divergentńı. V daľśım ukážeme, že mezi
divergentńımi posloupnostmi lze vybrat takové, jejichž členy se neomezeně zvětšuj́ı nebo zmenšuj́ı.
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Př́ıklady: 1. Ukažte, že lim
n→∞

n
n+1 = 1.

Máme ukázat, že ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že pro ∀n ≥ n0 plat́ı
∣∣∣ n
n+1 − 1

∣∣∣ < ε, tedy 1
n+1 < ε,

n > 1
ε − 1 a stač́ı volit n0 =

[
1
ε

]
.

2.Uvažme posloupnost {n2}, t.j. {1, 4, 9, 16, 25, 36, . . . }. Je vidět, že se vzr̊ustaj́ıćım n rostou
členy dané posloupnosti nade všechny meze. Neboli předeṕı̌seme-li si libovolné č́ıslo K > 0, pak
lze nalézt index n0(K) tak, že n2 > K pro n ≥ n0. T́ım dostáváme definici nevlastńı limity.

Definice: Řekneme, že posloupnost {an} má nevlastńı limitu +∞ (resp. −∞), jestliže
k libovolnému č́ıslu K > 0 (resp. L < 0) existuje index n0(K) (resp. n0(L)) tak, že pro všechna
n ≥ n0 plat́ı an > K (resp. an < L). Označujeme

lim
n→∞

an = +∞ nebo an −→
n→∞

+∞ (resp. lim
n→∞

an = −∞, an −→
n→∞

−∞).

2.2 Věty o limitách posloupnost́ı.

Věta: Každá konvergentńı posloupnost je omezená.

Důkaz: Necht’ lim
n→∞

an = a. Potom k č́ıslu ε = 1 existuje index n0 tak, že pro n ≥ n0 je
a− 1 < an < a+ 1. Jestliže zvoĺıme

M = max{a1, . . . , an0−1, a+ 1}, m = min{a1, . . . , an0−1, a− 1},

plat́ı zřejmě m ≤ an ≤M ∀n ∈ N.

Věta: Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Důkaz: Je zřejmé, že posloupnost {an} nemůže mı́t zároveň vlastńı i nevlastńı limitu. Stejně
tak nemůže mı́t limitu +∞ a zároveň −∞.
Necht’ tedy lim

n→∞
an = a a zároveň lim

n→∞
an = b, kde a < b. Jestliže zvoĺıme 0 < ε < b−a

2 , pak
existuj́ı indexy n1, n2 tak, že

a− ε < an < a+ ε ∀n ≥ n1; b− ε < an < b+ ε ∀n ≥ n2.

Polož́ıme-li nyńı n0 = max{n1, n2}, plat́ı pro n ≥ n0

a− ε < an < a+ ε < b− ε < an < b+ ε

a to je spor.

Věta: Necht’ lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b. Jestliže existuje index n1 tak, že pro všechna n ≥ n1

plat́ı an ≤ bn, pak a ≤ b.

Důkaz: Předpokládejme, že a > b a zvolme 0 < ε < a−b
2 . Pak existuj́ı indexy n2, n3 tak, že

plat́ı
a− ε < an < a+ ε ∀ n ≥ n2; b− ε < bn < b+ ε ∀ n ≥ n3.
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Položme n0 = max{n1, n2, n3}. Potom je pro n ≥ n0

b− ε < bn < b+ ε < a− ε < an < a+ ε, tedy bn < an ∀ n ≥ n0.

Tento spor ukončuje d̊ukaz věty.

Poznámky: 1. Předchoźı větu nelze vylepšit t́ım, že budeme předpokládat an < bn a očekávat,
že a < b. Jestliže zvoĺıme na př́ıklad an = n

n+1 , bn = n+1
n , je sice an < bn ∀n ∈ N, ale a = b = 1.

2. Předchoźı větu lze však obrátit v tom smyslu, že ze vztahu a < b plyne stejný vztah pro
členy posloupnost́ı, poč́ınaje jistým indexem.

Věta: Bud’ lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b a necht’ a < b. Potom existuje index n1 tak, že pro
všechna n ≥ n1 plat́ı an < bn.

Důkaz: Zvolme 0 < ε < b−a
2 . Potom existuj́ı indexy n2, n3 tak, že

a− ε < an < a+ ε ∀ n ≥ n2; b− ε < bn < b+ ε ∀ n ≥ n3.

Položme n1 = max{n2, n3}. Potom pro ∀n ≥ n1 plat́ı an < a+ ε < b− ε < bn, tedy an < bn.

Věta: (O sevřeńı.)
Necht’ lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = a a necht’ existuje index n1 tak, že pro všechna n ≥ n1 plat́ı nerovnost

an ≤ bn ≤ cn. Potom je též lim
n→∞

bn = a.

Důkaz: Z definice limity posloupnosti plyne, že ke každému ε > 0 existuj́ı indexy n2, n3 tak,
že pro všechna n ≥ n2 plat́ı |an − a| < ε a pro všechna n ≥ n3 je |cn − a| < ε. Jestliže zvoĺıme
n0 = max{n1, n2, n3}, pak pro všechna n ≥ n0 plat́ı

a− ε < an ≤ bn ≤ cn < a+ ε, tedy lim
n→∞

bn = a.

Věta: (Bolzano-Cauchyovo kritérium.)
Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby posloupnost {an} byla konvergentńı je, aby k libo-
volnému ε > 0 existoval index n0 tak, že pro všechna n, m ≥ n0, (n, m ∈ N) plat́ı |an−am| < ε.

Důkaz: 1. Necht’ lim
n→∞

an = a. Potom ke každému ε > 0 existuje index n0 tak, že pro všechna

n ≥ n0 plat́ı |an − a| < ε
2 . Je-li nyńı m, n ≥ n0, potom |an − am| ≤ |an − a|+ |am − a| < ε.

2. Obrácené tvrzeńı nebudeme dokazovat. Jeho úplný d̊ukaz znamená konstrukci iracionálńıch
č́ısel a je analogický d̊ukazu věty o existenci suprema a infima č́ıselné množiny (viz paragraf 1.6).

Definice: Posloupnost {an}, která splňuje podmı́nku předchoźı věty, se nazývá cauchyovská
nebo fundamentálńı.

Poznámka: Posloupnost {an} je tedy cauchyovská, jestliže

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N; ∀ m, n ≥ n0 (m, n ∈ N); =⇒ |an − am| < ε.
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Věta: Bud’te lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b vlastńı a necht’ α ∈ R je pevné. Potom plat́ı

1. lim
n→∞

|an| = |a|, 2. lim
n→∞

(αan) = αa, 3. lim
n→∞

(an + bn) = a+ b,

4. lim
n→∞

(an · bn) = a · b, 5. Je-li b 6= 0, pak lim
n→∞

an

bn
= a

b .

Důkaz: 1. Poněvadž je lim
n→∞

an = a, plat́ı, že ke každému ε > 0 existuje index n0 tak, že pro

všechna n ≥ n0 plat́ı |an − a| < ε. Je však

| |an| − |a| | ≤ |an − a| < ε ∀n ≥ n0.

Tedy lim
n→∞

|an| = |a|.

2. Vzhledem k tomu, že |αan−αa| = |α| |an−a|, stač́ı, abychom zvolili n0 tak, aby |an−a| < ε
|α|

pro všechna n ≥ n0. Pak tedy ke každému ε > 0 existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

|αan − αa| < ε, neboli lim
n→∞

αan = αa.

Př́ıpad α = 0 je zřejmý.

3. Z předpoklad̊u věty dostaneme, že

∀ ε > 0 ∃n1, n2 ∈ N; ∀n ≥ n1 =⇒ |an − a| < ε

2
a ∀n ≥ n2 =⇒ |bn − b| < ε

2
.

Jestliže nyńı zvoĺıme n0 = max{n1, n2}, dostaneme že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

|(an+bn)−(a+b)| ≤ |an−a|+|bn−b| <
ε

2
+
ε

2
= ε, neboli lim

n→∞
(an+bn) = lim

n→∞
an+ lim

n→∞
bn = a+b.

4. Plat́ı
| anbn − ab | = | anbn − abn + abn − ab | ≤ | bn| | an − a |+ | a | | bn − b |.

Poněvadž posloupnost {bn} konverguje, je omezená a tedy existuje č́ıslo K > 0 tak, že pro všechna
n ∈ N plat́ı | bn| ≤ K. Bud’ nyńı ε > 0 libovolné. Potom existuj́ı indexy n1, n2 tak že

∀n ≥ n1 plat́ı | an − a | < ε

2K
a ∀n ≥ n2 plat́ı | bn − b | < ε

2| a |
(a 6= 0).

Jestliže nyńı zvoĺıme n0 = max{n1, n2}, dostaneme

| anbn − ab | < ε

2K
+

ε

2|a|
= ε a tedy lim

n→∞
(anbn) = lim

n→∞
an · lim

n→∞
bn = ab.

Je-li a = 0, potom je ab = 0 a | anbn| ≤ K| an| a tvrzeńı je zřejmé.

5. Je ∣∣∣∣anbn − a

b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣anb− abn
bnb

∣∣∣∣ = | anb− ab+ ab− abn|
| bnb |

≤ | b | | an − a |+ | a || bn − b |
| bnb |

.

Poněvadž je |b| 6= 0, existuje index n1 tak, že pro všechna n ≥ n1 plat́ı | bn| ≥ |b|
2 a odtud plyne,

že 1
| bnb | ≤

2
| b |2 . Dále existuj́ı indexy n2 a n3 tak, že

∀n ≥ n2 plat́ı | an − a | < ε | b |
4

a ∀n ≥ n3 plat́ı | bn − b | < ε | b |2

4 | a |
(a 6= 0).
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Jestliže polož́ıme nyńı n0 = max{n1, n2, n3}, dostaneme pro všechna n ≥ n0 odhad∣∣∣∣anbn − a

b

∣∣∣∣ ≤ 2
| b |2

· { | b | | an − a |+ | a | | bn − b | } < 2
{ε

4
+
ε

4

}
= ε

a tedy

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
=
a

b
.

Je-li a = 0, je tvrzeńı zřejmé.

Poznámky: 1. Důkaz předchoźı věty (zvláště body 4 a 5) vypadá nepřirozeně a zbytečně
komplikovaně. Jestliže však chceme vyhovět přesně požadavk̊um definice, nemáme na vybranou.
To je jeden z d̊uvod̊u, proč uvád́ıme d̊ukaz se všemi technickými detaily. Daľśı z d̊uvod̊u je ten, že
budeme později nuceni přesně formulovat a dokazovat komplikovaněǰśı tvrzeńı a jestliže si na tento
zp̊usob uvažováńı včas zvykneme, nebudeme později mı́t pot́ıže. Důkazy tohoto druhu můžeme
zjednodušit, jestliže si uvědomı́me podstatu věci, totiž, že rozd́ıl

(
např.

∣∣∣an

bn
− a

b

∣∣∣) muśıme být
schopni učinit libovolně malý. Tedy formálně∣∣∣∣anbn − a

b

∣∣∣∣ ≤ | b | | an − a |+ | a || bn − b |
| bnb |

<
2
|b|2

{|b|ε+ |a|ε} =
2( |b|+ |a| )

|b|2
· ε.

Poněvadž ε > 0 bylo libovolné, je i 2( |b|+|a| )
|b|2 ε libovolné.

2. Tvrzeńı 3 a 4 z předchoźı věty lze okamžitě indukćı zobecnit na libovolný konečný počet
sč́ıtanc̊u nebo činitel̊u. Stejně tak z tvrzeńı 4 okamžitě plyne, že lim

n→∞
akn = ak pro libovolné k ∈ N.

3. Předchoźı věta se použ́ıvá často při praktickém výpočtu limit posloupnost́ı, poněvadž dává
možnost výpočtu komplikovaněǰśıch limit, kde se pomoćı definice nedá uspět.

Př́ıklady: 1. Je-li lim
n→∞

|an| = +∞, potom lim
n→∞

1
an

= 0.

Důkaz: Poněvadž lim
n→∞

|an| = +∞, lze ke každému K > 0 nalézt index n0 tak, že pro všechna

n ≥ n0 plat́ı |an| > K. Bud’ ε > 0 libovolné a zvolme K > 0 tak, že 1
K < ε. Potom pro n ≥ n0

plat́ı
∣∣∣ 1
an

∣∣∣ = 1
|an| <

1
K < ε.

2. Pro libovolné r ∈ R, r > 0 plat́ı lim
n→∞

nr = +∞.

Důkaz: Bud’ K > 0 libovolné. Máme ukázat, že existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0

plat́ı nr > K, neboli n > K1/r a stač́ı zvolit n0 =
[
K1/r + 1

]
.

3. Pro libovolné q ∈ R takové, že |q| < 1 plat́ı lim
n→∞

qn = 0.

Důkaz: Bud’ ε > 0 libovolné. Máme ukázat, že existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0

plat́ı |qn| < ε. Z této nerovnosti dostaneme n log |q| < log ε a tedy n > log ε
log |q| (je log |q| < 0). Nyńı

stač́ı zvolit n0 =
[

log ε
log |q| + 1

]
.

4. Je-li a > 1, pak lim
n→∞

an = +∞.

Důkaz: Poněvadž je a > 1, existuje h > 0 tak, že a = 1+h.Odtud an = (1+h)n ≥ 1+nh > nh.
Poněvadž lim

n→∞
nh = +∞, je lim

n→∞
an = +∞.
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5. Je-li a > 0, pak lim
n→∞

n
√
a = 1.

Důkaz: Je-li a = 1, je tvrzeńı zřejmé.
Necht’ a > 1 a položme n

√
a = 1+hn, kde hn > 0. Odtud plyne, že a = (1+hn)n ≥ 1+nhn > nhn

a tedy 0 < hn <
a
n . Poněvadž lim

n→∞
a
n = 0, je též lim

n→∞
hn = 0.

Je-li nyńı 0 < a < 1, pak 1
a > 1 a tedy 1 = lim

n→∞
n

√
1
a = 1

lim
n→∞

n
√
a
.

6. lim
n→∞

n
√
n = 1.

Důkaz: Označme n
√
n = 1 + hn, kde hn > 0. Potom je

n = (1 + hn)n ≥ 1 + nhn +
n(n− 1)

2
h2
n >

n(n− 1)
2

h2
n

a tedy h2
n = ( n

√
n− 1)2 < 2

n−1 . Odtud 0 < n
√
n− 1 <

√
2

n−1 −→n→∞
0.

2.3 Monotonńı posloupnosti.

Věta: Každá monotonńı posloupnost má limitu. Tato limita je vlastńı právě když je daná
posloupnost omezená.

Důkaz: Je-li {an} neklesaj́ıćı a neńı shora omezená, pak je zřejmé, že lim
n→∞

an = +∞. Ana-
logicky pro nerostoućı posloupnost, která neńı zdola omezená, plat́ı lim

n→∞
an = −∞.

Bud’ tedy {an} neklesaj́ıćı a shora omezená. Ukážeme, že lim
n→∞

an = a, kde a = sup
n=1,2,...

an. Zvolme

ε > 0 libovolně. Podle definice suprema existuje index n0 tak, že a − ε < an0 . Poněvadž je {an}
neklesaj́ıćı, plat́ı pro všechna n ≥ n0 nerovnost a − ε < an0 ≤ an. Zřejmě je však an < a + ε
pro všechna n ∈ N a odtud plyne, že lim

n→∞
an = a. Analogicky pro nerostoućı zdola omezenou

posloupnost {bn} plat́ı lim
n→∞

bn = b = inf
n=1,2,...

bn.

Př́ıklady: 1. Bud’ a ∈ R. Potom je lim
n→∞

an

n! = 0.

Důkaz: Pro 0 < a ≤ 1 je tvrzeńı zřejmé.
Necht’ tedy a > 1 a označme xn = an

n! . Potom plat́ı xn+1 = xn · a
n+1 ≤ xn pro všechna n ≥ a. Podle

předchoźı věty existuje konečná lim
n→∞

xn = A (daná posloupnost je nerostoućı a zdola omezená).
Ze vztahu xn+1 = xn · a

n+1 plyne přechodem k limitě A = A · 0 = 0.

Poněvadž pro libovolné a ∈ R plat́ı
∣∣an

n!

∣∣ = |a|n
n! , plyne odtud, že lim

n→∞
an

n! = 0 pro všechna a ∈ R

(dokonce i pro a ∈ C).

2. Bud’ c > 0 a definujme posloupnost {an} předpisem a1 =
√
c, an+1 =

√
c+ an ∀n ≥ 1.

Potom je lim
n→∞

an = 1+
√

1+4c
2 .

Důkaz: Je zřejmě a1 =
√
c, a2 =

√
c+

√
c, a3 =

√
c+

√
c+

√
c, . . . , tedy {an} je rostoućı

posloupnost. Ukážeme, že je shora omezená. Je zřejmé, že a1 <
√
c + 1. Předpokládáme-li nyńı,

že an <
√
c+ 1, potom

an+1 =
√
c+ an <

√
c+

√
c+ 1 <

√
c+ 2

√
c+ 1 =

√
c+ 1.
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Označme lim
n→∞

an = a. Poněvadž plat́ı a2
n+1 = c + an, dostaneme limitńım přechodem rovnici

a2 = c+ a. Hledaná limita je pak rovna kladnému kořenu této rovnice, neboli a = 1+
√

1+4c
2 .

3. Existuje lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
. Tuto limitu označ́ıme e.

Poznámka: Tento př́ıklad je velmi d̊uležitý vzhledem k tomu, že zavád́ı Eulerovo č́ıslo e,
základ přirozených logaritmů.

Důkaz: Ukážeme, že daná posloupnost je rostoućı a shora omezená.
α) Označme

an =
(

1 +
1
n

)n
= 1 + n

1
n

+
n(n− 1)

2 !
1
n2

+ · · ·+ n(n− 1) . . . {n− (n− 2)}
(n− 1)!

1
nn−1

+

+
n(n− 1) . . . {n− (n− 2)}{n− (n− 1)}

n !
1
nn

= 1 + 1 +
1
2 !

(
1− 1

n

)
+

+
1
3 !

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+· · ·+ 1

(n− 1)!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− n− 2

n

)
+

1
n !

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
.

Analogicky dostaneme

an+1 = 1 + 1 +
1
2 !

(
1− 1

n+ 1

)
+

1
3 !

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
+ · · ·+

1
n !

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
. . .

(
1− n− 1

n+ 1

)
+

1
(n+ 1)!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
. . .

(
1− n

n+ 1

)
.

Srovnáńım těchto člen̊u dostaneme an < an+1.

β) Plat́ı

an = 1+1+
1
2 !

(
1− 1

n

)
+

1
3 !

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

n !

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
≤

≤ 1 + 1 +
1
2 !

+
1
3 !

+ · · ·+ 1
n !

≤ 1 + 1 +
1
2

+
1
22

+ · · ·+ 1
2n−1

= 1 +
1−

(
1
2

)n
1− 1

2

< 3.

Poznámky: 1. Přibližná hodnota č́ısla e je e .= 2, 7182818284 . . . , uvedená limita však neńı
vhodný předpis pro výpočet č́ısla e. Je na př́ıklad a10 000 = 2, 7181459259 . . . a shoduje se s č́ıslem
e pouze na třech desetinných mı́stech. Později si ukážeme efektivněǰśı zp̊usob výpočtu č́ısla e. Plat́ı
totiž, že

e = lim
n→∞

(
1 +

1
1 !

+
1
2 !

+ · · ·+ 1
n !

)
a tato posloupnost konverguje podstatně rychleji.

2. Č́ıslo e hraje velmi d̊uležitou roli (hned po č́ıslu π) v celé matematice a všech jej́ıch aplikaćıch.
Jak již bylo řečeno, slouž́ı za základ t.zv. přirozených logaritmů. Tedy loge x = lnx.
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2.4 Vybrané posloupnosti.

Definice: Bud’ dána posloupnost {an} a necht’ k1 < k2 < · · · < kp < . . . je rostoućı posloup-
nost přirozených č́ısel. Potom posloupnost

{akn
}∞n=1 = {ak1 , ak2 , . . . }

nazýváme vybranou posloupnost́ı z dané posloupnosti {an}.

Věta: lim
n→∞

an = a plat́ı právě když pro každou vybranou posloupnost {akn
} plat́ı

lim
n→∞

akn = a.

Důkaz: 1. Necht’ lim
n→∞

an = a a bud’ {akn} libovolná vybraná posloupnost. Je-li a ∈ R vlastńı,

pak ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ; ∀n ≥ n0 (n ∈ N) =⇒ |an − a| < ε. Poněvadž je však kn ≥ n, plat́ı
|akn − a| < ε, tedy lim

n→∞
akn = a. Analogicky se tvrzeńı dokáže pro př́ıpad lim

n→∞
an = +∞ nebo

lim
n→∞

an = −∞.

2. Obráceně kdyby pro dvě posloupnosti {akn
} a {aln} platilo lim

n→∞
akn

6= lim
n→∞

aln , pak nemůže
existovat lim

n→∞
an, jinak by podle prvé části d̊ukazu muselo být lim

n→∞
akn = lim

n→∞
aln .

Důsledek: jestliže je možno vybrat z posloupnosti {an} dvě posloupnosti tak, že jejich limity
neexistuj́ı nebo jsou od sebe r̊uzné, pak daná posloupnost nemá limitu.

Př́ıklad: {sin nπ2 }
∞
n=1 je posloupnost, která nemá limitu. Označ́ıme-li an = sin nπ2 , pak

a2n = 0, a4n+1 = 1, tedy lim
n→∞

an neexistuje.

! Věta: (Bolzano-Weierstrass)
Z každé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentńı podposloupnost.

Důkaz: Bud’ {an} omezená posloupnost. Potom existuje interval 〈α, β〉 tak, že an ∈ 〈α, β〉
∀n ∈ N. Interval 〈α, β〉 rozděĺıme na polovinu. V jednom z interval̊u

〈
α, α+β

2

〉
,
〈
α+β

2 , β
〉

lež́ı
nekonečně mnoho člen̊u dané posloupnosti. Označme tento interval 〈α1, β1〉 a rozdělme jej opět na
polovinu. Bud’ 〈α2, β2〉 ten interval, v němž lež́ı nekonečně mnoho člen̊u posloupnosti {an}. Jestliže
budeme t́ımto zp̊usobem pokračovat dále, dostaneme posloupnost interval̊u 〈αn, βn〉 takovou, že

βn − αn =
β − α

2n
, α ≤ α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn ≤ · · · ≤ βn ≤ . . . β2 ≤ β1 ≤ β.

Poněvadž jsou obě posloupnosti {αn} a {βn} monotonńı a omezené, dále βn − αn −→
n→∞

0, je
lim
n→∞

αn = lim
n→∞

βn = c.

Požadovanou posloupnost nyńı vybereme následuj́ıćım zp̊usobem. Bud’ k1 takový index, že
ak1 ∈ 〈α1, β1〉. Bud’ k2 > k1 takový index, že ak2 ∈ 〈α2, β2〉. Jestliže t́ımto zp̊usobem pokračujeme
dále, dostaneme posloupnost {akn}, pro niž je akn ∈ 〈αn, βn〉, lim

n→∞
akn = c.

Definice: Bud’ {an} libovolná posloupnost reálných č́ısel. Č́ıslo a ∈ R nazveme částečnou limitou
dané posloupnosti, jestliže ke každému ε > 0 plat́ı nerovnost |an − a| < ε pro nekonečně mnoho
přirozených č́ısel n.
Řekneme, že +∞ (resp. −∞) je částečnou limitou dané posloupnosti, jestliže pro každé K > 0
(resp. každé L < 0) nerovnost an > K (resp. an < L) plat́ı pro nekonečně mnoho přirozených
č́ısel n.
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Věta: Č́ıslo a je částečnou limitou posloupnosti {an} právě když existuje vybraná posloupnost
{akn} tak, že lim

n→∞
akn = a.

Důkaz: 1. Předpokládejme, že existuje vybraná posloupnost {akn
} tak, že lim

n→∞
akn

= a.

Potom
∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N tak, že ∀ n ≥ n0 plat́ı |akn

− a| < ε

a tedy nerovnost |an − a| < ε plat́ı pro nekonečně mnoho přirozených č́ısel n. Analogicky se
postupuje i v př́ıpadě lim

n→∞
akn

= ±∞.

2. Necht’ pro každé ε > 0 plat́ı nerovnost |an − a| < ε pro nekonečně mnoho přirozených
č́ısel n. Potom pro εn = 1

n > 0 existuje akn
tak, že |akn

− a| < 1
n . Tedy lim

n→∞
akn

= a.

Důsledek: lim
n→∞

an = a plat́ı právě když má posloupnost {an} jedinou částečnou limitu a.

Poznámka: Ukazuje se, že pro libovolnou posloupnost {an} existuje mezi všemi částečnými
limitami jedna, která je největš́ı a jedna, která je nejmenš́ı. Budeme je značit lim

n→∞
an = lim sup

n→∞
an

a lim
n→∞

an = lim inf
n→∞

an (limes superior a limes inferior).

Věta: Bud’ {an} libovolná posloupnost reálných č́ısel a označme αn = inf{an, an+1, . . . },
βn = sup{an, an+1, . . . }. Potom je {αn} neklesaj́ıćı a {βn} nerostoućı posloupnost, jejich limity
označ́ıme

a = lim
n→∞

an = lim inf
n→∞

an a a = lim
n→∞

an = lim sup
n→∞

an

a nazveme limes inferior a limes superior dané posloupnosti.

Důkaz: Je zřejmé, že pro všechna n ∈ N plat́ı αn ≤ an ≤ βn. Monotonnost daných posloup-
nost́ı je též zřejmá.

Důsledek: Pro každou posloupnost {an} plat́ı lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

an. Daná posloupnost má

limitu právě když lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Př́ıklady: 1. Označme an = sinnπ2 . Potom je lim
n→∞

an = −1; lim
n→∞

an = 1. Kromě toho

existuje ještě jedna částečná limita 0.

2. Je-li {bn} posloupnost všech racionálńıch č́ısel takových, že 0 ≤ bn ≤ 1, pak je zřejmě

lim
n→∞

bn = 0, lim
n→∞

bn = 1, ale každý bod b ∈ 〈0, 1〉 je částečnou limitou dané posloupnosti.
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Kapitola 3

Č́ıselné řady.

3.1 Základńı vlastnosti č́ıselných řad.

Poznámka: V daľśım budeme zkoumat význam symbolu

a1 + a2 + a3 + · · · =
∞∑
n=1

an.

Definice konvergentńı řady je stejná i pro komplexńı obor, ale v této kapitole se budeme převážně
zabývat řadami s reálnými členy.

Definice: Bud’ {ak}∞k=1 posloupnost reálných nebo komplexńıch č́ısel. Označme sn =
n∑
k=1

ak.

Č́ıslo sn nazveme n−tým částečným součtem řady
∞∑
k=1

ak a ak k−tým členem dané řady.

Je-li posloupnost {sn} konvergentńı, t.j. existuje-li vlastńı limita lim
n→∞

sn = s, ř́ıkáme, že řada
∞∑
k=1

ak konverguje, č́ıslo s nazveme součtem dané řady a zapisujeme s =
∞∑
k=1

ak.

Je-li lim
n→∞

sn = +∞ (resp lim
n→∞

sn = −∞), ř́ıkáme, že daná řada diverguje k +∞ (resp. k −∞).

Neexistuje-li lim
n→∞

sn, ř́ıkáme, že daná řada osciluje.

Př́ıklady: 1. Geometrická řada.

Řadu a + aq + aq2 + · · · =
∞∑
k=0

aqn, kde a a q jsou daná č́ısla, nazveme geometrickou řadou.

Plat́ı sn = a 1−qn

1−q a pro |q| < 1 je tedy daná řada konvergentńı se součtem s =
∞∑
k=0

aqn = a
1−q .

Pro ostatńı q je řada bud’to divergentńı nebo osciluje. Oba tyto př́ıpady budeme zařazovat mezi
divergentńı řady.

2. Řada
∞∑
n=1

1
n(n+1) konverguje.

Je 1
n(n+1) = 1

n −
1

n+1 , tedy sn = 1− 1
n+1 a odtud

∞∑
n=1

1
n(n+1) = lim

n→∞
sn = 1.
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3. Řada
∞∑
n=1

(−1)n+1 osciluje. Je totiž s1 = 1, s2 = 0, s3 = 1, s4 = 0, . . . a posloupnost {sn}

nemá limitu.

Poznámky: 1. Pro konečné součty plat́ı řada zákon̊u, jako je asociativńı, komutativńı a
distributivńı zákon a v daľśım budeme zkoumat, za jakých podmı́nek lze tyto zákony rozš́ı̌rit na
nekonečné řady.

2. Pro asociativńı zákon plat́ı a+(b+c) = (a+b)+c, tedy sč́ıtance můžeme libovolně uzávorkovat

a výsledek se nezměńı. Kdybychom aplikovali tento zákon slepě na př́ıklad 3, t.j.
∞∑
n=1

(−1)n+1,

dostaneme 1 = 1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · · = (1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + · · · = 0.
Nicméně plat́ı

Věta: Bud’ s =
∞∑
n=1

an (může být po př́ıpadě i s = +∞ nebo s = −∞). Necht’ je

k1 < k2 < · · · < kn < . . . rostoućı posloupnost přirozených č́ısel. Potom je též

∞∑
i=1

ki∑
n=ki−1+1

an = (a1 + a2 + · · ·+ ak1) + (ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2) + · · · = s,

kde k0 = 0.

Důkaz: Označ́ıme-li sn =
n∑
k=1

ak, pak plat́ı lim
n→∞

sn = s. Částečné součty uzávorkované řady

jsou sk1 , sk2 , . . . a tvoř́ı vybranou posloupnost z posloupnosti {sn}. Tedy také plat́ı lim
n→∞

skn
= s.

Věta: Bud’te
∞∑
n=1

an = s,
∞∑
n=1

bn = t konvergentńı řady a necht’ A, B ∈ R jsou pevná. Potom

plat́ı
∞∑
n=1

(Aan +Bbn) = As+Bt.

Důkaz: Jestliže označ́ıme sn =
n∑
k=1

ak, tn =
n∑
k=1

bk, σn =
n∑
k=1

(Aak + Bbk), pak plat́ı

σn = Asn +Btn a z př́ıslušné věty o limitách posloupnost́ı dostaneme okamžitě tvrzeńı věty.

Věta: Bud’ k přirozené č́ıslo. Potom řady
∞∑
n=1

an,
∞∑

n=k+1

an bud’to obě konverguj́ı nebo obě

diverguj́ı. Jestliže konverguj́ı, plat́ı
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ ak +
∞∑

n=k+1

an.

Důkaz: Doplńıme řadu
∞∑

n=k+1

an na tvar 0 + 0 + · · · + 0 + ak+1 + ak+2 + . . . a označme

σn jej́ı částečné součty, sn =
n∑
l=1

al. Potom pro n > k plat́ı σn = sn − (a1 + a2 + · · ·+ ak) a odtud

dostaneme okamžitě tvrzeńı věty.

Věta: Bud’te s =
∞∑
n=1

an, t =
∞∑
n=1

bn dvě konvergentńı řady a necht’ an ≤ bn plat́ı pro všechna

n ∈ N. Potom je s ≤ t.
Jestliže alespoň pro jednu hodnotu l plat́ı al < bl, je dokonce s < t.

Důkaz: Položme sn =
n∑
k=1

ak, tn =
n∑
k=1

bk. Potom je sn ≤ tn a tedy s ≤ t.
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Jestliže pro přirozené č́ıslo l plat́ı al < bl, potom je

a1 + · · ·+ al−1 + al < b1 + · · ·+ bl−1 + bl,
∞∑

n=l+1

an ≤
∞∑

n=l+1

bn,

tedy podle předchoźı věty plat́ı s < t.

! Věta: (Nutná podmı́nka konvergence)

Je-li řada
∞∑
n=1

an konvergentńı, je lim
n→∞

an = 0.

Důkaz: Označ́ıme-li sn =
n∑
k=1

ak, pak existuje vlastńı lim
n→∞

sn = s. Je však an = sn − sn−1 a

tedy lim
n→∞

an = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−1 = 0.

Poznámka: Předchoźı věta má i velmi d̊uležitý praktický význam. Pro řady, kde lim
n→∞

an 6= 0
můžeme okamžitě ř́ıci, že diverguj́ı. Ukazuje se však, že tato podmı́nka nestač́ı k tomu, aby daná
řada konvergovala.

! Př́ıklad: Harmonická řada. Řada
∞∑
n=1

1
n diverguje.

Důkaz: Tato řada je typickou ukázkou řady, která splňuje nutnou podmı́nku konvergence,
ale diverguje. Plat́ı sn = sn−1 + 1

n > sn−1 a tedy posloupnost částečných součt̊u {sn} je rostoućı.
Dále plat́ı

s2 =
3
2
≥ 1

2
; s22 = s2 +

1
3

+
1
4
≥ s2 + 2 · 1

2
≥ 2

2
; s23 = s22 +

1
5

+
1
6

+
1
7

+
1
8
≥ s22 + 4 · 1

8
≥ 3

2
.

Indukćı odtud dostaneme, že

s2n+1 = s2n +
1

2n + 1
+

1
2n + 2

+ · · ·+ 1
2n+1

≥ s2n + 2n · 1
2n+1

≥ n+ 1
2

.

Poněvadž je lim
n→∞

s2n = +∞, plat́ı též, že lim
n→∞

sn = +∞.

Věta: (Bolzano-Cauchyovo kritérium)

Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby řada
∞∑
n=1

an konvergovala, je, aby k libovolnému ε > 0

existoval index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 a p ∈ N platilo

|an+1 + · · ·+ an+p| < ε.

Důkaz: Označme sn =
n∑
k=1

ak. Posloupnost {sn} je konvergentńı právě když (Bolzano-

Cauchyova podmı́nka pro posloupnosti)

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 a ∀ p ∈ N plat́ı |sn+p−sn| < ε, neboli |an+1+· · ·+an+p| < ε.

Poznámka: Je-li specielně
∞∑
n=1

an konvergentńı, pak pro p → ∞ dostaneme, že ke každému

ε > 0 existuje index n0 tak, že
∣∣∣∣ ∞∑
n=n0+1

an

∣∣∣∣ < ε, t.j. zbytek konvergentńı řady lze udělat libovolně

malý. Bývá tedy velmi často d̊uležité rozhodnout o konvergenci nějaké řady, i když nebudeme
schopni nalézt jej́ı součet. Ten se pak přibližně najde tak, že se sečte několik (? v tom je však
problém) prvých člen̊u.
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Př́ıklad: Ukažte, že řada
∞∑
n=1

1
n2 konverguje.

Důkaz: Podle Bolzano-Cauchyova kritéria máme ukázat, že

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 a ∀ p ∈ N plat́ı∣∣∣∣ 1
(n+ 1)2

+ · · ·+ 1
(n+ p)2

∣∣∣∣ = 1
(n+ 1)2

+ · · ·+ 1
(n+ p)2

< ε.

Je však 1
n2 <

1
(n−1)n = 1

n−1 −
1
n , tedy

1
(n+ 1)2

+ · · ·+ 1
(n+ p)2

<

(
1
n
− 1
n+ 1

)
+
(

1
n+ 1

− 1
n+ 2

)
+ · · ·+

+
(

1
n+ p− 1

− 1
n+ p

)
=

1
n
− 1
n+ p

<
1
n

−→
n→∞

0.

3.2 Řady s nezápornými členy.

Poznámka: V celém tomto paragrafu budeme předpokládat, že pro libovolnou řadu
∞∑
n=1

an

plat́ı an ≥ 0 ∀n ∈ N.

Věta: Bud’
∞∑
n=1

an řada s nezápornými členy. Je-li posloupnost {sn}, kde
n∑
k=1

ak shora omezená,

je daná řada konvergentńı se součtem sup
n=1,2,...

sn. Neńı-li {sn} omezená, řada diverguje k +∞.

Důkaz: Poněvadž je an ≥ 0 ∀n ∈ N, je {sn} neklesaj́ıćı posloupnost.

! Věta: (Prvńı srovnávaćı kritérium)

Bud’te
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn dvě řady s nezápornými členy. Necht’ existuje přirozené č́ıslo k tak, že pro

všechna n ≥ k je an ≤ bn. Potom plat́ı:

1. Je-li řada
∞∑
n=1

bn konvergentńı, konverguje i řada
∞∑
n=1

an.

2. Je-li řada
∞∑
n=1

an divergentńı, diverguje i řada
∞∑
n=1

bn.

Důkaz: Poněvadž řady
∞∑
n=1

an,
∞∑

n=k+1

an konverguj́ı nebo diverguj́ı zároveň, můžeme předpokládat,

že k = 1. Označ́ıme-li sn =
n∑
k=1

ak, tn =
n∑
k=1

bk, potom plat́ı 0 ≤ sn ≤ tn a odtud plynou obě

tvrzeńı. Je-li tn → t < +∞, pak sn → s < +∞ a obráceně, je-li sn → +∞, muśı také tn → +∞.

Př́ıklady: 1. Řada
∞∑
n=1

1
nα konverguje pro α ≥ 2 a diverguje pro α ≤ 1.

Důkaz: Je-li α ≥ 2, potom plat́ı 1
nα ≤ 1

n2 a o řadě
∞∑
n=1

1
n2 v́ıme, že konverguje.

Pro α ≤ 1 plat́ı 1
nα ≥ 1

n a řada
∞∑
n=1

1
n diverguje.
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Později bude ukázáno, že řada
∞∑
n=1

1
nα konverguje i pro α > 1.

2. Řada
∞∑
n=2

1
lnn diverguje.

Důkaz: Pro n ≥ 2 plat́ı lnn ≤ n a odtud 1
lnn ≥

1
n . O řadě

∞∑
n=2

1
n v́ıme, že diverguje.

Definice: Jsou-li
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn dvě řady s nezápornými členy takové, že an ≤ bn ∀n ≥ n0,

pak řadu
∞∑
n=1

bn nazýváme řadou majorantńı nebo majorantou a řadu
∞∑
n=1

an řadou minorantńı

nebo minorantou.

Věta: (Druhé srovnávaćı kritérium)

Bud’
∞∑
n=1

an řada s nezápornými členy,
∞∑
n=1

bn řada s kladnými členy a necht’ existuje vlastńı limita

lim
n→∞

an

bn
= α > 0. Potom řady

∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn zároveň konverguj́ı nebo diverguj́ı.

Důkaz: Poněvadž je 0 < α < +∞, existuj́ı č́ısla A, B a index n0 tak, že A ≤ an

bn
≤ B ∀n ≥ n0,

tedy Abn ≤ an ≤ Bbn. Tvrzeńı nyńı plyne z prvého srovnávaćıho kritéria.

Př́ıklad: Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑
n=1

n− 3√n
n3−n .

Řešeńı: Položme bn = 1
n2 . Potom plat́ı

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n3 − n2 3
√
n

n3 − n
= 1

a daná řada konverguje.

Věta: (Cauchyovo kritérium)

Bud’
∞∑
n=1

an řada s nezápornými členy. Potom plat́ı:

1. Jestliže existuje č́ıslo q ∈ (0, 1) a index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı n
√
an ≤ q, je

daná řada konvergentńı.

2. Jestliže pro nekonečně mnoho index̊u n plat́ı n
√
an ≥ 1, je řada divergentńı.

Důkaz: 1. Jestliže pro n ≥ n0 plat́ı n
√
an ≤ q, dostaneme an ≤ qn a podle srovnávaćıho

kritéria je řada konvergentńı (geometrická majoranta).

2. Jestliže pro nekonečně mnoho n plat́ı n
√
an ≥ 1, je an ≥ 1 a neńı splněna nutná podmı́nka

konvergence ( lim
n→∞

an = 0).

Důsledek: (Limitńı Cauchyovo kritérium)

Bud’
∞∑
n=1

an řada s nezápornými členy a necht’ existuje lim
n→∞

n
√
an = A. Potom plat́ı

1. Je-li A < 1, je daná řada konvergentńı.

2. Je-li A > 1, řada diverguje.

Důkaz: 1. Je-li A < 1, pak ke každému ε > 0 existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 je
n
√
an ∈ (A−ε,A+ε) a zvolme ε tak, že A+ε < 1. Podle předchoźı věty je daná řada konvergentńı.
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2. Je-li A > 1, pak existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı n
√
an > 1, tedy an ≥ 1 a

neńı splněna nutná podmı́nka konvergence.

Př́ıklad: Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=2

1
lnn n .

Podle limitńıho Cauchyova kritéria plat́ı lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
1

lnn = 0 a řada konverguje.

Věta: (D’Alembertovo kritérium)

Bud’
∞∑
n=1

an řada s kladnými členy. Potom plat́ı

1. Existuje-li č́ıslo q ∈ (0, 1) a index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 je an+1
an

≤ q, je daná řada
konvergentńı.

2. Jestliže pro všechna n ≥ n0 plat́ı an+1
an

≥ 1, je řada divergentńı.

Důkaz: 1. Poněvadž můžeme vynechat konečný počet člen̊u řady, aniž by se změnila skutečnost,
že řada konverguje nebo diverguje, můžeme předpokládat, že nerovnost an+1

an
≤ q plat́ı pro všechna

n ∈ N. Odtud dostaneme a2 ≤ a1q, a3 ≤ a2q ≤ a1q
2 a indukćı an ≤ a1q

n−1. T́ım dostáváme
majorantu, což je opět geometrická řada.

2. Jestliže an+1
an

≥ 1 pro n ≥ n0, pak plat́ı an ≥ an0 > 0 a neńı splněna nutná podmı́nka
konvergence.

Věta: (Limitńı d’Alembertovo kritérium)

Bud’
∞∑
n=1

an řada s kladnými členy a necht’ existuje lim
n→∞

an+1
an

= A. Potom plat́ı

1. Je-li A < 1, je daná řada konvergentńı.

2. Je-li A > 1, řada diverguje.

Důkaz: Provede se analogicky jako v př́ıpadu limitńıho Cauchyova kritéria.

Př́ıklad: Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑
n=1

an

n! (a > 0).

Plat́ı an+1
an

= a
n+1 −→n→∞

0, tedy řada konverguje.

Poznámky: 1. Limitńı Cauchyovo ani d’Alembertovo kritérium neprav́ı nic v př́ıpadě, že
lim
n→∞

n
√
an = 1 nebo lim

n→∞
an+1
an

= 1. Ukazuje se, že v tomto př́ıpadě také nelze o konvergenci

nebo divergenci dané řady těmito kritérii rozhodnout. Vezmeme-li na př́ıklad řady
∞∑
n=1

1
n a

∞∑
n=1

1
n2 ,

dostaneme v obou př́ıpadech lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
an+1
an

= 1, i když prvńı řada diverguje a druhá řada
konverguje.

2. D’Alembertovo kritérium bývá šikovněǰśı, pokud se týče výpočtu (snáze se poč́ıtá s pod́ıly,
než s n−tými odmocninami), ale bývá slabš́ı v tom smyslu, že nelze pomoćı něj rozhodnout o
konvergenci některých řad, zat́ımco Cauchyovým kritériem to udělat lze.

Př́ıklad: Vyšetřete konvergenci řady

1
2

+
1
32

+
1
23

+
1
34

+ · · ·+ 1
22n−1

+
1

32n
+ · · · =

∞∑
n=1

{
5 + (−1)n

2

}−n
.
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Řešeńı: Užijeme-li d’Alembertova kritéria, dostaneme

a2n+1

a2n
=

1
22n+1

1
32n

=
(

3
2

)2n

· 1
2
> 1;

a2n

a2n−1
=

1
32n

1
22n−1

=
(

2
3

)2n−1

· 1
3
< 1

a d’Alembertova kritéria nelze použ́ıt, ani v jeho limitńı podobě, poněvadž lim
n→∞

an+1
an

neexistuje.
Podle Cauchyova kritéria dostaneme

2n
√
a2n =

1
3
; 2n+1

√
a2n+1 =

1
2

a řada tedy konverguje.

Poznámka: Je možné dokázat, že plat́ı

lim
n→∞

an+1

an
≤ lim
n→∞

n
√
an ≤ lim

n→∞
n
√
an ≤ lim

n→∞

an+1

an

a daná limitńı kritéria lze zobecnit v následuj́ıćım smyslu:
Je-li lim

n→∞
an+1
an

< 1 nebo lim
n→∞

n
√
an < 1, je daná řada konvergentńı, jestliže lim

n→∞

an+1
an

> 1 nebo

lim
n→∞

n
√
an > 1, řada diverguje.

V předchoźım př́ıkladu je lim
n→∞

an+1
an

= 0, lim
n→∞

an+1
an

= +∞; lim
n→∞

n
√
an = 1

3 , lim
n→∞

n
√
an = 1

2 .

3.3 Konvergence libovolných řad.

Definice: Řadu
∞∑
n=1

(−1)n+1an = a1 − a2 + a3 − a4 + . . . , kde an ≥ 0 ∀n ∈ N, nazýváme

alternuj́ıćı řadou.

Věta: (Leibnizovo kritérium)

Necht’ pro všechna n ∈ N plat́ı an ≥ an+1 > 0. Potom je řada
∞∑
n=1

(−1)n+1an = a1−a2+a3−a4+. . .

konvergentńı právě když lim
n→∞

an = 0.

Důkaz: 1. Je-li daná řada konvergentńı, je lim
n→∞

an = 0 (nutná podmı́nka konvergence).

2. Bud’ lim
n→∞

an = 0 a označme sn = a1 − a2 + · · ·+ (−1)n+1an. Potom plat́ı

s2n+2 = s2n + a2n+1 − a2n+2 ≥ s2n; s2n+1 = s2n−1 − a2n + a2n+1 ≤ s2n−1.

je tedy

s2 ≤ s4 ≤ s6 ≤ · · · ≤ s2n+2 = s2n+1 − a2n+2 ≤ · · · ≤ s2n+1 ≤ · · · ≤ s5 ≤ s3 ≤ s1

a tedy existuje lim
n→∞

s2n = s. Dále však plat́ı lim
n→∞

s2n−1 = lim
n→∞

s2n + lim
n→∞

a2n = s.

Př́ıklad: Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=1

(−1)n+1

nα , kde α ∈ R je pevné.

Řešeńı: Je-li α > 0, potom je nα < (n + 1)α ∀n ∈ N, tedy 1
nα > 1

(n+1)α a poněvadž plat́ı
lim
n→∞

1
nα = 0, daná řada konverguje podle Leibnizova kritéria. Pro α ≤ 0 neńı splněna nutná

podmı́nka konvergence a tedy řada diverguje.
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Věta: Je-li řada
∞∑
n=1

|an| konvergentńı, je i řada
∞∑
n=1

an konvergentńı.

Důkaz: Řada
∞∑
n=1

|an| konverguje, tedy podle Bolzano-Cauchyova kritéria plat́ı, že

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 a ∀ p ∈ N je |an|+ · · ·+ |an+p| < ε.

Poněvadž je však
|an + · · ·+ an+p| ≤ |an|+ · · ·+ |an+p| < ε,

je řada
∞∑
n=1

an konvergentńı.

Definice: Je-li řada
∞∑
n=1

|an| konvergentńı, řekneme, že řada
∞∑
n=1

an konverguje absolutně. Je-

li řada
∞∑
n=1

an konvergentńı, ale řada
∞∑
n=1

|an| diverguje, pak řekneme, že daná řada konverguje

neabsulutně nebo relativně.

Poznámka: Pro vyšetřeńı absolutńı konvergence je možno použ́ıt kritéríı, odvozených pro
řady s nezápornými členy.

Př́ıklad: Vyšetřete absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

xn

n .

Řešeńı: Je
∣∣∣an+1
an

∣∣∣ = n
n+1 |x| −→n→∞

|x|, tedy daná řada konverguje absolutně pro |x| < 1. Pro
ostatńı x nev́ıme, neńı však těžké rozhodnout, že řada konverguje neabsulutně pro x = −1 a pro
ostatńı x diverguje. Pro x = 1 dostaneme harmonickou řadu a pro ostatńı hodnoty neńı splněna
nutná podmı́nka konvergence.

Definice: Bud’ dána řada
∞∑
n=1

an a necht’ k1, k2, . . . je prostá posloupnost všech přirozených

č́ısel. Potom řadu
∞∑
n=1

akn nazveme řadou přerovnanou z řady
∞∑
n=1

an.

Věta: Bud’
∞∑
n=1

an absolutně konvergentńı řada se součtem s a necht’
∞∑
n=1

akn
je řada, která

vznikne z p̊uvodńı řady přerovnáńım. Potom je i
∞∑
n=1

akn
absolutně konvergentńı a má součet s.

Důkaz: 1. Ukážeme, že řada
∞∑
n=1

akn je absolutně konvergentńı. Označme S =
∞∑
n=1

|an|. Potom

plat́ı |a1|+· · ·+|an| ≤ S ∀n ∈ N. Necht’ τn = |ak1 |+· · ·+|akn | a označme p = max{k1, k2, . . . , kn}.
Potom plat́ı τn ≤ |a1|+ · · ·+ |ap| ≤ S a tedy

∞∑
n=1

akn
je absolutně konvergentńı.

2. Nyńı ukážeme, že obě řady maj́ı stejný součet. Bud’ sn = a1 + · · ·+an, σn = ak1 + · · ·+akn

a necht’ lim
n→∞

sn = s. Máme ukázat, že lim
n→∞

σn = s neboli lim
n→∞

(sn − σn) = 0. Bud’ ε > 0

libovolné. Potom existuje r ∈ N tak, že je
∞∑

n=r+1
|an| < ε (zbytek konvergentńı řady). Je-li nyńı

m1,m2, . . . ,mp libovolná skupina č́ısel takových, že mi > r, pak |am1 | + · · · + |amp
| < ε. Dále

posloupnost {kn}∞n=1 obsahuje všechna přirozená č́ısla a existuje tedy č́ıslo q ∈ N tak, že množina
{k1, . . . , kq} obsahuje č́ısla 1, . . . , r. Je-li nyńı n > q, bude platit |sn−σn| ≤ |am1 |+ · · ·+ |amp

| < ε,
tedy lim

n→∞
(sn − σn) = 0.
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Věta: Bud’
∞∑
n=1

an neabsolutně konvergentńı řada s reálnými členy. Bud’ s libovolné reálné

č́ıslo [resp. s = ±∞]. Potom existuje řada se součtem s, která vzniká přerovnáńım z řady
∞∑
n=1

an.

Důkaz: Označ́ıme-li bn kladné a cn záporné členy řady
∞∑
n=1

an, muśı platit
∞∑
n=1

bn = +∞,

∞∑
n=1

cn = −∞. Kdyby to tak nebylo, je daná řada absolutně konvergentńı. Nav́ıc plat́ı

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = 0.

1. Necht’ s je konečné a bud’ n1 nejmenš́ı přirozené č́ıslo tak, pro něž

b1 + · · ·+ bn1 > s.

Dále bud’ m1 nejmenš́ı přirozené č́ıslo, pro něž je

b1 + · · ·+ bn1 + c1 + · · ·+ cm1 < s.

Dál n2 je nejmenš́ı přirozené č́ıslo, pro něž

b1 + · · ·+ bn1 + c1 + · · ·+ cm1 + bn1+1 + · · ·+ bn2 > s

a takto pokračujeme dále. Přerovnaná řada má součet s, poněvadž je lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = 0.

2. Je-li s = +∞, vedeme d̊ukaz takto. Bud’ n1 nejmenš́ı přirozené č́ıslo tak, že

b1 + · · ·+ bn1 > 1.
Utvoř́ıme součet

b1 + · · ·+ bn1 + c1.

Necht’ n2 je nejmenš́ı přirozené č́ıslo, pro něž je

b1 + · · ·+ bn1 + c1 + bn+1 + · · ·+ bn2 > 2

a takto pokračujeme dále.
Analogicky postupujeme v př́ıpadu s = −∞.

Poznámky: 1. Analogickým zp̊usobem je možno dokázat, že řadu lze přerovnat tak, aby
oscilovala.

2. V daľśım si všimneme otázky násobeńı nekonečných řad. Pro násobeńı konečných součt̊u
plat́ı distributivńı zákon: (

n∑
i=1

a1

) m∑
j=1

bj

 =
∑
[i,j]

aibj ,

kde sč́ıtáme přes všechny uspořádané dvojice [i, j], kde i = 1, . . . , n ; j = 1, . . . ,m.

Věta: Bud’te
∞∑
n=1

an = s ,
∞∑
k=1

bk = t dvě absolutně konvergentńı řady. Potom je dvojná řada
∞∑

n,k=1

anbk absolutně konvergentńı a má součet s · t.

Důkaz: 1. Nejdř́ıve ukážeme, že je daná dvojná řada absolutně konvergentńı. Bud’
∞∑
n=1

|an| = S,
∞∑
k=1

|bk| = T a uvažme částečný součet př́ıslušné dvojné řady. Bud’te
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[n1, k1], [n2, k2], . . . , [np, kp] navzájem r̊uzné uspořádané dvojice. Potom plat́ı

p∑
l=1

|anl
bkl
| ≤

α∑
l=1

|al| ·
β∑
k=1

|bk| ≤ S · T , kde α = max{n1, . . . , np}; β = max{k1, . . . , kp}.

Odtud plyne, že dvojná řada
∞∑

n,k=1

anbk je absolutmě konvergentńı. Členy dané dvojné řady

zaṕı̌seme do schematu

a1b1 +a1b2 +a1b3 + . . . +a1bn + . . .
+a2b1 +a2b2 +a2b3 + . . . +a2bn + . . .
+a3b1 +a3b2 +a3b3 + . . . +a3bn + . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
+anb1 +anb2 +anb3 + . . . +anbn + . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Poněvadž je dvojná řada absolutně konvergentńı, nezálež́ı na pořad́ı sč́ıtanc̊u. Součet
v n−tém řádku je tedy

anb1 + anb2 + · · ·+ anbk + · · · = ant

a součet celé řady
a1t+ a2t+ · · · = t(a1 + a2 + . . . ) = t · s.

Poznámka: Součet dané dvojné řady lze nyńı zapsat ve tvaru

∞∑
n,k=1

anbk = a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b1) + · · · =
∞∑
n=2

n−1∑
i=1

aibn−i.

Př́ıklad: Najděte
{ ∞∑
n=1

xn
}2

.

Řešeńı: Pro |x| < 1 plat́ı

1
1− x

=
∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + . . .

a vynásobeńım této řady samotné se sebou dostaneme

1
(1− x)2

=
∞∑
n=0

xn ·
∞∑
k=0

xk = (1+x+x2 + . . . )(1+x+x2 + . . . ) = 1+2x+3x2 + · · · =
∞∑
n=1

nxn−1.
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Kapitola 4

Reálné funkce jedné reálné
proměnné.

4.1 Základńı pojmy.

Definice: Bud’ D ⊂ R. Zobrazeńı f : D −→ R nazýváme reálnou funkćı jedné reálné
proměnné. Množinu D nazveme definičńım oborem zobrazeńı f a množinu
f(D) = {f(x); x ∈ D} oborem hodnot f. Zapisujeme y = f(x).

Poznámky: 1. Prvek x ∈ D nazýváme nezávisle proměnnou, veličinu y = f(x) závisle
proměnnou.

2. Nejběžněǰśı zp̊usob zadáńı funkce bývá analytický t.zn. explicitńı, neboli předpisem y = f(x).
Ve druhém semestru se seznámı́me i s t.zv. implicitńım vyjádřeńım. Daľśı možná zadáńı funkčńı
závislosti jsou grafem nebo tabulkou.

3. Abychom zadali funkci, muśıme zadat funkčńı předpis f a definičńı obor. Neńı-li definičńı
obor udán, rozumı́ se automaticky maximálńı množina, ve které má daný předpis smysl.

Př́ıklad: Bud’ y =
√

1− x2. Aby tento předpis měl smysl v R, je třeba, aby 1− x2 ≥ 0, tedy
x ∈ 〈−1, 1〉.
Jestliže však definujeme funkci předpisem y =

√
1− x2; x ∈ 〈0, 1〉, dostaneme jinou funkci. Ty

však spolu úzce souvisej́ı; druhá je zúžeńım prvé a prvá je rozš́ı̌reńım druhé.

Definice: Bud’ f : D −→ R reálná funkce. Funkci g : D1 −→ R nazveme restrikćı (nebo
zúžeńım) funkce f, jestliže plat́ı

a) D1 ⊂ D b) g(x) = f(x) ∀x ∈ D1.

Funkci f nazýváme rozš́ı̌reńım funkce g,

Poznámka: Stejným zp̊usobem jako u obecných zobrazeńı se tvoř́ı složená funkce, na př́ıklad
f(g(x)) nebo g(f(x)). Obecně je f(g(x)) 6= g(f(x)).

Definice: Bud’ y = f(x) funkce, definovaná na množině D ⊂ R. Řekneme, že f je shora
omezená, jestliže existuje č́ıslo K tak, že f(x) ≤ K pro všechna x ∈ D. Jestliže existuje č́ıslo k
tak, že pro všechna x ∈ D plat́ı f(x) ≥ k, řekneme, že f je zdola omezená. Funkci f, která je
zdola i shora omezená, nazýváme omezenou funkćı.
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Poznámky: 1. Analogicky jako pro posloupnosti je funkce f omezená právě když existuje
č́ıslo K > 0 tak, že |f(x)| ≤ K ∀x ∈ D.

2. V předchoźı definici je podstatné, na jaké množině D danou funkci f uvažujeme. Je-li na
př́ıklad f(x) = x3, neńı tato funkce omezená v R, je však zdola omezená na př́ıklad na intervalu
〈0,+∞), shora omezená na (−∞, 0〉 a omezená na libovolném intervalu 〈a, b〉, kde a, b ∈ R.

Definice: Bud’ f funkce, definovaná na množině D ⊂ R. Řekneme, že f je rostoućı na D,
jestliže plat́ı: jsou-li x1, x2 ∈ D dva libovolné body takové, že x1 < x2, pak f(x1) < f(x2). Jestliže
z nerovnosti x1 < x2 plyne, že f(x1) ≤ f(x2), řekneme, že f je neklesaj́ıćı.

Funkci f nazveme klesaj́ıćı, jestliže z nerovnosti x1 < x2 (x1, x2 ∈ D) plyne, že f(x1) > f(x2)
a nerostoućı, jestliže nerovnost x1 < x2 implikuje f(x1) ≥ f(x2).

Rostoućı a klesaj́ıćı funkce nazýváme ryze nebo ostře monotonńı, neklesaj́ıćı a nerostoućı funkce
monotonńı.

Poznámky: 1. Je zřejmé, že každá ryze monotonńı funkce je prostá, ale prostá funkce nemuśı
být monotonńı. Na př́ıklad

y =
1
x

pro x ∈ 〈−2, 0); y = x2 pro x ∈ 〈0, 2〉.

2. Je-li f prostá funkce, pak k ńı existuje inversńı funkce f−1. Zápis y = f(x) je ekvivalentńı se
zápisem x = f−1(y). Jestliže použijeme standardńıho označeńı a ṕı̌seme inversńı funkci ve tvaru
y = f−1(x), zaměńıme roli x a y a dostaneme.

Lemma: Grafy funkćı y = f(x) a y = f−1(x) jsou souměrně sdružené podle př́ımky y = x.

Poznámky: 1. Při výpočtu inverzńı funkce muśıme vyřešit 2 problémy. Nejdř́ıve zda je daná
funkce f prostá a pak z rovnice y = f(x) vypoč́ıtat x = f−1(y). Prvý problém bývá obyčejně
obt́ıžněǰśı.

2. Existence inverzńı funkce také souviśı úzce s otázkou řešitelnosti rovnice f(x) = y0, kde
f je daná funkce, y0 ∈ R pevné č́ıslo. Řešit takovou rovnici znamená nalézt x0 tak, že f(x0) = y0.
K tomu, aby takové řešeńı existovalo, je nutné a stač́ı, aby y0 leželo v oboru funkčńıch hodnot f.
Řešeńı je jediné, je-li f prostá funkce (na př́ıklad ryze monotonńı).

Věta: Je-li f : D na−→H ryze monotonńı funkce, je i f−1 ryze monotonńı. Specielně, je-li
f rostoućı, je i f−1 rostoućı.

Důkaz: Bud’ y = f(x) rostoućı a necht’ x1 < x2 (x1, x2 ∈ H) jsou dva libovolné body
z definičńıho oboru funkce f−1. Označme y1 = f−1(x1), y2 = f−1(x2). Potom plat́ı
x1 = f(y1), x2 = f(y2) a kdyby bylo y1 ≥ y2, muselo by platit x1 ≥ x2, což je spor.

Definice: Bud’ f reálná funkce, pro niž plat́ı: je-li definována v bodě x, je definována i v bodě
−x a f(−x) = f(x). Potom řekneme, že f je sudá funkce.

Řekneme, že f je lichá funkce, jestliže plat́ı: je-li definována v bodě x, je definována i v bodě
−x a f(−x) = −f(x).

Poznámka: Z předchoźı definice vyplývá, že graf sudé funkce je symetrický podle osy y, graf
liché funkce je symetrický podle počátku. Př́ıklady sudých funkćı jsou třeba

x2, x4, x2n, cosx,
1
x2
,

1
x4
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a.p., lichých funkćı

x, x3, x2k+1, sinx, tg x, cotg x,
1
x
,

1
x3

a.p..

Definice: Řekneme, že funkce f je periodická, jestliže plat́ı: existuje č́ıslo p > 0 tak, že je-li
f definována v bodě x, je definována i v bodech x+p a x−p a plat́ı f(x+p) = f(x). Nejmenš́ı č́ıslo
p (pokud existuje), které splňuje předchoźı požadavky, nazýváme periodou (nebo též primitivńı
nebo základńı periodou) funkce f.

Poznámky: 1. Je zřejmé, že plat́ı

f(x) = f(x+ p) = f(x+ 2p) = · · · = f(x− p) = f(x− 2p) = . . . .

2. Nejznáměǰśı periodické funkce jsou y = sinx, y = cosx s periodou 2π a funkce y = tg x,
y = cotg x s periodou π.

4.2 Základńı elementárńı funkce.

Definice: Polynomem rozumı́me funkci tvaru

y = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

kde n ≥ 0 je celé, a0, a1, . . . , an ∈ R.

Racionálńı funkćı rozumı́me funkci tvaru

y =
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bkxk + bk−1xk−1 + · · ·+ b1x+ b0
,

kde n, k ≥ 0 jsou celá, a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bk ∈ R.

Poznámky: 1. Z definice okamžitě plyne, že polynom je definován pro x ∈ (−∞,+∞),
racionálńı funkce pro všechna x, kde bkxk + · · ·+ b1x+ b0 6= 0.

2. Racionálńı funkce děĺıme na ryze a neryze lomené. Ryze lomená racionálńı funkce je taková,
že n < k, ostatńı jsou neryze lomené. Každou neryze lomenou racionálńı funkci lze vyjádřit ve
tvaru součtu polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.

Definice: Obecnou mocninou nazýváme funkci tvaru y = xa, kde a ∈ R je libovolné pevné
č́ıslo. Definičńım oborem této funkce rozumı́me interval (0,+∞).

Poznámky: 1. Specielńı př́ıpady mocninné funkce mohou mı́t širš́ı definičńı obory, jak se
ukáže v daľśım.

2. Funkce y = xn, kde n ∈ N, je definována pro x ∈ (−∞,+∞). Jej́ı pr̊uběh je přibližně
zachycen na následuj́ıćım obrázku.
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x1

y = x

0

1

y

y = x2

y = x4

−1

y = x3

−1

Funkce y = x2k maj́ı všechny podobný pr̊uběh a stejně tak funkce y = x2k−1.

3. Funkci y = x1/n lze považovat za inverzńı funkci k funkci y = xn. Poněvadž funkce
y = x2k nejsou prosté ve svém definičńım oboru, omeźıme se pouze na interval 〈0,+∞). Z toho
plyne, že funkce y = 2k

√
x je definována pro x ∈ 〈0,+∞), funkce y = 2k−1

√
x je definována pro

x ∈ (−∞,+∞). Jejich pr̊uběh je zachycen na následuj́ıćıch obrázćıch.

x

y

1

1

−1

−1

y = x

y = 5
√
x

0

y = 3
√
x

y =
√
x

y = 4
√
x

y = 6
√
x

y

1

10 x

4. Funkce y = x−n, kde n ∈ N, je definována pro x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Jej́ı pr̊uběh je
přibližně následuj́ıćı.

1
−1

x

y

1

−1
0

y = 1
x

y = 1
x3

−1 0 1 x

1

y
y = 1

x4

y = 1
x2
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5. Funkce y = x−1/n je inverzńı funkćı k funkci y = x−n a je definována pro x ∈ (0,+∞) pro
n sudé a pro x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) pro n liché.

Definice: Exponenciálńı funkćı nazýváme funkci tvaru y = ax, kde a > 0, a 6= 1 je libovolná
konstanta. Jej́ım definičńım oborem je interval (−∞,+∞).

Poznámky: 1. Je-li 0 < a < 1, je možno psát ax =
(

1
a

)−x
, kde 1

a > 1. Stač́ı tedy uvažovat
pouze exponenciálńı funkci y = ax, kde a > 1.

2. Je-li b > a > 1, pak pro x > 0 je bx > ax > 1 a pro x < 0 plat́ı 0 < bx < ax < 1. Jejich
pr̊uběh je přibližně zachycen na následuj́ıćım obrázku.

0 x

1

y
y = bx

y = ax

3. Z grafu funkce y = ax pro a > 1 plyne, že je to rostoućı funkce pro x ∈ (−∞,+∞) a existuje
k ńı inverzńı funkce. Nejd̊uležitěǰśı exponenciálńı funkćı je y = ex, kde e = lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Definice: Inverzńı funkci k exponenciálńı funkci y = ax (a > 1) nazýváme logaritmickou
funkćı a označujeme y = loga x. Definičńım oborem logaritmické funkce je interval (0,+∞).

Poznámky: 1. Funkce loga x je rostoućı pro a > 1 a jej́ı obor hodnot je interval (−∞,+∞).
Graf vypadá následovně:

0

y

x
1

y = loga x

y = logb x

2. Ze vzájemného vztahu mezi exponenciálńı a logaritmickou funkćı snadno odvod́ıme následuj́ıćı
vlastnosti logaritmů:

loga 1 = 0, loga a = 1, loga xy = loga x+ loga y, loga
x

y
= loga x− loga y, loga x

α = α loga x.

Tyto vzorce plat́ı pro všechna x, y > 0 a α ∈ R.

3. Funkci y = loge x znač́ıme lnx a nazýváme přirozený logaritmus, funkci y = log10 x znač́ıme
log x a nazýváme dekadický logaritmus. V daľśım, pokud nebude řečeno jinak, pod pojmem loga-
ritmus budeme vždy rozumět přirozený logaritmus.

38



4. Pro převod logaritmů o r̊uzných základech plat́ı následuj́ıćı vztah:

loga x =
logb x
logb a

, specielně pro b = e je loga x =
lnx
ln a

.

Důkaz: Rovnost y = loga x je ekvivalentńı s rovnost́ı ay = x. Jestliže tuto rovnost zlogarit-
mujeme logaritmem při základu b, dostaneme y logb a = logb x a odtud y = loga x = logb x

logb a
.

Definice: Goniometrickými funkcemi rozumı́me funkce

y = sinx, y = cosx, y = tg x, y = cotg x,

které nazýváme sinus, kosinus, tangens a kotangens. Jejich definičńımi obory jsou postupně

x ∈ R; x ∈ R; x ∈ R, ale x 6= (2k + 1)π
2

; x ∈ R, ale x 6= kπ; kde k ∈ Z.

Poznámky: 1. Grafy goniometrických funkćı jsou dobře známy ze středńı školy, pro úplnost
je však načrtneme.

0
x

y
1

−1
y = sinx

−2π
− 3π

2

−π −π
2

π
2

π

3π
2

2π 5π
2

0
x

y
1

−1

y = cosx
−2π − 3π

2

−π −π
2

π
2

π
3π
2

2π

5π
2

0
x

y

y = tg x

− 3π
2

−π
−π

2
π
2

π
3π
2

2π
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0
x

y

y = cotg x

− 3π
2

−π
−π

2
π
2

π
3π
2

2π

2. Funkce cosx je sudá, sinx, tg x, cotg x jsou liché. Tyto funkce jsou nav́ıc periodické;
sinx, cosx maj́ı periodu 2π; tg x a cotg x periodu π. Goniometrické funkce jsou spolu svázány
celou řadou vztah̊u a poněvadž je znalost základńıch goniometrických vzorc̊u nezbytně nutná
v daľśım, uvedeme alespoň ty nejd̊uležitěǰśı. Podmı́nky, za kterých př́ıslušné vzorce plat́ı, si snadno
odvod́ıte sami.

sin(x± y) = sinx cos y ± sin y cosx , cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y ,

tg(x± y) =
tg x± tg y

1∓ tg x tg y
, cotg(x± y) =

cotg x cotg y ∓ 1
cotg x± cotg y

,

sin 2x = 2 sinx cosx , cos 2x = cos2 x− sin2 x , tg2x =
2tgx

1− tg2x
, cotg2x =

cotg2x− 1
2cotg x

,

sin2 x

2
=

1− cosx
2

, cos2
x

2
=

1 + cosx
2

, sin2 x =
tg2x

1 + tg2x
, cos2 x =

1
1 + tg2x

,

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y

2
, sinx− sin y = 2 sin

x− y

2
cos

x+ y

2
,

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y

2
, cosx− cos y = −2 sin

x+ y

2
sin

x− y

2
.

3. Goniometrické funkce nejsou v celém definičńım oboru prosté, je však možno zvolit intervaly,
ve kterých jsou dokonce ryze monotonńı. Funkce y = sinx je rostoućı v intervalu

〈
−π

2 ,
π
2

〉
, funkce

y = cosx je klesaj́ıćı v intervalu 〈0, π〉, funkce y = tg x je rostoućı v intervalu
(
−π

2 ,
π
2

)
a funkce

y = cotg x je klesaj́ıćı v intervalu (0, π). V těchto intervalech k nim tedy existuj́ı inverzńı funkce.

Definice: Cyklometrickými funkcemi rozumı́me funkce inverzńı ke goniometrickým. Jsou to
funkce y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x, y = arccotg x. Čteme arkussinus atd.

Poznámky: 1. Funkce y = arcsinx je tedy inverzńı funkćı k funkci y = sinx v intervalu〈
−π

2 ,
π
2

〉
. To znamená, že funkce y = arcsinx je definována pro x ∈ 〈−1, 1〉 a jej́ım oborem hodnot

je interval
〈
−π

2 ,
π
2

〉
. Graf je načrtnut na následuj́ıćım obrázku.

40



0
x

y

y = arcsinx

−π
2

π
2

−1
1

Analogicky funkce y = arccosx je definována pro x ∈ 〈−1, 1〉 a oborem jej́ıch hodnot je 〈0, π〉.

0 x

y

y = arccosx

π
2

π

−1 1

Funkce y = arctg x je definována pro x ∈ (−∞,+∞), oborem hodnot je
(
−π

2 ,
π
2

)
.

0 x

y

y = arctg x

−π
2

π
2

Funkce y = arccotg x je definována pro x ∈ (−∞,+∞), oborem hodnot je (0, π).

0 x

y

y = arccotg x

π
2

π
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2. Cyklometrické funkce jsou spolu vázány vztahy

arcsinx+ arccosx =
π

2
, x ∈ 〈−1, 1〉; arctg x+ arccotg x =

π

2
, x ∈ (−∞,+∞).

Důkaz: Plat́ı x = sin(arcsinx) = cos(arccosx) = sin
(
π
2 − arccosx

)
a odtud plyne, že

arcsinx = π
2 − arccosx. Analogicky provedeme d̊ukaz pro arctg x a arccotg x.

3. Pomoćı těchto funkćı lze vypoč́ıtat inverzńı funkce ke goniometrickým i v jiných oborech,
než byly tyto základńı intervaly.

Př́ıklady: 1. Najděte inverzńı funkci k funkci y = 3 cos 2x pro x ∈
〈
π
2 , π

〉
.

Řešeńı: Pr̊uběh funkce je načrtnut na následuj́ıćım obrázku.

0
x

y

π
2

−3

3

π

Je zřejmě cos 2x = sin
(
2x− 3π

2

)
a 2x− 3π

2 ∈
〈
−π

2 ,
π
2

〉
,

můžeme tedy psát

y = 3 cos 2x = 3 sin
(

2x− 3π
2

)
, odtud

2x− 3π
2

= arcsin
y

2
, tedy

y =
3π
4

+
1
2

arcsin
x

3
; x ∈ 〈−3, 3〉.

2. Najděte inverzńı funkci k funkci y = 2 sin x
3 pro x ∈

〈
3π
2 ,

9π
2

〉
.

Řešeńı: Daná funkce je klesaj́ıćı (viz obrázek).

0
x

y

3π
2

−2

2

9π
2

Plat́ı tedy 2 sin x
2 = 2 cos

(
x
3 −

π
2

)
. Poněvadž je x

3 −
π
2 ∈ 〈0, π〉, dostaneme odtud, že

x

3
− π

2
= arccos

y

3
neboli y =

3π
2

+ 3 arccos
x

2
; x ∈ 〈−2, 2〉.

Definice: Hyperbolickými funkcemi nazýváme funkce hyperbolický sinus, hyperbolický kosi-
nus, hyperbolický tangens a hyperbolický kotangens, definované předpisy

shx =
ex − e−x

2
, chx =

ex + e−x

2
, thx =

shx
chx

=
ex − e−x

ex + e−x
, cthx =

1
thx

=
ex + e−x

ex − e−x
.
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Poznámky: 1. Hyperbolické funkce jsou zřejmě definovány na celé č́ıselné ose s výjimkou
funkce cthx, která je definována pro x ∈ R − {0}. Jejich grafy jsou načrtnuty na následuj́ıćıch
obrázćıch.

0
x

y

y = shx

0

1

x

y

y = chx

0
x

y

−1

1
y = thx

0
x

y

−1

1

y = cthx

2. Hyperbolické funkce, stejně jako goniometrické, jsou spolu vázány řadou vztah̊u, které však
nebudeme uvádět. Základńı vztah je ch2x− sh2x = 1, který snadno ověř́ıme př́ımým výpočtem.

3. Funkce shx, thx, cthx jsou prosté v celém svém definičńım oboru, chx je rostoućı pro
x ∈ 〈0,∞). Existuj́ı k nim tedy inverzńı funkce, které nazýváme hyperbolometrickými funkcemi.
Jsou to funkce argshx, argchx, argthx, argcthx. (Čteme argument sinu hyperbolického atd). Jejich
grafy nebudeme načrtávat, jejich analytická vyjádřeńı jsou ponechána jako cvičeńı.

4.3 Limita funkce.

Př́ıklad: Uvažme funkci y = x2−1
x−1 . Tato funkce je definována pro x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

a můžeme se zeptat na jej́ı chováńı v okoĺı bodu x = 1. Jestliže dosazujeme hodnoty bĺızké
1, dostáváme, že funkčńı hodnoty budou bĺızké 2. Naṕı̌seme-li si některé hodnoty do tabulky,
dostaneme

x 1, 01 0, 99 1, 001 0, 999 1, 0001 0, 9999 . . .
y 2, 01 1, 99 2, 001 1, 999 2, 0001 1, 9999 . . .

To nás vede k domněnce, že se funkčńı hodnoty bĺıž́ı k č́ıslu 2, jestliže se x bĺıž́ı hodnotě 1. Tuto
skutečnost budeme zapisovat symbolem lim

x→1

x2−1
x−1 = 2.
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Poznámka: Poněvadž jsme v předchoźım př́ıkladu dosazovali jakési hodnoty xn → 1, můžeme
tuto skutečnost také pomoćı posloupnost́ı formulovat. Můžeme tud́ıž využ́ıt vět, které jsme si o
limitách posloupnost́ı odvodili.

Definice: (Heineova definice limity)
Řekneme, že funkce f má v bodě x0 (může být i x0 = ±∞) limitu A, (může být i A = ±∞)

jestliže pro libovolnou posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ D(f) takovou, že xn 6= x0 ∀n ∈ N, xn −→
n→∞

x0

plat́ı lim
n→∞

f(xn) = A. Zapisujeme lim
x→x0

f(x) = A.

Poznámky: 1. Jestliže můžeme nalézt dvě posloupnosti {x′n} a {x′′n} tak, že x′n 6= x0 6= x′′n,
x′n → x0, x

′′
n → x0 a při tom lim

n→∞
f(x′n) 6= lim

n→∞
f(x′′n), pak lim

x→x0
f(x) neexistuje.

2. Př́ıpady, které mohou nastat v předchoźı definici, lze rozdělit na několik typ̊u limit.

pro x0, A ∈ R dostaneme lim
x→x0

f(x) = A (vlastńı limita ve vlastńım bodu)

lim
x→x0

f(x) = +∞ nebo lim
x→x0

f(x) = −∞ (nevlastńı limita ve vlastńım bodu)

lim
x→∞

f(x) = A nebo lim
x→−∞

f(x) = A (vlastńı limita v nevlastńım bodu)

lim
x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→−∞

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x) = −∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞

(nevlastńı limita v nevlastńım bodu).

Př́ıklady:
Použit́ım definice limity a vlastnost́ı základńıch elementárńıch funkćı snadno ověř́ıme, že např.

1. lim
x→1

x2−1
x−1 = 2 2. lim

x→0

1
x , lim

x→0
sin 1

x neexistuj́ı. 3. lim
x→0

1
x2 = +∞, lim

x→0

1
x2n = +∞ n ∈ N.

4. lim
x→+∞

arctg x = π
2 , lim

x→−∞
arccotg x = π, lim

x→+∞
thx = 1.

5. lim
x→+∞

lnx = +∞, lim
x→−∞

shx = −∞, lim
x→−∞

chx = +∞.

Věta: Bud’ x0, A ∈ R. Potom lim
x→x0

f(x) = A existuje právě když ke každému ε > 0 existuje

δ > 0 tak, že pro všechna x ∈ R taková, že 0 < |x− x0| < δ plat́ı |f(x)−A| < ε.

Důkaz: Situace, která je popsána ve větě, se dá načrtnout na obrázku.

0 x

y

A−ε

f(x)

A

A+ε

x0−δ x x0
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1. Necht’

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ; ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0 =⇒ A− ε < f(x) < A+ ε

a bud’ {xn}∞n=1 libovolná posloupnost taková, že xn 6= x0, xn → x0. Odtud plyne,že existuje
n0 ∈ N tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı |xn−x0| < δ a podle uvedené podmı́nky je |f(xn)−A| < ε,
neboli lim

n→∞
f(xn) = A. To však znamená, že lim

x→x0
f(x) = A.

2. Necht’
∃ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, ale |f(x)−A| ≥ ε.

Zvolme δn = 1
n ; pak δn −→

n→∞
0 a existuje posloupnost {xn}∞n=1 tak, že 0 < |xn − x0| < 1

n , ale

|f(xn)−A| ≥ ε. Odtud plyne, že lim
x→x0

f(x) neexistuje nebo neńı lim
x→x0

f(x) = A.

Definice: (Cauchyova definice limity)
Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu A ∈ R, jestliže k libovolnému ε > 0 existuje

δ > 0 tak, že pro všechna x taková, že 0 < |x− x0| < δ plat́ı nerovnost |f(x)−A| < ε.

Poznámky: 1. Jestliže uváž́ıme př́ıpady

lim
x→x0

f(x) = ±∞, lim
x→±∞

f(x) = A a lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

dostaneme ekvivalentńı definice ve smyslu Cauchyově.

lim
x→x0

f(x) = ±∞ ⇐⇒ ∀K > 0 [ resp.L < 0 ] ∃δ > 0 ;

∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0 ⇒ f(x) > K [resp. f(x) < L].

lim
x→±∞

f(x) = A ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃R > 0 [ resp.S < 0 ] ∀x > R [ resp.x < S ] ⇒ |f(x)−A| < ε.

lim
x→±∞

f(x) = ±∞ ⇐⇒ ∀K > 0 [ resp.L < 0 ] ∃R > 0 [ resp.S < 0 ]

∀x > R [ resp.x < S ] ⇒ f(x) > K [ resp. f(x) < L ].

2. Jestliže se zaj́ımáme pouze o chováńı funkce f pro x > x0 (resp. x < x0), dostaneme pojem
jednostranné limity.

Definice: Řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu zprava rovnou A, jestliže pro každou
posloupnost {xn}∞n=1, xn > x0, xn −→

n→∞
x0 je lim

n→∞
f(xn) = A. Zapisujeme lim

x→x0+
f(x) = A.

Analogicky řekneme, že B je limitou funkce f v bodě x0 zleva, jestliže pro každou posloupnost
{xn}∞n=1, xn < x0, xn −→

n→∞
x0 plat́ı lim

n→∞
f(xn) = B. Zapisujeme lim

x→x0−
f(x) = B.

Věta: Rovnost lim
x→x0

f(x) = A plat́ı právě když lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = A. Tedy obou-

stranná limita existuje právě když existuj́ı jednostranné limity a jsou si rovny.

Důkaz: 1. Necht’ lim
x→x0

f(x) = A a bud’ {xn}∞n=1, xn 6= x0, xn −→
n→∞

x0 libovolná posloupnost.

Potom je f(xn) −→
n→∞

A a je-li náhodou xn > x0 nebo xn < x0, je stále lim
n→∞

f(xn) = A, tedy

lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = A.

2. Necht’ lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = A a bud’ {xn}∞n=1 libovolná posloupnost taková, že

xn −→
n→∞

x0, xn 6= x0. Označme {x′n} tu podposloupnost posloupnosti {xn}, pro niž je x′n < x0
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a {x′′n} podposloupnost, pro niž x′′n > x0. Potom je lim
n→∞

f(x′n) = A, lim
n→∞

f(x′′n) = A, neboli

lim
n→∞

f(xn) = A.

Př́ıklady: 1. Využit́ım graf̊u základńıch elementárńıch funkćı dostaneme např.

lim
x→0+

1
x

= +∞, lim
x→0−

1
x

= −∞, lim
x→π

2 −

tg x = +∞, lim
x→π

2 +

tg x = −∞, lim
x→0+

cotg x = +∞

2. Je-li f nekonstantńı periodická funkce, pak neexistuj́ı lim
x→+∞

f(x) a lim
x→−∞

f(x).

Důkaz: Bud’ p > 0 perioda funkce f a necht’ x1, x2 ∈ D(f) tak, že f(x1) 6= f(x2). Potom
x1 + np −→

n→∞
+∞, x2 + np −→

n→∞
+∞, ale f(x1 + np) = f(x1), f(x2 + np) = f(x2). Analogicky

pro x→ −∞.

4.4 Věty o limitách funkćı.

Poznámka: Většina vět, které v tomto paragrafu vyslov́ıme, budou d́ıky Heineově definici
limity př́ımým d̊usledkem odpov́ıdaj́ıćıch vět pro limity posloupnost́ı.

Věta: Funkce f má v bodě x0 nejvýše jednu limitu a rovněž nejvýše jednu limitu zprava
a jednu limitu zleva.

Věta: Bud’te x0, A ∈ R a necht’ existuje lim
x→x0

f(x) = A. Potom existuje δ > 0 tak, že f je

omezená v intervalu (x0 − δ, x0 + δ) − {x0}. Je-li specielně A 6= 0, pak má f pro
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)− {x0} stejné znaménko jako A.

Věta: Necht’ existuj́ı lim
x→x0

f(x), lim
x→x0

g(x). Jestliže existuje δ > 0 tak, že pro 0 < |x−x0| < δ

plat́ı f(x) ≤ g(x), potom lim
x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x).

Věta: (Věta o sevřeńı)
Necht’ lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
g(x) = A a předpokládejme, že existuje δ > 0 tak, že pro

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0 plat́ı f(x) ≤ h(x) ≤ g(x). Potom je též lim
x→x0

h(x) = A.

Důsledek: Bud’ lim
x→x0

f(x) = 0 a necht’ je funkce g omezená pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),

x 6= x0, δ > 0. Potom plat́ı lim
x→x0

f(x) g(x) = 0.

Důkaz: Plat́ı 0 ≤ | f(x) g(x) | ≤M |f(x)| a d̊usledek plyne z předchoźı věty.

Př́ıklad: Ukažte, že lim
x→0

x sin 1
x = 0.

Poněvadž plat́ı
∣∣ sin 1

x

∣∣ ≤ 1, dostaneme tvrzeńı okamžitě z předchoźıho d̊usledku.

Věta: Necht’ existuj́ı lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B a jsou vlastńı a bud’ α ∈ R libovolná

konstanta. Potom plat́ı

1. lim
x→x0

[α f(x)] = αA 2. lim
x→x0

|f(x)| = |A| 3. lim
x→x0

[f(x)± g(x)] = A±B

4. lim
x→x0

[f(x) · g(x)] = A ·B 5. Je-li B 6= 0, je lim
x→x0

f(x)
g(x) = A

B .
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Poznámky: 1. Předchoźı věta plat́ı i pro př́ıpad, že x0 = ±∞.

2. Úplnou indukćı dostaneme okamžitě, že lim
x→x0

n∑
k=1

fk(x) =
n∑
k=1

Ak, lim
x→x0

n∏
k=1

fk(x) =
n∏
k=1

Ak,

jestliže dané limity existuj́ı a jsou vlastńı.

3. Pro funkce lze odvodit daľśı větu, která nemá analogii v př́ıpadě posloupnost́ı, a sice větu
o limitě složené funkce.

Věta: (Limita složené funkce)
Necht’ lim

x→x0
ϕ(x) = y0, lim

y→y0
f(y) = A a předpokládejme, že existuje ∆ > 0 tak, že pro

x ∈ (x0 −∆, x0 + ∆), x 6= x0 je ϕ(x) 6= y0. Potom je lim
x→x0

f(ϕ(x)) = A.

Důkaz: Předpoklad ϕ(x) 6= y0 pro x ∈ (x0 −∆, x0 + ∆)− {x0} je nutný, poněvadž f nemuśı
být definována v bodě y0. Bud’ ε > 0 libovolné. Potom existuje η > 0 tak, že pro 0 < |y − y0| < η
plat́ı |f(y) − A| < ε. Dále k č́ıslu η > 0 existuje δ1 > 0 tak, že pro 0 < |x − x0| < δ1 plat́ı
|ϕ(x) − y0| < η. Položme δ = min(δ1,∆). Potom pro 0 < |x − x0| < δ plat́ı |f(ϕ(x)) − A| < ε
a podle Cauchyovy definice limity je lim

x→x0
f(ϕ(x)) = A.

Př́ıklady: 1. lim
x→0

sin x
x = 1.

Důkaz:

xcosx

sinx

x
tg x

0

y

1

Bud’ x > 0. Z obrázku je patrné, že pro
obsahy př́ıslušných rovinných obor̊u plat́ı

1
2

sinx cosx ≤ 1
2
x ≤ 1

2
sinx
cosx

neboli cosx ≤ x

sinx
≤ 1

cosx
.

Přechodem k převráceným hodnotám dostaneme

1
cosx

≥ sinx
x

≥ cosx

a užit́ım věty o sevřeńı lim
x→0+

sin x
x = 1.

Poněvadž je funkce sin x
x sudá, plyne odtud,

že lim
x→0−

sin x
x = 1, neboli lim

x→0

sin x
x = 1.

2. lim
x→+∞

(
1 + 1

x

)x = lim
x→−∞

(
1 + 1

x

)x = lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Důkaz: α) Bud’ {xn}∞n=1 libovolná posloupnost taková, že xn −→
n→∞

∞ a označme kn = [xn]

(celá část). Potom je

kn ≤ xn ≤ kn + 1 a odtud 1 +
1

kn + 1
≤ 1 +

1
xn

≤ 1 +
1
kn
.

Dále (
1 +

1
kn + 1

)kn

≤
(

1 +
1
xn

)xn

≤
(

1 +
1
kn

)kn+1
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a limitńım přechodem dostaneme lim
n→∞

(
1 + 1

xn

)xn

= e.

β) Položme x = −t− 1. Je-li x→ −∞, pak t→ +∞ a

lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x
= lim
t→+∞

(
1− 1

t+ 1

)−t−1

= lim
t→+∞

(
1

1 + 1
t

)−t−1

= lim
t→∞

(
1 +

1
t

)t+1

= e.

γ) lim
x→0+

(1+x)
1
x = lim

t→+∞

(
1 + 1

t

)t = e, lim
x→0−

(1+x)
1
x = lim

t→−∞

(
1 + 1

t

)t = e, tedy lim
x→0

(1+x)
1
x = e.

3. lim
x→0

ln(1+x)
x = 1.

Důkaz: Je

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= lim
x→0

1
x

ln(1 + x) = lim
x→0

ln(1 + x)
1
x = 1

podle věty o limitě složené funkce.

4. lim
x→0

ex−1
x = 1.

Důkaz: Položme ex − 1 = t; potom je lim
x→0

ex−1
x = lim

x→0

t
ln(1+t) = 1.

5. Bud’ lim
x→x0

f(x) = 0 a necht’ existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (x0−δ, x0 +δ), x 6= x0 je f(x) 6= 0.

Potom lim
x→x0

{1 + f(x)}1/f(x) = e.

Důkaz: Polož́ıme-li f(x) = t, plyne tvrzeńı okamžitě z věty o limitě složené funkce.

6. Vypočtěte lim
x→a

{
sin x
sin a

} 1
x−a .

Řešeńı: Je

lim
x→a

(
sinx
sin a

) 1
x−a

= lim
x→a

(
1 +

sinx− sin a
sin a

) 1
x−a

= lim
x→a

{(
1 +

sinx− sin a
sin a

) sin a
sin x−sin a

} sin x−sin a
(x−a) sin a

.

Podle věty o limitě složené funkce je lim
x→a

(
1 + sin x−sin a

sin a

) sin a
sin x−sin a = e a stač́ı tedy vypoč́ıtat

lim
x→a

sinx− sin a
(x− a) sin a

=
1

sin a
lim
x→a

sin x−a
2

x−a
2

· cos
x+ a

2
= cotg a.

Tedy lim
x→a

(
sin x
sin a

) 1
x−a = ecotg a pro a 6= kπ, k ∈ Z.

Poznámka: V př́ıpadě, že neexistuje lim
x→x0

f(x),můžeme zkoumat jednostranné limity lim
x→x0+

f(x)

a lim
x→x0−

f(x). Jestliže však ani tyto limity neexistuj́ı, můžeme si položit otázku, jak se chová

posloupnost {f(xn)}, kde xn → x, xn 6= x0. Tato posloupnost může mı́t částečně limity, mezi
nimiž existuje nejmenš́ı a největš́ı. T́ım se dostáváme k následuj́ıćı definici.

Definice: Č́ıslo c nazveme částečnou limitou funkce f pro x→ x0, jestliže existuje posloupnost
{xn}∞n=1, xn 6= x0 taková, že xn −→

n→∞
x0 a lim

n→∞
f(xn) = c. Největš́ı a nejmenš́ı částečnou limitu f

v bodě x0 nazýváme horńı a dolńı limitou funkce f a znač́ıme

lim
x→x0

f(x) = lim sup
x→x0

f(x), lim
x→x0

f(x) = lim inf
x→x0

f(x).
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Poznámky: 1. Analogicky, jako v předchoźı definici, můžeme definovat jednostranné částečné
limity tedy

lim
x→x0+

f(x) = lim sup
x→x0+

f(x), lim
x→x0+

f(x) = lim inf
x→x0+

f(x),

nebo
lim

x→x0−
f(x) = lim sup

x→x0−
f(x), lim

x→x0−
f(x) = lim inf

x→x0−
f(x).

2. Je zřejmé, že lim
x→x0

f(x) existuje právě když

lim sup
x→x0

f(x) = lim inf
x→x0

f(x).

Tato společná hodnota je samozřejmě rovna lim
x→x0

f(x).

Př́ıklady: 1. Je-li f(x) = sin 1
x , je zřejmé, že lim sup

x→0
f(x) = 1, lim inf

x→0
f(x) = −1. Nav́ıc každé

č́ıslo a ∈ 〈−1, 1〉 je částečnou limitou funkce f.

2. Najděte lim sup
x→x0

f(x) a lim inf
x→x0

f(x), je-li

f(x) =
(

1 + sin2 1
x

) 1
sin2 1

x
.

Řešeńı: Funkce f neńı definována v bodech xk = 1
kπ (k ∈ Z ). Plat́ı však, že existuje

lim
x→xk

f(x) pro libovolné k ∈ Z. Skutečně bud’ k libovolné, ale pevné a {un}∞n=1 libovolná posloup-

nost taková, že un 6= xk , un −→
n→∞

xk. Potom je lim
n→∞

f(un) = e. Jestliže nyńı dodefinujeme funkci

f v bodech xk předpisem f(xk) = e, je již f definována v jistém prstencovém okoĺı bodu 0, dokonce
v R − {0}. Označme g(t) = (1 + t)1/t, kde t = sin2 1

x . Potom je g definována v intervalu (0, 1〉
a je tam klesaj́ıćı (ověřte si). Tedy

sup
t∈(0,1〉

g(t) = lim
t→0+

g(t) = e a max
t∈(0,1〉

g(t) = g(1) = 2.

Odtud plyne, že
lim
x→0

f(x) = 2 a lim
x→0

f(x) = e.

Poznámky: 1. Důkaz tvrzeńı, že je funkce g(t) = (1 + t)1/t klesaj́ıćı, je možno provézt
elementárně, jestliže si uvědomı́me, že posloupnost an =

(
1 + 1

n

)1/n
, pomoćı ńıž jsme zavedli č́ıslo

e je rostoućı a tedy každá z ńı vybraná posloupnost je také rostoućı.

2. Předchoźı př́ıklad se trochu lǐśı od běžných př́ıklad̊u na výpočet limity t́ım, že daná funkce
nebyla p̊uvodně definována v jistém prstencovém okoĺı bodu x0. Tento problém odstrańıme později,
až budeme definovat limitu vzhledem k množině.
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Kapitola 5

Spojitost funkce.

5.1 Spojitost v bodě.

Definice: Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x0, jestliže lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Poznámka: Poněvadž je spojitost v bodě definována pomoćı limity, plat́ı okamžitě všechna
tvrzeńı, která byla pro limity odvozena.

Věta: Funkce f je spojitá v bodě x0 právě když k libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že
pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) plat́ı |f(x)− f(x0)| < ε.

Věta: Funkce f, g necht’ jsou spojité v bodě x0, α ∈ R libovolná konstanta. Potom jsou
v bodě x0 spojité také funkce α f, |f |, f ± g, f · g. Je-li nav́ıc g(x0) 6= 0, je v bodě x0 spojitá
i funkce f

g .

Věta: (Spojitost složené funkce)
Bud’ ϕ funkce spojitá v bodě x0, f funkce spojitá v bodě y0 = ϕ(x0). Potom je složená funkce

f ◦ ϕ spojitá v bodě x0.

Důkaz: Plat́ı lim
x→x0

ϕ(x) = y0, lim
y→y0

f(y) = f(y0). Poněvadž je f definována v bodě y0, plyne

výsledek rovnou z věty o limitě složené funkce.

Definice: Řekneme, že funkce f je spojitá zprava (resp. zleva) v bodě x0, jestliže
lim

x→x0+

f(x) = f(x0) (resp. lim
x→x0−

f(x) = f(x0)).

Věta: Funkce f je spojitá v bodě x0 právě když je v bodě x0 spojitá zprava i zleva.

Důkaz: Je-li lim
x→x0

f(x) = f(x0), potom lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = f(x0) a obráceně.

Definice: Řekneme, že funkce f má v bodě x0 nespojitost prvńıho druhu, jestliže exis-
tuj́ı vlastńı limity lim

x→x0+

f(x) = A, lim
x→x0−

f(x) = B. Č́ıslo s = A − B nazýváme skokem

funkce f v bodě x0. Je-li s = 0, řekneme, že f má v bodě x0 odstranitelnou nespojitost. Pokud
alespoň jedna z uvedených limit neexistuje nebo je nevlastńı, řekneme, že f má v bodě x0

nespojitost druhého druhu.
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Poznámka: Jestliže má funkce f v bodě x0 odstranitelnou nespojitost, pak ji lze dodefinovat
v bodě x0 tak, aby byla spojitá. Stač́ı položit f(x0) = lim

x→x0
f(x).

Př́ıklad: Vyšetřete body nespojitosti funkce y = ex−1−1
x2−1 .

Řešeńı: Funkce je definována pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞), tedy x1 = 1 a x2 = −1
jsou body nespojitosti. Dále plat́ı

lim
x→1

ex−1 − 1
x2 − 1

= lim
x→1

ex−1 − 1
x− 1

· lim
x→1

1
x+ 1

=
1
2
.

Jestliže polož́ıme y(1) = 1
2 , je y spojitá v bodě x1 = 1 a tento bod je odstanitelný bod nespojitosti.

V bodě x2 = −1 je situace následuj́ıćı

lim
x→−1+

ex−1 − 1
x2 − 1

= lim
x→−1+

ex−1 − 1
x− 1

· 1
x+ 1

= +∞, lim
x→−1−

ex−1 − 1
x2 − 1

= −∞.

Funkce y má v bodě x2 = −1 nespojitost druhého druhu. Jestliže ještě přidáme, že

lim
x→+∞

ex−1 − 1
x2 − 1

= +∞, (později uvid́ıme proč) lim
x→−∞

ex−1 − 1
x2 − 1

= 0,

můžeme zhruba načrtnout graf funkce y.

0 x

y

1
−1 0.5

5.2 Spojitost v intervalu.

Definice: Řekneme, že funkce f je spojitá v intervalu I, je-li spojitá (oboustranně) v každé
vnitřńım bodu I a jednostranně spojitá v krajńıch bodech I.

Poznámka: Všechny elementárńı funkce, zavedené v předchoźı kapitole, jsou spojité v celém
svém definičńım oboru. Elementárńı d̊ukazy těchto tvrzeńı jsou dosti pracné; jestliže později
využijeme diferenciálńıho počtu, dostaneme je okamžitě.

Definice: Řekneme, že funkce f je stejnoměrně spojitá v intervalu I, jestliže k libovolnému
ε > 0 existuje δ > 0 tak, že jakmile x y ∈ I, |x− y| < δ, potom |f(x)− f(y)| < ε.
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Poznámky: 1. Jestliže zvoĺıme jeden z bod̊u v předchoźı definici pevně, dostaneme okamžitě,
že f je spojitá. Tedy každá stejnoměrně spojitá funkce je spojitá.

2. Pomoćı kvantifikátor̊u lze přehledně zapsat definici funkce spojité a stejnoměrně spojité v
intervalu I. Bude také vidět, jaký je mezi oběma definicemi rozd́ıl.

Spojitost

∀x ∈ I ∀ ε > 0 ∃ δ(ε, x) > 0 (∀ y ∈ I; |x− y| < δ) ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

Stejnoměrná spojitost

∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 (∀x, y ∈ I; |x− y| < δ) ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

3. V daľśım se budeme zabývat funkcemi spojitými na uzavřeném intervalu 〈a, b〉. Ukazuje se, že
takové funkce maj́ı řadu d̊uležitých vlastnost́ı.

Věta: Bud’ f spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉. Potom je f stejnoměrně spojitá v 〈a, b〉.

Důkaz: Předpokládejme, že f neńı stejnoměrně spojitá. To znamená existuje ε > 0 tak, že
pro všechna δ > 0 existuj́ı x, y ∈ 〈a, b〉 taková, že |x− y| < δ, ale |f(x)− f(y)| ≥ ε.

Zvolme δn = 1
n → 0. Pak existuj́ı xn, yn ∈ 〈a, b〉 tak, že |xn − yn| < 1

n , ale |f(xn)− f(yn)| ≥ ε.
Z posloupnosti {xn}∞n=1 lze podle Weierstrassovy věty vybrat poslounost {xkn

}∞n=1, která konver-
guje. Necht’ xkn

−→
n→∞

x0. poněvadž |xkn
− ykn

| < 1
kn

−→
n→∞

0, je i ykn
−→
n→∞

x0. Ze spojitosti funkce
f plyne, že

f(xkn
) −→
n→∞

f(x0), f(ykn
) −→
n→∞

f(x0).

Na druhé straně však plat́ı |f(xkn)− f(ykn)| ≥ ε > 0 a tento spor dokončuje d̊ukaz věty.

Př́ıklad: Pro otevřený interval věta neplat́ı. Funkce y = 1
x je spojitá v intervalu (0, 1〉,

ale neńı tam stejnoměrně spojitá. Jestliže zvoĺıme na př́ıklad xn = 1
n , x

′
n = 1

2n , je

xn → 0, x′n → 0 ale | y(xn)− y(x′n) | = n→∞.

Věta: Funkce spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 je na tomto intervalu omezená.

Důkaz: Předpokládejme, že f neńı omezená v 〈a, b〉. Interval 〈a, b〉 rozděĺıme a bud’ 〈a1, b1〉
ta polovina, kde f neńı omezená. Jestliže pokračujeme t́ımto zp̊usobem dále, źıskáme posloupnost
interval̊u 〈a, b〉, 〈a1, b1〉, 〈a2, b2〉, . . . takovou, že lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = c. Poněvadž je f spojitá

v bodě c, existuje k č́ıslu ε = 1 č́ıslo δ > 0 tak, že pro

x ∈ (c− δ, c+ δ) je f(c)− 1 < f(x) < f(c) + 1.

V intervalu (c − δ, c + δ) však lež́ı všechny intervaly 〈an, bn〉 poč́ınaje jistým indexem a to dává
spor.

Poznámka: V př́ıpadě, že daný interval neńı uzavřený, věta neplat́ı. Stač́ı volit y = 1
x pro

x ∈ (0, 1〉.
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Věta: Funkce spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 nabývá na tomto intervalu své největš́ı
a nejmenš́ı hodnoty. Tedy existuje alespoň jeden bod c1 ∈ 〈a, b〉 tak, že f(c1) = sup

x∈〈a,b〉
f(x)

a alespoň jeden bod c2 ∈ 〈a, b〉 tak, že f(c2) = inf
x∈〈a,b〉

f(x).

Důkaz: Podle předchoźı věty je f omezená na 〈a, b〉 a položmeG = sup
x∈〈a,b〉

f(x). Předpokládejme,

že pro x ∈ 〈a, b〉 plat́ı f(x) < G. Potom je funkce G − f > 0 spojitá na 〈a, b〉, tedy 1
G−f je také

spojitá a tud́ıž omezená. Existuje tedy K > 0 tak, že pro x ∈ 〈a, b〉 je 1
G−f(x) ≤ K. Odtud plyne,

že f(x) ≤ G− 1
K pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a to je spor s definićı G.

Věta: Bud’ f spojitá v uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a necht’ plat́ı f(a) < 0, f(b) > 0. Potom
existuje alespoň jeden bod c ∈ (a, b) tak, že f(c) = 0.

Důkaz: Interval 〈a, b〉 rozp̊uĺıme a bud’ 〈a1, b1〉 taková část, že f(a1) < 0, f(b1) > 0. Je-
li náhodou f(a1) = 0 nebo f(b1) = 0, jsme hotovi. Jestliže pokračujeme takto dále, źıskáme
posloupnosti

a ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1 a lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c.

Protože je f(an) < 0 a f(bn) > 0, plyne ze spojitosti f, že

lim
n→∞

f(an) = f(c) ≤ 0 a lim
n→∞

f(bn) = f(c) ≥ 0, tedy f(c) = 0.

Poznámka: Předložený postup d̊ukazu je též metoda, kterou je možné hledat řešeńı rovnice
f(x) = 0. Ukazuje se, že tato metoda je zdlouhavá a neobratná, ale vyžaduje pouze minimálńı
předpoklady pro f, t.j. spojitost.

Př́ıklad: Řešte přibližně rovnici 2x − 4x = 0.

Řešeńı: Je snadné zjistit, že jeden kořen je x1 = 4. Jestliže označ́ıme f(x) = 2x − 4x, pak
f(0) = 1 > 0, f

(
1
2

)
=
√

2 − 2 < 0, tedy v intervalu
〈
0, 1

2

〉
lež́ı daľśı kořen rovnice f(x) = 0.

Jestliže touto metodou pokračujeme dále, dostaneme přibližnou hodnotu x2 = 0, 3990692, pro niž
je f(x2) = 0, 000000038884.

Důsledek: Je-li f spojitá v 〈a, b〉, f(a) = A, f(b) = B, kde A 6= B, pak funkce f nabývá
všech hodnot mezi A a B.

Důkaz: Necht’ je na př́ıklad A < B a bud’ y0 ∈ (A,B) libovolná hodnota. Potom pro funkci
h(x) = f(x)− y0 plat́ı h(a) = A− y0 < 0, h(b) = B − y0 > 0 a podle předchoźı věty existuje bod
c ∈ (a, b) tak, že 0 = h(c) = f(c)− y0.

Důsledek: Je-li f spojitá v 〈a, b〉, pak nabývá všech hodnot mezi maximem a minimem.

Důkaz: Podle věty o nabýváńı největš́ı a nejmenš́ı hodnoty existuj́ı body x1, x2 ∈ 〈a, b〉 tak,
že f(x1) = max

x∈〈a,b〉
f(x) = B, f(x2) = min

x∈〈a,b〉
f(x) = A. Nyńı stač́ı použ́ıt předchoźıho d̊usledku na

interval 〈x1, x2〉 nebo 〈x2, x1〉.
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Kapitola 6

Diferenciálńı počet.

6.1 Derivace a diferenciál.

Definice: Bud’ f funkce, která je definována v jistém okoĺı bodu x0. Jestliže existuje limita

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

,

pak tuto limitu nazýváme derivaćı funkce f v bodě x0. Je-li f ′(x0) nevlastńı, pak řekneme, že
f má v bodě x0 nevlastńı derivaci. Jestliže uvedená limita neexistuje, řekneme, že f nemá v bodě
x0 derivaci.

Analogicky

f ′+(x0) = lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)
h

[
resp. f ′−(x0) = lim

h→0−

f(x0 + h)− f(x0)
h

]
nazýváme derivaćı funkce f v bodě x0 zprava [ resp. zleva ].

Poznámky: 1. Pro označeńı derivace budeme též použ́ıvat některý z následuj́ıćıch symbol̊u

df(x0)
dx

,
df(x)
dx

∣∣∣∣
x=x0

,
df

dx

∣∣∣∣
x=x0

, y′(x0), y′|x=x0 .

2. Derivace je základńım pojmem diferenciálńıho počtu, má však celou řadu použit́ı i v jiných
oborech jako fyzika, technika, ekonomie a pod.

3. Budeme zkoumat otázku nalezeńı tečny ke křivce y = f(x) v jej́ım bodě P [x0, f(x0)].

0
x

y

P

x0 x0 + h

Q Poměr f(x0+h)−f(x0)
h znamená směrnici sečny, která

spojuje body P aQ. Tedy derivaci f ′(x0) lze považovat
za směrnici hledané tečny v bodě P . Později tento
výsledek zformulujeme do věty.
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4. Uvažujme pohyb bodu po př́ımce a necht’ je jeho poloha v každém časovém okamžiku t

určena funkćı s(t). Potom poměr s(t0+h)−s(t0)
h představuje pr̊uměrnou rychlost pohybu v časovém

intervalu 〈t0, t0 + h〉 a s′(t0) je okamžitá rychlost v čase t0.

5. Jestliže označ́ıme y(t) počet bakteríı v živném roztoku, pak je známo, že rychlost jejich
množeńı je úměrná jejich množstv́ı. Plat́ı tedy rovnice dy

dt = k y. To je jednoduchá diferenciálńı
rovnice, jej́ımž řešeńım se budeme zabývat později.

6. Jestliže v definici derivace označ́ıme x0 + h = x, je možno derivaci definovat předpisem

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

.

Analogicky pro jednostranné derivace

f ′+(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)
x− x0

, f ′−(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)
x− x0

.

Těchto vyjádřeńı bude také v daľśım použito.

Př́ıklad: Funkce y = x2 má v každém bodě x0 derivaci y′ = 2x0.

Důkaz: Plat́ı (x2)′|x=x0 = lim
h→0

(x0+h)
2−x2

0
h = lim

h→0
(2x0 + h) = 2x0.

Věta: Derivace funkce f v bodě x0 existuje právě když v bodě x0 existuj́ı derivace zprava
a zleva a jsou si rovny.

Př́ıklad: Bud’ y = |x|. Potom funkce y nemá v bodě x0 = 0 derivaci.

0 x

y

y = |x|
Snadno se ukáže, že y′+(0) = 1, y′−(0) = −1.

Věta: Bud’ f funkce, T [x0, y0], kde y0 = f(x0) bod grafu f. Jestliže existuje vlastńı derivace
f ′(x0), má křivka y = f(x) v bodě T tečnu, jej́ıž rovnice je

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Poznámka: S tečnou v bodě T [x0, y0] úzce souviśı též normála dané křivky, tedy př́ımka
kolmá na tečnu v bodě dotyku. Jej́ı rovnice je

y − y0 = − 1
f ′(x0)

(x− x0),

pokud je f ′(x0) 6= 0.
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Věta: Má-li funkce f v bodě x0 vlastńı derivaci, je f spojitá v bodě x0.

Důkaz: Je lim
h→0

{f(x0 + h)− f(x0)} = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h · h = f ′(x0) · 0 = 0.

Poznámky: 1. Předchoźı větu nelze obrátit, tedy existuj́ı spojité funkce, které nemaj́ı derivaci.
Analogicky, jestliže připust́ıme i nevlastńı derivace, věta už nebude platit. Uvažme funkci y = sgnx.
Potom pro x0 = 0 plat́ı

y′+(0) = lim
h→0+

sgnh− sgn 0
h

= lim
h→0+

1
h

= +∞, y′−(0) = lim
h→0−

sgnh− sgn 0
h

= lim
h→0−

−1
h

= +∞.

tedy y′(0) = +∞ a funkce y neńı spojitá v bodě x0 = 0.

2. Analogickou větu lze dokázat i pro jednostranné derivace a jednostrannou spojitost.

Věta: Bud’te α, β ∈ R konstanty, f, g funkce. Necht’ existuj́ı vlastńı derivace f ′(x0), g′(x0).
Potom plat́ı

1. Funkce αf + βg má v bodě x0 derivaci αf ′(x0) + βg′(x0).

2. Součin f · g má v bodě x0 derivaci f ′(x0)g(x0) + f(x0)g′(x0).

3. Je-li g(x0) 6= 0, má funkce f
g v bodě x0 derivaci f

′(x0)g(x0)−f(x0)g
′(x0)

[ g(x0) ]2 .

Důkaz: 1.

[αf + βg ]′x=x0
= lim
h→0

{αf(x0 + h) + βg(x0 + h)} − {αf(x0) + βg(x0)}
h

=

= α lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

+ β lim
h→0

g(x0 + h)− g(x0)
h

= α f ′(x0) + β g′(x0).

2.

[ f · g ]′x=x0
= lim
h→0

f(x0 + h) g(x0 + h)− f(x0) g(x0)
h

=

= lim
h→0

f(x0 + h) g(x0 + h)− f(x0) g(x0 + h) + f(x0) g(x0 + h)− f(x0) g(x0)
h

=

= lim
h→0

g(x0 + h)
f(x0 + h)− f(x0)

h
+ lim
h→0

f(x0)
g(x0 + h)− g(x0)

h
=

= f ′(x0) g(x0) + f(x0) g′(x0), protože lim
h→0

g(x0 + h) = g(x0).

3.[
f

g

]′
x=x0

= lim
h→0

1
h

{
f(x0 + h)
g(x0 + h)

− f(x0)
g(x0)

}
= lim
h→0

1
h

{
f(x0 + h) g(x0)− f(x0) g(x0 + h)

g(x0 + h) g(x0)

}
=

= lim
h→0

1
g(x0 + h) g(x0)

{
g(x0)

f(x0 + h)− f(x0)
h

− f(x0)
g(x0 + h)− g(x0)

h

}
.

Výsledek nyńı plyne z definice derivace a ze spojitosti funkce g v bodě x0.

Poznámka: Jestliže označ́ıme u = f(x), v = g(x), lze předchoźı vzorce přepsat přehledněji
ve tvaru

(αu+ β v)′ = αu′ + β v′; (uv )′ = u′ v + u v′;
( u
v

)′
=
u′ v − u v′

v2
.
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Věta: (Derivace inverzńı funkce)
Bud’ f ryze monotonńı v intervalu I, x0 ∈ I vnitřńı bod. Necht’ existuje f ′(x0) 6= 0. Potom

má inverzńı funkce f−1 derivaci v bodě y0 = f(x0) rovnou

{f−1}′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Důkaz: Plat́ı

f−1(y)− f−1(y0)
y − y0

=
x− x0

f(x)− f(x0)
= 1 :

f(x)− f(x0)
x− x0

,

kde y = f(x), y0 = f(x0). Jestliže x→ x0, pak y → y0 a odtud dostaneme okamžitě tvrzeńı věty.

Věta: (Derivace složené funkce)
Necht’ má funkce ϕ v bodě x0 vlastńı derivaci ϕ′(x0), funkce f v bodě y0 = ϕ(x0) vlastńı

derivaci f ′(y0). Potom má složená funkce f ◦ ϕ v bodě x0 derivaci f ′(y0) · ϕ′(x0).

Důkaz: Jestliže naṕı̌seme formálně

f(ϕ(x))− f(ϕ(x0))
x− x0

=
f(y)− f(y0)

y − y0
· ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
,

kde y = ϕ(x), y0 = ϕ(x0), zdá se, že výsledek plyne okamžitě z definice derivace. Může se však
stát, že ϕ(x) = ϕ(x0) i pro x 6= x0 a tam náš postup selže.

Označme F (x) = f(ϕ(x)). Máme dokázat, že

F ′(x0) = lim
x→x0

f(ϕ(x))− f(ϕ(x0))
x− x0

= f ′(y0) · ϕ′(x0).

Definujme funkci Φ předpisem

Φ(y) =


f(y)−f(y0)

y−y0 − f ′(y0) pro y 6= y0

0 pro y = y0.

Poněvadž je lim
y→y0

Φ(y) = f ′(y0) − f ′(y0) = 0, je funkce Φ spojitá v bodě y0. Funkce ϕ je spojitá

v bodě x0, protože má vlastńı derivaci v tomto bodě. Tedy složená funkce Φ(ϕ(x)) je spojitá
v bodě x0, tj. lim

x→x0
Φ(ϕ(x)) = Φ(ϕ(x0)) = Φ(y0) = 0. Dále plat́ı

Φ(ϕ(x)) =
f(ϕ(x))− f(ϕ(x0))

ϕ(x)− ϕ(x0)
− f ′(y0) pro ϕ(x) 6= y0.

Po jednoduché úpravě odtud dostaneme, že pro každé x 6= x0 [x ∈ D(ϕ) ] takové, že ϕ(x) 6= y0
plat́ı

[ Φ(ϕ(x)) + f ′(y0) ]
ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
=
f(ϕ(x))− f(ϕ(x0))

x− x0
.

Tento vztah ale plat́ı i pro taková x 6= x0, pro něž je ϕ(x) = y0. Nyńı je

F ′(x0) = lim
x→x0

F (x)− F (x0)
x− x0

= lim
x→x0

f(ϕ(x))− f(ϕ(x0))
x− x0

= lim
x→x0

[Φ(ϕ(x)) + f ′(y0)]
ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
=

=
[

lim
x→x0

Φ(ϕ(x)) + lim
x→x0

f ′(y0)
]

lim
x→x0

ϕ(x)− ϕ(x0)
x− x0

= f ′(y0) · ϕ′(x0).
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Poznámky: 1. Jestliže označ́ıme y = f(ϕ(x)), pak je podle předchoźı věty y′ = f ′(ϕ(x))·ϕ′(x),
tedy derivaci vněǰśı funkce násob́ıme derivaćı vnitřńı funkce.

2. Předchoźı věty jsou podstatné pro výpočet derivaćı a je třeba je dobře znát.

3. Jestliže v definici derivace bod x0 nahrad́ıme libovolným bodem x, je f ′(x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

a derivace funkce f(x) je opět funkce, kterou budeme značit f ′(x).

Derivace základńıch elementárńıch funkćı.

1. Je-li f(x) = C (konstanta), je f ′(x) = 0 pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

C − C

h
= 0.

2. Je-li f(x) = xn pro n ∈ N, je f ′(x) = nxn−1 pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz:

f ′(x) = lim
h→0

(x+ h)n − xn

h
= lim
h→0

{
nxn−1 +

(
n

2

)
xn−2h+ · · ·+ hn−1

}
= nxn−1.

3. Je-li f(x) = ex, je f ′(x) = ex pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz:

f ′(x) = lim
h→0

ex+h − ex

h
= ex lim

h→0

eh − 1
h

= ex.

4. Je-li f(x) = lnx, je f ′(x) = 1
x pro x ∈ (0,+∞).

Důkaz: Plat́ı

y = lnx⇐⇒ x = ey, tedy [ lnx ]′ =
1

[ey]′
=

1
ey

=
1
x
.

5. Je-li f(x) = sinx, je f ′(x) = cosx pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz:

f ′(x) = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

= lim
h→0

2 sin h
2 cos

(
x+ h

2

)
h

= lim
h→0

sin h
2

h
2

· cos
(
x+

h

2

)
= cosx.

6. Je-li f(x) = cosx, je f ′(x) = − sinx pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz:

f ′(x) = lim
h→0

cos(x+ h)− cosx
h

= lim
h→0

−2 sin
(
x+ h

2

)
sin h

2

h
= − lim

h→0

sin h
2

h
2

·sin
(
x+

h

2

)
= − sinx.

7. Je-li f(x) = tg x, je f ′(x) = 1
cos2 x pro x ∈ R, x 6= (2k + 1)π2 , k ∈ Z.

Důkaz:

[ tg x ]′ =
[

sinx
cosx

]′
=

cosx cosx− sinx(− sinx)
cos2 x

=
1

cos2 x
.
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8. Je-li f(x) = cotg x, je f ′(x) = − 1
sin2 x

pro x ∈ R, x 6= kπ, k ∈ Z.

Důkaz:
[ cotg x ]′ =

[ cos v
sinx

]′
=
− sinx sinx− cosx cosx

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

9. Je-li f(x) = arcsinx, je f ′(x) = 1√
1−x2 pro x ∈ (−1, 1).

Důkaz: Plat́ı y = arcsinx⇐⇒ x = sin y, tedy

f ′(x) =
1

[ sin y ]′
=

1
cos y

=
1√

1− sin2 y
=

1√
1− x2

,

poněvadž je y ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
a plat́ı tedy cos y > 0.

10. Je-li f(x) = arccosx, je f ′(x) = − 1√
1−x2 pro x ∈ (−1, 1).

Důkaz: Poněvadž plat́ı arcsinx+ arccosx = π
2 pro x ∈ 〈−1, 1〉, dostaneme tvrzeńı okamžitě

zderivováńım této identity.

11. Je-li f(x) = arctg x, je f ′(x) = 1
1+x2 pro x ∈ (−∞,+∞).

Důkaz: Plat́ı y = arctg x⇐⇒ x = tg y a podle věty o derivaci inverzńı funkce dostaneme

[ arctg x ]′ =
1

[ tg y ]′
= cos2 y =

1
1 + tg2y

=
1

1 + x2
.

12. Je-li f(x) = arccotg x, je f ′(x) = − 1
1+x2 pro x ∈ (−∞,+∞).

Důkaz: Tvrzeńı dostaneme okamžitě zderivováńım identity arctg x + arccotg x = π
2 , platné

pro x ∈ (−∞,+∞).

13. Je-li f(x) = ax (a > 0), je f ′(x) = ax lnx pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz: Je ax = eln a

x

= ex ln a. Jestliže polož́ıme u = x ln a, plyne z věty o derivaci složené
funkce, že

[ ax ]′ = ( eu )′ · u′ = ax ln a.

14. Je-li f(x) = loga x (a > 0, a 6= 1), je f ′(x) = 1
x ln a pro x ∈ (0,+∞).

Důkaz: Plat́ı y = loga x⇐⇒ ay = x, tedy

[ loga x ]′ =
1

[ ay ]′
=

1
ay ln a

=
1

x ln a
.

15. Je-li f(x) = xn (n ∈ R), je f ′(x) = nxn−1 pro x ∈ (0,+∞).
Důkaz: Plat́ı

[xn ]′ =
[
en ln x

]′
= en ln x · n · 1

x
= nxn−1.

16. Je-li f(x) = shx, je f ′(x) = chx pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz: Je

f ′(x) =
1
2
[
ex − e−x

]′ =
1
2
[
ex + e−x

]
= chx.

17. Je-li f(x) = chx, je f ′(x) = shx pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz: Je

f ′(x) =
1
2
[
ex + e−x

]′ =
1
2
[
ex − e−x

]
= shx.
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18. Je-li f(x) = thx, je f ′(x) = 1
ch2x

pro x ∈ (−∞,+∞).
Důkaz: Plat́ı

f ′(x) =
[

shx
chx

]′
=

ch2x− sh2x

ch2x
=

1
ch2x

.

19. Je-li f(x) = cthx, je f(x) = − 1
sh2x

pro x ∈ R− {0}.
Důkaz: Je

f ′(x) =
[

chx
shx

]′
=

sh2x− ch2x

sh2x
= − 1

sh2x
.

20. Je-li f(x) = argshx, je f ′(x) = 1√
1+x2 pro x ∈ (−∞,+∞).

Důkaz: Poněvadž plat́ı y = argshx⇐⇒ x = sh y, je tedy

f ′(x) =
1

[ sh y ]′
=

1
ch y

=
1√

1 + sh2x
=

1√
1 + x2

.

21. Je-li f(x) = argchx, je f ′(x) = 1√
x2−1

pro x ∈ (1,+∞).

Důkaz: Je y = argchx⇐⇒ x = ch y pro y ∈ 〈0,+∞) a tedy

f ′(x) =
1

[ ch y ]
=

1
sh y

=
1√

ch2y − 1
=

1√
x2 − 1

.

22. Je-li f(x) = argthx, je f ′(x) = 1
1−x2 pro x ∈ (−1, 1).

Důkaz: Plat́ı y = argthx⇐⇒ x = th y, tedy

f ′(x) =
1

[ th y ]′
= ch2y =

1
1− th2y

=
1

1− x2
.

23. Je-li f(x) = argcthx, je f ′(x) = 1
1−x2 pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Důkaz: Plat́ı y = argcthx⇐⇒ x = cth y, tedy

f ′(x) =
1

[ cth y ]′
= −sh2y =

1
1− cth2y

=
1

1− x2
.

Poznámka: Uvedené vzorce s výjimkou vzorc̊u 20−23 se použ́ıvaj́ı tak často, že je bezpodmı́-
nečně nutné je znát zpaměti. Stejně tak je třeba se naučit natolik derivovat, že budeme schopni
mechanicky vypoč́ıtat derivaci libovolné funkce.

Př́ıklady: 1. Vypočtěte derivaci funkce y = 3arctg (x sin x+ 3√cotg x ).

Řešeńı: Pro začátek je vhodné si danou funkci rozepsat pomoćı řetězce základńıch ele-
mentárńıch funkćı. Je tedy

y = 3u, u = arctg v, v = x sinx+ 3
√
w, w = cotg x.

Odtud podle věty o derivaci složené funkce dostaneme

y′ = 3u lnu · u′ = 3u lnu · 1
1 + v2

· v′ = 3u ln 3 · 1
1 + v2

( sinx+ x cosx+
1
3
w−

2
3 · w′ ) =

= 3u ln 3 · 1
1 + v2

{
sinx+ x cosx+

1
3
w−

2
3 ·
(
− 1

sin2 x

)}
.
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Jestliže se vrát́ıme k p̊uvodńı proměnné, dostaneme

y′ = 3arctg ( x sin x+ 3√cotg x) ln 3
1

1 + (x sinx+ 3
√

cotg x)2
·
{

sinx+ x cosx+
1
3

cotg−
2
3 x

(
− 1

sin2 x

)}
.

2. Najděte derivaci funkce y = xsin x.

Je y = esin x ln x, tedy y′ = xsin x
(
cosx lnx+ sin x

x

)
.

Definice: Bud’ f funkce, x0, h č́ısla. Potom výraz f(x0 + h) − f(x0) nazýváme př́ır̊ustkem
funkce f nebo diferenćı funkce f v bodě x0.

Poznámka: Polož́ıme si nyńı otázku, za jakých podmı́nek je možno př́ır̊ustek funkce f vyjádřit
tak, že jeho rozhoduj́ıćı část bude lineárńı, tedy f(x0 + h) − f(x0)

.= Ah. Pro přesné vyjádřeńı
př́ır̊ustku funkce f budeme požadovat, aby chyba, které se dopust́ıme, byla řádově vyšš́ı než h,
tedy

f(x0 + h)− f(x0) = Ah+ h η(h), kde lim
h→0

η(h) = 0.

Abychom tuto podmı́nku splnili, muśı platit

f(x0 + h)− f(x0)−Ah

h
= η(h), tedy A = lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= f ′(x0).

T́ım dostáváme

Definice: Necht’ funkce f má v bodě x0 vlastńı derivaci. Potom výraz f ′(x0)h nazýváme
diferenciálem funkce f v bodě x0 a znač́ıme df(x0), dy a podobně.

Poznámky: 1. Diferenciál funkce má velmi jednoduchou geometrickou interpretaci. Je to
totiž př́ır̊ustek na tečně, sestrojené v bodě [x0, f(x0) ].

0
x

y

x0

df(x0)

x0+h

4f(x0)

Dále je zřejmé, že přibližné formule

f(x0 + h)− f(x0)
.= df(x0),

neboli f(x0 + h) .= f(x0) + df(x0)

lze pro malá h využ́ıt k přibližnému
výpočtu funkčńıch hodnot.

2. Protože x0 mohl být libovolný bod, budeme jej v daľśım většinou opět značit x. Je-li specielně
f(x) = x, je f ′(x) = 1 a tedy d f(x) = dx = 1 · h a pro diferenciál budeme použ́ıvat tradičńıho,
i když ne zcela přesného značeńı dy = f ′(x) · dx.

3. Jestliže se nyńı ve světle předchoźı poznámky pod́ıváme na symbol pro derivaci d f(x)
dx

nebo dy
dx , lze jej považovat za pod́ıl dvou diferenciál̊u.

3. Diferenciálu je možno použ́ıt k odvozeńı derivace parametricky zadané funkce. Paramet-
rickým vyjádřeńım funkce rozumı́me dvojici x = ϕ(t), y = ψ(t), kde t ∈ 〈α, β〉. Je-li na př́ıklad
ϕ prostá funkce, je možno psát y = ψ

(
ϕ−1(x)

)
a můžeme si položit otázku, jak se vypoč́ıtá

derivace dy
dx . Podle vzorce pro derivaci složené funkce dostaneme

dy

dx
= ψ′

(
ϕ−1(x)

) [
ϕ−1(x)

]′
=
ψ′(t)
ϕ′(t)

.
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Předpoklad existence ϕ−1 však neńı vždy splněn, [ viz na př́ıklad parametrické rovnice jednotkové
kružnice x = cos t, y = sin t; t ∈ 〈0, 2π〉 ] přesto daný vzorec plat́ı.

Př́ıklady: 1. Vypočtěte přibližně 10
√

1000.

Řešeńı: Uvažme funkci f(x) = n
√
an + x. Potom je f(0) = a, f ′(0) = 1

nan−1 a dostaneme
tedy přibližnou formuli

n
√
an + x

.= a+
1

nan−1
.

Jestliže nyńı polož́ıme n = 10, a = 2, x = −24, dostaneme 10
√

1000 .= 2 − 24
10·29 = 1, 9951125.

zat́ımco přesněǰśı hodnota je 1, 9952623.
Analogicky je možno pro malá x odvodit přibližné formule

√
1 + x

.= 1 +
1
2
x; ex

.= 1 + x; ln(1 + x) .= x; sinx .= x; tg x .= x

a pod.

2. Bud’te x = ϕ(t), y = ψ(t) funkce, které maj́ı v intervalu I derivace a ϕ′(t) 6= 0 v I. Potom
existuje derivace dy

dx = ψ′(t)
ϕ′(t) .

Důkaz: Plat́ı dydx = ψ′(t) dt
ϕ′(t) dt = ψ′(t)

ϕ′(t) .

6.2 Derivace a diferenciály vyšš́ıch řád̊u.

Definice: Bud’ f funkce, která má derivaci f ′. Derivaci funkce f ′ (pokud existuje) nazýváme
druhou derivaćı funkce f a znač́ıme f ′′. Obecně derivaci (n − 1)−vé derivace nazýváme n−tou
derivaćı (nebo derivaćı n−tého řádu) a znač́ıme f (n).

Poznámky: 1. Alternativńı značeńı pro druhou derivaci jsou

f ′′(x),
d2f

dx2
,
d2f(x)
dx2

, y′′,
d2y

dx2

a podobně. Analogicky pro n−tou derivaci.

f (n)(x),
dnf

dxn
,
dnf(x)
dxn

, y(n),
dny

dxn
.

Je-li n = 0, pak polož́ıme f (0)(x) = f(x).

2. Podle definice druhé derivace je

f ′′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)
h

= lim
h→0

lim
k→0

{
f(x0+h+k)−f(x0+h)

k − f(x0+k)−f(x0)
k

}
h

.

Jestliže máme zaručenu existenci f ′′(x0), můžeme položit k = h a dostaneme

f ′′(x0) = lim
h→0

f(x0 + 2h)− 2 f(x0 + h) + f(x0)
h2

.

Polož́ıme-li k = −h, dostaneme analogicky

f ′′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− 2 f(x0) + f(x0 − h)
h2

.
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Věta: (Leibnizova formule)
Maj́ı-li funkce u, v v bodě x0 derivace až do řádu n−tého, má v tomto bodě n−tou derivaci i

součin u · v a plat́ı

(u · u)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k) v(k), kde u(0) = u, v(0) = v.

Důkaz: Provede se úplnou indukćı jako d̊ukaz binomické věty.

Př́ıklady: 1. Najděte n−tou derivaci funkce y = lnx.

Řešeńı: Plat́ı

y′ =
1
x
, y′′ = − 1

x2
, y′′′ =

2
x3
, yIV = − 3!

x4
a odtud indukćı y(n) = (−1)n−1 (n− 1)!

xn
.

2. Vypočtěte n−tou derivaci funkce y = x2 ex.

Řešeńı: Položme v = x2, u = ex. Potom je

v′ = 2x, v′′ = 2, v′′′ = 0, . . . , v(n) = 0, u′ = ex, u′′ = ex, . . . , u(n) = ex

a podle Leibnizovy formule plat́ı y(n) = x2ex + 2nx ex + n(n− 1) ex.

3. Vypočtěte d2y
dx2 , je-li x = ϕ(t), y = ψ(t).

Řešeńı: Podle př́ıkladu z konce předchoźıho paragrafu je dy
dx = ψ′(t)

ϕ′(t) , tedy pro druhou derivaci
plat́ı

d2y

dx2
=
d
(
dy
dx

)
dx

=
d
(
ψ′(t)
ϕ′(t)

)
ϕ′(t) dt

=
ϕ′(t)ψ′′(t)− ϕ′′(t)ψ′(t)

[ϕ′(t) ]3
.

T́ımto zp̊usobem můžeme pokračovat dále při výpočtu d3y
dx3 atd.

Poznámka: Uváž́ıme-li diferenciál funkce dy = f ′(x) dx, je to funkce proměnné x a též
př́ır̊ustku h (nebo dx). Jestliže předpokládáme, že h je v každém bodě x stejné, dostaneme funkci
jedné proměnné a můžeme se ptát, jak vypadá diferenciál této funkce, neboli d(dy). T́ım se
dostáváme k definici diferenciálu n−tého řádu.

Definice: Bud’ dána funkce y = f(x). Jestliže existuje diferenciál funkce dy, nazýváme jej
diferenciálem druhého řádu a znač́ıme d2y.
Obecně diferenciál n−tého řádu definujeme předpisem dny = d

(
dn−1y

)
.

Poznámky: 1. Plat́ı dy = f ′(x) dx, tedy d2y = d (f ′(x) dx) = f ′′(x) dx2. Indukćı odtud
dostaneme, že dny = f (n)(x) dxn.

2. Diferenciál n−tého řádu funkce f tedy existuje právě když existuje n−tá derivace funkce f
a pojem n−tého diferenciálu se zdá býti zbytečný. Jeho d̊uležitost se však ukáže až v souvislosti
s funkcemi v́ıce proměnných. Jestliže však uváž́ıme symbol pro vyjádřeńı n−té derivace dny

dxn , lze
jej považovat za pod́ıl n−tého diferenciálu y ku n−té mocnině dx. To je však sṕı̌s zaj́ımavost, než
že by to prakticky k něčemu bylo.
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6.3 Základńı věty diferenciálńıho počtu.

Definice: Bud’ f funkce, x0 č́ıslo. Řekneme, že f je rostoućı v bodě x0, jestliže existuje č́ıslo
δ > 0 tak, že pro x ∈ (x0 − δ, x0) je f(x) < f(x0) a pro x ∈ (x0, x0 + δ) je f(x) > f(x0).

Řekneme, že f je klesaj́ıćı v bodě x0, jestliže existuje δ > 0 tak,že pro x ∈ (x0 − δ, x0) je
f(x) > f(x0) a pro x ∈ (x0, x0 + δ) je f(x) < f(x0),

Poznámka: Jestliže srovnáme předchoźı definici s definićı funkce rostoućı v intervalu, je vidět,
že funkce f je rostoućı v intervalu (a, b) právě když je rostoućı v každém bodě tohoto intervalu.
Analogicky pro klesaj́ıćı funkci. Pro vyšetřeńı r̊ustu funkce v bodě lze však použ́ıt následuj́ıćı větu.

Věta: 1. Je-li f ′(x0) > 0 (resp. f ′(x0) = +∞), je f rostoućı v bodě x0.
2. Je-li f ′(x0) < 0 (resp. f ′(x0) = −∞), je f klesaj́ıćı v bodě x0.

Důkaz: ad 1. Bud’ f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

> 0. Potom existuje δ > 0 tak, že f(x)−f(x0)
x−x0

> 0

pro 0 < |x − x0| < δ. Tedy pro x ∈ (x0 − δ, x0) je f(x) − f(x0) < 0 t.j. f(x) < f(x0) a pro
x ∈ (x0, x0 + δ) je f(x)− f(x0) > 0. Analogicky dokážeme tvrzeńı 2.

Poznámka: Předchoźı věta udává jednoduchou postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby daná funkce
f byla rostoućı po př́ıpadě klesaj́ıćı v daném intervalu.

! Věta: (Rolleova)
Necht’ funkce f splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. f je spojitá v intervalu 〈a, b〉.
2. f má derivaci (vlastńı nebo nevlastńı) v intervalu (a, b).
3. f(a) = f(b).

Potom existuje alespoň jeden bod c ∈ (a, b) tak, že f ′(c) = 0.

Důkaz: Můžeme předpokládat, že f(a) = f(b) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, zvoĺıme
h(x) = f(x) − f(a), pro niž již tento předpoklad plat́ı a poněvadž [ f(a) ]′ = 0. nic se na tvrzeńı
věty nezměńı.

Je-li nyńı f(x) = 0 pro x ∈ 〈a, b〉, je f ′(x) = 0 pro x ∈ (a, b) a věta plat́ı.
Necht’ existuje bod x1 ∈ (a, b) tak, že f(x1) > 0. Potom existuje bod c ∈ (a, b) tak, že

f(c) = max
x∈〈a,b〉

f(x). Kdyby nyńı bylo f ′(c) > 0 (resp. f ′(c) = +∞), pak existuje δ > 0 tak, že pro

x ∈ (c, c+ δ) je f(x) > f(c). Analogicky je-li f ′(c) < 0 (resp. f ′(c) = −∞), existuje δ > 0 tak, že
pro x ∈ (c− δ, c) je f(x) > f(c). Muśı tedy být f ′(c) = 0.

Př́ıpad, kdy existuje bod x2 ∈ (a, b) tak, že f(x2) < 0, se provede analogicky. Hledaný bod
c ∈ (a, b) je takový, že f(c) = min

x∈〈a,b〉
f(x).

Poznámky:

0 x

y

a bc

1. Rolleova věta má jednoduchou geometrickou inter-
pretaci. Tvrzeńı f ′(c) = 0 ř́ıká, že v bodě c je tečna
ke křivce y = f(x) rovnoběžná s osou x. (Viz obrázek).
Takových bod̊u může být samozřejmě v́ıce.
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2. Jestliže zeslab́ıme některý z předpoklad̊u 1 nebo 2, tvrzeńı věty již neplat́ı, jak je vidět na
následuj́ıćıch obrázćıch.

0 x

y

y = x

0 x

y

a x0 b

V prvém př́ıpadu stač́ı zvolit na př́ıklad y = x pro x ∈ 〈0, 1) , y(1) = 0. Tato funkce neńı
spojitá v intervalu 〈a, b〉. Ve druhé př́ıpadu nemá daná funkce derivaci v bodě x0. Neńı tedy
splněn předpoklad existence derivace v intervalu (a, b). Stač́ı na př́ıklad zvolit funkci y = 1 − |x|
pro x ∈ 〈−1, 1〉. (Je x0 = 0.)

! Věta: (Lagrangeova nebo věta o středńı hodnotě)
Necht’ funkce f splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. Je spojitá v intervalu 〈a, b〉.
2. Má derivaci (vlastńı nebo nevlastńı) v intervalu (a, b).

Potom existuje bod c ∈ (a, b) tak, že f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a .

Důkaz: Je-li f(a) = f(b), dostaneme Rolleovu větu. Položme nyńı

Φ(x) = f(x)− f(a)− x− a

b− a
[ f(b)− f(a) ] .

Potom je Φ spojitá v 〈a, b〉, Φ′(x) = f ′(x)− f(b)−f(a)
b−a existuje pro x ∈ (a, b). Dále Φ(a) = Φ(b) = 0

a podle Rolleovy věty existuje bod c ∈ (a, b) tak, že Φ′(c) = 0, neboli 0 = f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a .

Poznámka:

0 x

y

a c b

Věta o středńı hodnotě má následuj́ıćı geometrickou
interpretaci. Existuje bod c ∈ (a, b) tak, že tečna v
bodě [ c, f(c) ] je rovnoběžná se sečnou, spojuj́ıćı bo-
dy [ a, f(a) ] a [ b, f(b) ]. (Viz obrázek vpravo.)

! Věta: (Cauchyova nebo zobecněná věta o středńı hodnotě)
Bud’te f a g dvě funkce, které splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

1. Jsou spojité v intervalu 〈a, b〉.
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2. V každém bodě intervalu (a, b) existuje derivace f (vlastńı nebo nevlastńı) a vlastńı derivace
funkce g.

3. g′(x) 6= 0 pro x ∈ (a, b).
Potom existuje bod c ∈ (a, b) tak, že f(b)−f(a)

g(b)−g(a) = f ′(c)
g′(c) .

Důkaz: Podle věty o středńı hodnotě existuje bod ξ ∈ (a, b) tak, že

g(b)− g(a) = g′(ξ) (b− a) 6= 0

a oba zlomky ve tvrzeńı věty maj́ı smysl. Položme

F (x) = [ f(x)− f(a) ] [ g(b)− g(a) ]− [ f(b)− f(a) ] [ g(x)− g(a)] .

Funkce F spňuje předpoklady Rolleovy věty a tedy existuje bod c ∈ (a, b) tak, že F ′(c) = 0, neboli

f ′(c) [ g(b)− g(a) ]− g′(c) [ f(b)− f(a) ] = 0,

což po jednoduché úpravě dává tvrzeńı věty.

Poznámky: 1. Jestliže v předchoźı větě polož́ıme g(x) = x, dostaneme větu o středńı hodnotě.

2. Rolleova věta, věta o středńı hodnotě a zobecněná věta o středńı hodnotě jsou základńımi
větami diferenciálńıho počtu. Jednoduché aplikace těchto vět budou uvedeny v následuj́ıćıch
př́ıkladech, složitěǰśım aplikaćım je věnován celý následuj́ıćı paragraf.

Př́ıklady: 1. Ukažte, že pro libovolná x, y ∈ R plat́ı | sinx− sin y | ≤ |x− y |.

Důkaz: Je-li x = y, pak tvrzeńı plat́ı. Necht’ x < y. Použit́ım věty o středńı hodnotě na
interval 〈x, y〉 dostaneme, že existuje bod c ∈ (x, y) tak, že

sinx− sin y
x− y

= cos c, tedy
∣∣∣∣ sinx− sin y

x− y

∣∣∣∣ = | cos c| ≤ 1

a odtud plyne tvrzeńı.

2. Bud’ Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0, an 6= 0 polynom s reálnými koeficienty
a necht’ jsou všechny kořeny algebraické rovnice Pn(x) = 0 reálné. Potom maj́ı všechny polynomy
P ′
n(x), P

′′
n (x), . . . také pouze reálné kořeny.

Důkaz: Stač́ı zřejmě ukázat, že polynom P ′
n(x) má pouze reálné kořeny.

a) Necht’ α1 < α2 < · · · < αn jsou kořeny rovnice Pn(x) = 0, tedy všechny jsou jednoduché.
Podle Rolleovy věty existuj́ı č́ısla β1 ∈ (α1, α2), β2 ∈ (α2, α3), . . . , βn−1 ∈ (αn−1, αn) tak,že
P ′
n(βi) = 0 pro i = 1, 2, . . . , n− 1.

b) Má-li polynom Pn(x) k−násobný kořen α, pak α je (k−1)−násobný kořen polynomu P ′
n(x).

Skutečně P (x) lze psát ve tvaru P (x) = (x− α)kQ(x), kde Q(α) 6= 0. Potom

P ′(x) = k(x−α)k−1Q(x)+(x−α)kQ′(x) = (x−α)k−1 [ k Q(x) + (x− α)Q′(x)] = (x−α)k−1R(x),

kde R(α) = k Q(α) 6= 0.
c) Bud’te nyńı α1 < α2 < · · · < αp kořeny polynomu Pn(x) s násobnostmi k1, k2, . . . , kp

a uvažme interval 〈α1, α2〉. Podle bodu b) má P ′
n(x) kořeny α1, α2 s násobnostmi k1 − 1, k2 − 1

a podle a) existuje β1 ∈ (α1, α2) tak, že P ′
n(β1) = 0. Jestliže pokračujeme stejným zp̊usobem pro

intervaly 〈α2, α3〉, . . . , 〈αp−1, αp〉, dostaneme tvrzeńı.
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6.4 Užit́ı diferenciálńıho počtu.

Poznámky: 1. V tomto paragrafu ukážeme 3 aplikace vět středńı hodnotě a sice l’Hôspitalovo
pravidlo, Taylor̊uv vzorec a metody vyšetřováńı pr̊uběhu funkce.

2. Při vyšetřováńı limity pod́ılu lim
x→c

f(x)
g(x) lze použ́ıt př́ıslušné věty za předpokladu, že limity

čitatele i jmenovatele existuj́ı, jsou vlastńı a lim
x→c

g(x) 6= 0. Věta tedy nedává žádnou odpověd’

v př́ıpadě, že lim
x→c

g(x) = 0 nebo je-li některá z limit nevlastńı po př́ıpadě neexistuje. Neńı těžké

zjistit, že lim
x→c

∣∣∣ f(x)
g(x)

∣∣∣ = +∞, je-li lim
x→c

f(x) 6= 0 a lim
x→c

g(x) = 0. Je-li f(x) omezená v jistém okoĺı

bodu c a lim
x→c

|g(x)| = +∞, pak lim
x→c

f(x)
g(x) = 0. Stejně tak, je-li lim

x→c
g(x) vlastńı a lim

x→c
|f(x)| = +∞,

pak lim
x→c

∣∣∣ f(x)
g(x)

∣∣∣ = +∞. Nerozhodnuté z̊ustávaj́ı dva př́ıpady a sice je-li

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

g(x) = 0 nebo lim
x→c

|f(x)| = lim
x→c

|g(x)| = +∞.

V těchto př́ıpadech může pomoci l’Hôspitalovo pravidlo.

Věta: (Prvńı l’Hôspitalovo pravidlo)
Necht’ lim

x→c
f(x) = lim

x→c
g(x) = 0. Jestliže existuje lim

x→c

f ′(x)
g′(x) (vlastńı nebo nevlastńı), pak existuje

i lim
x→c

f(x)
g(x) a plat́ı

lim
x→c

f(x)
g(x)

= lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

.

Analogická věta plat́ı i pro jednostranné limity.

Důkaz: Dokážeme tvrzeńı věty pro limitu zprava v bodě c. Položme f(c) = g(c) = 0. Dále
existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (c, c+ δ) má smysl f

′(x)
g′(x) (existuje totiž lim

x→c+

f ′(x)
g′(x) ) a tedy g′(x) 6= 0.

Pro libovolné x ∈ (c, c + δ) jsou funkce f a g spojité v intervalu 〈c, x〉 a podle zobecněné věty
o středńı hodnotě existuje ξ ∈ (c, x) tak, že

f(x)
g(x)

=
f(x)− f(c)
g(x)− g(c)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

jestliže x→ c+, pak ξ → c+ a tedy

lim
x→c+

f(x)
g(x)

= lim
x→c+

f ′(x)
g′(x)

.

Poznámky: 1. Je-li v předchoźı větě lim
x→c

f ′(x) = lim
x→c

g′(x) = 0, můžeme opakovaně použ́ıt
tvrzeńı věty, tedy

lim
x→c

f(x)
g(x)

= lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→c

f ′′(x)
g′′(x)

.

Obecně, jestliže

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

f ′(x) = · · · = lim
x→c

f (k−1)(x) = lim
x→c

g(x) = lim
x→c

g′(x) = · · · = lim
x→c

g(k−1)(x) = 0

a existuje lim
x→c

f(k)(x)
g(k)(x)

, pak existuj́ı i lim
x→c

f(i)(x)
g(i)(x)

pro i = 0, 1, . . . , i− 1 a jsou si všechny rovny.
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2. Jestliže lim
x→c

f ′(x)
g′(x) neexistuje, nelze o limitě lim

x→c

f(x)
g(x) předem nic ř́ıci. Uvažme na př́ıklad

lim
x→0

x2 sin 1
x

sin x . Po formálńım použit́ı l’Hôspitalova pravidla dostaneme lim
x→0

2x sin 1
x−cos 1

x

cos x . Tato limita

však neexistuje, poněvadž lim
x→0

cos 1
x neexistuje. Plat́ı však

lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx
= lim
x→0

x

sinx
· lim
x→0

x sin
1
x

= 0.

Př́ıklad:

lim
x→0

ex − e−x − 2x
x3

= lim
x→0

ex + e−x − 2
3x2

= lim
x→0

ex − e−x

6x
= lim
x→0

e2x − 1
2x

· lim
x→0

1
3ex

=
1
3
.

Věta: (Druhé l’Hôspitalovo pravidlo)
Bud’ lim

x→c
|g(x)| = +∞ a necht’ existuje lim

x→c

f ′(x)
g′(x) (vlastńı nebo nevlastńı). Potom existuje také

lim
x→c

f(x)
g(x) a plat́ı

lim
x→c

f(x)
g(x)

= lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

.

Důkaz: Důkaz provedeme opět pouze pro limitu zprava. Poněvadž existuje lim
x→c+

f ′(x)
g′(x) = A

a lim
x→c+

|g(x)| = +∞ , plyne odtud, že existuje č́ıslo 4 > 0 tak, že pro ∀x ∈ (c, c + 4) existuj́ı

derivace f ′(x) a g′(x) a g′(x) 6= 0 6= g(x) . Jestliže nyńı zvoĺıme c < x < x1 < c +4 , pak podle
zobecněné věty o středńı hodnotě existuje ξ ∈ (x, x1) tak, že

f(x)− f(x1)
g(x)− g(x1)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

, neboli f(x)− f(x1) = [ g(x)− g(x1) ]
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

po vyděleńı g(x) a jednoduché úpravě dostaneme

f(x)
g(x)

=
(

1− g(x1)
g(x)

)
f ′(ξ)
g′(ξ)

+
f(x1)
g(x)

, x < ξ < x1 .

Nyńı budeme rozlǐsovat 3 př́ıpady.

α) A = 0 . Zvolme ε > 0 libovolně. Potom existuje δ1 > 0 (volme δ1 < 4) tak, že pro

ξ ∈ (c, c+ δ1) je
∣∣∣∣f ′(ξ)g′(ξ)

∣∣∣∣ < 1
2
ε .

Jestliže zvoĺıme x1 = c+ δ1 , plat́ı, že ξ ∈ (c, c+ δ1) a dostaneme odhad∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣ < ε

2
+

1
|g(x)|

{ε
2
|g(x1)|+ |f(x1)|

}
pro c < x < c+ δ1 .

Poněvadž je lim
x→c+

|g(x)| = +∞ , existuje δ2 > 0 tak, že

1
|g(x)|

{ε
2
|g(x1)|+ |f(x1)|

}
<
ε

2
pro x ∈ (c, c+ δ2) .
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[
Stač́ı volit taková x , že |g(x)| > 2

ε

{
ε
2 |g(x1)|+ |f(x1)|

} ]
. Polož́ıme-li nyńı δ = min{δ1, δ2} ,

plat́ı pro x ∈ (c, c+ δ) odhad∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣ < ε , neboli lim
x→c+

f(x)
g(x)

= 0 .

β) Necht’ A ∈ R− {0} a položme F (x) = f(x)−Ag(x) . Potom plat́ı

lim
x→c+

F ′(x)
g′(x)

= lim
x→c+

{
f ′(x)
g′(x)

−A

}
= 0

a podle př́ıpadu α) je lim
x→c+

F (x)
g(x) = 0 , neboli

lim
x→c+

f(x)
g(x)

= lim
x→c+

{
F (x)
g(x)

+A

}
= A .

γ) Bud’ A = +∞ .(
Př́ıpad A = −∞ dostaneme okamžitě, jestliže mı́sto pod́ılu f(x)

g(x) vyšetř́ıme − f(x)
g(x)

)
. Zvolme

K > 0 libovolně. Potom existuje δ1 > 0 (δ1 < 4) tak, že

f ′(ξ)
g′(ξ)

> 2(K + 1) pro c < ξ < c+ δ1 .

Jestliže polož́ıme opět x1 = c+ δ1 , existuje δ2 > 0 tak, že plat́ı

|g(x)| > 2|g(x1)| ; |g(x)| > |f(x1)| pro x ∈ (c, c+ δ2) .

Položme δ = min{δ1, δ2} . Potom pro x ∈ (c, c+ δ) plat́ı∣∣∣∣f(x1)
g(x)

∣∣∣∣ < 1 ;
∣∣∣∣g(x1)
g(x)

∣∣∣∣ < 1
2
, tedy 1− g(x1)

g(x)
>

1
2

a odtud plyne, že

f(x)
g(x)

>
1
2
· 2(K + 1)−

∣∣∣∣f(x1)
g(x)

∣∣∣∣ > K pro x ∈ (c, c+ δ) ,

je tedy lim
x→c+

f(x)
g(x) = +∞ .

Poznámky: 1. Zněńı předchoźı věty ukazuje, že vlastně nepotřebujeme informaci o limitě
lim
x→c

f(x), i když jej́ı dominantńı použit́ı je na př́ıpad, že lim
x→c

|f(x)| = lim
x→c

|g(x)| = +∞.

2. Z d̊ukaz̊u obou l’Hôspitalových pravidel plyne, že jsou d̊usledkem zobecněné věty o středńı
hodnotě.

3. L’Hôspitalovo pravidlo plat́ı i pro limity v nevlastńıch bodech. Je-li na př́ıklad

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0

a polož́ıme F (t) = f
(

1
t

)
, G(t) = g

(
1
t

)
, pak plat́ı

lim
t→0+

F (t) = lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = lim
t→0+

G(t) = 0 .

Dále F ′(t) = − 1
t2 f

′ ( 1
t

)
, G′(t) = − 1

t2 g
′ ( 1

t

)
a tedy

lim
t→0+

F (t)
G(t)

= lim
t→0+

F ′(t)
G′(t)

= lim
t→0+

f ′
(

1
t

)
g′
(

1
t

) = lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→+∞

f(x)
g(x)

.
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4. L’Hôspitalova pravidla se týkaj́ı limit, které bychom mohli nazvat neurčitými výrazy
a budeme je symbolicky značit ”

0
0“ a ”

∞
∞“ . Jestliže vyšetřujeme limitu tvaru lim

x→c
f(x) g(x) , kde

lim
x→c

f(x) = 0, lim
x→c

|g(x)| = +∞, dostaneme daľśı neurčitý výraz ”0 · ∞“. Pro limitu rozd́ılu dvou

funkćı lim
x→c

[ f(x) − g(x) ] dostaneme neurčitý výraz ”∞−∞“ , je-li lim
x→c

f(x) = lim
x→c

g(x) = ±∞.

V souvislosti s limitou lim
x→c

[ f(x) ]g(x) vznikaj́ı daľśı neurčité výrazy ”1
∞“ , ”0

0“ , ”∞
0“ , ”0

∞“ . Po
vhodné úpravě je možno při výpočtu všech těchto limit už́ıt l’Hôspitalova pravidla.

5. L’Hôspitalovo pravidlo dává též možnost srovnáńı rychlosti r̊ustu r̊uzných funkćı. Je např.

lim
x→+∞

xa

eεx
= 0 , ε > 0 , a ∈ R; lim

x→+∞

lna x
xε

= 0 , ε > 0 , a ∈ R; lim
x→0+

xε lnk x = 0 , ε > 0, k ∈ N .

Př́ıklady:

1. lim
x→0+

ln sin 2x
ln sinx

= lim
x→0+

2 cos 2x
sin 2x
cos x
sin x

= lim
x→0+

{
2x

sin 2x
· sinx

x
· cos 2x

cosx

}
= 1.

2. lim
x→+∞

{ (π − 2arctg x ) lnx } = lim
x→+∞

π − 2 arctg x
ln−1 x

= lim
x→+∞

− 2
1+x2

− 1
x ln−2 x

=

= lim
x→+∞

2x ln2 x

1 + x2
= lim
x→+∞

2 ln2 x+ 4 lnx
2x

= lim
x→+∞

2 lnx+ 2
x

= lim
x→+∞

2
x

= 0.

3. lim
x→0

{
cotg x− 1

x

}
= lim
x→0

x cosx− sinx
x sinx

= lim
x→0

−x sinx
x cosx+ sinx

= lim
x→0

− sinx
cosx+ sin x

x

= 0 .

4. lim
x→0

{
ax − x ln a
bx − x ln b

} 1
x2

= lim
x→0

e
ln(ax−x ln a)−ln(bx−x ln b)

x2 = eA,

kde

A = lim
x→0

ln(ax − x ln a)− ln(bx − x ln b)
x2

= lim
x→0

(ax−1) ln a
ax−x ln a −

(bx−1) ln b
bx−x ln b

2x
=

=
1
2

lim
x→0

{
ax − 1
x ln a

· ln2 a

ax − x ln a
− bx − 1
x ln b

· ln2 b

bx − x ln b

}
=

1
2
(
ln2 a− ln2 b

)
.

Hledaná limita je tedy e
1
2 (ln2 a−ln2 b).

Poznámka: Je-li dána funkce f , může být jej́ı pr̊uběh v okoĺı nějakého bodu značně komp-
likovaný. Pokuśıme se ji tedy v okoĺı takového bodu aproximovat jednodušš́ı funkćı. K poměrně
jednoduchým funkćım patř́ı polynomy a budeme tedy uvažovat přibližné vyjádřeńı

f(x) ≈ c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · ·+ cn(x− a)n = Pn(x).

Má-li funkce f v bodě a derivace až do řádu n−tého, můžeme nav́ıc požadovat, aby platilo

f(a) = Pn(a), f ′(a) = P ′
n(a), . . . , f

(n)(a) = P (n)
n (a),

Jestliže provedeme př́ıslušné výpočty, zjist́ıme, že polynom Pn je těmito podmı́nkami určen jed-
noznačně a plat́ı

c0 = f(a) , c1 =
f ′(a)

1!
, . . . , cn =

f (n)(a)
n!

.

70



Jestliže funkci f(x) v okoĺı bodu a nahrad́ıme polynomem Pn(x), dopust́ıme se chyby, kterou
budeme označovat Rn+1(x). Tedy f(x) = Pn(x) +Rn+1(x).

Definice: Bud’ f funkce, která má v bodě a derivace až do řádu n−těho. Potom polynom

Pn(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k

nazývámeTaylorovým polynomem n−tého stupně funkce f. Je-li a = 0, pak polynom

Pn(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)
k!

xk

nazýváme Maclaurinovým polynomem.

Věta: (Taylorova)
Necht’ má funkce f derivace až do řádu (n + 1)−vého v otevřeném intervalu I a bud’te

a, x ∈ I dva body. Definujme Rn+1(x) rovnićı

Rn+1(x) = f(x)− Pn(x) , kde Pn(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k.

Bud’ ϕ funkce, která má v intervalu I nenulovou derivaci. Potom existuje bod ξ, lež́ıćı mezi body
a, x tak, že

Rn+1(x) =
(x− ξ)n

n!
· ϕ(x)− ϕ(a)

ϕ′(ξ)
· f (n+1)(ξ).

Je-li specielně ϕ(t) = (x− t)n+1 , je

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

(x− a)n+1 [ Lagrange̊uv tvar zbytku ].

Pro ϕ(t) = t dostaneme

Rn+1(x) =
(x− ξ)n (x− a)

n!
f (n+1)(ξ) [ Cauchẙuv tvar zbytku ].

Důkaz: Definujme funkci F předpisem

F (t) = f(x)−
n∑
k=0

f (k)(t)
k!

(x− t)k.

Potom je F (x) = 0, F (a) = Rn+1(x), funkce F má v intervalu I derivaci a plat́ı

F ′(t) = −f (n+1)(t)
(x− t)n

n!
.

Je totiž

F ′(t) = −
n∑
k=0

f (k+1)(t)
k!

(x− t)k +
n∑
k=1

f (k)(t)
(k − 1)!

(x− t)k−1.

Jestliže ve druhé sumě změńıme sč́ıtaćı index, dostaneme

F ′(t) = −
n∑
k=0

f (k+1)(t)
k!

(x− t)k +
n−1∑
l=0

f (l+1)(t)
l!

(x− t)l = −f
(n+1)(t)
n!

(x− t)n.
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Podle zobecněné věty o středńı hodnotě existuje bod ξ mezi body a, x tak, že

F (x)− F (a)
ϕ(x)− ϕ(a)

=
F ′(ξ)
ϕ′(ξ)

a odtud

F (a) = Rn+1(x) =
ϕ(x)− ϕ(a)

ϕ′(ξ)
· f (n+1)(ξ) · (x− ξ)n

n!
.

Je-li nyńı ϕ(t) = (x− t)n+1, pak ϕ′(t) = −(n+ 1)(x− t)n, ϕ(x) = 0, ϕ(a) = (x− a)n+1, neboli

Rn+1(x) =
−(x− a)n+1

−(n+ 1)(x− ξ)n
f (n+1)(ξ)

(x− ξ)n

n!
=
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

(x− a)n+1.

Pro ϕ(t) = t dostaneme ϕ′(t) = 1, neboli

Rn+1(x) = (x− a) f (n+1)(ξ)
(x− ξ)n

n!
=

(x− ξ)n(x− a)
n!

f (n+1)(ξ).

Poznámky: 1. Taylorova věta je opět d̊usledkem zobecněné věty o středńı hodnotě a má
mimořádný význam v numerické matematice. Dává možnost přibližného výpočtu funkčńıch hodnot
i odhadu chyby, které se dopust́ıme.

2. Pro pohodlněǰśı odhad bývá někdy vhodné zbytek přepsat. Jestliže polož́ıme x − a = h, je
ξ = a+ Θh, kde 0 < Θ < 1 a zbytky maj́ı tvar

Rn+1(h) =
f (n+1)(a+ Θh)

(n+ 1)!
hn+1 [ Lagrange̊uv tvar ],

Rn+1(h) =
f (n+1)(a+ Θh)

n!
hn+1 (1−Θ)n [ Cauchyúv tvar ].

V Cauchyově tvaru zbytku je totiž x− ξ = a+ h− a−Θh = (1−Θ)h.

Př́ıklady: 1. Najděte Maclaurin̊uv vzorec pro funkci y = ex a vypočtěte
√
e s chybou menš́ı

než 10−6.

Řešeńı: Poněvadž y(n) = ex pro n ∈ N, dostaneme y(0) = 1, y′(0) = 1, . . . , y(n)(0) = 1
a tedy

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+Rn+1(x), kde Rn+1(x) =

eξ

(n+ 1)!
xn+1

a ξ lež́ı mezi 0 a x. Nyńı

√
e = 1 +

1
2

+
1

22 2!
+ · · ·+ 1

2n n!
+Rn+1

(
1
2

)
a hledáme n tak, aby

∣∣Rn+1

(
1
2

)∣∣ < 10−6. Je však Rn+1

(
1
2

)
= eξ

2n+1(n+1)! , kde 0 < ξ < 1
2

a poněvadž eξ ≤ 2, stač́ı nalézt n takové, aby 1
2n(n+1)! <

1
106 , neboli 2n(n + 1)! > 106. K tomu

stač́ı n = 7 a tedy

√
e = 1 +

1
2

+
1

22 2!
+

1
23 3!

+
1

24 4!
+

1
25 5!

+
1

26 6!
+

1
27 7!

= 1, 648 721 168 ,

zat́ımco přesněǰśı hodnota je
√
e
.= 1, 648 721 271 .
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2. Ukažte, kolik člen̊u v Maclaurinově vzorci pro funkci y = cosx je třeba vźıti, aby chyba
v intervalu

〈
−π

4 ,
π
4

〉
byla menš́ı než 10−10.

Řešeńı: Odvod́ıme nejdř́ıve Maclaurin̊uv vzorec pro funkci y = cosx. Je

y′ = − sinx = cos
(
x+

π

2

)
, y′′ = − cosx = cos

(
x+ 2 · π

2

)
, . . . , y(n) = cos

(
x+ n · π

2

)
a odtud

y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1, . . . , y(2k−1) = 0, y(2k) = (−1)k.

Tedy

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+R2n+2(x), kde R2n+2(x) =

(−1)n+1 cos ξ
(2n+ 2)!

x2n+2;

ξ lež́ı mezi 0 a x. Nyńı stač́ı nalézt n tak, aby |R2n+2(x)| < 10−10. Poněvadž je

π

4
< 1 , | cos ξ| < 1 , je |R2n+2(x)| <

1
(2n+ 2)!

≤ 1
1010

.

To je splněno pro n = 6.

3. Najděte maximálńı chybu, které se dopust́ıte při použit́ı přibližné formule
√

1 + x
.= 1+x

2−
x2

8
v intervalu 〈0, 1〉.

Řešeńı:
√

1 + x je speciálńım př́ıpadem obecné mocniny (1+x)m , a proto odvod́ıme Maclarin̊uv
vzorec této funkce. Je-li m přirozené č́ıslo, dostaneme známou binomickou větu

(1 + x)m =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk.

Pro ostatńı m plat́ı y(k) = m(m−1) . . . (m−k+1)(1+x)m−k a definujeme-li binomický koeficient
pro libovolné m předpisem(

m

k

)
=
m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
,

(
m

0

)
= 1,

můžeme psát

(1 + x)m =
n∑
k=0

(
m

k

)
xk +Rn+1(x), kde Rn+1(x) =

(
m

n+ 1

)
xn+1(1−Θ)n (1 + Θx)m−n−1 ;

0 < Θ < 1 . Pro m = 1
2 je( 1

2

k

)
=

1
2

(
1
2 − 1

)
. . .
(

1
2 − k + 1

)
k!

=
(−1)k−1(2k − 3)!!

(2k)!!
, k ≥ 2.

Tedy
√

1 + x = 1 +
x

2
+

n∑
k=2

(−1)k−1(2k − 3)!!
(2k)!!

xk +Rn+1(x), kde

Rn+1(x) =
(−1)n (1−Θ)n(2n− 1)!!
(2n+ 2)!! (1 + Θx)n+1/2

xn+1; 0 < Θ < 1.

V našem př́ıpadě je n = 2 a pro x ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

|R3(x)| = x3

(
1−Θ

1 + Θx

)2

· 1
16
· 1√

1 + Θx
≤ 1

16
.
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Je totiž 1−Θ
1+Θ x ≤ 1 a stejně 1√

1+Θ x
≤ 1.

4. Vypočtěte lim
x→0

cos x−e−
x2
2

x4 .

Řešeńı: Jestliže použijeme Maclaurinova vzorce pro funkce cosx a et pro t = −x2

2 , dostaneme

cosx = 1− x2

2
+
x4

24
− cos ξ

6!
x6 , e−

x2
2 = 1− x2

2
+
x4

8
− e−

ϑ2
2

8 · 3!
x6 .

Po dosazeńı a jednoduché úpravě je

lim
x→0

cosx− e−
x2
2

x4
= lim
x→0

{
1
24
− 1

8
+ x2

(
e−

ϑ2
2

8 · 3!
− cos ξ

6!

)}
= − 1

12
.

Poznámky: 1. Předchoźı př́ıklad ukazuje, že Taylorova vzorce můžeme využ́ıt k efektivńımu
výpočtu limit funkćı. Srovnejte si, o co rychleǰśı je tento zp̊usob výpočtu ve srovnáńı s l’Hôspitalovým
pravidlem.

2. Zbytek tohoto paragrafu bude věnován aplikaćım věty o středńı hodnotě a sice metodám
vyšetřováńı pr̊uběhu funkce.

Definice: Bud’ f funkce, definovaná na množině M ⊂ R a bud’ c vnitřńı bod M. Řekneme,
že f má v bodě c lokálńı maximum (resp. lokálńı minimum), jestliže existuje δ > 0 tak, že pro

x ∈ (c− δ, c+ δ) plat́ı f(x) ≤ f(c) (resp. f(x) ≥ f(c)).

Jestliže existuje δ > 0 tak, že pro

x ∈ (c− δ, c+ δ), x 6= c plat́ı f(x) < f(c) (resp. f(x) > f(c)),

řekneme, že funkce f má v bodě c ostré lokálńı maximum (resp. ostré lokálńı minimum).

Věta: Jestliže pro x0 ∈ IntM je f ′(x0) 6= 0, pak funkce f nemá v bodě x0 extrém.

Důkaz: Plyne okamžitě z definice funkce rostoućı nebo klesaj́ıćı v bodě.

Důsledek: Nutná podmı́nka extrému funkce f v bodě x0 je f ′(x0) = 0 nebo f ′(x0) neexistuje.

Věta: Bud’ f ′(x0) = 0 a necht’ existuje vlastńı derivace funkce f v jistém okoĺı bodu x0.
Potom plat́ı

1. Existuje-li č́ıslo δ > 0 tak, že pro x0 − δ < x < x0 je f ′(x) > 0 a pro x0 < x < x0 + δ je
f ′(x) < 0, má f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

2. Existuje-li č́ıslo δ > 0 tak, že pro x−δ < x < x0 je f ′(x) < 0 a pro x0 < x < x0 + δ je
f ′(x) > 0, má f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

3. Jestliže existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0 je f ′(x) > 0, je f rostoućı v
bodě x0.

4. Jestliže existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0 je f ′(x) < 0, je f klesaj́ıćı v
bodě x0.
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Důkaz: Podle předpokladu existuje α > 0 tak, že funkce f má v intervalu (x0 − α, x0 + α)
derivaci a zvolme δ ≤ α a necht’ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0 je libovolný bod. Funkce f splňuje
v intervalu 〈x0, x〉 (resp. 〈x, x0〉) předpoklady věty o středńı hodnotě, tedy existuje bod η, lež́ıćı
mezi x0 a x tak,že

f(x)− f(x0) = f ′(η)(x− x0).

ad 1. Pro x < x0 je f ′(η) > 0, tedy f(x) < f(x0) a pro x > x0 je f ′(η) < 0, tedy f(x) < f(x0).
Odtud plyne, že f má v bodě x0 ostré lokálńı maximum. Ostatńı př́ıpady se vyšetř́ı analogicky.

Věta: Bud’ f funkce, definovaná na množině M a necht’ nabývá své největš́ı (resp. nejmenš́ı)
hodnoty v bodě c ∈ M. Potom je bod c bud’to hraničńım bodem této množiny nebo je to bod,
v němž má funkce f lokálńı extrém.

Důkaz: Tvrzeńı je zřejmé.

Věta: Necht’ existuj́ı derivace f ′+(x0) a f ′−(x0) r̊uzných znamének. Potom má funkce f v bodě
x0 ostrý lokálńı extrém a to

1. ostré lokálńı maximum, je-li f ′−(x0) > 0 a f ′+(x0) < 0,
2. ostré lokálńı minimum, je-li f ′−(x0) < 0 a f ′+(x0) > 0.

Důkaz: 1. Je f ′−(x0) = lim
x→x0−

f(x)−f(x0)
x−x0

> 0 a tedy existuje δ1 > 0 tak, že pro x ∈ (x0−δ1, x0)

je f(x)−f(x0)
x−x0

> 0, tedy f(x) < f(x0). Analogicky f ′+(x0) = lim
x→x0+

f(x)−f(x0)
x−x0

< 0 a tedy existuje

δ2 > 0 tak, že pro x ∈ (x0, x0+δ2) je f(x)−f(x0)
x−x0

< 0, tedy f(x) < f(x0). Zvoĺıme-li δ = min{δ1, δ2},
dostaneme definici ostrého lokálńıho maxima. Př́ıpad 2 provedeme analogicky.

Př́ıklad: Do řeky o š́ı̌rce a metr̊u úst́ı pod pravým úhlem kanál o š́ı̌rce b metr̊u. Zjistěte
maximálńı délku plavidla, které může z řeky do kanálu vplout.

a

b

A

α
B

Řešeńı: Jestliže si situaci načrtneme, je vidět, že délka
úsečky AB se měńı v závislosti na úhlu α. Nejkratš́ı
z těchto úseček je právě hledaná maximálńı délka plavidla.
Jestliže označ́ıme f(α) délku úsečky AB, pak plat́ı

f(α) =
a

cosα
+

b

sinα
;

f ′(α) =
a sinα
cos2 α

− b cosα
sin2 α

=
a sin3 α− b cos3 α

sin2 α cos2 α
.

Polož́ıme-li f ′(α) = 0, dostaneme podmı́nku tg3α = b
a ,

tedy α0 = arctg 3

√
b
a . Poněvadž je čitatel v f ′(α) rostoućı

funkce α, je pro α < α0 f ′(α) < f ′(α0) = 0 a pro α > α0 0 = f ′(α0) < f(α). Funkce f má tedy
v daném bodě ostré lokálńı minimum

f(α) =
√

1 + tg2α

(
a+

b

tgα

)
, neboli f(α0) =

(
a

2
3 + b

2
3

) 3
2
.

Definice: Řekneme, že funkce f je konvexńı v intervalu I, jestliže pro libovolnou dvojici bod̊u
x1, x2 ∈ I plat́ı

f {tx1 + (1− t)x2} ≤ t f(x1) + (1− t)f(x2) pro t ∈ 〈0, 1〉.
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Řekneme, že f je ryze konvexńı (nebo také striktně nebo ostře konvexńı), jestliže pro libovolnou
dvojici x1, x2 ∈ I, x1 6= x2 a t ∈ (0, 1) plat́ı

f {t x1 + (1− t)x2} < t f(x1) + (1− t)f(x2).

O funkci f řekneme, že je konkávńı, je-li funkce−f konvexńı. Analogicky pro ryze konkávńı funkci.

Poznámky:

0
x

y

x1 tx1+(1−t)x2 x2

1. Z definice konxexńı funkce plyne, že libovolná
funkčńı hodnota f{tx1+(1−t)x2} lež́ı pod spoj-
nićı (nebo na ńı) bod̊uA[x1, f(x1) ] aB[x2, f(x2) ].
(Viz obrázek vlevo). Skutečně, je-li

y = f(x1) +
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x− x1)

spojnice bod̊u A a B, pak pro x = tx1 +(1−t)x2

plat́ı

y = f(x1) +
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x− x1) = f(x1) +

f(x2)− f(x1)
x2 − x1

{(t− 1)x1 + (1− t)x2} =

= f(x1) + (1− t)
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x2 − x1) = t f(x1) + (1− t) f(x2).

Výraz t f(x1) + (1− t) f(x2) nazýváme konvexńı kombinaćı.

2. Vzhledem k předchoźı definici je vidět, že stač́ı vyšetřovat pouze konvexńı funkce. Př́ıslušná
tvrzeńı pro konkávńı funkce odtud okamžitě dostaneme. Je-li nyńı funkce f diferencovatelná, t.j.
má-li v okoĺı jistého bodu x0 vlastńı derivaci, můžeme konvexitu definovat lokálně.

Definice: Necht’ má funkce f derivaci v okoĺı bodu x0. Řekneme, že f je ryze konvexńı
v bodě x0, jestliže existuje δ > 0 tak, že pro 0 < |x − x0| < δ lež́ı bod [x, f(x) ] nad tečnou
y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0). Analogicky pro ryze konkávńı funkci.

Poznámka: Srovnáme-li obě uvedené definice konvexity, plyne odtud, že diferencovatelná
funkce je ryze konvexńı na intervalu I, je-li ryze konvexńı v každém jej́ım vnitřńım bodě. Pro
vyšetřováńı konvexity lze využ́ıt vlastnost́ı 2. derivace.

Věta: Necht’ existuje 2. derivace funkce f v otevřeném intervalu I a bud’ f ′′(x) > 0 v I.
Potom je f ryze konvexńı v I.

Důkaz: Podle Taylorova vzorce plat́ı pro libovolné x0 ∈ I

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1
2
f ′′(ξ)(x− x0)2.

Poněvadž je f ′′(ξ) > 0, plat́ı f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0) a f je ryze konvexńı v bodě x0.

Poznámky: 1. Analogicky, je-li f ′′(x) < 0 v I, je f ryze konkávńı v I.
2. V d̊ukazu předchoźı věty byl využit Taylor̊uv vzorec, poněvadž je d̊ukaz krátký.Věta je však

d̊usledkem věty o středńı hodnotě, jak bude vidět v následuj́ıćım tvrzeńı.
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Věta: Bud’ f ′′(x0) > 0. Potom je f ryze konvexńı v bodě x0. Analogicky, je-li f ′′(x0) < 0, je
f ryze konkávńı v bodě x0.

Důkaz: Necht’ je f ′′(x0) > 0. Potom je funkce f ′ rostoućı v bodě x0 a existuje tedy δ > 0
tak, že pro ξ ∈ (x0 − δ, x0) je f ′(ξ) < f ′(x0) a pro ξ ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x0) < f ′(ξ). Podle věty
o středńı hodnotě plat́ı pro 0 < |x− x0| < δ f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0) a odtud plyne, že

f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Druhé tvrzeńı dostaneme užit́ım funkce −f.

Poznámka: Zbývá charakterizovat body, kde se funkce měńı z konvexńı na konkávńı nebo
naopak. Takovým bod̊um ř́ıkáme inflexńı.

Definice: Funkce f necht’ má v bodě x0 derivaci. Řekneme, že f má v bodě x0 inflexi nebo,
že křivka y = f(x) má v bodě [x0, f(x0) ] inflexńı bod, jestliže plat́ı. Existuje δ > 0 tak, že bud’

1. bod [x, f(x) ] lež́ı pro x0 − δ < x < x0 pod tečnou y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) a pro
x0 < x < x0 + δ nad ńı nebo

2. bod [x, f(x) ] lež́ı pro x0 − δ < x < x0 nad tečnou a pro x0 < x < x0 + δ pod ńı.

Věta: Je-li f ′′(x0) 6= 0, nemá f v bodě x0 inflexi.

Důkaz: Tvrzeńı je zřejmé.

Důsledek: Nutná podmı́nka inflexe v bodě x0 je f ′′(x0) = 0 nebo f ′′(x0) neexistuje.

Věta: Necht’ má funkce f spojitou prvńı derivaci v intervalu (a, b) a předpokládejme, že
existuje f ′′(x) pro x 6= x0, kde x0 ∈ (a, b). Potom plat́ı.

1. Existuje-li δ > 0 tak, že pro x0−δ < x < x0 je f ′′(x) < 0 a pro x0 < x < x0 +δ je f ′′(x) > 0,
má f v bodě x0 inflexi (1. př́ıpad z definice).

2. Existuje-li δ > 0 tak, že pro x0−δ < x < x0 je f ′′(x) > 0 a pro x0 < x < x0 +δ je f ′′(x) < 0,
má f v bodě x0 inflexi (2. př́ıpad z definice).

3. Jestliže existuje δ > 0 tak, že pro 0 < |x − x0| < δ je f ′′(x) > 0, je f ryze konvexńı
v bodě x0.

4. Jestliže existuje δ > 0 tak, že pro 0 < |x − x0| < δ je f ′′(x) < 0, je f ryze konkávńı
v bodě x0.

Důkaz: Zvolme x tak, aby 0 < |x− x0| < δ. Podle věty o středńı hodnotě plat́ı

f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0), kde ξ lež́ı mezi x a x0.

ad 1. Necht’ pro x0 − δ < x < x0 je f ′′(x) < 0, potom je f ′(ξ) > f ′(x0) ( f ′ je klesaj́ıćı) a

f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0) < f ′(x0)(x− x0).

Pro x0 < x < x0 + δ je f ′′(x) > 0, tedy f ′(ξ) > f ′(x0) [ funkce f ′ má v bodě x0 extrém ] a

f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0) > f ′(x0)(x− x0).

Dostáváme tedy 1. př́ıpad z definice. Ostatńı př́ıpady se dokáž́ı analogicky.
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Poznámky: 1. Jestliže si projdeme d̊ukaz předchoźı věty, je vidět, že funkce f má v bodě x0

inflexi právě když f ′ má v bodě x0 ostrý lokálńı extrém.

2. Pro detailněǰśı vyšetřeńı pr̊uběhu funkce je prospěšná i informace o t.zv. asymtotách funkce
f, neboli o ”tečnách v nekonečnu“. Jestliže v nějakém bodě x0 ∈ R plat́ı lim

x→x0±
f(x) = ±∞,

řekneme, že př́ımka x = x0 je asymptotou (nebo svislou asymptotou) funkce f. Př́ıpad x → ±∞
je pokryt následuj́ıćı definićı.

Definice: Bud’ f funkce, definovaná v intervalu (a,+∞). Řekneme, že př́ımka y = kx+ q je
asymptotou křivky f(x), jestliže plat́ı

lim
x→+∞

[ f(x)− (kx+ q) ] = 0.

Analogicky definujeme asymptotu pro x→ −∞.

Věta: Je-li y = kx+ q asymptota křivky f(x) pro x→ +∞, pak plat́ı

k = lim
x→+∞

f(x)
x

, q = lim
x→+∞

[ f(x)− kx ],

pokud obě limity existuj́ı a jsou vlastńı. Analogické tvrzeńı plat́ı pro x→ −∞.

Důkaz: Poněvadž je lim
x→+∞

[ f(x)− (kx+ q) ] = 0, plyne odtud, že

lim
x→+∞

f(x)− (kx+ q)
x

= 0, tedy k = lim
x→+∞

f(x)
x

a q = lim
x→+∞

[ f(x)− kx ].

Př́ıklad: Najděte asymptoty hyperboly x2

a2 − y2

b2 = 1.

Řešeńı: Poněvadž plat́ı y
2

b2 = x2−a2

a2 , dostaname odtud, že | y | = b
a

√
x2 − a2 .

1. Necht’ je y = b
a

√
x2 − a2 (horńı poloviny hyperboly). Potom je

k1 = lim
x→+∞

y

x
=
b

a
lim

x→+∞

√
x2 − a2

x
=
b

a
a analogicky k2 = lim

x→−∞

y

x
= − b

a
.

Dále

q1 = lim
x→+∞

(y − k1x) =
b

a
lim

x→+∞

(√
x2 − a2 − x

)
=
b

a
lim

x→+∞

−a2

√
x2 − a2 + x

= 0 .

Analogicky

q2 = lim
x→−∞

(y − k2x) =
b

a
lim

x→−∞

(√
x2 − a2 + x

)
=
b

a
lim

x→−∞

−a2

√
x2 − a2 − x

= 0 .

2. Bud’ y = − b
a

√
x2 − a2 (dolńı poloviny hyperboly). Potom plat́ı

k3 = lim
x→+∞

y

x
=
b

a
lim

x→+∞

−
√
x2 − a2

x
= − b

a
a analogicky k4 = lim

x→−∞

y

x
=
b

a
.

Nyńı

q3 = lim
x→+∞

(y − k3x) =
b

a
lim

x→+∞

(
−
√
x2 − a2 + x

)
= 0 ; q4 = lim

x→−∞
(y − k4x) = 0 .
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Odtud plyne, že asymptoty maj́ı tvar y = ± b
ax .

Poznámky: i. Daľśı možný postup je ten, že hyperbolu zparametrizujeme. Plat́ı

x = a cht , y = b sht ; t ∈ R

pro pravou větev a
x = −a cht , y = b sht ; t ∈ R

pro levou větev. Daľśı výpočet je jednoduchý.

ii. K vyšetřeńı pr̊uběhu funkce je možno též použ́ıt vyšš́ıch derivaćı, jak bude ukázáno v
následuj́ıćıch dvou větách.

Věta: Bud’ f funkce, definovaná v intervalu (a, b), x0 ∈ (a, b). Necht’ existuje n ∈ N tak, že
f (n)(x0) 6= 0, ale f (k)(x0) = 0 pro 0 < k < n. Potom plat́ı

1. Je-li n sudé, f (n)(x0) > 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

2. Je-li n sudé, f (n)(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

3. Je-li n liché, f (n)(x0) > 0, je f rostoućı v bodě x0.

4. Je-li n liché, f (n)(x0) < 0, je f klesaj́ıćı v bodě x0.

Důkaz: Provedeme indukćı a pouze pro př́ıpad f (n)(x0) > 0. Ostatńı př́ıpady se provedou
analogicky. Pro n = 1 věta plat́ı a předpokládejme jej́ı platnost pro n− 1.
Necht’ dále f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) > 0. Funkce g = f ′ vyhovuje
vztah̊um g′(x0) = · · · = g(n−2)(x0) = 0, g(n−1)(x0) > 0.

α) Je-li n sudé, je n− 1 liché a g je rostoućı v bodě x0. Tedy f má ostré lokálńı minimum.

β) Je-li n liché, je n − 1 sudé a g má v bodě x0 ostré lokálńı minimum. Poněvadž je však
f ′(x0) = 0, je f rostoućı v bodě x0.

Věta: Bud’ f funkce, definovaná v intervalu (a, b), x0 ∈ (a, b). Necht’ existuje přirozené č́ıslo
n > 1 tak, že f (n)(x0) 6= 0, ale f (k)(x0) = 0 pro 1 < k < n. Potom plat́ı.

1. Je-li n liché, f (n)(x0) > 0, má f v bodě x0 inflexi (1. př́ıpad z definice).

2. Je-li n liché, f (n)(x0) < 0, má f v bodě x0 inflexi (2. př́ıpad z definice).

3. Je-li n sudé, f (n)(x0) > 0, je f ryze konvexńı v bodě x0.

4. Je-li n sudé, f (n)(x0) < 0, je f ryze konkávńı v bodě x0.

Důkaz: Provede se analogicky jako u předchoźı věty.

Poznámka: Graf funkce f sestrojujeme proto, abychom źıskali názornou představu o tom,
jak f skutečně vypadá. Při tomto vyšetřováńı bývá vhodné se ř́ıdit podle následuj́ıćıch bod̊u.

a) Najdeme definičńı obor funkce f, zjist́ıme, zda je daná funkce sudá, lichá nebo periodická.
Najdeme (pokud se nám to podař́ı) nulové body f, tedy řeš́ıme rovnici f(x) = 0.

b) Najdeme limity f v krajńıch bodech definičńıho oboru, po př́ıpadě urč́ıme asymptoty.

c) Vypočteme 1. derivaci a najdeme stacionárńı body, t.j. řešeńı rovnice f ′(x) = 0. S t́ım souviśı
nalezeńı interval̊u, kde je f klesaj́ıćı a kde je rostoućı. Vypočteme extrémy a funkčńı hodnoty v
těchto bodech.

d) Vypočteme 2. derivaci, najdeme inflexńı body, dále intervaly, kde je f konvexńı a kde je
konkávńı. Můžeme též nalézt směrnice tečen v inflexńıch bodech (po př́ıpadě tzv. inflexńı tečny).
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e) Nakresĺıme charakteristické body a spoj́ıme. Daný postup nemuśı být samozřejmě dodržen,
ale zaručuje, že na nic nezapomeneme.

Př́ıklad: Vyšetřete pr̊uběh funkce y = x2 e−x a načrtněte jej́ı graf.

Řešeńı: a) Definičńı obor je x ∈ (−∞,+∞), nulový bod x = 0, jinak je x2 e−x > 0.

b) lim
x→+∞

x2 e−x = 0 (dvoj́ım použit́ım l’Hôspitalova pravidla), lim
x→−∞

x2 e−x = +∞.Asymptota

pro x→ +∞ je tedy y = 0, asymptota pro x→ −∞ neexistuje, poněvadž je

lim
x→−∞

f(x)
x

= lim
x→−∞

x e−x = −∞.

c) y′ = (2x − x2)e−x a y′ = 0 pro x = 0 a x = 2. V bodě x = 0 má y ostré lokálńı minimum
y(0) = 0, v bodě x = 2 je ostré lokálńı maximum y(2) = 4e−2 .= 0, 54.

d) y′′ = (x2 − 4x + 2)e−x, y′′ = 0 pro x1 = 2 −
√

2 .= 0, 58 a x2 = 2 +
√

2 .= 3, 41. Oba body
jsou inflexńı a

y(x1)
.= 0, 19; y(x2)

.= 0, 38; y′(x1)
.= 0, 46; y′(x2)

.= −1, 59.

e) Graf vypadá přibližně Doplnit grafem funkce.
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Kapitola 7

Prostor Rn.

7.1 Základńı vlastnosti Rn.

Definice: Prostorem Rn (nebo eukleidovským prostorem) rozumı́me množinu všech uspořádaných
n−tic reálných č́ısel x = (x1, x1, . . . , xn), kde xk ∈ R pro k = 1, 2, . . . , n.

Poznámky: 1. Prostor Rn neńı nic jiného, než kartézský součin reálné př́ımky R samotné se
sebou n−krát, tedy

Rn = R×R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
n− krát.

2. Analogicky jako Rn je možno definovat Cn, tedy množinu všech uspořádaných n−tic kom-
plexńıch č́ısel

Cn = C×C× · · · ×C .︸ ︷︷ ︸
n− krát

Prostor Cn však nebudeme v daľśım použ́ıvat.

3. Prvky Rn budeme pokládat za body nebo za vektory, podle toho, jaká interpretace se
nám bude hodit. Existuje totiž vzájemně jednoznačná korespondence mezi body Rn a vektory
n−rozměrného lineárńıho prostoru. Na př́ıklad v rovině bodu P [x, y] odpov́ıdá vektor −→r = (x, y).
Vektor −→r nazýváme pr̊uvodič nebo radius vektor bodu P . Viz obrázek.

Rn tvoř́ı skutečně n−rozměrný lineárńı prostor, jestliže definujeme součet vektor̊u a násobek
skalárem následuj́ıćım zp̊usobem. Je-li x = (x1, x2, . . . , xn) , y = (y1, y2, . . . , yn) , α ∈ R, pak

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) , αx = (αx1, αx2, . . . , αxn).

Při tom
O = (0, 0, . . . , 0) , −x = (−x1,−x2, . . . ,−xn)

a n−tice
ε1 = (1, 0, . . . , 0) , ε2 = (0, 1, . . . , 0) , . . . , εn = (0, 0, . . . , 1)

tvoř́ı bázi (přirozenou) prostoru Rn.

4. V celé kapitole se budeme zabývat tzv. metrickými vlastnostmi prostoru Rn, které jsou
založeny na tom, že je možno v Rn definovat vzdálenost bod̊u (nebo vektor̊u) a vyšetřuj́ı se jej́ı
vlastnosti
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Definice: Bud’te x = (x1, x2, . . . , xn) , y = (y1, y2, . . . , yn) dva body Rn. Potom jejich
vzdálenost́ı, kterou budeme značit d(x, y), rozumı́me jedno z č́ısel{

n∑
i=1

|xi − yi|p
} 1

p

, kde p ≥ 1 je pevná č́ıslo, nebo max
1≤i≤n

|xi − yi|.

Normu bodu (nebo vektoru) x definujeme jako ‖x‖ = d(x, 0).

Poznámky: 1. Předpis d, podle nějž se měř́ı vzdálenost v Rn, nazýváme metrika. Metrika
má následuj́ıćı vlastnosti:

α) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ Rn , d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

β) d(y, x) = d(x, y) ∀x, y ∈ Rn.

γ) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ Rn (trojúhelńıková nerovnost).

Prvé dvě vlastnosti plynou okamžitě z definice, třet́ı vlastnost vyžaduje o něco deľśı d̊ukaz.

Lemma: Bud’te a, b > 0 , p > 1 , q takové, že 1
p + 1

q = 1. Potom plat́ı

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Důkaz: Nerovnost je zřejmá pro p = q. Potom je p = 2 a plat́ı 2ab ≤ a2 + b2, neboli
ekvivalentně (a− b)2 ≥ 0 a to je v oboru reálných č́ısel vždy pravda.

Je-li p > 1 libovolné, uváž́ıme funkci ϕ(t) = tp

p + t−q

q pro t > 0. Tato funkce má pro t = 1
minimum ϕ(1) = 1

p + 1
q = 1. Je totiž ϕ′(t) = tp−1− tq−1 = 0 pro t = 1 a ϕ(t) > 0 pro t > 0. Neboli

1 = ϕ(1) ≤ ϕ(t) pro t > 0. Jestliže polož́ıme t = a1/q · b−1/p, dostaneme

1 ≤ a
p
q b−1

p
+
a−1 b

q
p

p

∣∣∣∣∣ · ab ab ≤ a
p
q +1

p
+
b

q
p +1

q
.

Poněvadž je 1
p + 1

q = 1 | · p | · q, dostaneme 1 + p
q = p , q

p + 1 = q, tedy danou nerovnost.

Věta: (Hölderova nerovnost)
Bud’te a1, . . . , an , b1, . . . , bn nezáporná, p > 1 , 1

p + 1
q = 1. Potom je

n∑
k=1

akbk ≤

{
n∑
k=1

apk

} 1
p

·

{
n∑
k=1

bqk

} 1
q

.

Důkaz: Položme
Ak =

ak{
n∑
i=1

api

} 1
p

, Bk =
bk{

n∑
i=1

bqi

} 1
q

Podle předchoźıho lemmatu je

AkBk ≤
Apk
p

+
Bqk
q
, neboli

akbk{
n∑
i=1

api

} 1
p

·
{

n∑
i=1

bqi

} 1
q

≤
apk

p
n∑
i=i

api

+
bqk

q
n∑
i=1

bqi

.
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Sečteńım těchto nerovnost́ı dostaneme
n∑
k=1

akbk{
n∑
i=1

api

} 1
p
{

n∑
i=1

bqi

} 1
q

≤ 1
p

+
1
q

= 1

a odtud plyne daná nerovnost.

Věta: (Minkowského nerovnost)
Bud’te a1, . . . , an , b1, . . . , bn nezáporná, p ≥ 1. Potom plat́ı{

n∑
k=1

(ak + bk)p
} 1

p

≤

{
n∑
k=1

apk

} 1
p

+

{
n∑
k=1

bpk

} 1
p

.

Důkaz: Je-li p = 1, je nerovnost zřejmá. Je-li p > 1, pak můžeme psát

n∑
k=1

(ak + bk)p =
n∑
k=1

ckak +
n∑
k=1

ckbk, kde ck = (ak + bk)p−1.

Podle Hölderovy nerovnosti plat́ı

n∑
k=1

(ak + bk)p ≤

{
n∑
k=1

cqk

} 1
q

{ n∑
k=1

apk

} 1
p

+

{
n∑
k=1

bpk

} 1
p


a odtud

n∑
k=1

(ak + bk)p{
n∑
k=1

(ak + bk)q(p−1)

} 1
q

≤

{
n∑
k=1

apk

} 1
p

+

{
n∑
k=1

bpk

} 1
p

.

Poněvadž je 1
p + 1

q = 1, plyne odtud, že q = p
p−1 , neboli

{
n∑
k=1

(ak + bk)p
}1− 1

p

≤

{
n∑
k=1

apk

} 1
p

+

{
n∑
k=1

bpk

} 1
p

což je daná nerovnost. Trojúhelńıkovou nerovnost dostaneme nyńı z Minkowského nerovnosti,
jestliže polož́ıme ak = |xk − yk| , bk = | yk − zk| pro k = 1, 2, . . . , n.

2. Metriku je možné zavést i na mnohem obecněǰśıch množinách. Dostáváme t.zv. metrické prostory,
které hraj́ı d̊uležitou roli v matematice i v jej́ıch technických aplikaćıch.

Př́ıklady: α) Symbolem C(a, b) označ́ıme množinu všech funkćı, spojitých na intervalu 〈a, b〉.
Tato množina tvoř́ı metrický prostor, jestliže definujeme

d(f, g) = max
t∈〈a,b〉

|f(t)− g(t)| ∀ f, g ∈ C(a, b).

Ověřeńı axiomů metriky je jednoduchá záležitost a ponecháme ji tedy jako cvičeńı.
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β) Prostorem lp pro p ≥ 1 označ́ıme množinu všech posloupnost́ı reálných nebo komplexńıch

č́ısel takových, že
∞∑
k=1

|xk|p < +∞, kde x = {xk}∞k=1 . Metriku definujeme předpisem

d(x, y) =

{ ∞∑
k=1

|xk − yk|p
} 1

p

, kde x = {xk}∞k=1 , y = {yk}∞k=1 .

Ověřeńı prvých dvou axiomů metrického prostoru je jednoduché, k ověřeńı trojúhelńıkové nerovnosti
potřebujeme rozš́ı̌rit Minkowského nerovnost na nekonečné řady a nebudeme to provádět.

γ) Prostorem l∞ rozumı́me množinu všech omezených posloupnost́ı reálných nebo komplexńıch
č́ısel. Metrika je definována předpisem

d(x, y) = sup
k=1,2,...

|xk − yk| ∀x, y ∈ l∞ , x = {xk}∞k=1 , y = {yk}∞k=1 .

Ověřeńı axiomů metrického prostoru je rutinńı záležitost a nebudeme ji provádět.

δ) Prostorem Lp(a, b), kde p ≥ 1 budeme rozumět množinu všech funkćı takových, že |f(t)|p
je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉. Metrika je definována předpisem

d(f, g) =


b∫
a

|f(t)− g(t)|p dt


1
p

∀ f, g ∈ Lp(a, b).

V př́ıpadě, že dané funkce jsou spojité na 〈a, b〉, neńı těžké ověřit prvé dva axiomy metrického pros-
toru. K d̊ukazu trojúhelńıkově nerovnosti potřebujeme integrálńı tvar Minkowského nerovnosti.
Poněvadž však funkce f může býti integrovatelná v p−té mocnině a nemuśı být spojitá, budeme
muset otázku integrovatelnosti upřesnit. To ale bude provedeno později.

ε) Symbolem Ck(a, b) budeme označovat množinu všech funkćı, které maj́ı spojité derivace až
do řádu k−tého na intervalu 〈a, b〉. Metrika je definována předpisem

d(f, g) =
k∑
i=0

max
t∈〈a,b〉

|f (i)(t)− g(i)(t)|.

3. Vzdálenost d(x, y) bod̊u x, y ∈ Rn je samozřejmě závislá na tom, který z předpis̊u v definici
zvoĺıme. Poněvadž však metriku budeme použ́ıvat převážně při vyšetřováńı konvergence posloup-
nost́ı bod̊u Rn a s t́ım souvisej́ıćıho pojmu limity a spojitosti funkce n proměnných, ukáže se, že
neńı podstatné, který předpis zvoĺıme. Nejčastěji použ́ıvané metriky budou

d1(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi| , d2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 a d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|.

4. Metrika d2(x, y) =
{

n∑
i=1

(xi − yi)2
}1/2

je známá eukleidovská vzdálenost, se kterou se každý

seznámil na základńı a středńı škole. Této metrice je možno přǐradit tzv. normu vektoru x ∈ Rn

předpisem

‖x‖ = d2(x, 0) =

√√√√ n∑
i=1

x2
i ,

která souviśı s daľśım pojmem, skalárńım součinem.
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Definice: Jsou-li x = (x1, x2, . . . , xn) , y = (y1, y2, . . . , yn) dva vektory z Rn, pak jejich
skalárńım součinem rozumı́me č́ıslo

(x, y) =
n∑
i=1

xiyi.

Věta: Pro libovolné x, y ∈ Rn plat́ı

| (x, y) | ≤ ‖x‖ · ‖y‖ (Cauchyova nerovnost). Dále ‖x‖ =
√

(x, x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz: Plat́ı

| (x, y) | ≤
n∑
i=1

|xi yi| ≤

{
n∑
i=1

x2
i

} 1
2

·

{
n∑
i=1

y2
i

} 1
2

= ‖x‖ · ‖y‖

podle Hölderovy nerovnosti. Tvrzeńı o normě je zřejmé.

5. Norma ‖x‖ = d(x, 0) má následuj́ıćı vlastnosti.

α) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ Rn ; ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

β) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ ∀x ∈ Rn , ∀λ ∈ R

γ) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ Rn (trojúhelńıková nerovnost).

Důkaz plyne okamžitě z odpov́ıdaj́ıćıch vlastnost́ı metriky.

6. Jedńım z d̊uvod̊u, proč zavád́ıme tolik r̊uzných metrik, tedy také r̊uzných možnost́ı měřeńı
vzdálenosti, je to, že se s r̊uznými metrikami poč́ıtá obt́ıžněji nebo snáze. Velmi špatně se poč́ıtá

s metrikou d2(x, y) =
{

n∑
i=1

(xi − yi)2
}1/2

. Daľśı d̊uvody se objev́ı na př́ıklad v lineárńı algebře

nebo v numerických metodách.

Definice: Bud’ x(k) = (x(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ) posloupnost bod̊u Rn. Řekneme, že posloupnost{

x(k)
}∞
k=1

konverguje k bodu a = (a1, a2, . . . , an), jestliže

lim
k→∞

d(x(k), a) = 0. Zapisujeme lim
k→∞

x(k) = a.

Poznámka: Je zřejmé, že lim
k→∞

x(k) = a právě když

∀ ε > 0 ∃ k0 ∈ N ∀ k ≥ k0 =⇒ d(x(k), a) < ε.

Věta: Posloupnost x(k) = (x(k)
1 , . . . , x

(k)
n ) konverguje k bodu a = (a1, . . . , an) právě když

lim
k→∞

x
)k)
i = ai pro i = 1, 2, . . . , n.
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Důkaz: Poněvadž plat́ı |x(k)
i − ai| ≤ d(x(k), a) < ε, je zřejmé, že pokud lim

k→∞
x(k) = a, pak

lim
k→∞

x
(k)
i = a pro i = 1, 2, . . . , n.

Jestliže obráceně lim
k→∞

x
(k)
i = ai pro i = 1, 2, . . . , n, pak

∀ ε > 0 ∃ k0 ∈ N ∀ k ≥ k0 =⇒ |x(k)
i − ai| < ε (i = 1, 2, . . . , n),

neboli d∞(x(k), a) −→ 0.

Definice: Bud’te d , d∗ dvě metriky na Rn. Řekneme, že tyto metriky jsou ekvivalentńı,
jestliže existuj́ı č́ısla α, β > 0 tak, že

αd(x, y) ≤ d∗(x, y) ≤ β d(x, y) ∀x, y ∈ Rn.

Věta: Jsou-li d , d∗ ekvivalentńı metriky,
{
x(k)

}∞
k=1

posloupnost bod̊u Rn, pak

lim
k→∞

d(x(k), a) = 0 právě když lim
k→∞

d∗(x(k), a) = 0.

Důkaz: Plyne okamžitě z definice ekvivalentńıch metrik.

Věta: Metriky

dp(x, y) =

{
n∑
i=1

|xi − yi|p
} 1

p

(p ≥ 1) a d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|

jsou ekvivalentńı.

Důkaz: Je zřejmé, že d∞(x, y) ≤ dp(x, y). Dále plat́ı |xi − yi|p ≤ dp∞(x, y) pro i = 1, 2, . . . , n
a sečteńım těchto nerovnost́ı dostaneme dpp(x, y) ≤ ndp∞(x, y), neboli

d∞(x, y) ≤ dp(x, y) ≤ n1/p d∞(x, y) ≤ nd∞(x, y).

Poznámka: Z předchoźıho d̊ukazu plyne, že lim
p→∞

dp(x, y) = d∞ (x, y), což zd̊uvodňuje

př́ıslušné označeńı.

7.2 Metrické vlastnosti Rn.

Definice: Bud’te A , B podmnožiny Rn. Potom vzdálenost́ı množin A , B rozumı́me výraz

d(A,B) = inf
x∈A , y∈B

d(x, y).

Pr̊uměrem množiny A nazveme výraz

δ(A) = sup
x,y∈A

d(x, y).

86



Množinu A nazveme omezenou, je-li δ(A) <∞.

Poznámka: Je-li specielně jedna z množin A , B jednobodová, na př́ıklad A = {a}, dostaneme
okamžitě vzdálenost bodu od množiny d(a,B) = inf

y∈B
d(x, y).

Definice: Bud’ ε > 0 , a ∈ Rn. Potom množinu

U(a ; ε) = {x ∈ Rn ; d(x, a) < ε}

nazveme ε−okoĺım bodu a a množinu P (a ; ε) = U(a ; ε)− {a} prstencovým ε−okoĺım bodu a.

Př́ıklad: Bud’ n = 2 , a = 0. ε−okoĺı bodu 0 při r̊uzných metrikách maj́ı tvar

α) {x ∈ R2 ; d∞(x, 0) = max
i=1,2

|xi| < ε}

β) {x ∈ R2 ; d1(x, 0) = |x1|+ |x2| < ε}
γ) {x ∈ R2 ; d2(x, 0) =

√
x2

1 + x2
2 < ε}. Následuj́ıćı obrázky ilustruj́ı, jak tato okoĺı vy-

padaj́ı.

Poznámka: Všechna tato okoĺı maj́ı tu vlastnost, že jedno lze vnořit do druhého a tak
lze pokračovat do nekonečna. To ukazuje, že všechny tyto metriky jsou ekvivalentńı. Tvoř́ı tzv.
fundamentálńı systém (nebo bázi) okoĺı. Obrázek.

Definice: Množinu G ⊂ Rn nazveme otevřenou, jestliže ke každému bodu x ∈ G existuje
okoĺı bodu x, které celé lež́ı v množině G.

Množinu F ⊂ Rn nazveme uzavřenou, je-li ji možno psát ve tvaru F = Rn − G, kde G je
otevřená množina.

Př́ıklady: 1. Prázdná množina ∅ a celý prostor Rn jsou množiny zároveň otevřené i uzavřené.

2. Bud’te ai < bi , i = 1, 2, . . . , n konstanty. Potom uzavřeným intervalem v Rn nazveme
množinu

{x ∈ Rn ; ai ≤ xi ≤ bi , i = 1, 2, . . . , n}

a otevřeným intervalem v Rn množinu

{x ∈ Rn ; ai < xi < bi , i = 1, 2, . . . , n}.

Intervaly v R2 jsou obdélńıky se stranami rovnoběžnými a osami souřadnými, v R3 kvádry se
stěnami rovnoběžnými s rovinami souřadnými. Z toho je již vidět, že s intervaly v Rn nevystač́ıme
a budeme muset uvažovat obecněǰśı množiny.

3. Existuj́ı množiny, které nejsou ani otevřené, ani uzavřené, na př́ıklad kartézský součin
〈a1, b1〉 × (a2, b2) v R2.

Věta: Sjednoceńı libovolného systému a pr̊unik konečného systému otevřených množin je
množina otevřená.

Sjednoceńı konečného systému a pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je množina
uzavřená.
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Důkaz: 1. Bud’te Gλ otevřené a necht’ x ∈
⋃
λ

Gλ. Potom existuje takové λ0, že x ∈ Gλ0

a tedy i okoĺı U(x ; ε) ⊂ Gλ0 . Odtud plyne, že U(x ; ε) ⊂
⋃
λ

Gλ.

Necht’ x ∈
r⋂
i=1

Gi, kde G1, . . . , Gr jsou otevřené. Potom je x ∈ Gi pro i = 1, . . . , r a existuj́ı okoĺı

U(xi ; εi) ⊂ Gi , i = 1, . . . , r. Jestliže zvoĺıme ε = min{ε1, . . . , εr}, pak U(x ; ε) ⊂
r⋂
i=1

Gi.

2. Bud’te nyńı Fλ uzavřené. Potom existuj́ı otevřené množiny Gλ tak, že Fλ = Rn−Gλ. Užit́ım
de Morganových vzorc̊u dostaneme⋂

λ

Fλ =
⋂
λ

(Rn −Gλ) = Rn −
⋃
λ

Gλ

a poněvadž je
⋃
λ

Gλ otevřená, dostaneme uzavřenost
⋂
λ

Fλ.

Bud’te nyńı F1, . . . , Fr uzavřené, Fi = Rn −Gi , i = 1, . . . , n. Pak

n⋃
i=1

Fi =
n⋃
i=1

(Rn −Gi) = Rn −
n⋂
i=1

Gi

a odtud plyne druhé tvrzeńı.

Poznámka: Pojem otevřené množiny je základ k zavedeńı tzv. topologie na množině. T́ım
dostáváme pojem topologického prostoru, obecněǰśıho než je metrický prostor.

Definice: Bud’ A ⊂ Rn libovolná množina. Potom množinu všech bod̊u x ∈ Rn, pro něž plat́ı
d(x,A) = 0, nazveme uzávěrem množiny A a označ́ıme A.

Řekneme, že a je vnitřńım bodem množiny A, jestliže existuje ε > 0 tak, že U(a ; ε) ⊂ A.
Množinu všech vnitřńıch bod̊u množiny A nazveme jej́ım vnitřkem a označ́ıme Ao nebo IntA.

Množinu všech bod̊u, které nepatř́ı ani do Ao ani do (Rn − A)o, nazveme hranićı množiny A
a označ́ıme F (A) nebo ∂(A).

Věta: Bud’ A ⊂ Rn množina, x ∈ Rn bod. Potom plat́ı
1. x ∈ A právě když existuje posloupnost {x(k)}∞k=1 , x

(k) ∈ A tak, že lim
k→∞

x(k) = x.

2. Množina A je uzavřená právě když A = A.

Důkaz: 1. Jestliže existuje posloupnost{x(k)}∞k=1 tak, že lim
k→∞

d(x(k), x) = 0, pak je zřejmě

d(x,A) = 0.
Bud’ obráceně d(x,A) = 0. Potom k εk = 1

k > 0 existuje x(k) ∈ A tak, že d(x(k), x) < 1
k . Odtud

plyne, že lim
k→∞

x(k) = x.

2. Bud’ A uzavřená, x ∈ A. Kdyby x /∈ A, pak x ∈ Rn − A a Rn − A je otevřená. Existuje
tedy ε > 0 tak, že U(x ; ε) ∩A = ∅ a nemůže platit d(x,A) = 0.
Necht’ A = A a označme G = Rn −A. Bud’ x ∈ G; potom d(x,A) > 0 a zvolme 0 < ε < d(x,A).
Z volby ε plyne, že U(x ; ε) ⊂ G a G je otevřená.

Věta: Bud’ A ⊂ Rn množina. Potom plat́ı
1. Int A je otevřená množina.
2. Množina A je otevřená právě když A = Ao.

Důkaz: 1. Tvrzeńı je zřejmé.
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2. Je-li A = Ao, je A otevřená. Obráceně je-li A otevřená, x ∈ A libovolný bod, pak existuje
U(x ; ε) ⊂ A, neboli x ∈ Ao.

Důsledek: F (A) = A ∩ (Rn −A) = F (Rn −A).

Důkaz: Z definice hranice množiny plyne, že F (A) = F (Rn −A).
Dále F (A) = (Rn−Ao)∩{Rn − (Rn −A)o} a plat́ı Rn−Ao = Rn −A ; Rn−(Rn−A)o = A.

Definice: Bud’ A ⊂ Rn množina, x ∈ Rn bod. Řekneme, že x je hromadným bodem množiny
A, jestliže každé okoĺı U(x ; ε) bodu x obsahuje nekonečně mnoho bod̊u A. Množinu všech hro-
madných bod̊u A označ́ıme A′.

Bod množiny A, který neńı hromadný, nazýváme izolovaný.

Poznámka: Hromadný bod množiny A nemuśı ležet v množině A, je-li však A uzavřená
množina, je to pravda.

Věta: Bud’ A ⊂ Rn množina, x ∈ Rn bod. Potom je x hromadným bodem množiny A právě
když existuje posloupnost {x(k)}∞k=1 taková, že

x(k) ∈ A , x(k) 6= x , lim
k→∞

x(k) = x.

Dále plat́ı A = A ∪A′.

Důkaz: Bud’ x ∈ A′. Potom existuje

x(k) ∈ U
(
x ;

1
k

)
, x(k) 6= x , x(k) ∈ A a tedy lim

k→∞
x(k) = x.

Obráceně je-li x(k) ∈ A , x(k) 6= x , lim
k→∞

x(k) = x, pak U(x ; ε) pro libovolné ε > 0 obsahuje

všechny členy dané posloupnosti, poč́ınaje jistým indexem, tedy nekonečně mnoho bod̊u A.
Poněvadž plat́ı A ⊂ A , A′ ⊂ A , je A ∪ A′ ⊂ A. Obráceně bud’ x ∈ A − A. Pak každé okoĺı

U
(
x ; 1

k

)
obsahuje bod x(k) ∈ A a je tedy lim

k→∞
x(k) = x , tedy x ∈ A′ , neboli A ⊂ A ∪A′.

Definice: Bud’ K ⊂ Rn množina. Řekneme, že K je kompaktńı, jestliže každá posloupnost
bod̊u množiny K obsahuje vybranou posloupnost, konvergentńı v K.

Věta: Množina K ⊂ Rn je kompaktńı právě když je uzavřená a omezená.

Důkaz: 1. Bud’ K uzavřená a omezená a {x(k)}∞k=1 libovolná posloupnost bod̊u K. Poněvadž
je {x(k)} omezená, jsou všechny posloupnosti {x(k)

i }∞k=1 i = 1, 2, . . . , n také omezené. Podle Weier-
strassovy věty lze z posloupnost́ı {x(k)

1 } , {x(k)
2 } , . . . , {x(k)

n } , postupně vybrat posloupnosti kon-
vergentńı, tedy existuje vybraná posloupnost {x(jk)}∞k=1, která konverguje. PoněvadžK je uzavřená
množina, konverguje {x(jk)}∞k=1 v K.

2. Necht’ K neńı omezená a bud’ x(0) ∈ K libovolný bod. Potom ke každému přirozenému
k existuje x(k) ∈ K tak, že d(x(k), x(0) ≥ k. Kdyby z této posloupnosti bylo možno vybrat
posloupnost {x(jk)}, konvergentńı k x ∈ K, pak

d(x(jk), x(0)) −→
k→∞

d(x, x(0)) a zároveň d(x(jk), x(0)) ≥ jk ≥ k →∞.

Tedy K nemůže být kompaktńı.
Jestliže K neńı uzavřená, existuje x ∈ K ′ , x /∈ K a tedy posloupnost {x(k)}∞k=1 , x

(k) ∈ K, která
neńı konvergentńı v K.
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Poznámka: Kompaktńı množiny v Rn hraj́ı stejnou roli jako uzavřené intervaly v R a
později ukážeme, že spojitá reálná funkce na kompaktńı množině je omezená a nabývá své největš́ı
a nejmenš́ı hodnoty.

Definice: Dvě množiny A,B ⊂ Rn nazveme oddělené, jestliže A∩B = A∩B = ∅. Řekneme,
že množina S ⊂ Rn je souvislá, je-li S 6= ∅ a neńı-li S sjednoceńım dvou neprázdných oddělených
množin. Množinu S nazveme jednoduše souvislou, je-li souvislá a množina Rn−S je též souvislá.
Otevřenou souvislou množinu nazveme oblast́ı.

Poznámky: 1. Později ukážeme ekvivalentńı charakterizaci oblasti pomoćı křivek, lež́ıćıch v
dané množině.

2. Neprázdná množina v R je souvislá právě když je to interval nebo jednobodová množina.

7.3 Funkce n proměnných.

Definice: Funkćı n reálných proměnných (n ∈ N) nazveme zobrazeńı f množiny A ⊂ Rn do
R nebo C. Je-li oborem hodnot f podmnožina R, řekneme, že f je reálná, je-li obor hodnot f
podmnožina C, řekneme, že f je komplexńı. Množinu A nazveme definičńım oborem f.

Poznámky: 1. Pro funkci f n proměnných budeme použ́ıvat jednoho z následuj́ıćıch značeńı:

α) f : A ⊂ Rn −→ R ; β) f : A −→ C ;
γ) y = f(x1, x2, . . . , xn) ; (x1, x2, . . . , xn) ∈ A ; δ) y = f(x) ; x ∈ A.

Pro n = 2 nebo n = 3 budeme použ́ıvat tradičńıho označeńı z = f(x, y) nebo u = f(x, y, z).

2. Je-li f : A ⊂ Rn −→ R, je grafem f podmnožina Rn+1 tvaru {(x, f(x)) ; x ∈ A}. Pro
n = 2 dostaneme plochu v R3.

Př́ıklad: Najděte definičńı obor funkce z = ln{x ln(y − x)}.
Muśı být x ln(y − x) > 0, tedy

a) x > 0 , ln(y − x) > 0 neboli x > 0 , y > x+ 1
b) x < 0 , ln(y − x) < 0 neboli x < 0 , x < y < x+ 1.

Daný definičńı obor je načrtnut na následuj́ıćım obrázku.

Definice: Řekneme, že funkce f : A ⊂ Rn −→ R má v bodě a ∈ A′ limitu vzhledem
k množině A rovnu b, jestliže pro libovolnou posloupnost x(k) ∈ A , x(k) 6= a , takovou, že
x(k) −→

k→∞
a plat́ı f

(
x(k)

)
−→
k→∞

b. Zapisujeme lim
x→ a
x ∈ A

f(x) = b.

Věta: lim
x→ a
x ∈ A

f(x) = b existuje právě když k libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

nerovnost |f(x)− b| < ε plat́ı jakmile 0 < d(x, a) < δ , x ∈ A.
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Důkaz: Provede se analogicky jako pro funkce jedné proměnné.

Důsledek: Jestliže existuj́ı dvě posloupnosti {x(k)} a {y(k)} tak, že

x(k) 6= a 6= y(k) , x(k) → a , y(k) → a a při tom lim
k→∞

f(x(k)) , lim
k→∞

f(y(k))

neexistuj́ı nebo jsou od sebe r̊uzné, pak funkce f nemá v bodě a limitu vzhledem k množině A.

Poznámka: Jestliže existuje lim
x→ a
x ∈ A

f(x) a je-li B ⊃ A, pak nemuśı existovat lim
x→ a
x ∈ B

f(x).

Obráceně, je-li C ⊂ A , a ∈ C ′ , pak existuje také lim
x→ a
x ∈ C

f(x).

Př́ıklady: 1.

lim
x→ 0
y → 0

x2 + y2√
x2 + y2 + 1− 1

= lim
x→ 0
y → 0

(√
x2 + y2 + 1 + 1

)
= 2.

2. lim
x→ 0
y → 0

xy
x2+y2 neexistuje. Jestliže označ́ıme A = {(x, y) ∈ R2 ; x = 0 , y 6= 0} potom

lim
x→ 0 y → 0

(x, y) ∈ A

xy
x2+y2 = 0; na druhé straně pro B = {(x, y) ∈ R2 ; y = x , x 6= 0} dostaneme

lim
x→ 0 y → 0

(x, y) ∈ B

xy
x2+y2 = 1

2 .

3. lim
x→ 0
y → 0

xy3

x2+y6 neexistuje, i když je limita po každé př́ımce, procházej́ıćı počátkem, rovna 0.

Stač́ı volit křivku y = 3
√
x.

Poznámka: Výpočet limity funkce v́ıce proměnných bývá dosti komplikovaná záležitost.
Snadněji se ukáže, že limita neexistuje. Trochu může pomoci následuj́ıćı věta.

Věta: Bud’ y = f(x, y) funkce dvou proměnných a necht’
a) existuje lim

x→ a
y → b

f(x, y) = α (dvojná)

b) existuje ∆ > 0 tak, že pro 0 < |x− a | < ∆ existuje lim
y→b

f(x, y) = ϕ(x).

Potom existuje také lim
x→a

ϕ(x) = α, tj. α = lim
x→a

lim
y→b

f(x, y). Za analogických předpoklad̊u plat́ı

α = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y).

Důkaz: Z existence lim
x→ a
y → b

f(x, y) = α plyne, že

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 tak, že | f(x, y)− α | < ε jakmile |x− a | < δ , | y − b | < δ ; (x, y) 6= (a, b).

Jestliže necháme y → b, dostaneme |ϕ(x)− α | ≤ ε , tedy lim
x→a

ϕ(x) = α.
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Definice: Bud’ f funkce, definovaná na množině G ⊂ Rn . Řekneme, že f je spojitá v bodě
a ∈ G, jestliže lim

x→ a
x ∈ G

f(x) = f(a).

Řekneme, že f je spojitá na G, je-li spojitá v každém bodě množiny G.

Poznámka: Předchoźı definice je samozřejmá, je-li a hromadný bod množiny G. Je-li
a izolovaný bod G, je f automaticky spojitá v bodě a.

Věta: Bud’ f spojitá funkce na kompaktńı množině K ⊂ Rn. Potom je f(K) kompaktńı
množina.

Důkaz: Bud’te yk ∈ f(K). Potom existuj́ı x(k) ∈ K tak, že f
(
x(k)

)
= yk. Poněvadž je

K kompaktńı, lze vybrat posloupnost
{
x(jk)

}∞
k=1

⊂ K tak, že x(jk) −→
k→∞

x ∈ K. Ze spojitosti f

plyne, že existuje lim
k→∞

yjk = lim
k→∞

f
(
x(jk)

)
= f(x).

Poznámky: 1. Je-li f reálná funkce, pak je f(K) uzavřená a omezená podmnožina R, obsahuje
tedy největš́ı a nejmenš́ı č́ıslo. Dostáváme t́ım analogii o spojitém obrazu uzavřeného intervalu.

2. Analogicky jako pro funkce jedné reálné proměnné, je možno definovat pojem stejnoměrné
spojitosti funkce f na množině A ⊂ Rn. Je-li f spojitá na kompaktńı množině K ⊂ Rn, je na
K stejnoměrně spojitá.

3. Stejně tak, je-li S ⊂ Rn souvislá množina, f spojitá na S, je f(S) souvislá množina.
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Kapitola 8

Integrálńı počet.

8.1 Neurčitý integrál.

Poznámka: V tomto paragrafu se budeme zabývat metodami výpočtu primitivńı funkce
k dané funkci, tedy úlohou opačnou k derivováńı.

Definice: Bud’te F, f dvě funkce, definované v otevřeném intervalu (a, b). Jestliže pro všechna
x ∈ (a, b) plat́ı rovnost F ′(x) = f(x), řekneme, že funkce F je primitivńı funkćı k funkci
f v intervalu (a, b).

Př́ıklad: Funkce F (x) = 1
2 sin 2x je pro x ∈ (−∞,+∞) primitivńı k funkci f(x) = cos 2x,

což se snadno ověř́ı. Tedy F ′(x) = f(x).

Věta: Bud’ f funkce, spojitá v intervalu I, která má derivaci rovnu nule v každém vnitřńım
bodě I. Potom je f konstantńı v I.

Důkaz: Bud’te x1, x2 ∈ I dva libovolné body a necht’ x1 < x2. Podle věty o středńı hodnotě
existuje bod ξ ∈ (x1, x2) tak, že

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) = 0.

Odtud plyne, že f(x1) = f(x2) a f je konstantńı.

Poznámka: Předchoźı věta je obráceńım známého vzorce, že derivace konstanty je nula.

Věta: Jsou-li F (x), G(x) dvě primitivńı funkce k funkci f(x) v intervalu (a, b), plat́ı v celém
intervalu (a, b) rovnost G(x) = F (x) + C, kde C je konstanta.

Důkaz: Označme H(x) = G(x)− F (x). Potom je H ′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0
a podle předchoźı věty je H(x) = C. Odtud plyne tvrzeńı věty.

Definice: Množinu všech primitivńıch funkćı k dané funkci f(x) na intervalu (a, b) , (a < b)
nazveme neurčitým integrálem funkce f(x) a označ́ıme∫

f(x) dx.
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Poznámky: 1. Je-li F (x) jedna primitivńı funkce k f(x), pak plat́ı
∫
f(x) dx = F (x)+C, kde

C je libovolná konstanta.

2. Základńı integračńı vzorce dostaneme okamžitě z odpov́ıdaj́ıćıch vzorc̊u pro derivováńı.

Funkce f(x)
∫
f(x) dx Poznámka

xn
xn+1

n+ 1
+ C n ∈ N , x ∈ R

xn
xn+1

n+ 1
+ C n ∈ R , n 6= −1 , x ∈ (0,+∞)

1
x

ln |x |+ C x ∈ R− {0}

ex ex + C x ∈ R

ax
ax

ln a
+ C x ∈ R , a > 0 , a 6= 1

sin x − cos x+ C x ∈ R

cos x sin x+ C x ∈ R

1
cos2 x

tg x+ C x ∈ R , x 6= (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z

1
sin2 x

− cotg x+ C x ∈ R , x 6= kπ , k ∈ Z

1√
1− x2

arcsin x+ C = − arccos x+ C x ∈ (−1, 1)

1
1 + x2

arctg x+ C = −arccotg x+ C x ∈ R

shx chx+ C x ∈ R

chx shx+ C x ∈ R

1
ch2x

thx+ C x ∈ R

1
sh2x

− cthx+ C x ∈ R− {0}
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8.1.1 Základńı integračńı metody.

Věta: Necht’ existuj́ı k funkćım f1, f2 v intervalu (a, b) neurčité integrály a bud’te c1, c2
konstanty. Potom existuje neurčitý integrál k funkci c1f1 + c2f2 a plat́ı∫

{c1f1(x) + c2f2(x)} dx = c1

∫
f1(x) dx+ c2

∫
f2(x) dx.

Důkaz: Označme F1(x) =
∫
f1(x) dx , F2(x) =

∫
f2(x) dx. Potom plat́ı

[ c1F1(x) + c2F2(x) ]′ = c1f1(x) + c2f2(x)

a tedy funkce

c1F1(x) + c2F2(x) = c1

∫
f1(x) dx+ c2

∫
f2(x) dx

je primitivńı funkćı k funkci c1f1(x) + c2f2(x).

Př́ıklad:∫ (
3 sin x−

√
2x3 +

2
1 + x2

)
dx = 3

∫
sin x dx−

√
2
∫
x3 dx+ 2

∫
dx

1 + x2
=

= −3 cos x−
√

2
4
x4 + 2 arctg x+ C.

! Věta: (Integrace per partes)
Funkce u(x), v(x) necht’ maj́ı v intervalu (a, b) spojité derivace. Potom je∫

u(x) v′(x) dx = u(x) v(x)−
∫
u′(x) v(x) dx

v intervalu (a, b).

Důkaz: Funkce u · v má v (a, b) derivaci [u(x) · v(x) ]′ = u′(x) v(x) + u(x) v′(x) a tedy

u(x) v(x) =
∫

[u(x) v(x) ]′ dx =
∫

[u′(x) v(x) + u(x) v′(x) ] dx

v (a, b). Odtud plyne tvrzeńı věty.

Př́ıklady: 1. Označme In =
∫
xn eax dx pro n ∈ N , a 6= 0. Položme

u = xn v′ = eax

u′ = nxn−1 v = 1
ae
ax.

Tedy

In =
∫
xn eax dx =

xn

a
eax − n

a

∫
xn−1eax dx =

xn

a
eax − n

a
In−1

a odtud dostaneme rekurentńı formuli

In =
xn

a
eax − n

a
In−1.
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2. Označme Kn =
∫

dx
(1+x2)n pro n ∈ N . Je zřejmé, že K1 = arctg x+ C. Bud’

u = 1
(1+x2)n v′ = 1

u′ = − 2nx
(1+x2)n+1 v = x.

Tedy

Kn =
∫

dx

(1 + x2)n
=

x

(1 + x2)n
+ 2n

∫
x2 dx

(1 + x2)n+1
=

x

(1 + x2)n
+

+2n
∫

dx

(1 + x2)n
− 2n

∫
dx

(1 + x2)n+1
=

x

(1 + x2)n
+ 2nKn − 2nKn+1.

Z této rovnice vypočteme Kn+1 a dostaneme rekurentńı formuli

Kn+1 =
x

2n(1 + x2)n
+

2n− 1
2n

Kn.

3. Vypočtěte
∫
eax sin bx dx ,

∫
eax cos bx dx.

Řešeńı: Je∫
eax sin bx dx =

∣∣∣∣ u = sin bx , v′ = eax

u′ = b cos bx , v = 1
ae
ax

∣∣∣∣ = 1
a
eax sin bx− b

a

∫
eax cos bx dx =

=
∣∣∣∣ u = cos bx , v′ = eax

u′ = −b sin bx , v = 1
ae
ax

∣∣∣∣ = {1
a

sin bx− b

a2
cos bx

}
eax − b2

a2

∫
eax sin bx dx.

Z této rovnice vypočteme∫
eax sin bx dx =

eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) + C.

Analogickým zp̊usobem nebo využit́ım předchoźıho integrálu dostaneme∫
eax cos bx dx =

eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx) + C.

! Věta: (Substitučńı metoda)
Funkce f(x) necht’ je spojitá v intervalu (a, b), funkce ϕ(t) necht’ má v intervalu (α, β) spojitou

derivaci ϕ′(t) a necht’ pro každé t ∈ (α, β) plat́ı ϕ(t) ∈ (a, b). Potom v intervalu (α, β) plat́ı∫
f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Důkaz: Položme F (x) =
∫
f(x) dx v (a, b). Věta ř́ıká, že funkce F (ϕ(t)) je v intervalu (α, β)

primitivńı funkćı k f(ϕ(t))ϕ′(t). To je však d̊usledek věty o derivaci složené funkce, poněvadž plat́ı

[F (ϕ(t)) ]′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t)) · ϕ′(t).

Poznámka: Předchoźı věta je použ́ıvána dvěma směry.
I. Chceme vypoč́ıtat

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt, jestliže umı́me vypoč́ıtat

∫
f(x) dx. V tomto př́ıpadě

bývá výpočet jednoduchý, poněvadž tvar integrandu rovnou ukazuje substituci, kterou je třeba
zavést.
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II. Potřebujeme vypoč́ıtat
∫
f(x) dx pomoćı vhodné substituce x = ϕ(t). Dojdeme t́ım k in-

tegrálu
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt, který muśı být takového tvaru, abychom ho byli schopni vypoč́ıtat. K

tomu je však třeba předem znát substituci x = ϕ(t). Tomuto použit́ı věty o substituci bude také
věnována převážná část následuj́ıćıho paragrafu.

Př́ıklady: I. zp̊usob.
1. ∫

sin3 t cos t dt =
∣∣∣∣ x = sin t
dx = cos t dt

∣∣∣∣ = ∫ x3 dx =
x4

4
+ C =

1
4

sin4 t+ C.

2. ∫
dx

sin x
=
∫

dx

2 sin x
2 cos x2

=
∫

dx

2 cos2 x
2 tgx2

=

∣∣∣∣∣ tgx2 = t

dx
2 cos2 x

2
= dt

∣∣∣∣∣ =
=
∫
dt

t
= ln | t |+ C = ln

∣∣∣ tgx
2

∣∣∣+ C.

3. ∫
f ′(x)
f(x)

dx =
∣∣∣∣ f(x) = t
f ′(x) dx = dt

∣∣∣∣ = ∫ dt

t
= ln | t |+ C = ln | f(x) |+ C.

II. zp̊usob ∫
dx√
x2 + 1

=

∣∣∣∣∣ x = cotg t , t ∈ (0, π)

dx = − dt
sin2 t

∣∣∣∣∣ = −
∫

dx

sin x
=

= − ln
∣∣∣∣ tg t2

∣∣∣∣+ C = ln cotg
(

1
2
arccotg x

)
+ C.

Poněvadž plat́ı cotg(α+ β) = cotgα cotg β−1
cotgα+cotg β , tedy x = cotg t = cotg2 t

2−1

2 cotg t
2
, dostaneme odtud rovnici

(
cotg

t

2

)2

− 2x cotg
t

2
− 1 = 0 s kořeny

(
cotg

t

2

)
1,2

= x±
√
x2 + 1.

Vzhledem k tomu, že t ∈ (0, π), vyhovuje jen znaménko + a tedy∫
dx√
x2 + 1

= ln
(
x+

√
x2 + 1

)
+ C.

Kdo si v kapitole, věnované derivaćım základńıch elementárńıch funkćı, všimnul, jak vypadá
derivace funkce argshx, mohl tento výsledek napsat rovnou. Poněvadž se však s touto substi-
tućı sejdeme později znovu při výpočtu komplikovaněǰśıch integrál̊u, neńı uvedeńı tohoto př́ıkladu
na škodu.

Integrace racionálńı funkce.

Poznámka: Každou racionálńı funkci P (x)
Q(x) lze vyjádřit ve tvaru polynomu a ryze lomené

racionálńı funkce. Je-li tedy stP < stQ , lze takovou funkci rozložit na parciálńı zlomky, které
jsou tvaru

A

(x− α)n
,

Bx+ C

(x2 + px+ q)m
, kde A,B,C, α, p, q ∈ R , m, n ∈ N ,

p2

4
− q < 0.

Stač́ı tedy popsat, jak se integruj́ı parciálńı zlomky.
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α)∫
dx

(x− α)n
=
∣∣∣∣ x− α = t
dx = dt

∣∣∣∣ = ∫ dt

tn
=

{
ln | t |+ C = ln |x− α |+ C pro n = 1;
t−n+1

−n+1 + C = 1
1−n (x− α)1−n + C pro n > 1.

β) ∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)m
dx =

1
2
B

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)m
dx+

(
C − 1

2
Bp

)∫
dx

(x2 + px+ q)m
.

1. ∫
2x+ p

(x2 + px+ q)m
dx =

∣∣∣∣ x2 + px+ q = t
(2x+ p)dx = dt

∣∣∣∣ = ∫ dt

tm
=

=

{
ln | t |+ C = ln(x2 + px+ q) + C pro m = 1
t−m+1

−m+1 + C = 1
1−m (x2 + px+ q)1−m + C pro m > 1.

2.

∫
dx

(x2 + px+ q)m
=

∫
dx{(

x+ p
2

)2 +
(
q − p2

4

)}m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ p

2√
q − p2

4

= t

dx =

√
q − p2

4
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

√
q − p2

4(
q − p2

4

)m ∫ dt

(1 + t2)m
,

což je integrál, pro nějž byla odvozena rekurentńı formule.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx
(x2−x+1)2 .

Řešeńı: ∫
dx

(x2 − x+ 1)2
=

16
9

∫
dx{(

2x−1√
3

)2

+ 1
}2 =

∣∣∣∣∣∣∣
2x− 1√

3
= t

dx =
√

3
2
dt

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
8
√

3
9

∫
dt

(t2 + 1)2
=

2x− 1
3(x2 − x+ 1)

+
4
√

3
9

arctg
2x− 1√

3
+ C

užit́ım rekurentńı formule Kn+1 = t
2n(t2+1)n + 2n−1

2n Kn.

8.1.2 Integrace některých transcendentńıch funkćı.

I. Integrály typu ∫
R

(
x,

{
αx+ β

γ x+ δ

} 1
s

)
dx,

kde R je racionálńı funkce, s > 1 přirozené, α δ − β γ 6= 0.

Řešeńı: Zavedeńım substituce t =
(
αx+β
γ x+δ

)1/s

dostaneme integrál z racionálńı funkce. Je totiž

x =
β − δ ts

γ ts − α
; dx =

α δ − β γ

(γ ts − α)2
s ts−1 dt

98



a po dosazeńı dostaneme ∫
R

{
β − δ ts

γ ts − α
, t

}
α δ − β γ

(γ ts − α)2
s ts−1 dt,

tedy integrál z racionálńı funkce.

Př́ıklad: Vypočtěte

∫
√

2x+3+x√
2x+3−x dx.

Řešeńı: Je R(x, y) = y+x
y−x , α = 2, β = 3, γ = 0, δ = 1, s = 2. Tedy

√
2x+ 3 = t ,

x = t2−3
2 , dx = t dt a∫ √

2x+ 3 + x√
2x+ 3− x

dx = −
∫
t3 + 2t2 − 3t
t2 − 2t− 3

dt = − t
2

2
− 4t− 9 ln | t− 3 |+ ln | t+ 1 |+ C =

= −x− 4
√

2x+ 3− 9 ln |
√

2x+ 3− 3 |+ ln
(√

2x+ 3 + 1
)

+ C.

Poznámka: Analogickým zp̊usobem se řeš́ı integrály typu∫
R

{
x,

(
αx+ β

γ x+ δ

) p1
q1

, . . . ,

(
αx+ β

γ x+ δ

) pn
qn

}
dx,

kde R je racionálńı funkce, α, β, γ, δ ∈ R , α δ − β γ 6= 0 , p1, . . . , pn ∈ Z , q1, . . . , qn ∈ N.

Bud’ s nejmenš́ı společný násobek č́ısel q1, . . . , qn. Potom substituce
(
αx+β
γ x+δ

)1/s

= t dává
integrál z racionálńı funkce. Skutečně existuj́ı přirozená č́ısla k1, . . . , kn tak, že

s = k1q1 = k2q2 = · · · = knqn a tedy
(
αx+ β

γ x+ δ

) pi
qi

=
(
αx+ β

γ x+ δ

) kipi
s

= tkipi ; i = 1, . . . , n.

Př́ıklad: Vypočtěte

∫
x dx√

x+1+ 3√x+1
.

Řešeńı: Je

R(x, y, z) =
x

y + z
, α = 1, β = 1, γ = 0, δ = 1 , n = 2, p1 = 1, q1 = 2, p2 = 1, q2 = 3 , s = 6.

Tedy x+ 1 = t6 , dx = 6t5 dt a odtud∫
x dx√

x+ 1 + 3
√
x+ 1

= 6
{
t9

9
− t8

8
+
t7

7
− t6

6
+
t5

5
− t4

4

}
+ C =

= 6
{

1
9
(x+ 1)

3
2 − 1

8
(x+ 1)

4
3 +

1
7
(x+ 1)

7
6 − 1

6
(x+ 1) +

1
5
(x+ 1)

5
6 − 1

4
(x+ 1)

2
3

}
+ C.

II. Integrály typu ∫
R(sin x, cos x) dx,

kde R je racionálńı funkce.
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Řešeńı: Substituce tg x
2 = t dává

cos2
x

2
=

1
1 + tg2 x

2

, cos x = 2 cos2
x

2
− 1 =

1− t2

1 + t2

sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
= 2tg

x

2
cos2

x

2
=

2t
1 + t2

,
dx

2 cos2 x
2

= dt neboli dx =
2 dt

1 + t2
.

Po dosazeńı dostaneme∫
R(sin x, cos x) dx = 2

∫
R

(
2t

1 + t2
,

1− t2

1 + t2

)
dt

1 + t2
,

což je integrál z racionálńı funkce.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx
2 sin x−cos x+5 .

Řešeńı: Je∫
dx

2 sin x− cos x+ 5
=

∣∣∣∣∣ tg x
2 = t

dx = 2dt
1+t2

∣∣∣∣∣ = 2

∫
dt

1+t2

4t
1+t2 −

1−t2
1+t2 + 5

= 2
∫

dt

6t2 + 4t+ 4
=

=
1
3

∫
dt(

3t+1
3

)2 + 5
9

=
1√
5

arctg
3t+ 1√

5
+ C =

1√
5

arctg
3tgx2 + 1
√

5
+ C.

[
Je R(x, y) = 1

2x−y+5

]
Poznámky: 1. Analogicky je možno poč́ıtat integrály typu

∫
R(shx, chx) dx, muśıme si však

odvodit př́ıslušné vzorce pro hyperbolické funkce. Poněvadž je však možno shx a chx vyjádřit po-
moćı funkce ex, můžeme daný integrál též považovat za integrál typu

∫
R (eαx) dx, který uvedeme

později.

2. Ukazuje se, že substituce tgx2 = t vede vždy k ćıli v tom smyslu, že integrál
∫
R(sin x, cos x) dx

převád́ı na integrál z racionálńı funkce. Může se však stát, že př́ıslušná racionálńı funkce bude na-
tolik komplikovaná, že se ji nepodař́ı rozložit na parciálńı zlomky. V tom př́ıpadě je třeba hledat
jiné cesty, alespoň pro speciálńı př́ıpady.

Speciálńı př́ıpady:

a)
∫
R(tg x) dx, kde R je racionálńı funkce.

Řešeńı: ∫
R(tg x) dx =

∣∣∣∣∣ tg x = t

dx = dt
1+t2

∣∣∣∣∣ =
∫
R(t)

dt

1 + t2
,

což je integrál z racionálńı funkce.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

sin x−cos x
sin x+2 cos x dx.

Řešeńı:∫
sin x− cos x

sin x+ 2 cos x
dx =

∫
tg x− 1
tg x+ 2

dx =

∣∣∣∣∣ tg x = t

dx = dt
1+t2

∣∣∣∣∣ =
∫

(t− 1) dt
(t+ 2)(t2 + 1)

=
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= −3
5

ln | t+ 2 |+ 3
10

ln(t2 + 1)− 1
5

arctg t+ C = −1
5
{x+ 3 ln | sin x+ 2 cos x |}+ C.

b)
∫
R(sin2 x, cos2 x) dx, kde R je racionálńı funkce.

Řešeńı: Substituce tg x = t dává

dx =
dt

1 + t2
; sin2 x =

tg2x

1 + tg2x
=

t2

1 + t2
; cos2 x =

1
1 + tg2x

=
1

1 + t2
.

Tedy ∫
R(sin2 x, cos2 x) dx =

∫
R

{
t2

1 + t2
,

1
1 + t2

}
dt

1 + t2
,

což je opět integrál z racionálńı funkce.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx
1+sin2 x

.

Řešeńı:∫
dx

1 + sin2 x
=

∣∣∣∣∣ tg x = t, sin2 x = t2

1+t2

dx = dt
1+t2

∣∣∣∣∣ =
∫

dt
1+t2

1 + t2

1+t2

=
∫

dt

1 + 2t2
=

1√
2

arctg (
√

2 tg x) + C.

c)
∫

sinn x cosk x dx, kde n, k ∈ Z.

Řešeńı: α) Předpokládejme, že alespoň jedno z č́ısel n, k je liché. Necht’ třeba n = 2l + 1.
Potom substituce cos x = t dává integrál z racionálńı funkce. Je totiž∫

sinn x cosk x dx =
∫

(1− cos2 x)l cosk x sin x dx =
∣∣∣∣ cos x = t
− sin x dx = dt

∣∣∣∣ = −
∫

(1− t2)l tk dt.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx
sin x cos4 x .

Řešeńı: ∫
dx

sin x cos4 x
=
∫

sin x dx
sin2 x cos4 x

=
∣∣∣∣ cos x = t

sin x dx = −dt

∣∣∣∣ = ∫ dt

t4(t2 − 1)
=

=
1
t

+
1

3t3
+

1
2

ln
∣∣∣∣ t− 1
t+ 1

∣∣∣∣+ C = ln
∣∣∣ tgx

2

∣∣∣+ 1
cos x

+
1

3 cos3 x
+ C.

Poznámka: Situace je analogická, je-li k liché. V tom př́ıpadě je třeba zavést substituci
sin x = t. V př́ıpadě, že jsou obě č́ısla n i k liché, je jedno, kterou substituci zavedeme. Při
praktickém použit́ı zvoĺıme substituci, která dává př́ıjemněǰśı integrál.

β) Obě č́ısla n, k jsou sudá. Pak můžeme použ́ıt substituci tg x = t (př́ıpad b) ) nebo použijeme
vyjádřeńı pomoćı dvojnásobného argumentu. Je-li n = 2m, k = 2l , sin2 x = 1−cos 2x

2 ,
cos2 x = 1+cos 2x

2 , pak∫
sin2m x cos2l x dx =

∫ (
1− cos 2x

2

)m(1 + cos 2x
2

)l
dx.
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Jestliže se v některém z integrál̊u, které takto vzniknou, opět objev́ı integrál typu β), je třeba
postup zopakovat a použ́ıt vyjádřeńı pomoćı čtyřnásobného argumentu.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

sin6 x dx.

Řešeńı:∫
sin6 x dx =

∫ (
1− cos 2x

2

)3

dx =
1
8

∫
(1− 3 cos 2x+ 3 cos2 2x− cos3 2x) dx =

=
1
8
x− 3

16
sin 2x+

3
16

∫
(1 + cos 4x) dx− 1

8

∫
(1− sin2 2x) cos 2x dx =

=
5
16
x− 1

4
sin 2x+

3
64

sin 4x+
1
48

sin3 2x+ C.

Poznámka: Jsou-li v integrálu
∫

sinn x cosk x dx oba exponenty sudé a záporné, bývá možné
už́ıt následuj́ıćıho obratu.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx
cos6 x dx.

Řešeńı: ∫
dx

cos6 x
dx =

∫
(sin2 x+ cos2 x) dx

cos6 x
=

∫
tg2x

dx

cos4 x
+

∫
dx

cos4 x
=∫

tg4x
dx

cos2 x
+ 2

∫
tg2x

dx

cos2 x
+

∫
dx

cos2 x
=

1
5
tg5x+

2
3
tg3x+ tg x+ C.

d)
∫

sin αx cos βx dx ;
∫

sin αx sin βx dx ;
∫

cos αx cos βx dx , kde α, β ∈ R , α 6= β.

Řešeńı: K výpočtu těchto integrál̊u je využito goniometrických vzorc̊u

sin u ± sin v = 2 sin
u± v

2
cos

u∓ v

2
,

po př́ıpadě

cos u+ cos v = 2 cos
u+ v

2
cos

u− v

2
nebo

cos u− cos v = −2 sin
u+ v

2
sin

u− v

2
.

Jestliže na př́ıklad ve vzorci pro sin u+ sin v polož́ıme

u+v
2 = αx u+ v = 2αx

u−v
2 = βx u− v = 2βx

dostaneme u =
α+ β

2
x , v =

α− β

2
x,

neboli ∫
sin αx cos βx dx =

1
2

∫
sin

α+ β

2
x dx+

1
2

∫
sin

α− β

2
x dx =

= − 1
α+ β

cos
α+ β

2
x− 1

α− β
cos

α− β

2
x+ C.

Analogicky se poč́ıtaj́ı zbývaj́ıćı dva integrály.

102



Poznámka: Striktně řečeno, předchoźı integrál neńı typu II. Tyto integrály však hraj́ı d̊uležitou
roli v souvislosti s Fourierovými řadami, a proto jsme jej zařadili do této skupiny.

III. Integrály typu ∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx,

kde R je racionálńı funkce.

Řešeńı: Je-li a = 0, dostáváme rovnou speciálńı př́ıpad integrálu typu I. V daľśım budeme
tedy předpokládat, že a 6= 0.

Má-li rovnice ax2 + bx+ c = 0 dvojnásobný kořen α, je ax2 + bx+ c = a(x− α)2 a př́ıslušná
odmocnina má smysl pouze, je-li a > 0 . Potom dostaneme∫

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx =

∫
R(x,

√
a |x− α |) dx,

což je integrál z racionálńı funkce.

α) Bud’ a > 0. Potom Eulerova substituce√
ax2 + bx+ c =

√
a x+ t dává x =

t2 − c

b− 2
√
a t

; dx = 2
−
√
a t2 + bt−

√
a c

(b− 2
√
a t)2

dt,

neboli∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx = 2

∫
R

(
t2 − c

b− 2
√
a t
,
√
a

t2 − c

b− 2
√
a t

+ t

)
· −
√
a t2 + bt−

√
a c

(b− 2
√
a t)2

dt,

což je integrál z racionálńı funkce.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

x2−1
x
√

1+3x2+x4 dx.

Řešeńı: ∫
x2 − 1

x
√

1 + 3x2 + x4
dx =

∣∣∣∣∣ x
2 = u

x dx =
1
2
du

∣∣∣∣∣ = 1
2

∫
(u− 1) du

u
√

1 + 3u+ u2
=

=

∣∣∣∣∣∣
√
u2 + 3u+ 1 = u+ t, u = 1−t2

2t−3 , u+ t = t2−3t+1
2t−3 ,

du = −2 t
2−3t+1
(2t−3)2 dt, u− 1 = −t2−2t+4

2t−3 .

∣∣∣∣∣∣ =
∫

t2 + 2t− 4
(2t− 3)(1− t2)

dt =

=
1
2
{ ln | t+ 1 | − ln | t− 1 | − ln | 2t− 3 | }+ C =

=
1
2

{
ln
√
x4 + 3x2 + 1− x2 + 1√
x4 + 3x2 + 1− x2 − 1

− ln | 2
√
x4 + 3x2 + 1− 2x2 − 3 |

}
+ C.

Poznámka: Stejným zp̊usobem lze použ́ıt i substituci√
ax2 + bx+ c =

√
a x− t, resp. t−

√
a x =

√
ax2 + bx+ c.

Je-li na př́ıklad c > 0, lze použ́ıt též substituce√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c ;
√
ax2 + bx+ c ==

√
c− xt ;

√
ax2 + bx+ c = xt−

√
c.

103



β) Bud’ a < 0. Pak má daná odmocnina smysl pouze tehdy, má-li rovnice ax2 + bx+ c = 0 dva
reálné r̊uzné kořeny, na př́ıklad α1, α2 a necht’ α1 < α2. Potom ax2 + bx+ c = a(x− α1)(x− α2)
a př́ıslušná odmocnina je definována pro x ∈ 〈α1, α2〉. Odtud plyne, že√

ax2 + bx+ c =
√
−a (x− α1)

√
α2 − x

x− α1
;

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx =

∫
R

{
x,
√
−a (x− α1)

√
α2 − x

x− α1

}
dx,

což je integrál typu I.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx
x
√

2+x−x2 .

Řešeńı:∫
dx

x
√

2 + x− x2
=

∫
dx

x
√

(x+ 1)(2− x)
=

∫ √
x+1
2−x

x(x+ 1)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1
2− x

= t2 ; x =
2t2 − 1
t2 + 1

;

x+ 1 =
3t2

t2 + 1
; dx =

6t dt
(t2 + 1)2

.

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2
∫

dt

2t2 − 1
=

1√
2

ln

∣∣∣∣∣
√

2 t− 1√
2 t+ 1

∣∣∣∣∣+ C =
1√
2

ln

∣∣∣∣∣
√

2(x+ 1)−
√

2− x√
2(x+ 1) +

√
2− x

∣∣∣∣∣+ C.

Poznámka: Eulerovy substituce znamenaj́ı ve většině př́ıpad̊u nepř́ıjemně dlouhý výpočet
a můžeme se jim často vyhnout zavedeńım jiných substitućı, které bývaj́ı jednodušš́ı.

Je-li a > 0, je možno psát

ax2 + bx+ c = a

{(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac
4a2

}
.

Je-li b
2−4ac
4a2 < 0, je odmocnina tvaru√

ax2 + bx+ c =
√
a
√
t2 + α2,

pro b2−4ac
4a2 > 0 je √

ax2 + bx+ c =
√
a
√
t2 − α2.

Jestliže a < 0, přicháźı v úvahu jedině př́ıpad b2 − 4ac > 0, tedy př́ıpad reálných r̊uzných kořen̊u
a pak dostáváme

ax2 + bx+ c =
√
−a

{
b2 − 4ac

4a2
−
(
x− b

2a

)2
}
,

neboli √
ax2 + bx+ c =

√
a
√
α2 − t2.

Odtud dostaneme tři speciálńı př́ıpady.

Speciálńı př́ıpady.

a) Integrály typu
∫
R(x,

√
x2 + α2) dx,

kde R je racionálńı funkce, α > 0.
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Řešeńı: Substituce

x = α tg t
[
t ∈
(
−π

2
,
π

2

) ]
dává dx =

αdt

cos2 t
; x2 + α2 =

α2

cos2 t
,

neboli ∫
R(x,

√
x2 + α2 ) dx =

∫
R

(
α tg t,

α

| cos t |

)
αdt

cos2 t
,

což je integrál typu II, nav́ıc plat́ı cos t > 0 pro t ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx
x2(x+

√
1+x2)

.

Řešeńı:∫
dx

x2(x+
√

1 + x2)
=

∣∣∣∣∣∣
x = tg t

dx =
dt

cos2 t

∣∣∣∣∣∣ =
∫

cos t dt
sin2 t(1 + sin t)

=
∣∣∣∣ sin t = u

cos t dt = du

∣∣∣∣ =
=
∫

du

u2(u+ 1)
= ln |u+ 1 | − ln |u | − 1

u
+ C = ln

x+
√

1 + x2

|x |
−
√

1 + x2

x
+ C.

Poznámka: Daľśı možnost dává substituce x = α sh t pro t ∈ (−∞,+∞). Je totiž
dx = α ch t dt ,

√
x2 + α2 = α ch t, neboli∫

R(x,
√
x2 + α2) dx = α

∫
R(α sh t, α ch t) ch t dt,

což je integrál typu II., jen v hyperbolických funkćıch.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

dx√
x2+2x+2

.

Řešeńı:∫
dx√

x2 + 2x+ 2
=
∣∣∣∣ x+ 1 = sh t
dx = ch t dt

∣∣∣∣ = ∫ dt = t+C = argsh(x+1)+C = ln(x+1+
√
x2 + 2x+ 2)+C.

b) Integrály tvaru ∫
R(x,

√
x2 − α2) dx,

kde R je racionálńı funkce, α > 0.

Řešeńı: Poněvadž je funkce
√
x2 − α2 definována ve dvou intervalech (−∞,−α) ∪ (α,+∞),

provedeme výpočet jen pro interval (α,+∞). Substituce x = α ch t pro t > 0 dává∫
R
(
x,
√
x2 − α2

)
dx = α

∫
R(α ch t, α sh t) sh t dt,

neboli integrál typu II. v hyperbolických funkćıch.

Př́ıklad: Vypočtěte

∫
dx

(x2+1)
√
x2−1

.
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Řešeńı:∫
dx

(x2 + 1)
√
x2 − 1

=
∣∣∣∣ x = ch t ; t > 0
dx = sh t dt

∣∣∣∣ = ∫ dt

ch2t+ 1
=

∣∣∣∣∣∣∣
th t = u , ch2t =

1
1− u2

du =
dt

ch2t
, dt =

du

1− u2

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∫

du

2− u2
=

1
2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

2 + u√
2− u

∣∣∣∣∣+C =
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

2 ch t+ sh t√
2 ch t− sh t

∣∣∣∣∣+C =
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

2x+
√
x2 − 1√

2x−
√
x2 − 1

∣∣∣∣∣+C.
c) Integrály tvaru ∫

R
(
x,
√
α2 − x2

)
dx,

kde R je racionálńı funkce, α > 0.

Řešeńı: Substituce x = α sin t [ nebo x = α cos t ] dává

dx = α cos t dt ,
√
α2 − x2 = α | cos t |,

neboli ∫
R
(
x,
√
α2 − x2

)
dx = α

∫
R (α sin t, α | cos t | ) cos t dt,

což je integrál typu II.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫

x dx√
5+x−x2 .

Řešeńı:∫
x dx√

5 + x− x2
=

∫
x dx√

21
4 −

(
x− 1

2

)2 =

∣∣∣∣∣∣∣
x− 1

2
=
√

21
2

sin t ; t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
dx =

√
21
2

cos t dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
1
2

∫
dt+

√
21
2

∫
sin t dt =

1
2

arcsin
2x− 1√

21
−
√

5 + x− x2 + C.

IV. Binomické integrály ∫
xγ
(
a+ bxδ

)β
dx,

kde β, γ, δ jsou racionálńı č́ısla.

Řešeńı: Substituce xδ = t , x = t1/δ , dx = 1
δ t

1/δ−1 dt dává integrál∫
tα(a+ bt)β dt,

kde α, β jsou racionálńı. Pro něj plat́ı

Věta: Integrál ∫
tα(a+ bt)β dt,

kde α, β jsou racionálńı č́ısla, lze převézt na integrál z racionálńı funkce, jestliže alespoń jedno
z č́ısel α, β, α+ β je celé.
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Důkaz: a) Bud’ α celé, β = r
s . Potom dostáváme integrál

∫
tα(a + bt)r/s dt, což je integrál

typu I a substituce (a+ bt)1/s = u jej převád́ı na integrál z racionálńı funkce.
b) Bud’ β celé, α = r

s . pak dostáváme onalogickou situaci jako v př́ıpadu a) a substituce
t1/s = u dává integrál z racionálńı funkce.

c) Bud’ α+ β celé, β = r
s . Potom∫

tα(a+ bt)β dt =

∫
tα+β

(
a+ bt

t

) r
s

dt,

což je integrál typu I.

Př́ıklad: Vypočtěte

∫
3
√

(2x3+1)2

x6 dx.Řešeńı:∫
3
√

(2x3 + 1)2

x6
dx =

∫
x−6(2x3 + 1)

2
3 dx =

∣∣∣∣∣ x
3 = t

dx =
1
3
t−2/3 dt

∣∣∣∣∣ = 1
3

∫
t−2

(
2t+ 1
t

) 2
3

dt =

=

∣∣∣∣∣
(

2t+1
t

)1/3 = u

t = 1
u3−2 dt = −3u2 du

(u3−2)2

∣∣∣∣∣ = −
∫
u4 du = − 1

5x5
(2x3 + 1)

5
3 + C.

V. Integrály tvaru ∫
R (eαx) dx,

kde R je racionálńı funkce.

Řešeńı: Substituce eαx = t dává x = 1
α ln t , dx = dt

αt , neboli∫
R(eαx) dx =

1
α

∫
R(t)

dt

t
,

což je integrál z racionálńı funkce.

Př́ıklad: Vypočtěte ∫
e

π
2 x − e

π
3 x

e
π
3 x + 1

dx.

Řešeńı: ∫
e

π
2 x − e

π
3 x

e
π
3 x + 1

dx =

∣∣∣∣∣ e
π
6 x = t

dx =
6
π
· dt
t

∣∣∣∣∣ = 6
π

∫
t2 − t

t2 + 1
dt =

=
6
π

{
e

π
6 x − 1

2
ln
(
1 + e

π
3 x
)
− arctg e

π
6 x

}
+ C.

VI. Integrály tvaru ∫
R(ln x)

dx

x
,

kde R je racionálńı funkce.
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Řešeńı: Substituce ln x = t dává okamžitě integrál z racionálńı funkce.

Př́ıklad: ∫
dx

x(ln2 x− 1)
=
∫

dt

t2 − 1
=

1
2

ln
∣∣∣∣ ln x− 1
ln x+ 1

∣∣∣∣+ C.

VII. Integrály typu∫
P (x) eαx dx ,

∫
P (x)

sinαx
cosαx dx ,

∫
P (x) ln x dx ,∫

P (x)
arctg x
arccotg x dx ,

∫
P (x)

arcsin x
arccos x dx ,

kde P je polynom.

Řešeńı: Všechny uvedené integrály se poč́ıtaj́ı integraćı per partes. Prvé dva volbou

u = P (x) ; v′ = eαx , sin αx , cos αx

u′ = Q(x) ; v = 1
α e

αx , − 1
α cos αx , 1

α sin αx ,

kde Q(x) je polynom stupně o jednu menš́ı, než P (x). T́ımto zp̊usobem se pokračuje dále.
Zbývaj́ıćı integrály se poč́ıtaj́ı volbou

u′ = P (x) ; v = ln x , arctg x , arcsin x

u = P1(x) ; v′ = 1
x ,

1
1+x2 ,

1√
1−x2 ,

což dává integrály z racionálńı funkce v prvých dvou př́ıpadech a integrál typu III. ve třet́ım
př́ıpadu.

Př́ıklad: Vypočtěte
∫
x(1 + x2)arctg x dx.

Řešeńı:∫
x(1 +x2)arctg x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = x(1 + x2) v = arctg x

u = 1
4 (1 + x2)2 v′ = 1

1+x2

∣∣∣∣∣ = 1
4
(1 +x2)2 arctg x+

1
4
x+

1
12
x3 +C.

8.2 Newton̊uv integrál.

Definice: Řekneme, že F (x) je primitivńı funkćı k f(x) v uzavřeném intervalu 〈a, b〉, je-li
F ′(x) = f(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉.

Poznámky: 1. V krajńıch bodech 〈a, b〉 rozumı́me jednostranné derivace.
2. Z existence derivace F ′(x) = f(x) plyne, že F (x) je spojitá pro x ∈ 〈a, b〉.

Věta: Každá funkce f(x), spojitá v 〈a, b〉, má v tomto intervalu primitivńı funkci.

Důkaz: Vyžaduje vybudováńı Riemannova integrálu a nebudeme jej provádět.
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Definice: Bud’ f spojitá v intervalu 〈a, b〉, F primitivńı funkce k f. Potom výraz F (b)−F (a)
nazýváme určitým Newtonovým integrálem v intervalu 〈a, b〉 a znač́ıme

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x) ]x=bx=a = F (x)|ba

a podobně.

Poznámka:
b∫
a

f(x) dx nezáviśı na volbě primitivńı funkce.

Věta: Bud’te c1, c2 konstanty, f1, f2 funkce spojité v 〈a, b〉. Potom plat́ı

b∫
a

{ c1f1(x) + c2f2(x) } dx = c1

b∫
a

f1(x) dx+ c2

b∫
a

f2(x) dx.

Důkaz: Bud’te F1, F2 primitivńı funkce k funkćım f1, f2. Potom je H(x) = c1F1(x)+ c2F2(x)
primitivńı funkćı k c1f1(x) + c2f2(x). Tedy

b∫
a

{ c1f1(x) + c2f2(x) } dx = [H(x) ]ba = H(b)−H(a) = c1F1(b)+ c2F2(b)− [ c1F1(a)+ c2F2(a) ] =

c1[F1(b)− F1(a) ] + c2[F2(b)− F2(a) ] = c1

b∫
a

f1(x) dx+ c2

b∫
a

f2(x) dx.

Poznámky: 1. Úplnou indukćı dostaneme, že

b∫
a

n∑
k=1

ckfk(x) dx =
n∑
k=1

ck

b∫
a

fk(x) dx.

2. Předchoźı věta ukazuje, že určitý integrál je lineárńı zobrazeńı množiny všech spojitých
funkćı na intervalu 〈a, b〉 do R. Tyto funkce tvoř́ı vektorový prostor a takovému zobrazeńı ř́ıkáme
lineárńı funkcionál.

Věta: Je-li f spojitá v 〈a, b〉, potom

a∫
b

f(x) dx = −
b∫
a

f(x) dx. Speciálně

a∫
a

f(x) dx = 0.

Důkaz: Zřejmý.

Věta: Bud’ f spojitá v 〈a, b〉 , c ∈ 〈a, b〉. Potom plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.
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Důkaz: Je

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) = F (b)− F (c) + F (c)− F (a) =

b∫
c

f(x) dx+

c∫
a

f(x) dx.

Poznámka: V daľśım se budeme zaj́ımat o geometrickou interpretaci
b∫
a

f(x) dx. Speciálně

o to, jak vypoč́ıtat obsah rovinného oboru, omezeného př́ımkami y = 0, x = a, x = b a křivkou
y = f(x). Viz př́ıslušný obrázek

Definice: Děleńım intervalu 〈a, b〉 rozumı́me posloupnost n+ 1 bod̊u, pro něž plat́ı

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.

Děleńı intervalu znač́ıme D. Normou děleńı D rozumı́me č́ıslo

ν(D) = max
1≤i≤n

(xi − xi−1).

Bud’ f funkce, spojitá v 〈a, b〉. Potom integrálńım součtem, př́ıslušným funkci f a děleńı D
rozumı́me výraz

S(f,D) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) , kde ξi ∈ 〈xi−1, xi〉

je libovolný bod.

! Věta: Bud’ f spojitá v 〈a, b〉 , {Dm}∞m=1 libovolná posloupnost děleńı intervalu 〈a, b〉 taková,
že lim

m→∞
ν(Dm) = 0. Potom plat́ı

lim
m→∞

S(f,Dm) =

b∫
a

f(x) dx.

Důkaz: Stač́ı ukázat, že k libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že∣∣∣∣∣∣S(f,D)−
b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε jakmile ν(D) < δ.

Bud’ D : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. Potom plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

x1∫
x0

f(x) dx+

x2∫
x1

f(x) dx+ · · ·+
xn−1∫
xn−2

f(x) dx+

xn∫
xn−1

f(x) dx =

= [F (x1)− F (x0) ] + [F (x2)− F (x1) ] + · · ·+ [F (xn)− F (xn−1) ] .
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Podle věty o středńı hodnotě existuj́ı č́ısla ηi ∈ (xi−1, xi) (i = 1, 2, . . . , n) tak, že

F (xi)− F (xi−1) = F ′(ηi)(xi − xi−1) = f(ηi)(xi − xi−1).

Tedy
b∫
a

f(x) dx =
n∑
i=1

f(ηi)(xi − xi−1).

Necht’ jsou nyńı ξi ∈ 〈xi−1, xi〉 libovolné body. Potom plat́ı∣∣∣∣∣∣S(f,D)−
b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

| f(ξi)− f(ηi) |(xi − xi−1).

f je spojitá v 〈a, b〉 a je tedy stejnoměrně spojitá. Odtud plyne, že pro ε
b−a > 0 existuje δ > 0 tak,

že jakmile ν(D) < δ, potom | f(ξi)− f(ηi) | < ε
b−a (i = 1, 2, . . . , n). Tedy∣∣∣∣∣∣S(f,D)−

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

| f(ξi)− f(ηi) |(xi − xi−1) <
ε

b− a

n∑
i=1

(xi − xi−1) = ε.

Věta: Bud’ f spojitá v 〈a, b〉. Potom existuje alespoň jeden bod c ∈ (a, b) tak, že plat́ı

b∫
a

f(x) dx = (b− a) f(c).

Důkaz: Věta má názornou geometrickou interpretaci. Viz obrázek.

Podle definice integrálu a věty o středńı hodnotě plat́ı

b∫
a

f(x) dx = F (b) = F (a) = F ′(c)(b− a) = (b− a) f(c).

Důsledky: 1. Je-li f spojitá a nezáporná v 〈a, b〉, je

b∫
a

f(x) dx ≥ 0.

Důkaz: Podle předchoźı věty plat́ı

b∫
a

f(x) dx = (b− a) f(c) ≥ 0.
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2. Jsou-li f, g spojité v 〈a, b〉, f(x) ≤ g(x) pro x ∈ 〈a, b〉, potom

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫
a

g(x) dx.

Důkaz: Označme h(x) = g(x)− f(x). Potom je h(x) ≥ 0 pro x ∈ 〈a, b〉 a tedy

b∫
a

h(x) dx ≥ 0 , t.j.

b∫
a

g(x) dx ≥
b∫
a

f(x) dx.

3. Je-li f spojitá v 〈a, b〉 a plat́ı m ≤ f(x) ≤M pro všechna x ∈ 〈a, b〉, potom

m(b− a) ≤
b∫
a

f(x) dx ≤M(b− a).

Důkaz: Podle d̊usledku 2 ze vztahu

m ≤ f(x) ≤M plyne

b∫
a

mdx ≤
b∫
a

f(x) dx ≤
b∫
a

M dx,

neboli

m(b− a) ≤
b∫
a

f(x) dx ≤M(b− a).

4. Je-li f spojitá v 〈a, b〉, potom∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

| f(x) | dx.

Důkaz: Pro x ∈ 〈a, b〉 plat́ı −| f(x) | ≤ f(x) ≤ | f(x) | a odtud

−
b∫
a

| f(x) | dx ≤
b∫
a

f(x) dx ≤
b∫
a

| f(x) | dx,

což je ekvivalentńı vyjádřeńı pro tvrzeńı d̊usledku.

Věta: Je-li f spojitá v 〈a, b〉, pak je funkce U(x) =
x∫
a

f(t) dt primitivńı k funkci f , tedy plat́ı

U ′(x) = f(x), tj.
d

dx

x∫
a

f(t) dt = f(x).

Důkaz: Je
x∫
a

f(t) dt = F (x)− F (a)

a odtud po zderivováńı dostaneme tvrzeńı věty.
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Poznámky: 1. Analogicky je možno definovat funkci V (x) =
b∫
x

f(t) dt, pro niž plat́ı

V ′(x) = −f(x).

2. Pomoćı integrálu s proměnnou horńı meźı lze zavést základńı elementárńı funkce, tentokrát
úplně přesně. Definujme na př́ıklad

ln x =

x∫
1

dt

t
pro x > 0,

ex zavedeme jako funkci k ńı inverzńı. Dále na př́ıklad

arctg x =

x∫
0

dt

1 + t2
pro x ∈ R

a odtud pro x ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
funkci tg x, kterou pak π−periodicky rozš́ı̌ŕıme.

Věta: (1. věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu)
Bud’te f, g spojité v 〈a, b〉 , f(x) ≥ 0 , m ≤ g(x) ≤M pro x ∈ 〈a, b〉. Potom je

m

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫
a

f(x) g(x) dx ≤M

b∫
a

f(x) dx.

Jinak řečeno existuje ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že

b∫
a

f(x) g(x) dx = g(ξ)

b∫
a

f(x) dx.

Důkaz: Poněvadž je m ≤ g(x) ≤M, plyne odtud, že

mf(x) ≤ f(x) · g(x) ≤M f(x)

a zintegrováńım dostaneme prvou část tvrzeńı.

Pokud se týče 2. části tvrzeńı, můžeme zvolit ξ libovolně, je-li
b∫
a

f(x) dx = 0. Jestliže

b∫
a

f(x) dx > 0, potom polož́ıme

µ =

b∫
a

f(x) g(x) dx

b∫
a

f(x) dx
a plat́ı tedy

b∫
a

f(x) g(x) dx = µ

b∫
a

f(x) dx , m ≤ µ ≤M.

Jestliže dále zvoĺıme
m = min

x∈〈a,b〉
g(x) , M = max

x∈〈a,b〉
g(x),

potom existuje ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že µ = g(ξ).
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Věta: (2. věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu)
Bud’te f, g spojité v 〈a, b〉, g monotonńı. Potom existuje c ∈ 〈a, b〉 tak, že

b∫
a

f(x) g(x) dx = g(a)

c∫
a

f(x) dx+ g(b)

b∫
c

f(x) dx.

Důkaz: Nebudeme provádět.

Věta: (Integrace per partes)
Funkce u(x) a v(x) necht’ maj́ı v 〈a, b〉 spojité derivace u′(x), v′(x). Potom plat́ı

b∫
a

u(x) v′(x) dx = u(b) v(b)− u(a) v(a)−
b∫
a

u′(x) v(x) dx.

Důkaz: Je
b∫
a

[u(x) v(x) ]′ dx =

b∫
a

u(x) v′(x) dx+

b∫
a

u′(x) v(x) dx.

Poněvadž
b∫
a

[u(x) v(x) ]′ dx = [u(x) v(x) ]ba = u(b) v(b)− u(a) v(a),

plyne odtud okamžitě tvrzeńı věty.

Př́ıklad: Vypočtěte In =
π/2∫
0

sinn x dx, kde n ≥ 0 je celé.

Řešeńı:

In =

π
2∫

0

sinn x dx =
∣∣∣∣ u = sinn−1 x , v′ = sin x
u′ = (n− 1) sinn−2 x cos x , v = − cos x

∣∣∣∣ = − cos x sinn−1 x
∣∣π/2
0

+

+(n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x cos2 x dx = (n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x (1− sin2 x) dx = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Tedy In = n−1
n In−2.

Pro n = 2k (sudé) dostáváme

I2k =
(2k − 1)!!

(2k)!!
· π

2
.

Pro n = 2k + 1 (liché) dostáváme

I2k+1 =
(2k)!!

(2k + 1)!!
.
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Věta: (Substitučńı metoda)
Necht’ plat́ı

1. Funkce x = ϕ(t) má spojitou derivaci ϕ′(t) pro t ∈ 〈α, β〉.
2. Pro t ∈ 〈α, β〉 je A ≤ ϕ(t) ≤ B.
3. Funkce f(x) je spojitá v intervalu 〈A,B〉.

Jestliže polož́ıme a = ϕ(α) , b = ϕ(β) pak plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Důkaz: Označme

Φ(t) =

ϕ(t)∫
ϕ(α)

f(x) dx , t ∈ 〈α, β〉 ; F (u) =

u∫
ϕ(α)

f(x) dx , Ψ(t) =

t∫
α

f(ϕ(τ))ϕ′(τ) dτ.

Potom plat́ı

dΨ(t)
dt

= f(ϕ(t))ϕ′(t) ,
dΦ(t)
dt

=
dF

du
· du
dt

= f(u)ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t).

Poněvadž je pro t ∈ 〈α, β〉 Φ′(t) = Ψ′(t), muśı být Φ(t) = Ψ(t) + K. Pro t = α dostaneme
Φ(α) = 0 = Ψ(α), tedy K = 0.

Př́ıklad: Vypočtěte

√
3∫

1

√
1+x2

x2 dx.

Řešeńı:

I =

√
3∫

1

√
1 + x2

x2
dx

∣∣∣∣∣∣∣
x = tg t , dx =

dt

cos2 t
x = 1⇒ t =

π

4
, x =

√
3⇒ t =

π

3

∣∣∣∣∣∣∣ =
π
3∫

π
4

dx

cos t sin2 t
=

=
∣∣∣∣ sin t = u , cos t dt = du

t = π
4 ⇒u =

√
2

2 , t = π
3 ⇒u =

√
3

2

∣∣∣∣ =
√

3
2∫

√
2

2

du

u2(1− u2)
=
√

2− 2√
3

+ ln
2 +

√
3

1 +
√

2
.

Integrál I lze také poč́ıtat pomoćı jediné substituce x = sh t a dostaneme

I =

ln(2+
√

3)∫
ln(1+

√
2)

cth2t dt =
√

2− 2√
3

+ ln
2 +

√
3

1 +
√

2
.

Poznámka: Výpočet určitého integrálu pomoćı substitučńı metody má tu výhodu, že se
nemuśıme vracet k p̊uvodńı proměnné a dostáváme vždy nový integrál se stejným výsledkem. To
je výhodné zvláště v těch př́ıpadech, kdy k výpočtu potřebujeme v́ıce substitućı.

115



8.3 Nevlastńı integrály.

Definice: Každou funkci F (x) , spojitou v intervalu I , pro kterou plat́ı F ′(x) = f(x) v každém
bodě intervalu I s výjimkou nejvýše konečného počtu bod̊u, nazveme zobecněnou primitivńı funkćı
k funkci f(x) v intervalu I.

Věta: Je-li F (x) zobecněná primitivńı funkce k f(x) v intervalu I, pak je každá zobecněná
primitivńı funkce k f(x) tvaru F (x) + C, kde C je konstanta.

Důkaz: Je zřejmé, že F (x) + C je zobecněné primitivńı funkce k f(x). Obráceně bud’ G(x)
zobecněná primitivńı funkce k f(x) a označme H(x) = G(x) − F (x). Potom je H ′(x) = 0
s výjimkou konečného počtu bod̊u, na př́ıklad a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. Tedy ve
všech intervalech (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , n je H konstantńı a ze spojitosti plyne, že H(x) = C
pro x ∈ I.

Věta: Existuje-li k funkci f(x) zobecněná primitivńı funkce G(x) v intervalu 〈a, c〉 a zobecněná
primitivńı funkce H(x) v intervalu 〈c, b〉, potom k funkci f existuje zobecněná primitivńı funkce
F v 〈a, b〉.

Důkaz: Je G′(x) = f(x) pro x ∈ 〈a, c〉 s výjimkou konečného počtu bod̊u a H ′(x) = f(x)
s výjimkou konečného počtu bod̊u. Potom je

F (x) =
{
G(x) pro x ∈ 〈a, c〉
H(x) +K pro x ∈ (c, b〉.

je jedna ze zobecněných primitivńıch funkćı k f(x), jestliže zvoĺıme K = G(c)−H(c).

Poznámka: Indukćı můžeme větu snadno zobecnit na konečný počet interval̊u.

Př́ıklad: Určete primitivńı funkci k funkci

f(x) =

 −1 pro x ∈ 〈−1, 0〉,
x pro x ∈ (0, 1〉,
2 pro x ∈ (1, 2〉.

viz obrázek

Je

F (x) =


−x pro x ∈ 〈−1, 0〉,
x2

2 pro x ∈ (0, 1〉
2x− 3

2 pro x ∈ (1, 2〉.

viz obrázek

Všechny ostatńı zobecněné primitivńı funkce jsou tvaru F (x) + C.
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Definice: Bud’ F (x) zobecněná primitivńı funkce k funkci f(x) v intervalu 〈a, b〉. Potom
určitým integrálem (Newtonovým) funkce f(x) přes interval 〈a, b〉 rozumı́me č́ıslo

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Funkci f(x) nazýváme integrovatelnou v 〈a, b〉.

Poznámka: Pro integrovatelné funkce plat́ı analogické věty jako pro Newton̊uv integrál
a nebudeme je tedy znovu formulovat. Za zmı́nku stoj́ı jen následuj́ıćı věta.

Věta: Je-li f integrovatelná v 〈a, b〉 a g(x) = f(x) až na konečný počet bod̊u intarvalu 〈a, b〉,
je i g integrovatelná v 〈a, b〉 a plat́ı

b∫
a

g(x) dx =

b∫
a

f(x) dx.

Důkaz: K f(x) existuje zobecněná primitivńı funkce F (x), která je též zobecněnou primitivńı
funkćı ke g(x). Tedy

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) =

b∫
a

g(x) dx.

Poznámka: V daľśım si všimneme otázky existence zobecněné primitivńı funkce nebo jinými
slovy otázky integrovatelnosti.

Věta: Je-li f omezená v intervalu 〈a, b) a jej́ım jediným bodem nespojitosti je bod b, potom
je f integrovatelná v 〈a, b〉.

Důkaz: Stač́ı dokázat, že k funkci f existuje v 〈a, b〉 zobecněná primitivńı funkce. Označme

G(x) =
x∫
a

f(t) dt. Potom je G spojitá v 〈a, b) a ukážeme, že existuje lim
x→b−

G(x). Poněvadž je

f omezená, existuje L > 0 tak, že −L ≤ f(x) ≤ L ∀x ∈ 〈a, b), tedy f(x) + L ≥ 0 ∀x ∈ 〈a, b).

Odtud plyne, že U(x) =
x∫
a

[f(t) +L] dt je neklesaj́ıćı a shora omezená. Je totiž U ′(x) = f(x) +L a

x∫
a

[f(t) + L] dt ≤ 2

x∫
a

Ldx ≤ 2L(b− a).

Existuje tedy lim
x→b−

U(x) = D a odtud lim
x→b−

G(x) = D − L(b− a).

Důsledek: Je-li funkce f omezená a nespojitá v konečném počtu bod̊u intervalu 〈a, b〉, je
v tomto intervalu integrovatelná.

Důkaz: Plyne okamžitě z předchoźı věty.
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Poznámka: V daľśım se budeme zabývat otázkou integrovatelnosti neomezené funkce, nebo
takové funkce, která je definovaná na neomezeném intervalu. T́ım se dostaneme k pojmu nevlastńıho
integrálu.

Definice: Bud’ f spojitá funkce v 〈a, b). Řekneme, že f je integrovatelná v 〈a, b〉, jestliže

existuje vlastńı limita lim
x→b−

x∫
a

f(t) dt. Potom polož́ıme

b∫
a

f(x) dx = lim
x→b−

x∫
a

f(t) dt.

a daný integrál nazveme konvergentńı.

Je-li b = +∞, ř́ıkáme, že
+∞∫
a

f(x) dx je konvergentńı, jestliže existuje vlastńı limita

lim
x→+∞

x∫
a

f(t) dt a polož́ıme

+∞∫
a

f(x) dx = lim
x→+∞

x∫
a

f(t) dt.

Poznámky: 1. Prvý typ integrál̊u nazýváme nevlastńı vlivem funkce, druhý typ nevlastńı
vlivem meze.

2. Analogicky se definuje

b∫
a

f(x) dx = lim
x→a+

b∫
x

f(t) dt a

b∫
−∞

f(x) dx = lim
x→−∞

b∫
x

f(t) dt,

jestliže uvedené limity existuj́ı a jsou vlastńı.
3. Je-li f neomezená jak v okoĺı bodu a, tak v okoĺı bodu b, potom polož́ıme

b∫
a

f(x) dx = lim
ε→0+

c∫
a+ε

f(x) dx+ lim
η→0+

b−η∫
c

f(x) dx,

kde c ∈ (a, b) je libovolný bod a obě limity existuj́ı a jsou vlastńı. Analogicky

+∞∫
−∞

f(x) dx = lim
B→−∞

c∫
B

f(x) dx+ lim
A→+∞

A∫
c

f(x) dx.

4. Z definice nevlastńıho integrálu plyne, že je oba druhy (vlivem funkce i vlivem meze) možno
vyšetřovat zároveň.

Věta: Jsou-li f a g spojité v 〈a, b) [resp. 〈a,+∞) ] a plat́ı-li v tomto intervalu 0 ≤ f(x) ≤ g(x),

potom z kovergence integrálu
b∫
a

g(x) dx
[

resp.
+∞∫
a

g(x) dx
]

plyne konvergence integrálu
b∫
a

f(x) dx[
resp.

+∞∫
a

f(x) dx
]

a z divergence integrálu
b∫
a

f(x) dx
[

resp.
+∞∫
a

f(x) dx
]

plyne divergence in-

tegrálu
b∫
a

g(x) dx
[

resp.
+∞∫
a

g(x) dx
]
.
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Důkaz: Bud’ F (x) =
x∫
a

f(t) dt , G(x) =
x∫
a

g(t) dt. Poněvadž je f(x) ≤ g(x), plat́ı, že

F (x) ≤ G(x). Funkce F je neklesaj́ıćı [ je F ′(x) = f(x) ≥ 0 ] a tedy existuje lim
x→b−

F (x).

Obráceně, je-li
b∫
a

f(x) dx divergentńı, nemůže být
b∫
a

g(x) dx konvergentńı.

Věta: Jsou-li funkce f, g, h spojité v 〈a, b) [ resp. 〈a,+∞) ] a plat́ı-li v tomto intervalu
nerovnost g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) potom z konvergence integrál̊u

b∫
a

g(x) dx ,

b∫
a

h(x) dx

resp.

+∞∫
a

g(x) dx ,

+∞∫
a

h(x) dx


plyne konvergence integrálu

b∫
a

f(x) dx

resp.

+∞∫
a

f(x) dx

 .

Důkaz: Je 0 ≤ f(x)− g(x) ≤ h(x)− g(x). Poněvadž konverguje integrál

b∫
a

[h(x)− g(x)] dx

resp.

+∞∫
a

[h(x)− g(x)] dx

 ,
konverguje i integrál

b∫
a

[f(x)− g(x)] dx

resp.

+∞∫
a

[f(x)− g(x)] dx

 .
Označ́ıme-li r(x) = f(x) − g(x), potom f(x) = r(x) + g(x) a tedy

b∫
a

f(x) dx
[
resp.

+∞∫
a

f(x) dx
]

konverguje.

Věta: Je-li f spojitá v 〈a, b) [resp. 〈a,+∞) ] a je-li konvergentńı

b∫
a

| f(x) | dx

resp.

+∞∫
a

| f(x) | dx

 ,
potom je konvergentńı i

b∫
a

f(x) dx

resp.

+∞∫
a

f(x) dx

 .

Důkaz: Plat́ı −| f(x) | ≤ f(x) ≤ | f(x) | a podle předchoźı věty

b∫
a

f(x) dx

resp.

+∞∫
a

f(x) dx


konverguje.
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Definice: Konverguje-li

b∫
a

| f(x) | dx

resp.

+∞∫
a

| f(x) | dx

 ,
řekneme, že

b∫
a

f(x) dx

resp.

+∞∫
a

f(x) dx


konverguje absolutně.

Konverguje-li
b∫
a

f(x) dx

resp.

+∞∫
a

f(x) dx

 ,
ale

b∫
a

| f(x) | dx

resp.

+∞∫
a

| f(x) | dx


diverguje, ř́ıkáme, že

b∫
a

f(x) dx

resp.

+∞∫
a

f(x) dx


konverguje neabsolutně.

Př́ıklady: 1. Integrál
1∫
0

dx
xα konverguje pro α < 1. Integrál

+∞∫
1

dx
xα konverguje pro α > 1.

Důkaz: Je-li α = 1, je
∫
dx
x = ln |x |+ C a tedy

1∫
0

dx

x
= ln x|10 = − lim

ε→0+
ln ε = +∞ ,

+∞∫
1

dx

x
= ln x|+∞1 = lim

A→+∞
ln A = +∞.

Pro α 6= 1 plat́ı
∫
dx
xα =

∫
x−α dx = 1

1−α x
1−α + C. Nyńı pro α < 1 je lim

x→0+
x1−α = 0 a integrál

1∫
0

dx
xα konverguje, pro α > 1 je lim

x→0+
a1−α = +∞ a integrál

1∫
0

dx
xα diverguje.

Analogicky pro α > 1 je lim
x→+∞

x1−α = 0 a integrál
+∞∫
1

dx
xα konverguje a pro α < 1 je

lim
x→+∞

x1−α = +∞ a integrál
+∞∫
1

dx
xα diverguje.

2. Laplace̊uv integrál
+∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π

2 .

Důkaz: a) Integrál I =
+∞∫
0

e−x
2
dx konverguje. Plat́ı

I =

1∫
0

e−x
2
dx+

+∞∫
1

e−x
2
dx = I1 + I2.
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Poněvadž e−x
2

je spojitá funkce na intervalu 〈0, 1〉, konverguje I1.
Pro I2 plat́ı

x ≥ 1 ⇒ x2 ≥ x⇒ −x2 ≤ −x⇒ 0 ≤ e−x
2
≤ e−x ,

+∞∫
1

e−x dx = −e−x
∣∣+∞
1

= e−1 < +∞

a I2 také konverguje.
b) Výpočet I. Do integrálu I zavedeme substituci x = ut , (u ≥ 0) , dx = u dt. Potom je

I = u

+∞∫
0

e−u
2t2 dt a I2 =

∞∫
0

e−u
2
du

∞∫
0

u e−u
2t2 dt =

∞∫
0


∞∫
0

u e−(1+u2t2)du

 dt

a po daľśı substituci (1 + t2)u2 = v ; u du = dv
2(1+t2) dostaneme

I2 =
1
2

∞∫
0

dt

1 + t2

∞∫
0

e−v dv =
1
2

∞∫
0

dt

1 + t2
=
π

4
.

Poněvadž je I > 0, plat́ı, že I =
√
π

2 .

c) Pro
+∞∫
−∞

e−x
2
dx plat́ı

+∞∫
−∞

e−x
2
dx = 2

+∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π,

poněvadž je funkce e−x
2

sudá.

3. Beta funkce nebo Euler̊uv integrál 1. druhu.

Definice: Funkci

B(x, y) =

1∫
0

tx−1(1− t)y−1 dt

nazýváme beta funkćı.

Věta: B(x, y) konverguje pro x > 0 a y > 0.

Důkaz: Body, v jejichž okoĺı je integrand v integrálu
1∫
0

tx−1(1−t)y−1 dt neomezený, jsou t = 0

pro tx−1 a t = 1 pro (1− t)y−1. Dále plat́ı

B(x, y) =

1
2∫

0

tx−1(1− t)y−1 dt+

1∫
1
2

tx−1(1− t)y−1 dt = K1 +K2.

podle př́ıkladu 1 K1 konverguje pro x− 1 > −1, tedy x > 0 [(1− t)y−1 je spojitá funkce] a stejně
tak K2 konverguje pro y − 1 > −1, tedy y > 0 [tx−1 je spojitá].
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4. Gama funkce nebo Euler̊uv integrál 2. druhu.

Definice: Funkci

Γ(x) =

+∞∫
0

tx−1e−t dt

nazýváme gama funkćı.

Věta: Γ(x) konverguje pro x > 0.

Důkaz: Γ(x) rozeṕı̌seme opět do tvaru

Γ(x) =

1∫
0

tx−1e−t dt+

+∞∫
1

tx−1e−t dt = I1 + I2.

Integrál I1 konverguje podle př́ıkladu 1 pro x > 0 [e−t je spojitá funkce] a I2 konverguje dokonce

pro x ∈ R. To vyplývá ze skutečnosti, že
+∞∫
1

tne−t dt, dokonce
+∞∫
0

tne−t dt konverguje ∀n ∈ N.

Skutečně je

Kn =

+∞∫
0

tne−t dt =
∣∣∣∣ u = tn , v′ = e−t

u′ = ntn−1 , v = −e−t
∣∣∣∣ = −tne−t

∣∣∞
0

+ nKn−1 =

= nKn−1 = n(n− 1)Kn−2 = · · · = n!K0 = n!,

poněvadž K0 =
+∞∫
0

e−t dt = −e−t|∞0 = 1.

Poznámka: Ukazuje se, že funkci Γ(x) lze definovat i v komplexńım oboru pro Rex > 0.

Věta: Plat́ı Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Důkaz:

Γ(x+ 1) =

+∞∫
0

txe−t dt =
∣∣∣∣ u = tx , v′ = e−t

u′ = x tx−1 , v = − e−t
∣∣∣∣ = − tx e−t

∣∣∞
0

+ x

+∞∫
0

tx−1e−t dt = Γ(x),

poněvadž lim
t→0+

tx e−t = 0 (x > 0) a lim
t→∞

tx e−t = 0 (opakovaným použit́ım l’Hôspitalova pravidla).

Důsledek: Pro n ∈ N plat́ı Γ(n+ 1) = n! .

Důkaz: Tento integrál byl vypočten v předchoźı části (Kn).

Poznámka: Γ-funkce je rozš́ı̌reńım pojmu faktoriálu na libovolné reálné č́ıslo x > 0. Ukazuje
se, že hodnoty Γ(x) lze rozš́ı̌rit dokonce na celou komplexńı rovinu s výjimkou bod̊u 0,−1,−2,−3, . . . ,
kde má Γ(x) jednoduché póly.
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8.4 Užit́ı integrálńıho počtu.

8.4.1 Užit́ı v geometrii.

1. Obsah rovinného oboru.

Označeńı: Označme P (a, b; f(x)) nebo stručně P obsah rovinného oboru, omezeného křivkou
y = f(x) a př́ımkami x = a, x = b, y = 0.

Věta: Bud’ f spojitá a nezáporná funkce v intervalu 〈a, b〉. Potom plat́ı

P =

b∫
a

f(x) dx.

Důkaz: Plyne okamžitě z geometrické interpretace určitého integrálu.

Př́ıklad: Najděte obsah rovinného oboru, omezeného křivkami

x2 + y2 = a2 , x2 − 2y2 =
a2

4
(a > 0).

Řešeńı: Jestliže si načrtneme obrázek, dostaneme, že omezené obory jsou tři a plat́ı

P1 = 2 (P3 + P4 ) , P2 = πa2 − 2P1.

Dále plat́ı

P3 =
1

2
√

2

a
√

3
2∫

a
2

√
4x2 − a2 dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣
x = a

2 ch t , t = argch2x
a = ln

(
2x
a +

√
4x2

a2 − 1
)

dx = a
2 sh t dt , pro x = a

2 je t = 0 a pro x = a
√

3
2 je t = ln

(√
3 +

√
2
)
∣∣∣∣∣∣∣ =

=
a2

4
√

2

ln(
√

3+
√

2)∫
0

sh2t dt =
a2

8
√

2

ln(
√

3+
√

2)∫
0

(ch2t− 1)dt =
a2

16
√

2
sh2t

∣∣∣∣ln(
√

3+
√

2)

0

−

− a2

8
√

2
ln
(√

3 +
√

2
)

=
a2

32
√

2

{(√
3 +

√
2
)2

− 1(√
3 +

√
2
)2
}
− a2

8
√

2
ln
(√

3 +
√

2
)

=

=
a2
√

3
8

− a2

8
√

2
ln
(√

3 +
√

2
)

;
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P4 =

a∫
a
√

3
2

√
a2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣ x = a sin t

dx = a cos t dt

∣∣∣∣∣ = a2

π/2∫
π/3

cos2 t dt =
πa2

12
− a2

√
3

8
.

Tedy

P1 =
πa2

6
− a2

√
2

8
ln
(√

3 +
√

2
)

; P2 =
2πa2

3
+
a2
√

2
4

ln
(√

3 +
√

2
)
.

2. Objem rotačńıho tělesa.

Poznámka: Budeme hledat objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı rovinného oboru,
omezeného křivkou y = f(x) a př́ımkami x = a , x = b , y = 0 kolem osz x. Viz obrázek.

Jestliže utvoř́ıme děleńı D intervalu 〈a, b〉, D : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, pak můžeme
hledaný objem přibližně vyjádřit ve tvaru

V
.=

n∑
i=1

π f2(ξi)(xi − xi−1), kde ξi ∈ 〈xi−1, xi〉.

To jest součet objemů válc̊u o poloměru podstavy f(ξi) a výšce xi − xi−1 (i = 1, 2, . . . , n). To je
však integrálńı součet, př́ıslušný děleńı D a funkci π f2(x). Jestliže provedeme limitńı přechod pro
posloupnost děleńı {Dn} takovou, že ν(Dn) −→

n→∞
0, dostaneme.

Věta: Bud’ f spojitá a nezáporná v 〈a, b〉. Potom je objem V rotačńıho tělesa, které vznikne
rotaćı výše popsaného rovinného oboru kolem osy x roven

V = π

b∫
a

f2(x) dx.

Př́ıklad: Najděte objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı kruhu x2 + (y − b)2 ≤ a2

(0 < a ≤ b) kolem osy x. Takto vzniklé těleso se nazývá anulus.

Řešeńı: Hledaný objem najdeme jako rozd́ıl objemů dvou rotačńıch těles; prvé vznikne rotaćı
oboru, omezeného p̊ulkružnićı y = b +

√
a2 − x2, druhé rotaćı p̊ulkružnice y = b −

√
a2 − x2.

Situace je znázorněna na následuj́ıćıch obrázkách.

Tedy

V = V1 − V2 = π

a∫
−a

(
b+

√
a2 − x2

)2

dx− π

a∫
−a

(
b−

√
a2 − x2

)2

dx =

= 8πb

a∫
0

√
a2 − x2 dx = 2πa2b.

( Integrand je sudá funkce ).

Doplnit přijde délka oblouku rovinné křivky a obsah pláště rotačńıho tělesa.
Doplnit přijde dále užit́ı ve fyzice.
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Kapitola 9

Cvičeńı.

9.1 Prostor Rn .

1. Bud’te Gn =
(
− 1
n , 1 + 1

n

)
, Fn =

〈
1
n , 1−

1
n

〉
; n ∈ N− {1} . Najděte

∞⋂
n=2

Gn ;
∞⋃
n=2

Fn .

[ 〈0, 1〉 ; (0, 1) ]

2. Určete definičńı obor dané funkce a načrtněte jej.

(a) z =
√

1− x2 +
√
y2 − 1 [ |x | ≤ 1 , | y | ≥ 1 ]

(b) z =
√

1− x2

a2 − y2

b2

[
x2

a2 + y2

b2 ≤ 1
]

(c) z = ln( y2 − 4x+ 8)
[
y2 > 4x− 8

]
(d) z =

√
(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2)

[
1 ≤ x2 + y2 ≤ 4

]
(e) z = arcsin y−1

x [x 6= 0 ; 1− x ≤ y ≤ 1 + x pro x > 0 ; 1 + x ≤ y ≤ 1− x pro x < 0 ]

(f) z =
√

x2+2x+y2

x2−2x+y2[
R2 −A , kde A =

{
(x, y) ; (x+ 1)2 + y2 < 1

}
∪
{
(x, y) ; (x− 1)2 + y2 ≤ 1

} ]
(g) z =

√
sinπ(x2 + y2)

[
2k ≤ x2 + y2 ≤ 2k + 1 ; k ∈ N ∪ {0}

]
(h) z = arcsin

[
2y(1 + x2)− 1

] [
x ∈ R , 0 ≤ y ≤ 1

x2+1

]
(i) u =

√
R2 − x2 − y2 − z2 + 1√

x2+y2+z2−r2
(R > r)

[
r2 < x2 + y2 + z2 ≤ R2

]
(j) u = ln(z2 − x2 − y2 − 1)

[
vnitřek dvojd́ılného hyperboloidu x2 + y2 − z2 = −1

]
(k) u = arccos z√

x2+y2[
vněǰsek kužele x2 + y2 − z2 = 0 včetně hranice s vyloučeńım počátku

]
Poznámka: Nalézt nerovnosti, uvedené ve výsledćıch, neńı nic obt́ıžného. Mnohem
d̊uležitěǰśı je však načrtnut́ı př́ıslušných definičńıch obor̊u, poněvadž až potom porozumı́-
me správně tomu, co to je definičńı obor funkce dvou nebo tř́ı proměnných. Doporučuji
tedy věnovat načrtnut́ı obrázk̊u patřičnou pozornost.
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3. Vypočtěte následuj́ıćı limity.

(a) lim
x→ 0
y → 0

sin(x3+y3)
x2+y2 [ 0 ]

(b) lim
x→ 0
y → 0

(
x2 + y2

)x2y2

[ 1 ]

(c) lim
x→ 1
y → 0

ln(x+ey)√
x2+y2

[ ln 2 ]

(d) lim
x→∞
y →∞

x2+y2

x4+y4 [ 0 ]

(e) lim
x→∞
y →∞

x2+y2

x2+y4 [ neexistuje ]

9.2 Určitý integrál.

1. Vypočtěte následuj́ıćı integrály.

(a)
8∫

−1

3
√
x dx

[
45
4

]
(b)

−13∫
2

dx
5
√

(3−x)4
[
−5
(

5
√

16− 1
) ]

(c)
16∫
0

dx√
x+9−

√
x

[ 12 ]

(d)
e∫
1

dx

x
√

1−ln2 x

[
π
2

]
(e)

n
√

a
2∫

0

xn−1 dx√
a2−x2n

[
π
6n

]
(f)

√
3

2∫
1
2

x3 dx

( 5
8−x4)

√
5
8−x4

[
4
3

]
(g)

π
2∫

−π
2

dx
1+cos x [ 2 ]

(h)
π
2∫
0

cos5 x sin 2x dx
[

2
7

]
(i)

−π
4∫

−π
2

cos3 x dx
3√sin x

[
21

16 3√2
− 9

8

]
(j)

2∫
1

x log2 x dx
[
2− 3

4 ln 2

]
(k)

e−1∫
0

ln(x+ 1) dx [ 1 ]
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(l)
a∫
0

√
a2 − x2 dx

[
πa2

4

]
(m)

π
2∫
0

e2x cosx dx
[
eπ−2

5

]
(n)

9∫
4

√
x dx√
x−1

[ 1 + 2 ln 2 ]

(o)
1∫
0

√
ex dx√
ex+e−x

[
ln e+

√
1+e2

1+
√

2

]
(p)

1∫
0

x2
√

1− x2 dx
[
π
16

]
(q)

√
3∫

1

√
1+x2

x2 dx
[√

2− 2√
3

+ ln 2+
√

3
1+

√
2

]
(r)

− ln 2∫
0

√
1− e2x dx

[ √
3

2 + ln(2−
√

3)
]

(s)
2
√

2∫
√

8
3

dx

x
√

(x2−2)5

[ √
6

27 + π
√

2
48

]

(t)
1∫
0

√
2x+ x2 dx

[√
3− 1

2 ln
(
2 +

√
3
) ]

(u)
π
2∫
0

dx
2 cos x+3

[
2√
5

arctg 1√
5

]
(v)

π
2∫
0

dx
1+ 1

6 sin2 x

[
π
2

√
6
7

]
(w)

π
2∫
0

sin x cos x
a2 cos2 x+b2 sin2 x

dx
[

1
a2−b2 ln

∣∣a
b

∣∣ ]
(x)

2π∫
0

dx
1+ε cos x (0 ≤ ε < 1)

[
2π√
1−ε2

]
(y)

π
2∫
0

dx
a2 sin2 x+b2 cos2 x

( ab 6= 0 )
[

π
2 |ab|

]

2. Bud’ Im,n =
π
2∫
0

sinm x cosn x dx (m,n ≥ 0 ) . Ukažte, že plat́ı

Im,n =
n− 1
m+ n

Im,n−2 =
m− 1
m+ n

Im−2,n .

Užijte této formule k výpočtu
1∫
0

xp(1− x)q dx ( p, q ∈ N ).
[

p! q!
(p+q+1)! položte x = sin2 t

]
3. Vypočtěte následuj́ıćı integrály jako limity integrálńıch součt̊u.

(a)
2∫

−1

x2 dx [ 3 ]

(b)
π
2∫
0

sinx dx [ 1 ]

127



4. Užit́ım určitého integrálu najděte

(a) lim
n→∞

n∑
k=1

1
n+k

[
ln 2 ; užijte

2∫
1

dx
x

]
(b) lim

n→∞
n

n∑
k=1

1
n2+k2

[
π
4 ; užijte

1∫
0

dx
1+x2

]
(c) lim

n→∞
1

np+1

n∑
k=1

kp ; (p > 0)
[

1
p+1 ; užijte

1∫
0

xp dx

]

5. Najděte d
dx

b∫
a

sinx2 dx ; d
da

b∫
a

sinx2 dx ; d
db

b∫
a

sinx2 dx [ 0 ; − sin a2 ; sin b2 ]

6. Vypočtěte následuj́ıćı derivace

(a) d
dx

x∫
0

1−t+t2
1+t+t2 dt pro x = 1

[
1
3

]
(b) d

dx

5∫
x

√
1 + t2 dt pro x = 0 , x = 3

4

[
−1 , − 5

4

]
7. Vypočtěte limity

(a) lim
x→0

x∫
0

cos t2 dt

x [ 1 ]

(b) lim
x→∞

x∫
0

arctg 2t dt

√
x2+1

[
π2

4

]
(c) lim

x→∞

{
x∫
0
et2 dt

}2

x∫
0
e2t2 dt

[ 0 ; užijte l’Hôspitalova pravidla ]

8. Najděte
b∫
a

f(x) dx , je-li

(a) a = 0 , b = 2 ; f(x) =
{

x2 pro 0 ≤ x ≤ 1
2− x pro 1 < x ≤ 2

[
5
6

]
(b) a = 0 , b = 1 ; f(x) =

{
x pro 0 ≤ x ≤ t

t 1−x
1−t pro t < x ≤ 1

[
t
2

]

(c) a = −2 , b = 2 ; f(x) =


−x pro −2 ≤ x ≤ −1
0 pro −1 < x < 0√

1− x2 pro 0 ≤ x ≤ 1
2− x pro 1 < x ≤ 2

[
2 + π

4

]

9. Bud’te f(x) sudá a g(x) lichá funkce, které jsou integrovatelné na intervalu 〈−a, a〉 , a > 0 .
Ukažte, že

a∫
−a

f(x) dx = 2

a∫
0

f(x) dx ;

a∫
−a

g(x) dx = 0 .

10. Pomoćı vět o středńı hodnotě odhadněte integrál I , je-li

(a) I =
2π∫
0

dx
1+ 1

2 cos x

[
4π
3 ≤ I ≤ 4π

]
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(b) I =
1∫
0

x9 dx√
1+x

[
1

10
√

2
≤ I ≤ 1

10

]
(c) I =

100∫
0

e−x

x+100 dx
[

1
200 ≤ I ≤ 1

100

]
(d) I =

200π∫
100π

sin x
x dx

[
| I | ≤ 1

50π

]
(e) I =

b∫
a

e−αx

x sinx dx ; a > 0
[
| I | ≤ 2 e−αa

a

]
11. Vypočtěte integrály

(a)
∞∫
1

dx
x4

[
1
3

]
(b)

∞∫
0

e−ax dx ; (a > 0)
[

1
a

]
(c)

+∞∫
−∞

2x
x2+1 dx [ diverguje ]

(d)
+∞∫
−∞

dx
x2+2x+2 [π ]

(e)
∞∫
2

ln x
x dx [ diverguje ]

(f)
∞∫
1

dx
x2(x+1) [ 1− ln 2 ]

(g)
∞∫
0

x e−x
2
dx

[
1
2

]
(h)

∞∫
0

x sinx dx [ diverguje ]

(i)
∞∫
0

e−ax cosβx dx
[

a
a2+β2 pro a > 0 ; diverguje pro a ≤ 0

]
(j)

∞∫
1

arctg x
x2 dx

[
π
2 + 1

2 ln 2
]

(k)
∞∫
0

dx
1+x3

[
2π

3
√

3

]
(l)

+∞∫
−∞

dx
(x2+x+1)2

[
4π

3
√

3

]
(m)

∞∫
0

arctg x

(1+x2)
3
2
dx

[
π
2 − 1

]
(n)

1∫
0

dx√
1−x2

[
π
2

]
(o)

2∫
1

x dx√
x−1

[
8
3

]
(p)

e∫
1

dx
x
√

ln x
[ 2 ]

(q)
1∫
0

dx
1−x2+2

√
1−x2

[
π

3
√

3

]
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(r)
1∫

−1

x−1
3√
x5
dx [ diverguje ]

(s)
b∫
a

dx√
(x−a)(b−x)

; (a < b) [π ]

(t)
b∫
a

x dx√
(x−a)(b−x)

; (a < b)
[
π(a+b)

2

]
(u)

∞∫
1

dx
x
√
x2−1

[
π
2

]
(v)

∞∫
0

xn e−x dx ; (n ∈ N) [n! ]

(w)
∞∫
0

x2n+1 e−x
2
dx ; (n ∈ N)

[
n!
2

]
(x)

∞∫
0

dx
(a2+x2)n ; (a > 0 , n ∈ N)

[
(2n−3)!!
(2n−2)!! ·

π
2 a2n−1

]
(y)

1∫
0

xn
√

1−x2 dx ; (n ∈ N)
[

(2k−1)!!
(2k)!! · π2 pro n = 2k ; (2k)!!

(2k+1)!! pro n = 2k + 1
]

12. Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u.

(a)
∞∫
1

e−x

x dx [ konverguje ]

(b)
∞∫
0

dx√
1+x3 [ konverguje ]

(c)
∞∫
2

dx
3√x2−1

[ diverguje ]

(d)
∞∫
1

sin x
x4 dx [ konverguje ]

(e)
∞∫
0

x2 dx
x4−x2+1 [ konverguje ]

(f)
2∫
0

dx
ln x [ diverguje ]

(g)
∞∫
0

xp−1 e−x dx [ konverguje pro p > 0 ]

(h)
∞∫
0

xm

1+xn dx [ konverguje pro n−m > 1 ]

(i)
1∫
0

√
x√

1−x4 dx [ konverguje ]

(j)
1∫
0

x2

3
√

(1−x2)5
dx [ diverguje ]

(k)
1∫
0

√
x

esin x−1 dx [ konverguje ]

(l)
1∫
0

dx
ex−cos x [ diverguje ]
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9.3 Užit́ı určitého integrálu.

1. Najděte obsah rovinného oboru, omezeného křivkami.

(a) ax = y2 ; ay = x2
[
a2

3

]
(b) y = 2x− x2 ; x+ y = 0

[
9
2

]
(c) y = x ; y = x+ sin2 x (0 ≤ x ≤ π)

[
π
2

]
(d) y = −x2 + 4x− 3 a tečnami k této křivce v bodech (0,−3) a (3, 0)

[
9
4

]
(e) x2 + y2 = 8 ; y = x2

2 (2 obory)
[
2π + 4

3 ; 6π − 4
3

]
(f) x2 + y2 = a2 ; x2 − 2y2 = a2

4 (3 obory)[
a2
{
π
6 −

√
2

8 ln
(√

3 +
√

2
)}

(2 obory) ; a2
{

2π
3 +

√
2

4 ln
(√

3 +
√

2
)} ]

(g) y2 = x3 ; y = 8 ; x = 0 [ 19, 2 ]

(h) y2 = x2(a2 − x2) ; a > 0
[

4
3a

3
]

(i) 4(y2 − x2) + x3 = 0
[

128
15

]
(j) x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 ; a > 0 (astroida)

[
3πa2

8

]
2. Najděte obsah rovinného oboru, omezeného parametricky zadanou křivkou

x = ϕ(t) , y = ψ(t) ; t ∈ 〈α, β〉 .[
Užijte vzorc̊u S =

∣∣∣∫ βα ψ(t)ϕ′(t) dt
∣∣∣ nebo S = 1

2

∣∣∣∫ βα (ϕ′(t)ψ(t)− ϕ(t)ψ′(t)) dt
∣∣∣ . ]

(a) x = a(t− sin t) , y = a(1− cos t) a > 0 (cykloida) , t ∈ 〈0, 2π〉 ; y = 0
[
3πa2

]
(b) x = 3t2 , y = 3t− t3

[
72
5

√
3
]

(c) x = t2 − 1 , y = t3 − t
[

8
15

]
(d) x = a(2 cos t− cos 2t) , y = a(2 sin t− sin 2t) (kardioida)

[
6πa2

]
(e) x3 + y3 − 3axy = 0 , (a > 0) (Deckart̊uv list)

[
3
2a

2 ; předpokládejte, že y = tx
]

3. Užit́ım 2. vzorce z předchoźıho př́ıkladu ukažte, že pro křivku zadanou v polárńıch souřadnićıch

r = r(ϕ) , ϕ ∈ 〈α, β〉 plat́ı S = 1
2

β∫
α

r2(ϕ) dϕ .

4. Užit́ım předchoźıho vzorce najděte obsah rovinného oboru, omezeného křivkou v polárńıch
souřadnićıch r = r(ϕ) .

(a) r2 = a2 cos 2ϕ (lemniskata)
[
a2
]

(b) r = a cos 5ϕ (pětilistá r̊uže)
[
πa2

4

]
(c) r = a sin 4ϕ (čtyřlistá r̊uže)

[
πa2

4

]
(d) r = a | sin 2ϕ| (čtyřĺıstek)

[
πa2

4

]
(e) r = 2 + cos 2ϕ vně křivky r = 2 + sinϕ

[
51
√

3
27

]
5. Najděte délku oblouku křivky.

(a) y2 = x3 po př́ımku x = 4
3

[
112
27

]
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(b) x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0 [ 6a ]

(c) y = a chxa , 0 ≤ x ≤ b , a > 0
[
a sh ba

]
(d) y2 = 2px , 0 ≤ x ≤ x0

[
2
√
x0

(
x0 + p

2

)
+ p ln

√
x0+

√
x0+

p
2√

p
2

]
(e) y =

√
x− x2 + arcsin

√
x [ 2 ]

(f) x = a(t− sin t) , y = a(1− cos t) 0 ≤ t ≤ 2π [ 8a ]

(g) x = a(cos t+ t sin t) , y = a(sin t− t cos t) , t ∈ 〈0, 2π〉
[
2π2a

]
(h)

(
x
a

) 2
3 +

(
y
b

) 2
3 = 1 , (a, b > 0)

[
a2+ab+b2

a+b

]
(i) r = a(1 + cosϕ) [ 8a ]

(j) r = aϕ (Archimedova spirála) , ϕ ∈ 〈0, 2π〉
[
πa
√

1 + 4π2 + a
2 ln

(
2π +

√
1 + 4π2

) ]
6. Najděte objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı oboru.

(a) y = sinx , y = 0 (0 ≤ x ≤ π) kolem osy x ; kolem osy y
[
π2

2 ; 2π2
]

(b) x2

a2 − y2

b2 = 1 , y = ±b kolem osy x ; kolem osy y
[

4πab2

3 (2
√

2− 1) ; 8πa2b
3

]
(c) x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 kolem osy symetrie

[
32πa3

105

]
(d) x2 + (y − b)2 = a2 (0 < a ≤ b) kolem osy x

[
2π2a2b

]
(e) x = a(t− sin t) , y = a(1− cos t) , t ∈ 〈0, 2π〉 ; y = 0 kolem osy x ; kolem osy y ;

kolem př́ımky y = 2a
[
5π2a3 ; 6π3a3 ; 7π2a3

]
7. Najděte obsah pláště rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı křivky.

(a) y = a chxa , −a ≤ x ≤ a kolem osy x
[
πa2(sh2 + 2)

]
(b) 4x2 + y2 = 4 kolem osy x ; kolem osy y

[
4π
(
2 + ln(2+

√
3)√

3

)
; 2π

(
1 + 4π

3
√

3

) ]
(c) y = x

√
x
a , 0 ≤ x ≤ a kolem osy x

[
4πa2

243

(
21
√

13 + 2 ln 3+
√

13
2

) ]
(d) y = tg x , x ∈

〈
0, π4

〉
kolem osy x

[
π
{√

5−
√

2 + ln (
√

2+1)(
√

5−1)
2

}]
(e) x2 + (y − b)2 = a2 , (b ≥ a > 0) podle osy x

[
4π2ab

]
(f) x = a(t− sin t) , y = a(1− cos t) , t ∈ 〈0, 2π〉 kolem osy x ; kolem osy y ;

kolem př́ımky y = 2a
[

64
3 πa

2 ; 16π2a2 ; 32
3 πa

2
]

(g) x = a cos3 t , y = a sin3 t (a > 0) kolem osy x ; kolem př́ımky y = x[
12
5 πa

2 ; 3
5πa

2(4
√

2− 1)
]

(h) x = a(1 + cosϕ) (a > 0) kolem polárńı osy
[

32
5 πa

2
]

(i) r2 = a2 cos 2ϕ (a > 0) kolem polárńı osy ; kolem osy ϕ = π
2 ; kolem osy ϕ = π

4[
2πa2(2−

√
2) ; 2πa2

√
2 ; 4πa2

]
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