Matematicka analyza 2.

Kubr Milan

21. tinora 2008



Obsah

1 Vektorové funkce jedné realné proménné.

1.1 Zékladni pojmy. . . . . o oL e
1.2 Krivky v R™. .« . o o e e
1.3 Komplexni funkce redlné proménné. . . . . . .. ...

2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych.

2.1 Derivace a diferencidl. . . . . . . . . ..
2.2 Vlastnosti diferencovatelnych funkei. . . . . . . ..o o000
2.3 Derivace a diferencidly vyssich fada. . . . . . .. ... L oo
2.4 Resitelnost funkciondlnich rovnic. . . . . . . . .

3 Optimalizace v R".
3.1 Lokalni a globalni extrémy. . . . . . . . . . . .
3.2  Extrémy vzhledem k podmnofiné. . . . . ... .. ... .. 0oL

4 Diferencovatelna zobrazeni.

4.1 Frécherova derivace. . . . . . . . . . i e e e e e e
4.2 Transformace souradnic. . . . . . . . . . . ..
4.3 Soustavy funkciondlnich rovnic. . . . . . ... ..o

5 Obycejné diferencialni rovnice.

5.1 Rovnice 1. Tadu. . . . . . . . . e e e e e
5.1.1 Existencni véta. . . . . . . . . ..
5.1.2 Rovnice roziesené vzhledem k 1. derivaci. . . . . ... . .. ... .. ....
5.1.3 Rovnice neroziesené vzhledem k 1. derivaci. . . . . . ... ... ... ....

5.2 Linearni rovnice n—tého Tadu. . . . . . . . . . ...
5.2.1 Struktura FeSeni. . . . . . . . . . e e e
5.2.2  Rovnice s konstantnimi koeficienty. . . . . . .. ... o000

5.3 Okrajova uloha. . . . . . . . . L

5.4  Soustavy linearnich diferencidlnich rovnic. . . . . . . .. . ... Lo

6 Funkcni fady.

6.1 Stejnomérnd konvergence. . . . ... ..o L
6.2 Mocninné fady. . . . . . . ..o e
6.3 Fourierovy fady. . . . . . . . . . e
6.3.1 Ortogonalni systémy funkei. . . . . . . . .. ... ... .. .
6.3.2 Klasicka teorie Fourierovych fad. . . . . . . . .. .. ... ... ...

7 Cviceni.

7.1 Vektorové funkce. . . . . . . ..o
7.2 Diferencialni poc¢et funkci vice proménnych. . . . . ... ..o
7.3 Optimalizace. . . . . . . . . . e
7.4 Regularni zobrazeni. . . . . . . . .. L L e

N Ut w W

12
16
21

25
25
28

37
37
39
41

43
43
43
49
o7
60
60
67
75
80

95
95
103
112
112
121



7.5

7.6

Obycejné diferencidlni rovnice. . . . . . . . . . ..o 133

7.5.1 Rovnice prvého fadu. . . . .. . ... 133
7.5.2 Lineéarni rovnice n—tého fadu. . . . .. ... ..o oo 135
7.5.3 Okrajova iloha. . . . . . . . . . . ... 139
7.5.4 Soustavy linedrnich rovnic. . . . . . . ... ... oL 141
Funkéni Tady. . . . . . 0 00 o o 143
7.6.1 Zékladni vlastnosti. . . . . .. ..o 143
7.6.2 Mocninné fady. . . . . . .. L 144
7.6.3 Fourierovy fady. . . . . . . . e 147



Kapitola 1

Vektorové funkce jedné realné
promeénné.

1.1 Zakladni pojmy.

Definice: Bud Z C R podmnoZina. Zobrazeni Z do R™ nazyvame vektorovou funkci jedné
redlné proménné ¢, definovanou na Z. Zapisujeme

z:I — R"; x=ux(t), teT; x: t — z(t), teT .

Poznamka: Predchozi definice znamend, ze kazdému t € 7 je prifazen jediny vektor
xz(t) = (z1(t),z2(t), ..., xn(t)). Funkce z;(t), s = 1,2,...,n budeme nazyvat slozky dané vek-
torové funkce.

Piiklad: Linearn{ vektorova funkce je ddna predpisem z(t) = at + b, kde a,b € R™ jsou
pevné vektory. Neboli z;(t) = a;t+b;, i = 1,2,...,n, jejimz geometrickym vyjiddienim je piimka
(polopiimka, usecka) v R™ v zdvislosti na t € 7.

Poznamka: Vektorové funkce lze scitat a ndsobit skalarni funkci, neboli
z(t) = x(t) + y(t) znamend z(t) = z;(t) + y:(t),i=1,2,...,n;
a(t)z(t) = (a(t) 21(t), ..., at) x,(1)) .

Analogicky skaldrni soucin vektorovych funkef je definovéan predpisem (x(t), y(t)) = > x;(t) yi(¢).
i=1

Definice: Rekneme, ze vektorové funkce z(t) mé v bodé to limitu a € R™, jestlize
Ve>035>0; 0<|t—ty|<d = |z(t)—a| <e.

Zapisujeme 75lir? z(t) =a
—to

Je-li tlir? x(t) = z(tg), Fekneme, ze z(t) je spojitd v bodé ty € 7.
—to

Véta: Plati

t—to t—to
hIItl x(t) = z(ty) = tlim xi(t) =xi(to); 1 =1,2,...,n
—to —to



Dikaz: Byl proveden v predchozi kapitole v souvislosti s konvergenci v R™.

Véta: Jestlize existujf limity x(¢),y(t), a(t) v bodé £y, potom plati
1. lim [z@)||=] im z(®) ] =|a]; 2. lim [z(t) +y()] = lim x(¢) + lim y(t);
t—to t—to t—to t—to t—to

3. lim[a(t)z(t)] = lim a(t)- im «(¢); 4. lim(x(¢),y(t)) = | lim z(¢), lim y(t))

t—>t0 t—>t0 t—>t0 t—>t0 t—>t0 t—>t0

Analogicka véta plati pro spojité vektorové funkce.

Definice: 1. Vektorova funkce x = z(t) ma v bodé ty € Z derivaci @(to) , jestlize existuje

limita . ; - .
t—to t—to h—0 h

2. Vektorova funkce x(t) je diferencovatelnd v bodeé to € Z, jestlize existuje konstantni vektor
a a vektorova funkce w(h) tak, ze plati

h
a) x(to+h) —z(tg) = h-a+w(h); b) lim M:O.
Vektorovou funkci
dz(t)|t=t, = a-h =x(tg) - h = @(tp) dt
nazyvame diferencidlem vektorové funkce z(t) v bodé t.
Poznamky: 1. Plati stejna pravidla jako pro derivace a diferencidly funkei jedné proménné,
neboli

a) x(t) je diferencovatelnd v bodé tg pravé kdyz ma v bodeé ¢y derivaci.
08) Je-li z(t) diferencovatelnd v bodé tg, pak je v tomto bodé spojita.

2. Je

(t) = (2} (1), 25(t), ..., 2 (1)) ; dr = (dzy,dzs, ..., dx,) = (2} (t) dt, 25 (t) dt, ... 2} (t)) dt.

Analogicky pro vyssi derivace a diferencialy.

dzl' . " " "
a2~ i(t) = (21(t), 23 (1), ..., 2y (1))

Véta: (O stiedni hodnote)
Necht z(t) je spojitd v {a, 3) C R a diferencovatelnd v (a, 8). Potom existuje bod & € (o, 3)

tak, ze
[2(8) —z(a) || < (B—a) ()]

Diikaz: Oznacme e = 7, kde u = z(f) — z(o) a uvazme funkci

F(t) = (2(t), ¢) = m > wilt) s

Podle véty o stiedni hodnoté (pro funkce jedné proménné) plati

F(B) = fla) = (B —a) [(§),



neboli

il = £3) = £(@) = o D wslos() = (@)} = St - @)
Tedy
il = 1123) — (@) I? = (5 - o) (), ) < (5 — ) Lull - | #(€) .

Odtud ||ul] < (8 —a)||(£) ||, coz je tvrzeni véty.

Definice: Vektorovou funkei X (t) takovou, ze X (t) = z(t) pro t € Z nazveme primitivni
funkef k z(t) . Je-li (o, 5) C Z, potom

B B B B

X(ﬁ)fX(a):/x(t) dt = /xl(t)dt,/xz(t)dt,...,/xn(t) dt

[e3% [e3% [e3% (e

nazveme urcitym integralem vektorové funkce z(t).

1.2 Krivky v R".

Definice: Zobrazeni v: (o, ) — R" nazyvdme jednoduchou kiivkou v R", jestlize plati

1. v je spojité;

2. 7 je prosté, t.j. pro kazdou dvojici t1 # ta, t1,t2 € {a, 8) plati v(t1) # v(t2).

Je-li v(a) = ~(B), fekneme, ze v je jednoduchd uzaviend kiivka. Jednoduchou uzavienou
kiivku v R? nazveme Jordanovou kiivkou.

O kiivce v fekneme, ze je regularni nebo hladkd, jestlize navic

3. v je spojité diferencovatelné zobrazeni v {«, 3).

Jestlize existuje derivace 4 a je spojitd v (a, 3) az na koneény pocet bodu, fekneme, Ze ~ je
po castech hladké kiivka.

Poznamky: 1. Kiivka v R? (R?) je tedy dvojice (resp. trojice) funkef

r(t) = (x(t),y(t)) [resp. r(t) = (x(t),y(t),2(t))] pro t € (o, F).
t nazyvame parametrem, r(t) parametrickym vyjddienim.
2. Je-li v(t),t € («,0) kiivka, pak jsme pfi dané parametrizaci schopni rozlisit body na

I={r(t);t € {a,0)} tim zpusobem, ze je-li t; < to, pak muzeme Fici, ze bod r(t1) lezi pred
bodem r(t3), viz obrdzek

neboli jsme schopni kfivku I' orientovat nebo rozlisit pohyb na kiivce T, je-li ¢ interpretovano
jako ¢asova proménna.

Priklad:

T = cost T =sinT
. t 2 2

y =sint € (0, 2m) y = cost 7 €(0,2m)

jsou dvé parametrizace téze kiivky x? 4+ 32 = 1. Jestlize vySetiime dané parametrizace trochu

podrobnéji, zjistime, ze uvedené parametrizace indukuji opa¢ny pohyb na dané kiivce. Tim se

dostavame k nasledujici definici.



Definice: O dvou kiivkach
Ty rp=ri(t) t€{a,P1); Ty: ro=ro(r) 7 € {ag, B2)
fekneme, ze jsou si rovné, jestlize
{ri(t); t € (o, B1) } ={ra(7); 7 € (2, B2) }-
Poznamka: Predchozi priklad ukazuje dvé parametrizace téze krivky. Tyto parametrizace se

vSak 1isi tim, ze indukuji opacné orientace. Déale neni tézké ukézat, ze kazda kiivka mé nekonecné
mnoho parametrizaci.

Definice: Bud T kiivka v R™. Jestlize jeden smér pohybu na I' nazveme kladny a druhy
zaporny, fekneme, ze jsme kiivku I' orientovali.

Je-li I' Jordanova kiivka v roviné, pak jeji kladnou orientaci rozumime pohyb na I' proti sméru
hodinovych rucicek a opacny smér zapornou orientaci.

Poznamky: 1. Pojem pohybu proti sméru hodinovych rucicek neni tak zcela jednoznacné
urcen, jak ukazuje nasledujici obrazek

Trochu pfesnéjsi byva lokdlni rozhodnuti. Pozorovatel, ktery se diva ve sméru kladné orientace na
dané ktivce, ma lokalné vnitiek po levé strané a vnéjsek po pravé strané. To je vSak zalozeno na
tzv. Jordanové vété, coz je hlubokd véta z topologie roviny.

2. Explicitné zadand kiivka y = f(x); « € («a, 8) se parametrizuje bez problému nésledujicim
zpusobem x=t,y= f(t) te (a,f).

3. Je-lir=r(t), t € (o, 3) hladkd kiivka v R™, potom

dr(t)
dt

Ar =r(to 4+ h) —r(to) a 7(to) =

t=to

je tecny vektor ke kiivce I' v bodé tg, jak je ziejmé z obrizku.

Véta: Je-liT': r =r(t) t € (o, 5) hladkd kiivka v R™, ¢y € (o, 8) bod, pak parametrické
rovnice teény ke kiivce I' v bodé tg maji tvar

X =r(to) +77(te); T€R.

Definice: Je-liT' : r = r(t), t € (o, ) reguldrni kiivka v R"™, pak vyraz dr(ty) = 7(to) dt
nazyvame diferencidlem kiivky I" a ds = || 7(to) || dt diferencidlem oblouku kiivky T

Véta: Jellil': r=r(t); t € (o, ) po Cdstech hladkd kiivka v R", pak pro délku s oblouku

3
této kiivky plati s = [ || 7(¢) || dt.

Piiklad: Najdéte délku oblouku kiivky @ = a cost; y = asint; z = bt pro t € (0,27),
(a,b > 0). Viz obrdzek



2m
Je ||7(t) || = /22(t) + y2(t) + 22(t) = Va2 + b2, tedy s = [ ||7(t) | dt = 2m Va2 + b2.
0

1.3 Komplexni funkce realné proménné.

Definice: Komplexni funkei redlné proménné x rozumime uspotradanou dvojici redlnych funkci
F(z) = (f(x),g(x)) . Funkci f budeme nazyvat redlnou ¢asti F' a budeme ji znacit f = Re F', funkei
g nazveme imagindrni ¢asti F' a ozna¢ime g = Im F .

Poznamky: 1.7 definice komplexni funkce plyne, ze to neni nic jiného, nez vektorova funkce
v R?. Plati pro ni tedy viechny véty, které byly odvozeny pro vektorové funkce.

2. Komplexni funkci mazeme psit ve tvaru F(z) = f(z) = ig(x). Toto vyjadfeni ma tu
vyhodu, Ze s nim muzeme pocitat jako s komplexnim ¢islem, coz ndm trochu usnadni zachazeni
s ni, na rozdil od vektorové funkce jako takové.

3.JeliT @ r=r(t) = (2(t),yt)), t € (o, 3) kiivka v R?, pak ji mizeme zapsat ve tvaru
z(t) = x(t) + iy(t), kde t € (o, B), tedy jako komplexni funkci redlné proménné ¢. Jinymi slovy,
kiivku v roving muzeme chdpat jako zobrazeni z : {a,3) — C. Dulezitost a vhodnost tohoto
vyjadieni bude vidét pozdéji v souvislosti s teorii funkci komplexni proménné. V tomto para-
grafu uvedeme jednu velmi dulezitou komplexni funkci, a sice Eulerovu identitu, kterou budeme
potfebovat v souvislosti s feSenim diferencialich rovnic.

Piiklad: Oznac¢me E(t) = cost + isint ; t € R. Potom je E(t) komplexnim vyjddfenim
jednotkové kruznice a navic plati
1 1

= = cost —isint = E(t) = E(—t).
E(t) cost—+isint cost s ®) (=)

Déle
{E(t)}" = (cost +isint)™ = cosnt + isinnt = E(nt);

E(t) = —sint +icost = i(cost + isint) = iE(t).
Funkce E(t) témito vlastnostmi pfipomind eponencielu, a proto zavedeme nésledujici oznaceni.
Oznaceni: Funkci E(t) oznacime jako

t

e" = cost +isint

a nazveme Eulerovou identitou.

Poznamka: 1. Eulerovu identitu nejsme zatim schopni pfesné ovérit, to bude provedeno az
v paragrafu, vénovaném mocninnym radam.

2. Jestlize si uvédomime, ze

e =cost +isint; e ¥ =cost—isint,

muzeme seCtenim a odectenim téchto identit vyjadfit funkce cos a sin pomoci exponencialni funkce.
Plat{

617& + 67” ) e’Lt _ ef’Lt
COStzi; sint = ————
2 2



Tato vyjadreni pfipominaji opticky definici hyperbolickych funkei a polozme si otdzku, zda mezi
nimi neexistuje hlubsi souvislost. Skutecné tomu tak je, ale musime sahnout do komplexniho oboru.
Je-li t = tu, dostdavame

. .. . & .
coszu:T:chu; siniu = =1 = ishu.

Tedy funkce cos a sin se na imaginarni ose chovaji jako funkce ch a ish na ose realné. Analogicky

eiu + e—iu eiu _ e—iu
chiu = —g = cosu ; shiu= — = isinu.

3. Jestlize oznatime z = = + iy komplexni proménnou, muzeme psat

ef = "W = ¢% . ¢ = ¢"(cosy + isiny)
a dostaneme prekvapivou informaci, totiz, ze exponencidlni funkce je v komplexnim oboru peri-
odickd s periodou 27i. Stejné jako v redlném oboru plati i v komplexnim oboru vztahy
eiz + e—iz eiz _ e—iz e? + e F e? —e %
cosz = ———;sinz=————; chz= ——; shz = ——
2 2i 2 2

Takto bychom mohli pokracovat a definovat dalsi funkce v komplexnim oboru. Nem4 to vsak velky
smysl, ponévadz teorie funkei komplexni proménné se opird o pojem derivace v komplexnim oboru,
coz se dosti podstatné 1is{ od pojmu derivace funkce jedné redlné proménné, i kdyz je formalni
definice stejna.



Kapitola 2

Diferencialni pocet funkci vice
promeénnych.

2.1 Derivace a diferencial.

Definice: Bud f : @ — R funkce, Q c R", z(®D e Q vnitini bod Q. Necht dile
s =(81,82....,8,) je dany pevny vektor. Jestlize existuje konecnd limita

(0) _ (0)
lim f (J; + ts) f (J; )
t—0 t

)

pak tuto limitu nazveme derivaci funkce f v bodé (9 podle vektoru s a oznacime

97 (a0
Os '

Je-li s jednotkovy vektor (||s|| = 1), pak tuto limitu nazyvéame derivaci funkce f v bodé z(®) ve
smeru s.
Je-li s =¢;, tj. jednotkovy vektor ve sméru osy x; , pak derivaci

df (z) _of (z)
667; h aI,

nazyvame parcialni derivaci funkce f v bodé z(9) podle i—té proménné nebo podle x; .

Pi#iklad: Najdéte derivaci afa(?y) , kde f(x,y) =sinz3y? a s = (1,2).

Reseni: Plat{

Of(w,y) _ . flatty+2t)— flay) | s {(z+)%(y +2t)2} —sin {a®y?}
ds  t—=0 t T =0 t -
L 2sin o R e
t—0 t
sin {t(3I2y2+4x3y)+t2(4x3+12z2y+3my2+... )}
= cos z°y? 7}1_1)1(1J T 2 = (3x2y2 + 4x3y) cos z3y? .
2



Pozndmka: Ptedchozi piiklad ukazuje, Ze definice derivace podle vektoru neni vhodny zpusob
pro jeji vypocet. Piislusnéd limita muze byt velmi komplikovand. Neni vSak zadny problém vypocitat
parcidlni derivace dané funkce podle vSech proménnych. Stac¢i si uvédomit, ze pii derivovani podle
proménné x; se ostatni proménné chovaji jako konstanty. V dalsim vykladu ukézeme, Ze existuje
velmi tzky vztah mezi parcidlnimi derivacemi a derivaci podle vektoru.

Priklad: Vypoctéte parcidlni derivace funkce u = /22 + y2 + 22. Je ziejmé, Ze

du x du Y du z

Definice: Bud f : Q@ — R, kde Q@ C R" je oteviend mnoZina a nechf f m4 parcialni
derivace podle vSech proménnych v 2. Potom vektor

of of of
Ox1 Oxy’ T Ozp

nazyvame gradientem funkce f a znac¢ime grad f nebo Vf.

Véta: Je-li f: QO — R, z € Q vnitini bod, s pevny vektor, potom

0
O — (s,mad ).
Dukaz: Je
0f . flatts) ()
85 t—0 t
— lim f(ml—|—t51,x2—|—1532,...,frn—|—tsn)—f(xl,alCQ—1-1552,...,:vn—|—tsn)+
7t—>0 t
flxr, o +ts2, ... xpn +1sy) — f(21, 22,23 + LS3,. .., Ty + tSy)
+ . +
T1,X9y oy Ty_1, Ty +tsp) — flx1,22,...,2p 0 0 0
by e 1 ) — [z, 22 W _,of Jof 0o
t 0x 0 xo oxy,

Pozndmky: 1. Dukaz piedchozi véty ma jednu vadu na krése. Aby vse proslo, musime nejen
predpokladat existenci parcialnich derivaci, ale téz spojitost funkce f. Jak se vSak ukaze pozdéji,
spojitost vyjde jako dusledek predpokladu diferencovatelnosti funkce f .

2. Pii vySetfovani vlastnosti funkei jedné proménné hral dominantni roli pojem derivace. Pro
funkce vice nezavisle proménnych je tato role nahrazena pojmem diferencidlu, se kterym se nyni
seznamime.

Definice: Bud 2(®) € Q ¢ R™ vnitinf bod, h = (hy,hs,...,h,) € R". Potom funkci
proménné h , definovanou predpisem

Nf (x(o)’h> —f (x(o) + h) _f (x(0)>

nazyvame diferenci nebo piiristkem funkce f v bodé z(®) vzhledem k h.

Rekneme, ze f je diferencovatelnd v bodé z(9) | jestlize existuje vektor D = (D1,Ds,...,Dy,)
a funkce w(h) tak, ze

f (x<0> +h) —f (x<0>) = (D,h) +w(h) a m}m —0.

10



Vyraz
(D,h) = D1hy + Daho + -+ -+ Dyh,

nazyvéme totalnfm diferencidlem funkce f v bodé x(®) a znacime d f (:r(o), h) . Je-li f diferenco-
vatelnd v kazdém bodé = € 2, fekneme, zZe je diferencovatelna v €.

Véta: Je-li vyraz (D, h) totalnim diferencidlem funkce f v bodé 2(°) | potom plati

Dj—{af} . i=1,2,...,n.
81‘1' 2= (0)

Dikaz: Jestlize polozime

hl=h2=~'~=hj_1Zhj+1=~'~=hn=0, hj;éO

a vydélime rovnost
f (x(o) + h) —f (x(o)) = (D, h) + w(h)

vyrazem h; , dostaneme

f @@ +n)—f (=) w(h)
h, ATy

a tvrzeni véty odtud plyne okamzité pro h; — 0.

Poznamky: 1. Definice totalniho diferencidlu a predchozi véta ukazuji, ze pozadavek

w(h)
im ——- =20
h—o0 ||h|
je natolik silny, Ze urcuje ¢isla D;, j = 1,2,...,n jednoznacné. Navic ukazuje, Zze pokud je
f diferencovatelna v bodé z(®) | pak ,podstatna ¢ast® pifrustku f je linedrni, tj. pravé totalni
diferencidl. Této vlastnosti bude v dalsim vyuzito k pribliznému vypoctu funkénich hodnot a k
nalezeni te¢né nadroviny ke grafu funkce f.

2. Z predchozi véty téz plyne, ze

af =2 g g, O

O Dg E h, = (grad f,h).

Je-li specielné f(z) = x;, dostaneme d f = dz; = h; a v dalsim budeme vétsinou pouzivat pro
totalni diferencidl nasledujiciho oznag¢eni (i kdyz ne zcela pfesného)

_9f of Of 4o
df = B, dry + Dig dro + -+ Dz, dx, = (V f,dz).

3. Definice totdlniho diferencialu funkce f dava navod k pribliznému vypoctu funkénich hodnot,
jestlize vyuzijeme skutec¢nosti, ze podstatnou ¢ast prirustku funkce tvori totalni diferencial. Plati

totiz pribliznd formule
F(#0+n) =1 (20) +af («@) .

Dusledek: Je-li f diferencovatelnd v bodé (9 | pak je v tomto bodé spojité.

Diikaz: Plyne okamzité z vyjddreni f (x(o) + h) —f (x(o)) =d f(z©) +w(h).
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Piiklad: Vypoctéte priblizné (1,04)%02 .
Reseni: Uvazme funkci
flz,y) =¥, 20 = [zo,%0] =[1,2], h = (h1,h2) =(0,04;0,02).

Potom plati
(1,04)>%2 = f(x0 + h1,yo + ha) = f(z0,y0) + d f(z0,Y0) -

Ponévadz je

f(anyO):]-a ﬂ:yl’yila ﬁ:xylnxa df(ZanO):20,04+00702a
ox dy

dostaneme odtud, ze (1,04)>%2 = 1,08 . Piesnéjsi hodnota je 1,082 448 755 .

2.2 Vlastnosti diferencovatelnych funkci.

Véta: Jsou-li parcidlni derivace % , §=1,2,...,n spojité v bodé 2}, m4 f v tomto bodé
J
totalni diferencial.

Ditikaz: Podle véty o stfedni hodnoté plati

) - (a0) -

= 7 (2”4 ha? o b ) 7 (8 R el haa) ¢
+f< O by, ;)1+hn,1,x§f)) —f(xg(’)+h1,...,x;021,x;0>)+
+f( +h1,:cg0)7...,x£lo)) —f( (0 xé0)7. ,m(0)> =
8f(.’15§0)+h17..., 'ELO)1+hn 1, +19nhn) af(x§0)+191h17x20)7" xglO))
6:cn 8I1
b (4)
= yon 2
i=1 i

Ze spojitosti parcidlnich derivaci % v bodé z(®) plyne, ze
J

af<§(j)) B of

= ; k ; .
D, Dz, +wj(h), kde w;j(h)—0

h—0

Tedy

! (ﬂc(o) +h) —f (:c“”) = iwhj +jzj:1hj w;(h)

Jj=1

n
Ponévadz plati hm nghﬁ =0, kde w(h)= > hjw;(h), plyne odtud tvrzeni véty.
j=1



(0)
Veéta: Je-li ( ) derivace f v bodé z(9) ve sméru gradientu, potom

b (0) (0)
‘f(l' ) ‘:max Lf(x ) )
0z s s
kde s je libovolny jednotkovy vektor.
o f(z® rad f z(® ,
Diikaz: Je (as ) = (s,grad f (z(9)) a pro 2 = m plat{
af (
o ()]
2L amas ()

Na druhé strané z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti plyne, ze

e (-0)) | < et s () | = (=) |-

Poznamka: V dalsim si v§imneme otézky existence te¢né nadroviny ke grafu funkce

y:f<$), t.] y:f(xlam%axn>

Pro n = 1 dostaneme zndmy vysledek y — yo = f'(x0)(z — ), tedy rovnici teény. Pro obecné
n zavedeme pojem tzv. nadroviny. Vzhledem k tomu, ze grafem funkce n proménnych y = f(x) je
podmnozina R"*!, budeme odpovidajici nadrovinou rozumét linedrni funkci

y=Dix1+ Doxg+ -+ Dypx, + Dy

Definice: Bud déna funkce n proménnych f a bod x(®) . Rekneme, ze nadrovina
y=Diz1+ Daxa+ -+ Dpxn + Do

je te¢nou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé [m(o)  f (33(0)) ] , jestlize plati

_ 20
f(x)=[D1z1 + Dazo + -+ - + Dy, + Dol = w (x— x(o)) , kde lim w(z - 2%)

z—1x(0) || xr — I(O ||

=0=w(0).

Véta: Funkce f ma v bodé (9 totélni diferencidl prave kdyz v bodé [x(o)  f (x(o)) ] existuje
tecna nadrovina. Rovnice této nadroviny je

=3 () 1 ().

Norméla v tomto bodé mé kanonické rovnice

xl—xg)_arg—xéo)_'”_x —x%o) y—f(x(o))
af(z®)  af(x®)  af(a®) -1
Oy 0o Oxp

13



Dikaz: Je ziejmé, ze
f (x(o)) = Dlxgo) + Dg(EéO) 4+ D9 4+ Dy
Jestlize tuto identitu odec¢teme od rovnice nadroviny, dostaneme, ze tetna nadrovina ma tvar
y—f (:L‘(O)) =D (x1 - xgo)) + Dy (;102 — xéo)) +---+D, (xn — m@) .
Podle ptredchozi definice nyni dostaneme, ze
flx)—f (x(o)) =D (scl - $g0)> + Dy (xg - xéo)) +---+ D, (:En - ng’)) +w (:v - x(o)) .

To je vsak prislusna ekvivalence totalniho diferencialu a existence te¢né nadroviny. Navic z vyjadfeni

e . . . 3 f(=? -y . . .
totalniho diferencialu plyne, ze D; = fa(z ) . Kanonické rovnice normaly plynou okamzité z
J

vyjadieni te¢né nadroviny.
Poznamky: 1. Predchozi véta ukazuje dva mozné piistupy k pojmu diferencovatelnosti funkce.
Analyticky pomoci definice totalniho diferencidlu, nebo geometricky pomoci tetné nadroviny.

2. Je-li z = f(z,y) funkce dvou proménnych, nebo cheete-li plochav R?,  [x0,v0, 20 = f(%0, y0)]
dotykovy bod, pak ma teénd rovina tvar

0 f(wo,y0) 0 f(wo,y0)

z— 29 = D ($—$0)+T(y—yo)~

Piiklad: Najdéte rovnici te¢né roviny a normadly k plose z = v/x2 + y2 — zy v bodeé [3,4,7].

Reseni: Po dosazeni z = 3, y = 4 dostaneme, ze dotykovy bod je T1[3,4,-7]. Déle

0z x 02(3,4) 17 0z Yy 02(3,4) 11

_— = — _— _— = — — _—

ox ,/x2+y2 Y ox 5 ’ 8y ,/x2—|—/y2 ’ 8y 5 ’
tedy te¢nd rovina ma tvar z + 7 = —15—7(3: -3)— 15—1(y —4) a po jednoduché tpravé dostaneme

r—3 y—4 247

1724+ 11y +52—-60=0, 1 1 5

Poznamka: V dalsi vykladu si vSimneme problematiky vypoctu parcidlnich derivaci slozenych

funkei. Je-li y = f(x1,29,...,2,) funkce n proménnych a z; = z;(t1,t2,...,¢), j=1,2,...,n
je vysledné f funkci r proménnych t¢1,to,...,t,.. Pokusime se odpovédét na otazku, jak vypadaji
parcidlni derivace g—i pro k = 1,2,...,r. Prekvapivé jednodussi problém je nalézt totalni dife-

rencidl této slozené funkce. MuZeme psét

— 3 f(z) aof of af
df:Z al'j dxj:aixldxl—i_ai@dx?—’—“.—’_azndxn:
Jj=1

_ 9/ <ax1dt1 TP amldtr) Lo <8x2dt1 L B azzdtr) +

Bccl 3t1 8752 8157, 8x2 8t1 6t2 (r“)tr
dt dt —dt, | =
Tt o, (8t1 B T T >
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Of 0x1  Of Oxa of Oxp
—ZJ 2, di
(63:1 8t1 +8$2 6t1 + +8$n 8t1 1t
of o0 af o of Oz,
[ 0x: L 9r D T f oz
61’1 8152 8172 8152 (9177, 8t2
Z4 —-J e dt..
(8:r1 ot, " ows 01, 9wy o1,
Ponévadz totdlni diferencidl funkce f jako funkce proménnych ti,ts,...,%. mé za koeficienty
parcialni derivace podle ptislusnych proménnych, dostaneme okamzité vétu pro vypocet parcialnich
derivaci slozené funkce.

)dtg-‘r -+

Véta: Bud f funkce n proménnych z1,xs,...,T,, kterd mé v oteviené mnoziné G C R"
spojité parcidlni derivace prvniho fddu podle vSech proménnych. Necht z; = ¢;(t1,t2,. .., ) jsou
funkce r proménnych se spojitymi parcidlnimi derivacemi prvniho fadu podle vSech proménnych
v oteviené mnoziné A C R". Oznaéme

F(tl,tg, ‘e ,tr) = f((pl(t)7g02(t), AN .,(pn(t)) .

Potom ma funkce F' parcidlni derivace podle vSech proménnych v mnoziné A a plati

OF {0 oy,
Oty 817] Oty

k=1,2,...,r.

Ditikaz: Plyne okamzité z pfedchozi poznamky.

Poznamky: 1. Predchozi véta je pomérné dlouhd, ale ma tu vyhodu, ze je presnd. Jestlize
nebude hrozit nebezpeci nesrozumitelnosti, budeme pouzivat zkraceného oznaceni

z=f(x1,...,2n), x; =x;(t1,...,t), pak 8—% Z;jjgf}i k=1,2,...,r.
2. Casto se vsak vyskytuje piipad funkce n proménnych
z=f(x1,...,2p,Y1,.-,Yqg) (P+qg=mn), kde y; =¢;(x1,...,zp) j=12,...,q.
Definujeme-li funkci F' predpisem
F(z1,...,2p) = f(x1,. o, Zpy 01(X15 -, Zp),y - s 0g(@1 -0, Tp))
pak plati

oF af oy
Z k=1,...,p.

8;z:k 6CCk 6yl 8Ik

Jestlize v8ak pouzijeme zkrdaceného zapisu z predchozi poznamky, dostaneme nesrozumitelny sym-

bol
0z dz 0
Z:f(xlv"'7xpayl7"'ayq) Z yl :1,...,p.
1=

Ay axk dy, Dy

3. Dulezité jsou specielni piipady, kdy n a r nabyvaji nékteré z hodnot 1,2,3, po piipadé 4.
Je-li na piiklad n = r = 1, dostaneme zndmy vzorec pro derivaci slozené funkce % = j{c ‘éf .
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V dalsim se budeme setkavat nejcastéji s pripadem n = r = 2 a pro ilustraci tyto vzorce uvedeme.
Je-li

z=f(x,y), ©=ux(u,v),y=uy(u,v), potom %_%aﬁ+%@.%_8z8m+g@
=LY, T=T,v), Yy =yv), P ou  Orx du Oydu’ dv Jx dv  Jy dv’

Vyplati se vypsat si i nékteré dalsi moznosti.

Priklad: Ukazte, ze funkce z = y - f (2% — ¢?) , kde f je libovolnd diferencovatelnd funkce,
vyhovuje rovnici

ReSeni: Funkci f (22 —y?) musime derivovat jako slozenou funkci, coz ukazuje, Ze mame
piipad n =1, r = 2. Jestlize oznac¢ime

o o . Of df ou _

u=zx"—y*, je

), L A Ou
9 du 0r z f'(u), dy  dudy y fi(u),

dostaneme po dosazeni do dané rovnice

2ay® f' (2% — y°) + ayf (2% — y?) — 22y ' (2° — y?) = 22.

2.3 Derivace a diferencialy vyssich radu.

Poznamka: Jestlize mame dénu funkci f(z1,29,...,2,) a vypocteme na pifklad parcidlni
derivace 887{2, 8871;, dostavame opét funkce n proménnych zi,xo,...,x, , které mohou mit po

pripadé parcidlni derivace podle proménnych 1, x5 . Tim dostaneme parcidlni derivace 2. fadu

o*f  O%f o*f  O%f

871‘%, 6.1316])2’ 81‘28$1 ’ 871)3

Polozme si nyni otdzku, zda je dulezité poradi, ve kterém derivujeme, nebo zda zalezi jen na tom,
podle kterych proménnych se derivuje. Odpovéd je dédna v nasledujici véteé.

Véta: Bud f funkce n proménnych (n > 1) a necht existuji parcidlni derivace

_of . _9f

= 9 =
81'1 ’ 8%2

fi

o°f

v jistém okoli bodu a = (a1, az,...,a,). Piedpoklidejme, ze fiy = 524 je spojitd v bodé a.

Potom je v bodé a definovina i fo1 = 524 a plati fi2(a) = foi(a).
Dukaz: Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze n = 2. Mame ukézat, ze

lim, % {fa(ar + h,a2) = fa(ar,a2)} = fia(a).

7 existence prvych derivaci v okoli bodu a plyne, Ze vyraz za limitou muzeme psat ve tvaru

1
lllil’%) Wk {f(a1 + h,as + k) — f(a1 + h,ag) — f(ah as + k) + f(al, CLQ)} = ]1% F(h, k) .
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Mame nyni ukéazat, ze

lim { lim F(h, k)} ~ fia(a).

Ponévadz vnitini limita existuje, staci pouze ukazat, ze existuje dvojné limita

1i F = .
™o (h,k) = fi2(a)

Polozme nyni ¢(z1) = f(z1,a2 + k) — f(21,a2) . Podle véty o stFedni hodnoté plati

F(h, k) = - {p(ar + ) — plar)} = 1 ¢/ (ar +91h) =

1
::z;{fﬂal4*§1h,a2#*k)4*fda1%*ﬂlh,agﬂ':?fm(al%*ﬂlh,ag%*ﬁgk)7 kde O<:01,ﬂ2<:1.

Dané tvrzeni plyne nyni ze spojitosti druhé parcidlni derivace fi12 v bodé a.

Pozndmka: Jestlize fi2 neni spojitd v bodé a, muze byt fia(a) # fa1(a), jak ukazuje
nasledujici priklad.

Piiklad: Bud

xy pro |z >|yl,
flz,y) =
0 pro |z|<]yl.

Pro y # 0 je
O _ py J00 SO0 _ g 2O0 _y, SO SO.0)
Pro x # 0 plati
O1(,0) _\ fk) = f@,0) _ B[00 . fO0.K)- 0.0
Oy k—0 k ’ Ay k—0 k
a tedy

0xdy  k—0k

" Qydxr  h—0h

32f(0,0)_1. 1 (9f(0,k) 9f(0,0) —0 32f(0,0)_1. 1 (9f(h,0) 0f(0,0) _1
lm{ or Oz } lm{ oy Oy }_'

Poznamka: Predchozi vétu lze snadno rozsitit na piipad parcidlnich derivaci vyssich fadu.
Jednoduchy dikaz indukci dava

Diisledek: Bud k > 2 celé. Parcialni derivace funkce f aZ do fadu k — 1 necht jsou zdménné
v jistém okoli U bodu z(®) € R™. Predpokladejme, ze parcidlni derivace fir,....jx i€ spojita v bodé

z©  Bud I4,...,1, libovolnd permutace ¢isel ji,...,j,. Potom existuje i i v bodé z(©

a plati
o () = 1 (5

..... Uk

Poznamka: Jestlize uvazime totalni diferencidl funkce f n proménnych

afen)= 2Ly gy 2

447hna
o0x1 0xo Oy,
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je to funkce 2n proménnych (z,h). Jestlize viak budeme pfedpoklddat, ze piirustek h zustavé
konstantni, dostaneme funkci n proménnych z1,zs,...,z, a muzeme se opét zeptat, zda tato
funkce mé totdlni diferencidl. Tim se dostaneme k definici totdlniho diferencidlu druhého Fadu
a nasledné k pojmu k—tého diferencialu.

Definice: Nechf m4 funkce f totdln{ diferencidl df (z, h) = (h, grad f) vzhledem k piiristku
h v jistém okoli U bodu z(®) . Diferenciél funkce df (z, h) v bodé (%) opét vzhledem k h nazjvime
druhym diferencidlem funkce f v bodé z(°) a znacime d?f (x(o), h) .

Diferencidl k—tého fadu definujeme rekurentné
d* f(z,h) = d (d" ' f(z,h)) .

Poznamky: 1. Plati

d? h h;j = (Hh,h kde
f= Z 3 = (Hh,h)
& *f *f
0x3 Ox10xe 0 " Oxq Oz,
o’f 2f 0% f
H = 8ZD1 OIQ ? 81}% ? Tt 8I2 8:13"
o’ f o f 9% f
O0x1 0z, > Ox90x,°’ "' ox?2
Toto vyjadieni ukazuje, ze druhy diferencidl je kvadraticka forma v proménnych hy, ho, ..., hy, .

2. Z predchozi pozndmky dostaneme okamzité indukci, ze

0 0 0 g
k. _ e —

To je sice elegantni vyjadieni, ale pti praktickém vypoctu budeme potfebovat tzv. polynomickou
vétu, abychom byli schopni vyjadfit pfislusnou k—tou mocninu. Plati

k! ;
(a1 +as+ - +a,)k = E ma?a‘f...ai{%
i >0,... 0 >0
i tin =k

Nejcastéji se vSak vyskytuje pripad n = 2, kde plati

0 0 e L
1= (g oy )f Z()w 1fa L
1

1=

podle zndmé binomické véty.

3. Pomoci diferencialu vyssich fadu muzeme odvodit Tayloruv vzorec pro funkce n proménnych.
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Véta: (Taylorova)
Bud f : @ — R a necht m4 v okoli ¢ (z(?)) C @ bodu z(® € R™ diferencidl fadu &k + 1.
Necht h € R™ je takové, ze (O +h e U (x(o)) . Potom existuje 9 (0 < ¢ < 1) tak, ze

) 1 () () b (s.0) s s (408

1

MCES]

A f (x“” n ﬁh,h) .

Diukaz: Oznacéme F(t) = f (w(o) +th) pro t € (0,1). Podle Taylorovy véty pro funkce jedné
proménné plati

1
(k+1)!

F(1)~ F(0) = ZF/(0) + P (0) 4+ o

o F®(0) +

Fk+1) ().

Vypoctem téchto derivaci dostaneme nyni vysledek.

Piiklad: Najdéte Tayloruv polynom 3. stupné funkce z = a¥ v okoli bodu (1,1). Vysledku
uzijte k piibliznému vypoétu 1,1%92
Reseni: V piedchozi vété polozime n = 2. Déle je

0z 0z 0%z 0%z 2
i/ e ) | 22 —1)g¥2. — Lyl y—17 . = Y12 -
5 = VT ' By 2 Inz; = yly — Dz 520y V7 +yx ng; 52 z¥1In” x|
D3z D3z
- _ _ y=3. — _ y—=2 _ y—2 .
9 yly —D(y —2)2¥™7; 922 3y (2y = D)a?™" +y(y —1)z¥ " Inx;
0%z 03z
_ y—11,.2 y—1 L Y S
783383;2 yr' " In"x 4+ 22Y" " Inx; 93 z¥In" x.
Nyni plati
0z(1,1) 1. 0z(1,1) 0: 9?2(1,1) 9%z2(1,1) . 9%z(1,1) 0:
oxr 7 oy 0 ox2 7 odxoy T oy
»Pz2(1,1) 9%z(1,1) 1. P2(1,1) 9%2(1,1) —0
or3 7 9%2x0y ' 0x0%y T oyd

a odtud dostaneme, Ze hledany Taylortiv polynom mé tvar

Pla,y) =1+ 33— 1)+ 5o 2 — Dy~ D} + 5 (3~ 1%y~ 1}

Dand hodnota je nynf 1, 1192 = P(1,1; 1,02) = 1, 1021, zatimco piesnéjsf hodnota je 1,102 098 82..

Poznamky: 1.V zdvéru tohoto paragrafu se vratime znovu ke vzorcum pro vypocet parcidlnich
derivaci slozenych funkei. Je-1i

y:f(ﬂch...,:cn), xj:@j(tla”'atr)v F(tla”'vtr):f(gol(t)a'”v%on(t))7

potom

1=1,...,7r.

OF N Of Oy
8ti 704 6xa 8ti

=1
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Jestlize budeme predpokldadat spojitost vSech parcidlnich derivaci druhého fadu, tedy jejich
zdménnost, dostaneme pouzitim pfedchotho navodu

2

8@& 690[3 Z 3f 82 Pa

n o
=11
8t 8t Z 0w, 015 Ot 01 Oz Otiot; 7T ol

Timto zpusobem muzeme pokracovat dale a vypocitat parcidlni derivace 3. fadu.
2. Pfi pouziti téchto vzorcu se nejéastéji vyskytuje piipad n = r = 2. Je-li tedy
y = flo,22), v1=a1(t1,t2), 22 = x2(t1,12)

pak
8151 81'1 6151 (91'2 8151 8t2 8.’E1 8t2 8902 8t2
a tedy
Pf S (9n\' L, O om dwy O (Dwy\* | Of vy Of P
8t% o 61‘% th 8151 8x1 ﬁt% 81‘2 at% ’

61‘1 83:2 3t1 8t1 371’%

Analogicky pro ; Pro smiSenou derivaci plati

t2

0% f B 0%f Oz, Ox1 N 0% f (8:101 Ozy  Oxs 8x1> 0%f Oxo Oxa

833% (9t1 8t2

06,0t 022 0t Ot | Ow1 0w \ Oty Ota | Oty Ot

LOF O 0f 0%
(933’1 8t1 8t2 8x2 8151 8t2 '

Piiklad: Zavedenim novych nezavisle proménnych u = zy, v = 5 transformujte rovnici

0%z 0%z
2072 2072
z 922 Y 92 0.

Reseni: Ze zadani je vidét, ze funkce z je slozena nésledujicim zpusobem
zzz(u,v), UZU(.’I},y), ’U:’U(.CL',y).

Tedy
0z 0z 0u 0z Ov 0z 10z 0z 0z Ou 0z Ov 0z x 0z

oz 0udr ' ovor YOu you' By Oudy Gudy “0u yov
Pro druhé derivace dostaneme
P _ % (0u\' s owon e (00 0: % 0s 0%
8r2  du2 \ oz Oudv dx dx  Ov? \ Ox
— 2&+2&+i%
Y a2 oudv  y? Ov?

Y ouoer T ooz

a analogicky
02z 5, 022 2 9%z 2?2 9%z x 0z
92 Y 9 Tt auoe T Ao TR o
oy ou y? Qudv  y* Ov y3 v
Po dosazeni do puvodni rovnice a lednoduché tipraveé dostaneme

78% — L% =0, neboli 7822 — i% =
oudv 2xyov oudv 2udv

A7 se naucime tesit diferencidlni rovnice se separovatelnymi proménnymi, ukéze se, ze jsme schopni
tuto rovnici uplné tesit.
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2.4 Resitelnost funkcionalnich rovnic.

Poznamka: V tomto paragrafu si polozime otazku feSitelnosti rovnice
F(.’Ifl,.]?z,...,l‘n,y) = 07

kde F' je dand funkce n + 1 proménnych. Z této rovnice se pokusime vypocitat y jako funkci
proménnych 1, Zso, ..., T, . Tento kol se nemusi vzdy zdafit a pokud se podaii, nemusi byt dané
reseni jediné. Dulezité bude také to zda budeme hledat globalni feseni nebo jenom lokalni feSent,

tedy feSeni v jistém okoli bodu (mgo), ;véo), . ,w%o)7 y(o)) .

Piiklad: Rovnice y%—(22—1)? = 0 ma v R 8 spojitych fesenf a nekone¢né mnoho nespojitych
reSeni.

Diikaz: Jestlize si na¢rtneme mnozinu véech bodi, které vyhovujf rovnici y? — (22 —1)? =0,
viz obrazek

je vidét, ze hledand spojita feseni maji tvar

1. y=22—1 pro z€R,

2. y=a22-1 pro x€(~o00,1); y=1-2% pro z € (1,+00),
3. y=a2-1 pro |z|>1; y=1—22 pro wze€(-1,1),
4. y=2>-1 pro z€(-o00,—1); y=1—2> pro z¢€ (-1,+c0),
5. y=1—2%2 pro z€R,

6. y=1-2% pro z€(-o00,1); y=22—-1 pro =z € (1,+0c0),
7. y=1-—2% pro |z|>1; y=22—1 pro x€(-1,1),
8. y=1-—2% pro z€(~00,~1); y=2?>-1 pro x€ (—1,+00).

Nespojita feseni maji na priklad tvar

y=a>-1 pro z¢€ (—oo,t); y=1—2? pro z€ (t,+o0), kde tcR,t#=+l.
Definice: Bud F(z1,%2,...,Ty,y) funkce n+1 proménnych a uvazujeme rovnici F(z,y) = 0.
Funkci y = f(z) = f(x1,22,...,2,), x € Q C R™ nazveme na 2 FeSenim této rovnice, jestlize pro

vechna x € Q plati F(z, f(z)) =0.
Jestlize pro vSechna x € U (IC(O)) C R"™ je F(z, f(z)) = 0, pak y = f(z) nazveme lokdlnim
feSenim dané rovnice.

Poznamka: V dalsim si polozime nékolik otazek:
a) Jak zarucit existenci feseni?
b) Jak zaruéit existenci jediného Feseni?
¢) Jaké vlastnosti dané fesen{ m4?

Véta: (Globdlnf resitelnost)
Bud funkce F(z,y) definovana na mnoziné Q x {(a,b) C R"*! a predpokladejme, Ze pro kazdé
pevné x € () je spojitd v proménné y . Jestlize F(x,a) F(z,b) < 0 Vz € Q, pak existuje alespon
jedna funkce y = f(x), definovand na 2 tak, ze F(z, f(z)) =0 Vo € Q.
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Diikaz: Oznacme h(y) = F(z,y) pro €  pevné. Podle predpokladu je h spojitd funkce
a plati h(a) h(b) < 0. Existuje tedy 7 (zdvislé na x) tak, ze h(y) = 0, neboli F(z,5) = 0. Tim
dostaneme funkci g = f(z), = € Q, pro niz plati F(zx, f(z)) =0 Yz € 2.

Poznamka: Tato véta zaruCuje existenci feSeni, nikoliv vSak jednoznac¢nost. Jednoznacnost
globalniho feseni byva téz malokdy splnéna. Tu v8ak byva mozné zarucit ptfi hledani lokalniho
feseni.

Véta: (Lokaln{ fesitelnost)
Bud F(z,y) = F(x1,22,...,%,,y) funkce, kterd m4 spojité parcidlni derivace az do fadu k—tého
v jistém okoli bodu (m(o), y(o)) a necht

OF (29, ®)

5 £0.

F (xw), y<o>> —0,

Potom plati
1. Existuje okoli U (as(o)) C R" bodu z( a funkce y = f(x), kterd je jedinym feSenim rovnice
F(z,y)=0nal, tj.

F(z,f(z))=0 Vzel.

2. Funkece y = f(x) m& spojité parcidlni derivace az do fddu k—tého pro z € U .
cikaz: P oF(=?,y*) 5 5 ( (0) (0
Dukaz: 1. Z predpokladu — a5y # 0 plyne, ze na piiklad plati F, (x Y ) >0
Ponévadz je Fy spojitd, existuje okoli V (x(o)) bodu z(©) a § > 0 tak, ze

IO F(z,y)

9y >0 pro er(x(O)) , Y € (y(o) —5,y(0)+5) .

Pro kazdé x € V(m(o)) je F(z,y) rostouci funkce y pro y € (y(o) — 6,y +5) . Zvolme
Y1,Y2 € (y(o) — 0, y(o) + 5) tak, aby bylo y; < y(o) < yo . Ponévadz je

F(x(o),zﬂ) <0 a F(x“”,yg) >0,

pak ze spojitosti F' plyne téz, ze F(z,y1) < 0, F(z,12) > 0 pro z z jistého okoli bodu z(?) a bud
toto okoli V (x(o)) . Nyni pouzijeme pro x € V (x(o)) predchozi vétu a tedy existuje y takové, ze
y1 <Y <yza F(x,5) =0, neboli F(z,y(x)) = 0. Takové 7 existuje jediné, ponévadz F(z,y) je
rostouci vzhledem k y. Tim dostdvdme funkci 5 = f(z), pro niz plati

F(z, f(z)) =0 VYzeV (x<0>) .
2. Druhou ¢ést dikazu nebudeme provadét detailné, ukdzeme spiSe metodu vypoctu parcialnich

derivaci. Je F(x1,a,...,T,,y) = 0. Jestlize tuto rovnost zderivujeme, dostaneme podle vzorce
pro parcidlni derivace slozenych funke{ (n - n+1, r —n)

Z oOF axa OF 0y
3xa ox; 8y ox;

a ponévadz agfl” =0proa#ia %i‘; =1 pro a = i, dostaneme odtud
OF OF 0y
-— =0 r=1,2,...,n.
(*) 8(E2 + ay axl ? ) &y yn
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Odtud

oF
9.~ or > 1=1,2,...,n.
7 6y

Podle predpokladu je %—5 # 0, tedy si muzeme predchozi dpravu dovolit. Jestlize v rovnosti (x)

pokracujeme v derivovani podle j—té proménné, dostaneme
OF | OF Oy  OF 0y OF 0y Oy OF 9%y
Oz;0x; Oz, 0y 0zx; OJx;0y da; 0Oy? Ox; Ox; Oy Ow; 0x,

=0 i,j=1,2,....n.

7 této rovnice je mozno vypocitat druhé parcidlni derivace, vzhledem k tomu, ze koeficient u
téchto derivaci je opcoét %—5 # 0. Timto zpusobem muzeme pokracovat dale pii vypoc¢tu parcidlnich
derivaci vyssich radu.

Definice: Funkci y = f(z), ktera je feSenim rovnice F(z,y) = 0, nazyvdme implicitn{ funkei
nebo funkci danou implicitné.

Piiklady: 1. Bud F funkce dvou proménnych a uvazme rovnici F(x,y) = 0. Potom je

OF OF d
44,+,44,4g::0
dx Oy dx
a je-li %—5 # 0, dostaneme
oF
@ _ o _ _Fo
dx ‘?971; F,

Jestlize pokracujeme v derivovani, dostaneme

OPF , OF dy OF (dy L OF dy
0x? Oxdy dr 0y? \dx Oy dz?

7 této rovnice dostaneme po jednoduchém vypoctu

By _ 2y FoFy = FouF} — Fy, F2
dz? E3 '

2. Bud F(z,y,2) = 0 plocha v R?. Potom m4 teénd rovina a norméla dané plochy v bodé
(z0,Y0, 20) tvar

0 F(x0, Yo, 20) 0 F(x0, Yo, 20) 0 F(x0,%0,20)

T — o) + — + z—20)=0;
o ( 0) dy (y — yo) B ( 0)
r—% _ Y—Y%  Z— 2
O F(xo,90,20)  9F(x0,y0,20) 9 F(x0,90,20)
Jx dy 0z
Dukaz: Jestlize budeme na piiklad predpokladat, ze w # 0, muzeme z povazovat

za funkei z a y (implicitni) a plati

oF 9F
0z _ oz . 9z _ 3y
- T oF ~ 9F -
Oz 7= 0y 5
Tecnd rovina ma nyni tvar
0 2(0,%Yo0) 0 2(0,%Y0)



a po dosazeni a jednoduché upravé dostaneme vysledek. Vyjadieni pro normalu je ziejmé.

Poznamky: 1. Jestlize se vratime k dvodnimu pifkladu fesen{ rovnice y? — (22 — 1)2 =0, je
F(z,y) = y* — (22 — 1)%, tedy %—5 = 2y a pro y = 0 dostaneme body (—1,0) a (1,0), v jejichz
okoli nelze danou rovnici jednoznacné fesit. To je vSak vidét téz z obrazku. Pro y # 0 takové feSeni
(lokalni) vzdy existuje.

2. V aplikacich se setkdvame s ptipady, kdy

oF oF
F =0 — =0 — =0
(@.9)=0, Fo-=0, =0,
po pripadé
oF oF oF
F(:E,y,z)—(), %—07 aiy—(), E—O

V takovych bodech neexistuje te¢nd nadrovina a takové body se nazyvaji singuldrnini body dané
kiivky F'(z,y) = 0 nebo plochy F(z,y,z) =0.
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Kapitola 3

Optimalizace v R".

3.1 Lokalni a globalni extrémy.

Definice: Bud f funkce, definovand na mnoziné Q C R™. Rekneme, ze ¢slo f (:1:(0)) je
lokdlnim minimem (resp. lokdlnim maximem) funkce f na mnoziné Q2 , jestlize existuje okoli ¢ (:c(o))

bodu z(® takové, ze
f (m(o)) < f(=), {resp. f (m(o)) > f(x)} Veeld (x(o)) nea.

Pokud pro z € U (z@) N Q, z # (z(V) plati ostré nerovnosti, fekneme, ze f ma v bodé (z()
ostré lokdlni minimum (resp. ostré lokdlni maximum) na mnoziné 2. Zapisujeme

f (:C(O)) = Ieumin f(z), [resp. f (x(o)) = max)me(x)] .

(m“”)ﬂﬂ wEZ/l($<0)

Rekneme, ze f (x(o)) je globdlnim minimem (resp. globdlnim maximem) funkce f na mnoziné Q,
jestlize plati

f (x(o)) < f(z), [resp. f (x(o)) > f(x)} Vae.
Piseme

f <£U(0)) = min f(z) , [resp. f (x(o)) = max f(ac)] .

zEQ zeQ

Véta: (Nutnd podminka existence extrému)
Necht mé funkce f : © — R ve vnitinim bodé z(9) € Q lokélni extrém a je v tomto bodé
diferencovatelnd. Potom

df (x(o), h) =0 VheR", resp. grad f (a:(o)) =0.

Diikaz: Necht d f (LL‘(O), h) > 0 pro néjaké h € R™, h # 0. Polozime-li h = grad f (ZL‘(O)) #0,
pak

(h,Vf)=4df (x(o),h> = H grad f (x(0)> H2 >0.

Ponévadz je

(hygrad f(x)) — fim 20 =L @)

t—0 t
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plyne odtud nerovnost f (z(® +th) — f (z(®) > 0 prot > 0 a bod 2(¥) nemiize byt bodem maxima
f - Analogicky se provede dukaz pro minimum.

Definice: Bod z(*) | pro néjz je grad f (m(o)) = 0, nazyvame staciondrni bod diferencovatelné
funkee f.

Véta: (Postacujici podminky pro extrém)
Necht je funkce f : @ — R, Q C R” dvakrét diferencovatelns ve vnitinim bodé z(®© € Q
a predpokladejme, ze

df(x(o),h) —0VheR".

Potom plati
1. Je-li
a2 f (x(o),h) >0 VYheR",h+#0,
ma funkce f v bodé z(©) ostré lokalni minimum.
2. Je-li
&2 f (x(o),h> <0 YheR", h#0,

mé funkce f v bodé z(? ostré lokdlni maximum.
3. Jestlize existuji hq, ho € R™ tak, ze

@f (+0,m) <0, @ (20,h2) >0
nems funkce f v bodé z(?) extrém a nastavé piipad tzv. sedlového bodu.
Dukaz: Dtukaz nebudeme provadét detailné. Z Taylorova vzorce plyne, Ze
f(:c(o)th)ff(x(O))fdf( )+ de(x(O)Jrz?h,h) 0<d<1

a uvazme piipad 1. Ponévadz je

d2f(x(0)+z9h7h):d2f(m(0),h)+R2, kde Ry —0 a df( ):o,

h—0
rozhoduje o znaménku f (a:(o) + h) - f (x(o)) druhy diferencial v bodé z(©) . Jestlize uvézime
mnozinu S = {h € R"; ||h|| = 1}, dostaneme kompaktn{ mnozinu a d? f (;v(o), h) ma na mnoziné

S kladné infimum (dokonce minimum). Potom je

f (a;“’) +h) _ (x(0)> > inf d&2f (x(o),h> + Ry

he S

a vzhledem k tomu, ze Rs HO, zachovava si rozdil f (a:(o) + h) —f (x(o)) v jistém okoli bodu

2 kladné znaménko. Analogicky se dokéze 2. a 3. pripad.

Poznamky: 1. Druhy diferencidl d? f (1:(0), h) je kvadraticka forma v h tvaru

O)h
e (s0.0) = 55 EH oy

kde H je tzv. Hessova matice funkce f v bodé z(©) .

Podminka 1. v pfedchozi vété tedy znamend, ze kvadratickd forma Q(h) = (Hh,h) je positivné
definitni, neboli ekvivalentné Q(h) > 0 Vh # 0, nebo, Ze je matice H positivné definitni, nebo, ze
vSechny hlavni minory matice H jsou kladné, nebo, Ze vSechna vlastni ¢isla matice H jsou kladna.
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Analogicky druhy piipad znamend, ze Q(h) je negativné definitn{ a tfet{ pfipad znamend, ze Q(h)
je indefinitni.

2. Je-li kvadraticka forma ) semidefinitni, nemtzeme o extrému timto zpusobem rozhodnout.
Mohou totiz nastat nastat vSechny ptipady. Je-li

flay) =2 +2%°, glz,y)=2>+y", h(z,y) =2>+¢°,

pak v bodé (0,0) plati Q(h, k) = 2h? pro viechny tii funkce, zatimco f ma v bodé (0,0) neostré
lokalni minimum, g ostré lokalni minimum a h nema extrém.

Disledek: Je-lin =2, a= (a1,as2) takovy bod, ze

& f(a)
0 x?

0%f(a)

df(a) =0, fu= 920y’

#0, fia=

pak plati
1. Je-li
fi1fa2 — (f12)2 >0,

mé f v bodé a ostry lokdlni extrém a sice minimum pro fi; > 0 a maximum pro f1; <0.
2. Je-li

firfoz — (f12)* <0,

nema f v bodé a lokalni extrém.

Diikaz: Jestlize oznac¢ime a = fi1, B = fia, v = fa2, je Q(h, k) = ah? + 28hk + k2.
Bud Q positivné definitni. Potom je o > 0, oy — 32 > 0 a f mé v bodé a ostré lokdlni minimum.
Je-li Q negativné definitni, je « < 0, ay — 32 > 0 a f ma v bodé a ostré lokalni maximum.
Je-li ay — B2 < 0, je @ indefinitn{ a f nemd v bodé a extrém.

Piiklad: Najdéte lokalni extrémy funkce
z = (5x + Ty — 25) e~ (2" Favty?)

Reseni: Funkce z je definovdna v celé roviné R? a plati

O {5 (st Ty~ D)2 hy)) e (),
9z f(x2+r + 2)
a—y:{77(5x+7y725)(:c+2y)}6 Ty,

Polozime-li g—; = g—z = 0, dostaneme soustavu rovnic

(bx + Ty —25)(2zx+y) =5, (bx + Ty —25)(x +2y) =17,

neboli ﬁ = 7T aodtud y = 3z . Dosazenim do jedné z piedchozich rovnic dostdvame
Yy z+2y
2 - 1
26x° —25bx —1=0 s koteny x1 =1, w2:—2—6.

Odpovidajici stacionarni body jsou

1 3
A[1’3}7 B[_267_26} .
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a) Uvazme bod A[1,3]. Je
fir=—=27e71 <0, fio=-36e""", fa=-5le”"; fiifao— flo=8le"* >0
a v bodé A je tedy ostré lokdlnf maximum z(A4) = e~ =2,26-1076.
b) Pro bod B [ — 55, — = | plati
1377 _ 2 711 _ . 1401 _ 1

fllzwe 2 >0, f12:76€ 2, J2 = 26652'

Je ziejmé, Ze fi1faz — 3 > 0, tedy funkce z ma v bodé B ostré lokaln{ minimum

2(B) = —26e~ 52 = —25,505.

3.2 Extrémy vzhledem k podmnotiné.

Pozndmka: V tomto paragrafu budeme vysetfovat extrémy dané spojité funkce f (n promeén-
nych) na podmnozindch V' C R"™, které se daji charakterizovat soustavou podminek ve tvaru
rovnosti nebo nerovnosti. Soustiedime se vSak na popis moznych postupu pti vypoctu konkrétnich
tloh a nebudeme dokazovat zakladni vétu o postacujicich podminkach vazaného extrému.

Piiklady: 1. Najdéte extrémy funkce z = 2% +y? na mnoziné V = { (x,y) e R*; z+y=1}.
Reseni: Jey=1—x, tedy

1
z=2’+(1—-2)? =22 -22+1, z’:4x—2:O:>x:§, 2'=4>0

a bodé (1 l) ma z minimum vzhledem k V rovné z (l l) =

1 1
272 272 2

2. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce z = 22 + y? — 122 + 16y na mnoziné

V={(r,y) €R?; 2 +y* <25}.

Reseni: Ponévadz V je kompaktni mnozina a z spojité funkce, existuje max{ z ; (z,y) € V'}
amin{z; (z,y) € V}.

a) Bud nejdifve 22 + y? < 25. Pak hleddme extrém na oteviené mnoziné a uzijeme postupu
z piedchoziho paragrafu.

0z 0z
or  F ’ 0y y+16

Stacionarni bod je (6, —8), ktery vSak nelezi v daném oboru.

b) Predpokladejme nyni, ze 22 +y? = 25. Jestlize danou kiivku zparametrizujeme, dostaneme
x =5cost, y=>5sint, te€ (0,2m) a tedy

4
2(t) = 25 — 60 cost + 80sint, 2'(t) =60sint+ 80cost =0 = tgt = -3
t tedy lezi ve druhém nebo ¢tvrtém kvadrantu.
«) Pro druhy kvadrant plati cost < 0, sint > 0, neboli

1 5 tet 5.4
xr=5cost =—5 S —_3, y=>5sint=—5——2 _ 3 _y

Vit 141 VIitteg?t [141

©lm
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a z(—3,4) = 125.

B3) Ve ¢tvrtém kvadrantu je cost > 0, sint < 0 a dostaneme staciondrni bod (3, —4), pro néjz
je 2(3,—4) = —75.

Poznamka: Ke stejnému vysledku, pouze trochu pomalejsi cestou, se dostaneme, jestlize
uvézime dvé moznd vyjadieni y = v/25 — a2 a y = —v/25 — 22.
3. Najdéte nejveétsi a nejmensi hodnotu funkee z = 2% — xy + y? na mnoziné

V={(z,y) eR*; |z|+ |y <1}.

Reseni: Mnozina V je opét kompaktni, tedy obé hledané hodnoty existuji (z je spojitd).
a) Bud |z| + |y| < 1. Potom je

0z 0
Z o —y=0, =——z+2=0
Ox =Y ) p) T+ 2y
a stacionarni bod je (0,0). Déle
%z 9%z 9%z 5
83:2: ,axayif ,87y2:2, tedy 211200 — 275 =3>0,211=2>0

a v bodé (0,0) ma funkce z ostré lokdlni minimum z(0,0) = 0.
b) Necht |z| + |y| =1.

a)Proz,y>0jex+y=1,tedyy=1—z, 2 €(0,1),

zix)=a?—zx(1l—2)+(1-2)*=322-32+1,2(x) =62 -3=0=a=—,2"(2) =6 >0
a v bodé (1 L

5 5) mé funkce z lokdlni minimum z(

nabyva funkce z(x) svého maxima. Plati z(1,0) =

B)Jelix <0,y>0,paky=1+4+2,2z€(—1,0)a

1
zix)=a? —x(l+a)+(I+a) = +a+1,2 (@) =20+1=0=>2=——,2"(2)=2>0

a v bodé (—%, %) mé funkce z lokdlni minimum z (—
(—1,0) nabyva funkce z(z) svého maxima. Plati z(—1
v) Analogicky pro z,y <0jey=-1—z,x € (-1

)

N[ =

%7 %. V krajnich bodech intervalu
z(0,1) =1.

,0)
,0) a tedy

~—

1
2(z) =32 +3z4+1,2 () =6z+3=>2=—=,2"(2) =6>0

a v bodé (—%, %) mé funkce z lokdlni minimum z(

—%, —%) i. V krajnich bodech intervalu
(—1,0) nabyva funkce z(z) svého maxima. Plati z(—1,0) = z(0,-1) = 1.

) Prox>0,y<0jey=x—1,z€(0,1) a odtud

2ix)=a?—z+1,2(x)=20—-1=z==,2"(2)=2>0

| —

a v bodé (%7 —%) ma4 funkce z lokdlni minimum 2z (%, —%) = % . V krajnich bodech intervalu (0, 1)
nabyva funkce z(x) svého maxima. Plati z(1,0) = z(0,—1) = 1.

Jestlize tyto vysledky shrneme, dostaneme, Zze nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce jsou 1 a 0.
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Poznamka: Uvedené priklady ukazuji, ze vypocet je pomérné dlouhy a ma fadu zdludnosti.
Tomu se ale bohuzel nemuzeme vyhnout. V dalsim vykladu si nyni povS§imneme technického pos-
tupu, ktery se pfi vySetfovani vazanych extrému pouzivad. Nikde totiz nemame zarucCeno, ze se
ndm podaif jednu (nebo vice) proménnych z danych vazeb vypocitat.

Definice: Bud f : @ — R spojitd funkce, @ C R"™ oteviend mnoZina.
1. Necht h; : R — R, j=1,2,...,p jsou spojité funkce a oznac¢me
V={zeR"; hj(z)=0,j=1,2,...,p}.

Potom tlohu nalézt extrém funkce f na mmnoziné V nazyvdme optimalizacni tlohou s vazbami
typu rovnosti.

2. Budte g; : R®" — R, i=1,2,...,q spojité funkce a oznaéme
W={zeR"; gi(z) <0,i=12....q}.

Potom tlohu nalézt extrém funkce f na mnoziné W nazyvame optimaliza¢ni tlohou s vazbami
typu nerovnosti.

Definice: Cislo f (x(o)) nazvene lokdlnim vdzanym minimem (resp. maximem) funkce f na
mnoziné V', jestlize existuje okoli U (ac(o)) bodu z(? tak, ze

f (m(0)> < f() [resp. f (33(0)) > f(a;)] VreVnu (m(0)> .
Znacime
min{f(x) LreVnu (x<0>) } [resp. max{f(a:) crevnu (x@)) }] .
Analogicky, jestlize
F(E0) < p@) [resp (@) 2 f@)]  veev,
fekneme, ze f (z(?)) je globalnfm vdzanym minimem (resp. maximem) funkce f na mnoziné V

a znacime

min{ f(z); x €V} [resp. max{f(z); x€V}].

Véta: Bud V C R™ kompaktni mnozina a necht je f spojitd na V. Potom jsou obé tlohy
min{ f(z); €V} a max{f(z);2z€V}
resitelné.
Dikaz: Plyne okamzité z Weierstrassovy véty.

Poznamka: V dalsim vykladu si vSimneme nutnych podminek vazaného extrému s vazbami
typu rovnosti a ukdzeme postup pii vypoctu téchto extrémau.

Véta: (Nutnd podminka extrému)
Necht (9 je bod lokélntho extrému diferencovatelné funkce f :  — R na mnoziné

V:{xEQ; hj(x):05j21)27"')p}7p<n
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a predpokladejme ze jsou vektory grad h; (z(¥)) | j =1,2,...,p linedrné nezavislé. Potom existuji
¢isla A1, A1, ..., A, tak, Ze plati

gradf( ) Z)\jgradh( >) 0.

Diukaz: Nebudeme provadét, ponévadz vyzaduje 8irsi znalost véty o implicitnich funkcich.

Poznamka: Postup pfi vypoctu predvedeme nyni na nékolika prikladech, z nichz bude ziejmé,
Ze muzeme pouzit postupu z predchoziho paragrafu, jen je tfeba vzit v tivahu piislusné vazby.

Priklady: 1. Najdéte extrémy funkce © = xy + y2z na mnoziné

VZ{(I,y,Z)ERg; $2+y2:2,y—|—z:2}

Reseni: Méme dény dvé vazby typu rovnosti
hl(m,y72)=1‘2+y2—2:07 h2($7y72):y+2—2:0

Nejdiive budeme hledat tzv. stacionarni body, tj. body, které splnuji nutnou podminku extrému.
Oznatme
K,y 2) =ay+yz+ M@ +y* —2) + Aoy +2—-2).

Potom musi platit

K K K
L:gﬁzm::o, a—=x+z+2)\1y+/\2:07 %7

Ox 0y =y+tr=0.

Nyni je tfeba nalézt vhodnd z,y, z a A1, A2 . K tomu mame k disposici 5 rovnic (3parcidlni derivace
a 2 vazby), takze se ndm to muze podafit. Z predchozich rovnic dostaneme

)\2 /\2
= — = — = 2 J— _ —
Yy Ao, T Y z2=2 A — Ao 3V

Dosazenim do vazebnich rovnic dostaneme déle

A2+A2—2 Dhe — 20 — 22 — 9
4N2 2 2o, O
. . . 2 A2 o . . _ A
Z prvni rovnice plyne, ze 4\ = ﬁ a musi tedy byt |A\2| < v/2, neboli 2)\; = + \/257)\% .
a) Necht 2\, = A2 Dosadime-li do druhé rovnice, dostaneme po jednoduché tpravée

V23
A3 —1=(\a+1)y/2— 3.

Je-li Adg = —1, pak \; = —1 ar=y=z=1.
Pro Ay # —1 musime Fesit rovnici Ao — 1 = /2 — A3 s podminkou A2 > 1. To dévé kvadratickou
rovnici 23 — 2X\y — 1 = 0, které vyhovuje koien Ay = 1+T‘/§ a potom je A\ = % , tedy
V3-1 1++3 5+3
z= .

e 2

b) Bud 2\, = — —22 Dosadime-li do druhé rovnice, dostaneme tentokrat rovnici

V2=A2
1—22 =2+ 1)4/2—-)3.
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Pro)\gz—lje)q:%, r=—-1, y=z=1.
Je-li Ay # —1, dostdvdme rovnici 1 — Ay = /2 — A2 za podminky Ay < 1 a stejnou kvadratickou

rovnici 2A3 — 2X\y — 1 = 0, tentokrat s kofenem Ay = 1_2\/§ , tedy A\ = 2—2\/5 a

143 V3ol 53
’ - 2 .

2 YT

Tr =

Shrneme-li vysledek, dostaneme 4 stacionarni body

V3—1 —1—-+3 5+3

~1-v3 V3-15-+3
2 2 2 ’ ’

A[1,1,1], B
2 2 2

Ccl-1,1,1, D

Pokracujeme déle a vypocteme 2. diferencidl funkce K . Je
d’K =2 ()\1 da? + dx dy + M\ dy* + dy dz) .
Nyni mame k disposici vazby
224+1y?—2=0 a y+2—-2=0,
jejichz diferencovéanim dostaneme

2vdr +2ydy =0, dy+dz=0 aodtud dz=—dy, dx:—%dy.

Dosazenim do kvadratické formy d?K zredukujeme pocet proménnych o dvé (pocet nezdvislych
vazeb typu rovnosti) a dostaneme kvadratickou formu @ , jejiz definitnost budeme vySetiovat. Je

1
Q(dy) - P ()\13/2 -y + >\1£E2 — :L‘2) dy2 .

a) V bodé A je Q(dy) = —6dy* a funkce u m4 maximum vzhledem k V', u(A4) =2.

) V bodé B je Q(dy) = 6(5+3+/3)dy? a funkce v ma minimum vzhledem k V', u(B) = —543V3

v) V bodé C je C je Q(dy) = 2dy? a funkce v m& minimum vzhledem k V', u(C) =0.
)

§) V bodé D je Q(dy) = 6(5 — 3v/3)dy? a funkce u ma maximum vzhledem k V', u(D) = 3‘/§’5 .

Poznamky: 1. Vypocet (i kdyz zdlouhavy) ddvé jasny ndvod, jak postupovat i v obecném
pripadu. Existuje vSak dalsi moznost vypoctu, kterd spociva v redukci po¢tu proménnych pfimym
vyuzitim vazebnich podminek. Podminky z2+y? = 2, y+2 = 2 uréuji kiivku v R? . Jestlize se ndm
podafi tuto kiivku zparametrizovat, dostaneme funkci jedné proménné, jejiz extrém vysSetiime. To
je v tomto pripadé mozné. Je totiz

r=+2cost, y=+2sint, z=2-—+2sint, t € (0,2m),
tedy
u(t) = 2sint cost+\/§sint<2—\/§sint), neboli wu(t) = 2sint cost + 2v/2sint — 2sin’t.

Odtud
u'(t) = 2cos®t — 2sin®t + 2v/2cost — 4sint cost = 0

a musime Te§it rovnici
1 - 2sin?t = \/i(\/isint— 1) .
a) Bud sint = % ytedy t1 =% ) tg = ‘%’T a dostaneme body A a C'.
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b) Je-li v2(sint + cost) = —1, neboli 2sin (t + T) = —1, sin (t + T) = —1 pak odtud plyne, ze

- _77r bt+ﬂ'_11ﬂ' boli t_117rt_197r
—6,ne0 4—6,ne01 1—12,2—12.

NP

Nyni plati

2
117 ( 7r> s 1+cos% 2—|—\/§ (1—|—\[) V3+1
COS—— = COos|mTm — — = —COS — = — —_— = — = = — 5
12 12 12 V 2 2V/2

117 B 1—(:057 2— —1 3—1
Smﬁ sm =4/ \/

a dostaneme bod D . Pro ty = 1192” je

N .1 V3-1 . 197 7 V341
cos—— =cos | — + — | =sin— = sin — = —cos — = —
12 2 12 12T e 12 12 22

a dostaneme bod B.

2. Do tretice mame dal$l moznost, a to kombinaci obou zpusobu. Jestlize vyuzijeme druhé
vazebni podminky, muzeme danou tlohu redukovat na vysetieni extrému funkce dvou proménnych
u =2y +y(2 —y) s jednou podminkou x? + y? — 2 = 0. Oznaéme

L(z,y) =zy+y2—y) + ANz +y* - 2).

Potom je
L L
6—:y+2)\x:0; a—:x+2—2y+2)\y:0
ox dy
a odtud
Y _ 4\ ted _ 2
TV T i e Y T T T T e

Jestlize dosadime do vazebni podminky, dostaneme rovnici

4+ 16)?

m:2, neboli 16A* —32X3 + 8\ —1=0.

To je algebraicka rovnice s celociselnymi koeficienty, kterd muze miti raciondlni kofeny tvaru
A= :l:% , :l:i , :l:% , :I: . (Jmenovatel musi byt délitelem koeficientu u nejvyssi mocniny). Jestlize
vyuzijeme této informace dostaneme, Ze A\ 2 = :t, a po vydéleni polynomem 4\ —1 kvadratickou
rovnici

1
AN?—8A+1=0 s kofenylsy = - (u \/3) .

Neni tézké ovérit, ze pro A = —5 dostaneme bod A, pro A = (2 +/3) bod B, pro A = % bod C
apro = % (2 — \/ﬁ) bod D.Z predvedenych postupu si muze kazdy vybrat takovy postup, ktery
mu nejlépe vyhovuje. Plati ovSem znama zasada, ze kazdy problém mé svoji obtiznost, kterou
v jisté fazi postupu vzdy musime vzdy prekonat.

3. Nékteré piiklady vypadaji na prvy pohled hrozivé, ale pouzijeme-li zdravy selsky rozum,
mohou byt feSeny promptné, jak ukazuje nasledujici piiklad.

2. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce u = 22 4 232 + 322 na mnoziné

V:{(Jc,y,z)ER3; x2+y2+z2§100}.
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Reseni: Je ziejmé, ze nejmensi hodnoty nabyvé funkce u v bodé 0[0,0,0] u(0) = 0 (funkce
u je nezdpornd). Stejné tak je vidét, ze nejvétsi hodnoty nabyvd u v bodé A[0,0,10] nebo ze
symetrie v bodé B[0,0,—10] a je u(A) = u(B) = 300. Tim je sice tuloha vyfeSena, unikaji ndm
vsak dalsi stacionarni body, ve kterych muze mit funkce u lokdlni vazany extrém. Jestlize tedy
oznacime
U= {(a:,y,z) eR?: 22 +y2 4+ 2% < 100} ,

pak

ou du du
Ox z=0, oy y=0, 0z 62=0

a dostaneme stacionarni bod 0[0,0,0], Q(dx,dy,dz) = 2dx®+4dy? +6dz? a funkce u ma v bodé
010, 0, 0] ostré lokdlni minimum «(O) = 0, jak jiz vime. Zbyvé vysetfit chovani u na mnoziné

V-U={(z,y,2) eR*; 2 +y> +2> =100} .

Oznacime-li
K(z,y,y,A) = 2 + 2y° + 32> + \(@® + ¢* +° — 100),

potom plati

OK 0K 9K I B
§o = 2(HN) =0, G0 =240 =0, G = 2:(341) =0, G = a4yt 100 =0
Odtud

A=—-1,y=0,2z=0,2==+£10

a dostaneme dva staciondrni body C[10,0,0], D[—10,0,0]. Analogicky pro
A=-2,2=0,2=0,y==10

dostaneme dalsi dva stacionarni body E[0, 10,0] a F[0,—10,0] . Pro posledni volbu
A=-3,2=0,y=0, 2==+10

dostaneme body A[0,0,10] a B[0,0 — 10] . Pro kvadratickou formu 2. diferencidlu plati

K =2{(14 \)dz® + (2+ N)dy* + (3 + \)dz*}
a diferencovanim vazby x? + y? + 22 — 100 = 0 dostaneme 2z dx + 2y dy + 22dz = 0.

a) Necht A = —1, pak Q(dy,dz) = 2 {aly2 + 2dz2} a u ma v bodech C' a D minima u = 100
vzhledem k V — U . (dz vyjédiime pomoci dy a dz, zde je to viak zbytecné).

b) Pro A = =2 je Q(dz,dz) = 2 {—dz? + d2?} a u nemd v bodech E a F extrém.

¢) Bud A = —3. Potom Q(dz,dy) = 2 {—2dac2 — dy2} a u ma v bodech A a B maxima u = 300
vzhledem k V — U .

3. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce w = x + y 4+ 2z na mnoziné

V:{(x,y,z)ERg;x2—|—y2§z§1}.

> A2l ; 4 fat1d % 5 e Ou _ Ou _ Ou _
Reseni: Volny extrém neexistuje, ponévadz je & = oy —0: = L

a) Bud nyni z = 22 + y? a ozna¢éme v(x,y) = z +y + 22 + y2. Potom je

@:14—233:0,

ov
— =14+2y=0
ox tey

dy
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a dostaneme staciondrni bod A[—1,—3,1] . Déle je Q(dz,dy) = 2{d2? + dy*} a funkce u m4
ostré lokaln{ minimum u(A) = —1 Vzhledem kV.

b) Je-li z =1, pak w(z,y) = x + y + 1 nemd extrém pro x2 +y* < 1.

¢) Oznacme
K@y, 2, \p)=c+y+z2+ Az +¢* = 1) +pu(z—-1).

Potom je

0K 0K 0K 0K oK
—=1+2\ =0, — =1+2\y =0, — =1+u =0, 4y?~1=0, — =2-1=0.
ox = g iR =0 e = =0, gy =y "on C
Odtud dostanemem:y:—%,,u:—lapo dosazeni do 4. rovnice dostanemeﬁ—&—ﬁ:l,

neboli 2A\2 = 1, Mg = j:%. To ndm dava dalsi 2 staciondarni body B {—%,—%71} pro

)\1 — % a(C [%7 %’ 1:| pro )\2 = —% . Ponévadz je

PK _ K, PK _ K K K

oz 0y 77 022 =0, 8x8y:8x8z:8y8z_0’

mé kvadratickd forma 2. diferencialu tvar d?K = 2\ (dx? + dy?).
Je-li tedy A\ = % , pak je d>K > 0 a funkce v ma v bodé B ostré lokalni minimum vzhledem

k V rovné u(B ) —V2+1>-1.

Pro A = f , je K < 0 a funkce v m& v bodé C ostré lokalni maximum vzhledem k V

rovné u(C) = V241,

Shrnutim téchto vysledki dostaneme, Ze nejvétsi hodnota funkce u je v/2 + 1 a nejmensi —5-

=

Pozndmka: Na zdvér tohoto paragrafu uvedeme bez dukazu postacujici podminky pro exi-
stenci vazaného extrému s vazbami typu rovnosti. Odpovidajici véta je sice dlouhd, ale dava téz
navod, jak postupovat pii konkrétnim vypoctu.

Véta: (Postacujici podminky vézaného extrému)
Bud'te
fihi,he,...,hp : R"—R

spojité diferencovatelné funkce v oteviené mnoziné 2 C R™ a necht
V={zeR; hj(z1,...,2,) =0 pro j=12,...,p}.

Bud dile (¥ € Q bod, pro néjz plati
a) vektory {grad h1 (x(o)) , grad ho (x(o)) s ..., gradhy (x(o))} jsou linearné nezavislé
b) existuji ¢isla A1, Az, ..., A, tak, ze

grad f (CC(O)) +ji1)\j grad h; (33(0)) =0.

Oznacme
P

K(:z:l,...,xn; )\1,...7)\;0) = f(:rl,...,:cn) +Z)\j hj(il?l,...,l‘n)
=1
a nechf méi funkce K v bodé z(® totalni diferencidl 2. fddu. Sestrojme kvadratickou formu
2. diferencialu
v o2 (o o, ()
*K = J
Z 8$k 8$l ]Z:: J 8l‘k (91‘1

k=1

dfk d.’El .
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7 rovnic

" Oh; (z©
Z ](x )dmk: j:1727 P
0 Tk
k=1
vypoctéme diferencidly da1, ..., dz, pomoci dzpi1, ..., dz, a dosadme do kvadratické formy ’K .
Tim dostaneme formu
Q(dl‘p+1, HE dl'n>

v n —p proménnych. Nyni plati:
a) Jeli Q positivné definitni, ma f v bodé (%) ostré lokélni minimum vzhledem k V.
B)  Je-li Q negativné definitni, ma f v bodé z(9) ostré lokdlni maximum vzhledem k V.
7)  Je-li Q indefinitni, nemé f v bodé (©) extrém vzhledem k V.

Poznamky: 1. Dosazeni do kvadratické formy d?K z podminek

" h (O
Zmdxk:O J=1,2,....p
1 8%;9

je mozné vzhledem k tomu, Ze jsou vektory {grad hy (sc(o)) , grad ho (x(o)) , .., grad by, (x(o))}
linearné nezavislé.

2. Je-li kvadratickd forma d? K positivné (po pifpadé) negativné definitn{ pro vsechny hodnoty
Aj, je posledni krok (redukce poctu proménnych) v predchozi vété zbytetny a muzeme vypocet
zkratit.

3. Pro redukci poétu proménnych v kvadratické formé d? K nemusime (a nékdy i nemiizeme)

pocitat prvych p diferencialt dz;, dza, ..., dz,. Vypoéteme ty, které bude mozné nejsnéze eli-
minovat.

36



Kapitola 4

Diferencovatelna zobrazeni.

4.1 Frécherova derivace.

Poznamka: V této kapitole se budeme zabyvat zobrazenimi podmnozin R™ do R™, kde
m,n € N. Jestlize oznac¢ime F' takové zobrazeni a je-li 2 C R™ podmnozina, pak kazdému bodu
xz €, x=(x1,22,...,2,) pfitadime predpisem y = F(z) bod y € R™, y = (y1,Y2,--,Ym) . To
znamend, ze kazda slozka yj je funkci proménnych xq, xo, ..., x, , na priklad

Yk = fr(z1,22,...,2n), k=1,2,...,m.

Jinymi slovy F mé tvar y = F(x) = (f1(x), fo(x),..., fm(x)) . Nejdulezitéjsi z téchto zobrazeni
jsou tzv. diferencovatelna zobrazeni R” do R™ a specielné piipad n = m.

Definice: Bud F : Q c R"™ — R™ zobrazen{ oteviené mnoziny €. Rekneme, 7e F je
diferencovatelné v bode z(© € Q, jestlize existuje linedrni zobrazeni F” (x(o)) : R" — R™
takové, ze

[ (@, 1) _

F(a0+h) = F (o) =P (@) bt (ah) . ke fim S5y

Linedrn{ zobrazeni F’ (x(o)) nazyvame Fréchetovou derivaci (nebo stru¢né derivaci) zobrazeni F
v bode z(©) .

Poznamka: Je-li m =n = 1, dostdvame diferencovatelnost funkce jedné reilné proménné a
F (x(o)) je obycejnd derivace funkce jedné proménné.

Jellim=1,je F'(z) = (gfl , gf; e, gTF) = grad F' a dostaneme situaci, popsanou v definici

totalniho diferencialu.
V obecném pripadé je F’ (x(o)) representovdna matic{ typu (m,n). Jejl tvar je popsén
v nasledujici véte.

Véta: Bud F = (f1, fo,..., fm) diferencovatelné zobrazeni R® do R™ na oteviené mnoziné
) C R™. Potom m4 derivace F'(z) (z € Q) tvar

9 f1(z) 0 fi(z) 0 f1(=)
oxy Oxy Tt dxn
0 fa(x) 0 fa(x) 0 fa(x)
F'(z) = Do Dm0 0 D = Jr(x).
0 fm () 9 fm(x) 0 fm(z)
oxy dxo e dxn
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Matici F'(x) (nebo Jr(x)) nazyvame Jacobiho matici zobrazen{ F'.
Dukaz: Oznacme F’ (x(o)) =|Dill, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n. Potom vztah
F (x(o) + h) - F (x(o)) =F (x(o)) h+w (33(0), h)

znamend, ze pro kazdou slozku plati

n ) p
wy (z\]
A <x<0> + h) — f (x<0>) = Dijhj + w (z(o), h) . kde lim ’“(”h”) —0.
j=1 -
. . _of
To vSak znamend, ze Dy; = ax’; .
Definice: Bud F = (fi, fo,..., fn) diferencovatelné zobrazeni R"® do R™. Potom determinant
0 fi(=z) 0 fi(x) 0 fi(x)
Oxy dxg 7 7 Oz,
0 fa(=x) 0 fa(x) 3 fa(x)
det F'(x) =| o2 > Dws > 0 Dan
O fnl(@) O ful(z) 0 fn(z)
oxy Oxy Tt 0Ty

nazyvame Jacobiho determinantem, nebo strué¢né Jakobidnem zobrazeni F' a zna¢ime

D(F) D (f1,f2,---[fn)
D(z)  D(xy,22,...,2,)

Véta: Budte
F:R"—R", G:R"™—R?

diferencovatelna zobrazeni a ozna¢me H = G o F'. Potom je H : R"™ — RP diferencovatelné
zobrazeni a plati

H'(z)=G'(y)- F'(z), kde z=(x1,....20),y= W1, ym) = (f1(2),..., fu(2)) .
Je-li specidlné n = m = p, pak plati

D(hlyh%“-;hn) D(gl,927"'agn) . D(flana"'vfn)

D(.’I}]_,.Z'Q,...,xn) D(ylay27"'7yn) D($1,$2,...7$n)

Dtkaz: Symbol H = G o F znamena, jak vime, slozené zobrazeni a ozna¢me
x=(T1,.-,ZTn), Y= (Y1,---,Ym);

F(z) = (fi(2),..., fm(2)), G(y) = (01(y), -, 9p (), H(z) = (ha(2), ..., hp(2)), y = F(z).
Potom je

H(CC) = G(F(.’)C)) = (gl(fl(x)7"-afm(x))’ S gp(fl(x)’“wfm(x)))

a oznacime-li

Oh;

, g=1L...,p, k=1,...,n,
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plati podle véty o parcidlnich derivacich slozenych funkeci

%_ - 89]‘ 0 fa
afbk o Z

s ji=1,...,p; k=1,...,n.

Specialni piipad n = m = p plyne z véty o determinantu sou¢inu matic.

Poznamka: Predchozi véta je pfimym zobecnénim véty o derivaci slozené funkce jedné
proménné. Jedind véc, kterd je na prvy pohled prekvapujici, je, Ze derivace zobrazeni F' z R"
do R™ neni v pevném bodé ¢islo, ale linedrni zobrazeni R™ do R™.

4.2 Transformace souradnic.

Definice: Bud
F:R'"—R"

zobrazeni. Rekneme, ze F' je reguldrni ve vnitinim bodé z € Q ¢ R™, jestlize plati.

1. Prvky Jacobiho matice Jr(z) jsou spojité funkce x .

D(F
2. ZE 0.

Zobrazeni F je reguldrni v Q, je-li regularni v kazdém vnitinim bodé 2.

Poznamka: Je-li F'= (f1,..., fn), pak prvni podminka ptredchozi definice znamen4, ze exis-
tuji parcialni derivace g—g{i , j.k=1,...,n a jsou spojité v bodé z. Druha podminka, rozepsand
do slozek, znamena, ze

0fi(z)  9fi(x) 0 f1(z)
Oz Oxg ") Oy
D (f1, f2,.--, dfa(x) O fa(x) 9 fa(x)
(fl f27 fn) _ ale s 82302 N ain 7&0
D(x1,22,...,2n)
Oxi, Oxy ¥ ) Oz,

Véta: Bud F regularni zobrazeni mnoziny 2 C R™ do R™. Potom plat{

1. Ke kazdému vnitinimu bodu z(®) € Q existuje okoli ¢ (z(?)) C Q bodu z(*) tak, ze zizeni
Fnal (x(o)) je prosté.

2. Je-li A C Q oteviend mnozina, je F/(A) oteviend.

3. Je-li F prosté, je inversni zobrazeni F~! reguldrni zobrazeni F(Q) na Q a plati

Jrpi(y) = Jp'(z), kde y=F(z).
Dikaz: Nebudeme provadét.

Poznamky: 1. Predchozi véta ukazuje, ze regularita zobrazeni F' nestaci k tomu, aby F' bylo
globalné prosté. Tedy inversni zobrazeni existuje pouze lokalné.

2. Tteti vlastnost regularniho zobrazeni je pfimym zobecnénim véty o derivaci inversni funkce
pro jednu proménnou.

Definice: Transformaci souradnic nazveme kazdé reguldrni a prosté zobrazeni z R™ do R”™.
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Poznamky: 1. Jestlize se budeme tidit pfedchozi definici, zahrneme nejen zmény béze tj.

budou polérni soufadnice v roviné a cylindrické a sférické souradnice v prostoru.

2. Podivejme se nyni na nasledujici problém, souvisejici s transformaci soutadnic. Je-li
F: R?>—R?

transformace soufadnic, je x = (£, n), y = y(&,n) viz obrdzek

a polozme si otdzku vzdjemného vztahu obsahl ()¢, a €, . Tuto otdzku budeme muset Fesit
v kapitole, vénované vicerozmérnym integraltim. Odpovéd na tuto otdzku dava ndsledujici véta.

Véta: Bud F transformace soufadnic v R™ a ozna¢me

r=(21,...,2n), a=(a1,...,0n), z=F(a)=/(fi(a),...,fn(a)).

Necht F zobrazuje otevienou mnozinu , na mnozinu ), (otevienou), tedy F (Q,) = .
Oznac¢ime-li p(2) miru (délku, obsah, objem) mnoziny Q, d prumér mnoziny €, , pak plati

D(z1,...,2zp)
D(ay,...,an

() B
M (e et el = ’

Pro mald d muzeme tedy psat
1(Qy) == |det Jp| - p1(Qe) -

Diukaz: Nebudeme provadét.

Piiklady: 1. Zobrazeni F' dané transformaénimi rovnicemi x = r cos ¢ ; y = rsin ¢ nazyvame
transformaci do poldrnich souradnic.

Je-llir € (0,400), ¢ € (0,27), je F prosté zobrazeni mnoziny €2, = (0, 4+00) x (0,27) do R?.
Toto zobrazeni je regularni, ponévadz

cosp, —rsingp
sinp, rcose

U

viz obrazek Déle plati

U(Qrw) =Ar-Agp, M(Qxy) ~ T:U(Qrcp)
v diferencidlni formé dzdy = rdrdyp.

2. Zobrazeni F' dané transformacénimi rovnicemi x = r cosy ; y = rsing ; z = z, kde
r € (0,400), ¢ € (0,27), z € (—00, +00) nazyvame transformaci do cylindrickych souradnic.
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Pti takto uréenych parametrech 7, ¢, z je F' opét regularni prosté zobrazeni a plati

cosyp, —rsinp, 0
PR (g v D(z,y,2) _
=|| singp, rcosy, 0|, =7
0, 0, 1 D(r, ¢, z)

Smysl jednotlivych parametru je ziejmy z nasledujictho obrazku

Pro diferencidly ptislusnych mér plati dedydz = rdrdpdz.
3. Zobrazeni F' dané transformaénimi rovnicemi
T
x=rcospcost; y=rsing cost; z=rsind, kde r € (0,+00), ¢ € (0,27), J € (—57 5)
nazyvame transformaci do sférickych souradnic.
F je opét transformace soufadnic pro takto urcené parametry r, , 9. Smysl téchto parametra
je ziejmy z nasledujictho obrazku.

Dale plati

cosp costy, —rsing costy, —r cosy sind D(x,y, )
F' = || singp cos?, rcospcosd, —rsingsind ||, D ’y’ﬁ =rZcost > 0.
sin 0, r cos (r,,9)

Pro pifslugné diferencidly tedy plati do dy dz = r? cos 9 dr de dd .

Poznamka: Nékdy se tihel ¥ méii nikoliv od roviny xy, ale od kladného sméru osy z. V tom
piipadé maji transformaéni rovnice tvar

x=rcospsina; y=rsingsina; z=rcosa, kde r € (0,4+00), p € (0,27), o € (0,7)

D(z.y,z) _ _ .2
& [y = —Trosina.

obrazek

4.3 Soustavy funkcionalnich rovnic.

Poznamka: V poslednim paragrafu se pokusime zobecnit tilohu pro nalezeni implicitni funkce.
Uvazme s funkel Fy (21, ..., Zny Y1y -3 Ys)s oo s Fs(T1y...,Tn, Y1, .., Ys) @ pokusme se Fesit sous-
tavu rovnic

Fj(z1,...,2n,91,-..,ys) =0, j=1,2,...,s
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vzhledem k nezndmym y,ys, ..., ¥ys . Nebudeme formulovat existenéni vétu, ale pokusime se vy-

o) .
pocitat parcidlni derivace ayJ s =1...,s,k=1,...,n

Véta: Budte Fj(z1,...,%n,Y1,---,Ys) =0, j=1,2,...,s spojité diferencovatelné funkce
n + s proménnych takové, ze

| D(Fi,...,Fy)
F‘(ﬂ?l,...,.’E ayla""y)zov j:1727"'78a 7#0
’ " ° D(yla"'vys)
Potom lze jednoznaéné vypocitat parcidlni derivace Sgi i i=1,...,8, k=1,...,n.

Dtkaz: Jestlize rovnosti
Fj(mla"'7xn7yla"'7y8):O, j:1a27"'a8

zderivujeme podle xj , dostaneme

OF; 0ya .
=0 =1,....,8; k=1,...,n.
axk (yzaya axk pro j 9 ’S’ ) 7n

D(Fy,..., 1)
: . . , , . , ° , , ., ,D(ylv.-”:ys)
a je tedy jednoznacné feSitelnd. Dalsim derivovanim muzeme ziskat druhé parcidlni derivace.

Dostaneme opét soustavu se stejnym nenulovym determinantem.

S . (1D y , .
Tato soustava s linedrnich rovnic pro s neznamgych azi méa nenulovy determinant

Priklad: Najdéte parametrické rovnice te¢ny ke kiivce

B +y?+22=6,2+y+2=0 vbode T[1,-21].

Reseni: Vypocteme nejdiive derivace i“ a % . Derivovanim danych rovnic dostaneme
dx dy dx dy de y—z dy z—=x

20— + 2 22=0, — 4+ —=+4+1=0 sfteSenim — = , —— = .
dz T dz + dz + + dz zxz—y dr x-—vy

Ponévadz maji parametrické rovnice dané kiivky tvar x = z(2), y = y(z), z = z, je smérovy
vektor teény roven

T =(-1,0,1), tedy z=1—t,y=-2,2=1+t.

Spravnost vysledku snadno zkontrolujeme, ponévadz dana te¢na je pruseénici dvou te¢nych rovin
k danym plocham, tedy x — 2y 4+ 2z —6 =0 a = + y + z = 0 a musi splinovat jejich rovnice.
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Kapitola 5

Obycejné diferencialni rovnice.

5.1 Rovnice 1. radu.

5.1.1 Existené¢éni véta.

Definice: Obycejnou diferencidlni rovnici n—tého fadu rozumime rovnici tvaru
/ n _
F<x7y7y7"'7y( ))_0?

kde F je dand funkce n+2 proménnych, n € N, z nezévisle proménnéd, y nezndm4 funkce. Resenfm
této rovnice na intervalu Z nazveme kazdou funkei y = (), pro niz plati

F (2,0@).¢/@).....0" @) =0 Vael.
Rekneme, ze dand rovnice je roziesend vzhledem k nejvyssi derivaci, je-li ji mozno napsat ve tvaru

y(n) = f (Iayay/a s 7y(n71)) ’

kde f je dand funkce n + 1 proménnych.

Bud 2o € T bod, 5o,y -..,y{" " ésla. Potom Cauchyovou tlohou nebo poédtecni tdlohou

rozumime otdzku nalezeni Feseni y = (z) rovnice
/ n _
F<m7y7y7"'7y( ))_07
vyhovujici tzv. poc¢dte¢nim podminkam

n— n—1
o(z0) = yo, ¢ (20) = Y -~ @™ D(wo) = 45"

Poznamky: 1. Resit tiplné rovnici

F(Ly,y',---,y(”)) =0

je ukol, ktery se ndm nepodaii splnit. Nepodaii se ndm ani dokézat existenci a jednoznacénost
feseni Cauchyovy tlohy v této obecnosti. Ukazuje se totiz, Ze rovnice, neroziesené vzhledem k
nejvyssi derivaci maji jiz ve své podstaté zabudovanou nejednoznacnost feseni. Ukazeme pozdéji
(ve 3. paragrafu), ze existuji tzv. singuldrni feSeni, kterd jednoznacnost porusuji.
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2. Nejvice ruznych typu rovnic se ndm podaii fesit pro rovnice 1. fddu a témto rovnicim také
vénujeme celou tuto kapitolu. Zaéneme existenén{ vétou pro rovnici y' = f(z,y). Nejdifve vsak
upfesnime formulaci Cauchyovy tlohy.

Definice: Bud ddna mnozina D =T x H v roviné (z,y) a bod (zg,y0) € D . Poc¢ateéni nebo
Cauchyovou ilohou pro rovnici

y/ = f(:c,y)

rozumime tlohu najit funkci y = ¢(z) s ndsledujicimi vlastnostmi.

1. o(z) je spojité diferencovatelnd na intervalu Z .

2. Jeji graf lezi v mnoziné D .

3. Splituje rovnici ¢'(z) = f(z, p(x)) Vax eT.

4. Spliiuje pocdtecni podminku p(xg) = yo .
Funkce uvedenych vlastnosti se nazyvé fesenim pocéteéni (nebo Cauchyovy) tilohy v mnoziné D,
nebo integralni kiivkou.

Véta: Reseni Cauchyovy tlohy
y' = flz,y), ylzo) =0
je ekvivalentni s feSenim integralni rovnice
xr
o) =+ [ ftot)dt.
o

Dukaz: 1. Necht ¢'(x) = f(z,p(x)), ¢(x0) = yo . Integraci této rovnosti dostaneme

/wmﬁ:/fmﬂMﬁ,nww ﬂm—m:/&@wmﬁ.

Zo

2. Jestlize obrécené ¢(zx) splituje rovnici
o) =+ [ Fito)dr,
T

pak je ziejmé, ze p(xg) = yo a po zderivovdni dostaneme ¢'(x) = f(z, p(z)) .

Poznamka: Predchozi véta slouzi jako zaklad tzv. Picardovy itera¢ni metody pro existenci
a jednoznac¢nost feseni Cauchyovy ilohy.

Definice: Rekneme, ze funkce f(z,y) spliuje v obdélniku (a, b) x (¢, d) Lipschitzovu podminku,
jestlize existuje konstanta K > 0 tak, ze pro vSechna x € {(a,b) a vSechna y1,y2 € (c,d) plati

| f(@,y1) — f(@y2) | < Klyr —y2 .

Poznamka: Ukazuje se, ze Lipschitzova podminka hraje v dalsim podstatnou roli v tom
smyslu, ze ndm umozni dokazat existenci a jednoznacnost feSeni Cauchyovy tlohy pro rovnici
y' = f(z,y). Pokud se zeptdme na to, jaké funkce na piiklad spliuji Lipschitzovu podminku,
odpovéd déva nésledujici lemma.
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Lemma: Je-li funkce f(z,y) spojitd na obdélniku {(a, b) x (¢, d) a uvniti tohoto obdélnika ma

omezenou parcialni derivaci %J; , pak f spliiuje v D Lipschitzovu podminku.
Dikaz: Ponévadz plati ‘ %@”j’y) ‘ <Mproa<z<b,c<y<d,jetedy

0
If(x,y1)—f(fc7yz)|="f(§9;’§)‘ ly1 —y2 | < M|yr —y2 .

! Véta: Bud déna diferencidlni rovnice 3’ = f(x,y) a necht je funkce f spojitd v mnofiné
D = (zo—a,z0+a) x (yo —b,yo +b) (a,b>0)

a splituje tam Lipschitzovu podminku. Potom existuje ¢islo a > 0 tak, ze v intervalu |z — 2g| < «
existuje jediné feeni p(z) rovnice y' = f(x,y), vyhovujici podmince p(zq) = yo .

b
Plati « = min (a, M> , kde M= max |f(z,y)].

(z,y)€D

Poznamka: Véta tvrdi, ze bodem (xg,yo) prochdzi prévé jedna integralni kiivka. Situaci
ilustruje nasledujici obrézek

Dikaz: 1. Existence.
Vzhledem k tomu, ze funkce f(z,y) je spojitd na kompaktni mnoziné D, existuje ¢islo

M = max | f(z,y)| a je konecéné.
(z,y)eD

Reseni Cauchyovy tlohy
y'=f(zy),  ylo)=yo

nyni sestrojime. Definujme posloupnost funkci

wo(T) = Yo, cpn+1(ac)zyo—i—/f(t,gan(t))dt, n=20,1,2,... T — 19| < .

Zo

Ukézeme, Ze tato posloupnost konverguje k funkei ¢(x) splaujici rovnici
p(x) = yo + /f(ma(t))dt,
o

tedy k feSeni naseho problému.
Uvazme interval (xg,zo + «) . Pro interval (z¢ — a, xo) se provede tivaha analogicky. Ukézeme
nejdiive, ze

|on(z) —yo| < M(x —xzy) pro z € {(xog,z0+0a) a n=12....
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Ponévadz tato nerovnost plati ziejmé pro ¢g(x), pouzijeme indukce a predpokladejme, ze plati
pro ¢, (z) . Nyni je

| o (2) — 0| = / F(t on(t)) dt | < / | F(tgn(t) | dt < M / dt = M(z — zp).

Geometricky tato nerovnost znamend, ze vechny kiivky ¢, (z) prochazeji bodem (xg, yo) a zustéavaji
v trojihelniku
T:y—yo=+M(x—x0), T=z0+ .

viz piislusny obrazek

Déle ukazeme, ze posloupnost {¢,(¢)}22, konverguje. Polozme

An() = [pnt1(z) —en(x) [, @€ (20,70 + ).

Ponévadz f splnuje Lipschitzovu podminku

‘f(xayl)_f(xay2)|§K|y1_y2|a K>07

dostaneme

xT

£0(0) = [ una(@) = pala)| = | [ [Flton(t) = £t ona(0)] d| <

xo

< / | £t pn(®) — F(ts g1 (0)) | dt < K / Ay (1) dt

zo

Pro n =0 plati Ag(x) = | p1(x) —po(z) | < M(z —29) < Ma.Pron=1je

[ [ M _,(x—x0)% M __,a?
< < _ _ g2\ 79 < 2= )
o Zo
Pro n = 2 plati
[ M _, [(t—z0)?., M ) M, af
Ag(x)<K/A1(t)dt<—K2/(t 20)” gy - M pes (2= 20) < K3
2! 3! K !
xo o
Odtud indukci snadno ziskame odhad
M (x —xo)"*t M antl
A < —Kntt L < _ Rgntl .
n(z) < K CESS CES] pro x € {xg,xo + &)

- e} S} (K )n+1
Rada > A,(z) je tedy majorizovéna éfselnou fadou 22 Zo 2
n=

W y ktera ma soucet % (eKO‘ — 1) .
n=0 ’

o0
Podle Weierstrassova kritéria je fada >, A, (z) stejnomérné konvergentni v intervalu (xg, zo+a) .
n=0

Odtud plyne, ze fada

po(w) + Z [ont1(2) — @n(2)]
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konverguje absolutné a stejnomérné v intervalu (xg, xg + a) . Pro ¢dsteény soucet této fady plati

k—1

wo(r) + Z [Pn+1(z) — @n(T)] = @r(z)

n=0

a ponévadz kazdd funkce @i (x) spojitd, je spojitd i limitni funkce p(z) = klim () . Ukdzeme,
— 00

m):y()'i‘/f(t

Ze @(x) spliuje rovnici

Je totiz

f%f/}@met: ﬂ@*%wwﬂ+%+/f@%ﬁﬁﬁ*%f/f@¢®ﬁ <

SW@%@MMN+/U@ﬂUﬂWWWHﬁSW@—%m@H+/W@—%@ﬁ«

Vzhledem ke stejnomérné konvergenci ¢(x) = lim ¢, (z) musi tedy platit rovnost

n— o0

x
=+ [ 1
zo
2. Jednoznacnost.
Predpoklddejme, ze existuje funkce ¢ (z), pro niz plati

ww=m+/jmwmw

ale o(z) # ¥ (z) na néjakém intervalu zo < x < z¢ + &, kde € > 0 je pevné ¢islo. Ponévadz ¢ i ¢
jsou spojité funkce na intervalu (xg, zo + €) , existuje

d=  max |o(z)—9(x)]>0.
x€(xo,x0+E)

Navic je § = | (&) — ¥(€) | pro néjaké € € (xg,x0 + €) . Nyni je

[p(a) = ¥(@) | <0 =10(E) \</|ftcp ft @) dt <

<K/\<p |dt<K/5dt K6(€ —xp) < Kée.

Zo

Odtud plyne, ze Ke > 1. To je v8ak spor, ponévadz staci zvolit € > 0 tak, aby platilo Ke < 1.

Poznamky: 1. Kdo zatim neni seznamen s teorii funkénich rad, muze dukaz existenéni véty
preskocCit a vratit se k nému po piecteni nasledujici kapitoly, vénované pravé témto radam.

2. Dtukaz jednoznacnosti feSeni ukazuje, zZe je mnékdy tifeba zmensit interval
(xo — a,x9 + ) . To vsak neni nic prekvapivého, ponévadz celd véta o existenci a jednozna¢nosti
feSeni Cauchyovy 1lohy ma lokdlni charakter. Muzeme se vSak zeptat, zda tento vysledek neni
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mozno rozsifit na dany interval, tedy ziskat globalni vysledek. Takové metody existuji, my se jimi
vSak nebudume zabyvat. Ukaze se, ze pro piipad linearni rovnice dostaneme tento vysledek piimo.

3. Situace je zna¢né komplikovangjsi v okoli bodi, kde f nenf spojita nebo nespliiuje Lipschit-

ji budeme zabyvat v kapitole vénované otazkam stability.

4. Pravé dokazana existencéni véta ukazuje téz moznost pfiblizného feseni Cauchyovy tlohy.
Uchylime se k ni vSak pouze v tom piipadu, kdy ndm jiné metody selzou. S jinymi moznostmi
feSeni se budeme postupné seznamovat. Nasledujici priklad ukazuje, ze to vsak mozné je.

Pi#iklad: Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy v/ =y, y(0)=1.

Reseni: Metoda postupnych aproximaci dévé

x x

2
x
wolx) =1, ¢i(x)= 1—&—/<,00(t)dt:1—l—av7 wa(x) :1+/g01(t)dt:1+m—|—?,
0 0
¥ r  z? 23 ¥ xt 2?23 ot
(pg(l’) = 1-’-\/0 @2(t)dt:1+i+§+§’ Lp4(l’) = 1-’-\/0 @3(t)dt:1+ﬁ+§+§+z
Jestlize budeme pokracovat dale, je vidét, ze hledané feSeni p(x) = lim @,(x) = e*. To vsak

n—oo

bylo zfejmé od samého zacatku.

Poznamka: Ukazuje se, ze dikaz o existenci a jednoznac¢nosti feSeni Cauchyovy tlohy lze
zopakovat 1 pro obecnéjsi rovnici % = f(z,y,p), kde p je jisty parametr (muze nastat

L= (1, pn))-

Véta: Bud ddna diferencidlni rovnice

dy
% _f(xaya:u)v

kde f vyhovuje podminkam véty o existenci a jednoznacnosti feseni Cauchyovy tlohy a konstanta
K v Lipschitzové podmince nezdvisi na parametru g € (uq, pus). Potom je feSeni y(z, ) dané
rovnice, vyhovujici podmince y(zg) = yo spojité zavislé na parametru p .

Dukaz: Dukaz muzeme provést analogicky jako dukaz hlavni véty.

Poznamka: Jak jiz bylo feceno, parametru muze byti vice. Jestlize za parametry zvolime
pocateéni podminky g, yo , dostaneme, ze Feseni spojité zavisi na xg a yg , neboli y = y(z, o, yo) -
To je mozno zformulovat nasledujicim zpusobem. K libovolnému & > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
jakmile

lzo —To| <3, |yo—Yol <0, pak |y(z,20,v0) —y(x,T0,7p)| <¢.

Situace je na¢rtnuta na nasledujicim obrézku.

Je vSak tfeba znovu upozornit na to, ze piredchozi tvrzeni plati pouze lokalné, kdezto globédlné
muze byt situace zna¢mé komplikovanéjsi.
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5.1.2 Rovnice rozieSené vzhledem k 1. derivaci.

Poznamka: Tento paragraf bude vénovan technice feSeni nékterych typu diferencidlnich
rovnic 1. fddu a nebudeme se v detailech zajimat o hledani oborii, ve kterych feSeni existuji,
ani o problém existence, po pripadé jednoznacnosti feseni.

Definice: Obecnym fesenim nebo obecnym integralem obycejné diferencidlni rovnice 1. fadu
v =f(xy), (r,y)eD=TIxH

rozumime funkci y = p(z, C) , kde C je redlny parametr (libovolna konstanta), kterd méa nasledujict
vlastnosti.

1. Je feSenim dané rovnice pro libovolné C'.

2. Pro libovolny bod (zo,y0) € D existuje takovd hodnota Cy, ze funkce y(z) = ¢(z,Ch)
spliiuje podminku y(zo) = yo -
Funkei y(x) = go(x,é), kde C je zvoleno pevné, nazyvdme partikuldrnim feSenim nebo par-
tikularnim integralem dané rovnice.

A. Rovnice se separovatelnymi proménnymi.

Definice: Rovnici tvaru % = f1(x) f2(y), kde f1, f2 jsou spojité funkce, nazyvdme rovnici se
separovatelnymi proménnymi.

Reseni: Pro potfeby vypoétu této rovnice vychézime z predpokladu, ze symbol % je podilem
dvou diferencialu. Separace znamend oddéleni, tedy napiSeme v rovnici Z—Z = f1(z) f2(y) na jednu

stranu vyrazy které obsahuji proménnou y a na druhou stranu vyrazy, obsahujici proménnou x .

Tedy
dy

f2(y)

Tim jsme dostali rovnost dvou diferencialu, tedy ptislusné funkce se lis{ o konstantu.

Zfl(l‘)d.I, fg(l‘)#o

dy
f2(y) B

Vysledné dostavame funkci, zadanou implicitné a v tomto tvaru vétsina feSeni zustava. Vyhoda
takového vyjadieni spociva v symetrii, tedy neni a priori zfejmé, kterd z proménnych je nezavisla
a kterd zavisla.

/f1(x)dx+C:>w(y) =p(z)+C.

2
s . L w o~ s . 1
Priklad: Najdéte obecné feSeni rovnice y' = —28271; .
2
S = , . o . Z —1 . - 4
Reseni: Jestlize v rovnici % = —Zng; odseparujeme proménné, dostaneme

ydy zdz 1 9 1 2 1
y2_1:_x2_1 a odtud §ln\y —1|:—§1n|$ _1‘+§1n|c|

Odlogaritmovanim této rovnosti dostaneme obecné feSeni ve tvaru
(> —=1)(2*-1)=C,

kde C je libovolna konstanta. Na prvy pohled muze piekvapit predvedeny postup, tedy, ze in-
tegracni konstantu piSeme ve tvaru %ln |C'|. Tento postup budeme v dalsim vykladu pouzivat
pomérné ¢asto; jeho tcelnost je ziejma, usetiime si komplikace pfi nasledné tpravé, tedy odloga-
ritmovani a opravnénost tohoto vyjadieni plyne ze skute¢nosti, ze obor hodnot funkce In je interval
(—00,400) , neboli 1 In|C| je libovolnd konstanta.
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Poznamka: Na rovnici se separovatelnymi proménnymi pirevedeme snadno rovnici tvaru

y = flax + by + ¢), kde f je spojitd funkece a,b, ¢ jsou konstanty, a,b # 0. Staéi zavést novou
neznamou funkci predpisem z = ax + by + ¢. Potom plati 2’ = a + by’ , neboli ¢y = %(z’ —a) apo
dosazeni do rovnice dostavame

1
=i = % +f(2) atedy 2 =a+bf(z),

coZ je rovnice se separovatelnymi proménnymi.
Piiklad: Najdéte obecné feseni rovnice y' = cos(z —y).

ResSeni: Zavedeme-li substituci x —y = z, dostaneme

dz
Z=1—y, 1-—%2 =cosz, 2 =1-cosz, /7:x—|—C.
1 —cosz

/ dz / dz ¢ z
= = —cotg=
1—cosz 2sin2§ &y

plyne odtud, ze hledané feSeni je

Ponévadz je

T —
cothy+x+C’:0.

B. Homogenni rovnice.

Definice: Rekneme, ze funkce f(z,y) je homogenni, nebo homogenni nultého stupné, jestlize
pro libovolné « # 0 plati f(ax,ay) = f(z,y).
Diferencidlni rovnici tvaru j—m = f(z,y) nazveme homogenni, je-li f homogenni funkce.

Poznamky: 1. Pojem homogenity muzeme zobecnit na libovolny pocet proménnych a pro
libovolné redlné éislo r. Rekneme, ze funkce f(z1,z2,...,2,), n € N je homogenni stupné r,
jestlize pro libovolné a > 0 plati

T
flazr,aze,. .. ,ax,) =a" f(z1, 29, ..., 2p) .
2. Homogenni rovnici muzeme pievést na rovnici se separovatelnymi proménnymi, jak ukdzeme

v nasledujicim vypoctu.

Reseni: Zvolme o = % . Potom plati
dy y Y
e =1 (12) =0 (2)
1 =@y =f ( 2) =9
To tedy znamend, ze homogenni rovnici muzeme vzdy prevést na tvar g—g =g (%) , neboli prava
strana zévisi pouze na podilu £ .
Do rovnice g—g =g (%) zavedeme novou neznamou funkci predpisem £ = . Odtud dostaneme

y=zu, y =utzu

a po dosazeni do rovnice

utazu =gu), zu =glu)—u.
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Dostavame tim rovnici se separovatelnymi proménnymi; je totiz

du dx
- = — w) # u.
et O
Priklad: Najdéte obecné feseni rovnice Z—Z = wff% .
Yy

Reseni: Snadno se presvédéime, ze dand rovnice je homogenni. Jestlize zavedeme novou
neznamou funkci % = u, dostaneme

2u 2u—u+ud
A / ! i
=xu, =utzu, utru =——5, TU=——"——
y 4 + + 1—u? 1 —u?
Po separaci proménnych dostavame déle
1 —u? d
———du = @ .
u(u? + 1) x

Ponévadz je

1-u? A Bu+C

= —+ aodtud 1—u?=A(W?+1)+Bu*+Cu=A=1,B=-2,C=0.
ufw?+1) u w41

Po integraci tedy mame

u

1n|u|—ln(u2+1):ln|m|+ln|0|:>u27+1=

Cx.

a po dosazeni za u = £ dostaneme

=Cz, mneboli y=C(2*+1y?).

x2

Je-li C =0, je y = 0 feseni, jak se snadno pfesvédcime.

Pro C # 0 polozme K = % . Potom je K # 0 libovoln4 konstanta a integralni kiivky maji tvar
22+y? = Ky, coz jsou kruznice se stfedem v bodé S [0, %] a polomérem R = % . Pro zajimavost
ovéifme, ze kiivky a2 + y? = Ky jsou skutecné fesenim dané rovnice. Plati 2x + 2yy’ = K/,
tedy ¢y’ = KQ_””Qy . Déle z rovnosti z2 + y2 = Ky plyne, ze 22 = K y — y? a po dosazeni do pivodni
rovnice dostavame

2z , 2zy 2zy 2z
= y = = =
x2—y? Ky—-y?—-y> K-2y

a rovnice je splnéna.
Jestlize si nacrtneme nékolik integralnich kiivek

(o-5) -
T+ y_§ =

je videt, ze vypliuji celou rovinu. Navic v8echny prochézeji bodem [0,0], coz je pravé ten bod,
kde nejsou splnény piedpoklady o existenci a jednoznacnosti feseni. Takovych bodu je sice vice
(obé piimky y = +x), ale ukazuje se, Ze to nemus{ vzdy vadit. Jak se snadno muzeme piresvédcit,
kazdym bodem [zg,yo], kde [zq,y0] # [0,0] prochdzi prévé jedna integralni kiivka. Situace je
ilustrovana na nésledujicim obrazku.
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Poznamka: Ukazuje se, ze na homogenni rovnici muzeme pievést rovnici tvaru

dy _ (az+biy+a
dr 7 \ a2z + bay + 2

kde f je dana spojitd funkce jedné proménné a ai,by,c1,as,bs,co dané konstanty. Je-li
c1 = ¢ = 0, dostaneme rovnou homogenni rovnici. Jestlize tomu tak neni, budeme rozeznavat
dva pripady.

1. Necht aibs — asb; = 0. Potom existuje A tak, Ze a = Aay;, by = A\b; a rovnice je tvaru

@_ ( a1z + b1y + 1 >
dx AMar1z 4+ bry) + ¢

Do této rovnice sta¢i zavést novou neznamou funkci predpisem z = a;x + b1y, abychom dostali
rovnici se separovatelnymi proménnymi. Skutetné

1 1 ay z+co
/: b ,7 /:— I :}—/:— s
Z=a+0y, y by (z' —a1) z +f et

coz je rovnice se separovatelnymi proménnymi.

2. Je-li aybs — asb; # 0, pak zavedeme novou nezdvisle proménnou i novou neznamou funkei
predpisem x =€+ h,de =d€; y=n+k,dy=dn, kde h a k jsou zatim neznamé parametry.
Odtud dostaneme, ze

@_ <a1§+b1n—|—a1h—|—b1k‘+cl>
df agf + b277 + a2h + bgk + o

Nyni staci volit h a k tak, aby spliiovaly soustavu linedrnich rovnic
a1h+b1k+01:0, a2h+b2k+02:0,

coz muzeme vzhledem k podmince a1bs — asb; # 0 splnit a dostaneme homogenni rovnici.
Piiklady: 1. Najdéte obecné fesenf rovnice (2¢ 4+ y + 1)dz — (4o 4+ 2y — 3)dy = 0.

Reseni: Ponévadz je

dy 2z+y+1
der 4z +2y—3°
staci zavést novou neznamou funkei

z+1 :>Z,_5(z—1)
22— 3 T 92z-3 7

=24y, y =2 -2=72-2=

Jestlize odseparujeme proménné, dostaneme dale

2,3 1 2(z-1)—1 2 1 1
T gp=c 2T = L Cl|z—1|=z+-ln|C]|.
5 =1) 2= po— 2 =dr = ¢z 5n|z | x—|—5n\C\

Po dosazeni je tedy
dx+2y—In|2z+y—1|=bz+In|C|=2y—ax=In|C2x+y—1)]

a obecné TeSeni je
VT =C2x+y—1).
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2. Reste rovnici
dy  —Tz+3y+7

der 3z —Ty—3
Reseni: Polozme z = ¢ +h, y =n = k. Jestlize dosadime do dané rovnice, dostaneme

dy  —TE+3n—Th+3k+7

d¢  3¢—Tn+3h—Tk—3
aodtud —7Th+3k+7=0, 3h—T7k—3=0steSenim h =1, k=0. Do rovnice

dn _ =76+ 3n
d¢ 3¢ —Tn
zavedeme substituci
n_ B dn du du  —7+3u @_7(u2—1)
e TS e S e S e = g G T 3o
Jestlize odseparujeme proménné, dostaneme dale
3—Tu d¢ 3—Tu A B
= _du=— = 3—Tu=A(u+1)+Blu—1
W= 1) u € w_1 u71+u+1:> u (u+1)+ B(u—1),

coz prou = 1 davd —4 = 2A = A = —2 a pro u = —1 dostaneme 10 = —2B = B = —5. Po
intergaci mame

_%1n|u_1 \—gln\u—l—ﬂ - ln|§|+%ln|0| — CET (12wt 1)’ = 1 = C(n—&)2(n+6)° = 1.
Ponévadz je ¢ =x — 1, n =1y, dostaneme, ze obecné feSeni ma tvar
Cly—xz+1)>*y+r—-1°=1.
Snadno se presvédéime, ze tato implicitné zadana funkce je skutecné fesenim dané rovnice. Je
20y —x+D)(y+x—1)°%Y —1)+5Cy—z+1)*y+z-D*@W +1)=0
a odtud

Te—3y —7
y {2+ -1)+5y—z+1)}=2y+2-1) -5y —z+1), neboli y/:_;:T%JFB.

C. Linearni rovnice prvého radu.

Definice: Linearni rovnici prvého fadu nazyvame diferencidlni rovnici tvaru
y' =p@)y+q(z),
kde p(x) a g(z) jsou dané spojité funkce.

ResSeni: Reseni linedrni rovnice rozdélime do dvou kroku.
1. Nejdiive fesime tzv. zkrdcenou rovnici nebo rovnici bez pravé strany

y =p(@)y.
To je rovnice se separovatelnymi proménnymi. Jestlize ji tedy vytresime, dostaneme
dy dy J p(z) de
- =Py, gzp(w)d% Infy|= [ p(z)de+In|C| = y=Cel V"I,
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Posledni rovnost representuje obecné feseni rovnice bez pravé strany.

2. V dalsim kroku pouzijeme postupu, ktery se nazyva metoda variace konstanty. Jejim icelem
je nalezeni jednoho partikuldrniho feSeni ptuvodni rovnice. Konstantu C' v obecném feSeni zkracené
rovnice nahradime neznamou funkci proménné = a budeme pozadovat, aby funkce

y = C(x)ef p(x) dz
vyhovovala puvodni rovnici. Plat{ tedy
Y = C'(a)e! P 4 Olayed 20 ()
a dosadime-li do puvodni rovnice, dostaneme
C'(z)el P@ dr 4 O(z)el P@) 42 p(2) = p(2)C(x)e! P9 () aodtud C'(z) = g(z)e P

Tedy
C(zx) = /q(x)e_fp(’”) iy + K, neboli y= { /q(x)e‘f”(“’)d’”dm + K }efp(m)d’”.
Obecné feseni dané rovnice je tedy tvaru

y=7+y,=Kel P04 efp(x)dr. /Q(w)e’ Jp)de gy

Poznamka: Ukazuje se, ze obecné feseni linearni diferencidlni rovnice prvého radu je souctem
obecného feSeni rovnice bez pravé strany y a jednoho pevného (partikuldrniho) feseni{ puvodni
rovnice y, . V nésledujici kapitole bude tato zdleZitost formulovdna piesné a navic ukdZeme, Ze
takovéto situace je typickd pro linedrni diferencidlni (a nejen diferencidlni) rovnice, po piipadé
soustavy linearnich diferencidlnich rovnic.

Piiklad: Reste rovnici ¢/ = ﬁ +e®Va+1.

ResSeni: 1. Rovnice bez pravé strany je

, Y dy  dx

1
y ety 1)’ nly| 2n\x+ |+1In|C|, mneboli y=Cvzx+

je obecné teSeni zkracené rovnice.
2. Jestlize vyuzijeme metodu variace konstanty, muzeme psat

y=ClaWrt+l—y =C'(a)Vr+1+ QCA

a po dosazeni do dané rovnice mame

/ Cl@) _Clyvr+l AN o _ e
C’(x)\/m+1+2\/m— 201 1) +e"Va+1, neboli C'(z)=e"= C(z)=¢e"4+ K

a obecné Teseni je

y=€E"+K)vVz+1.

Definice: Rovnici tvaru
Y =p(x)y+q(x)y”,

kde p(x) a g(z) jsou dané spojité funkce a o € R je libovolné, nazyvadme Bernoulliho rovnici.
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Poznamka: Je-li a = 0, dostaneme linearni rovnici prvého fadu, je-li « = 1, je dané rovnice
rovnici se separovatelnymi proménnymi.

Ukazuje se v8ak, ze pro libovolnou hodnotu o muzeme Bernoulliho rovnici pfevést na linedrni
rovnici prvého faddu. Skutecné, jestlize rovnici ¥’ = p(z) y + ¢(x) y* vydélime y* , dostaneme

vy~ =p@)y' " +qe).
do této rovnice zavedeme novou nezndmou funkci z = y' = . Potom plati
Z=1-a)y "y tedy 2'=(1-a)p(@)z+(1-a)(z)=0,

coz je linearni rovnice.

P#iklad: Reste rovnici ¢ = 2=y — o= .
2z 2y
- 2
~ 2. ’ . . . _ c 1wz .. 3 /] Y 1
Reseni: Dand rovnice je Bernoulliho (o = —1) a nejdiive ji upravime. Je yy’' = 2= — 5 a

tedy zavedeme novou nezndmou funkci pfedpisem z = 32 . Ponévadz je 2/ = 2yy’, dostaneme po

dosazeni rovnici 2’ = £ — 1. To je linearni rovnice se zkrdcenou rovnici 2’ = £ a feSenim z = Cx .

Jestlize pouzijeme variace konstanty, dostaneme dale
1
Z=C"(x)x+C(z) = C'(z)x+C(z) =C(z) -1 = C'(x) = = Clx)=—-In|z|+ K
a obecné TeSeni je tedy
z=1y’=2(K —In|z]|).

D. Exaktni rovnice.

Definice: Exaktni diferencidlni rovnici nazyvame rovnici tvaru
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0,

kde leva strana je totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y) .

Poznamka: Obecné feseni exaktni diferencidlni rovnice méa tvar
F(z,y)=C,

kde F(z,y) je tzv. primitivn{ funkce k totalnimu diferencidlu P(z,y) dz+Q(x,y) dy . To je ziejmé.
Co vsak nenf na prvy pohled jasné je zpusob, jak mdme poznat, ze vyraz P(z,y)dz + Q(z,y) dy
je skuteéné totalni diferencial. Odpovéd na tuto otdzku nam d4 nasledujici véta.

Véta: Predpoklddejme, ze funkce P(z,y) a Q(x,y) maji spojité parcidlni derivace prvého
tfadu. Potom je vyraz
P(z,y)dz + Q(z,y) dy

totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(x,y) préave kdyz

OP(z,y) _ 0Q(z,y)
oy Oz

Dukaz: Necht existuje funkce F(x,y) tak, Ze

dF(z,y) = P(z,y) dz + Q(x,y) dy.
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Potom plati
OF(x,y)

ox

oF
::fxlhy) a E§Z7y) ZZCQ(f,y).
Odtud plyne, ze
OP(x,y)  *F(z,y)  9*F(z,y)  9Q(z,y)
oy  0Ozdy  Oydx Oz
Obracenou implikaci nebudeme dokazovat, ponévadz vyzaduje znalost kiivkového integralu. S nim
se seznamime v textu MA3.

Priiklad: Najdéte feSeni rovnice
2@ +y° =) +y(a® +y +a”)y = 0.
Reseni: Je
0P B
P(z,y) = 2(2® + y* — a?), Q(z,y) = y(z* +y* +d°) aodtud 8(Zy) = 2wy = % '

Jednd se tedy o exaktni diferencidlni rovnici a potfebujeme vypoéitat primitivn{ funkei (potenciél)

F(z,y). Ponévadz je P(z,y) = % , plyne odtud, ze

$4 x2y2 a2m2

F(z,y) :/P(z,y)dx: Z-F

2 2

+ L(y) .

Integra¢ni konstanta zavisi na proménné y, vzhledem k tomu, ze se chova pii derivovani podle x
jako konstanta. Déle musi platit

OF(z,y)

9y - 2y +L'(y) = Qz,y) =y(@® +y* +a*), tedy L'(y)=y(y*>+ad’).

Odtud dostaneme L(y) = % + “22y2 + K, kde K je konstanta. Tedy funkce F(z,y) je tvaru

(x2 + y2)2 _ 2a2(9r:2 _ y2)

Fxxay):: 4

+K

a obecné TeSeni je
(22 +yH)? —2d%(2® —9*) = C.

Poznamka: Neni-li vyraz P(z,y)dx + Q(z,y) dy totdlnim diferencidlem, muzeme si nékdy
pomoci tak, ze rovnici P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 vyndsobime tzv. integraénim faktorem, coz je
funkece u(x,y) takovd, ze rovnice

w(a,y) P(x,y) de + p(z,y) Qz,y) dy =0
je jiz exaktni. Musi tedy platit

o(u P 0 0 oPr 7] 7]
wP) _0wQ) . pon  OP _,0p,  0Q
dy oz Ay Ay x x

a dostaneme parcidlni diferencidlni rovnici 1. fadu

0 0 0 opP
on_pon (00 0Py
dx oy dx Jy

Vyftesit tuto rovnici se ndm ve vétsiné piipadi nepodaii, jediny ptipad, kdy mame Sanci na tspéch,
je, pokud ndhodou funkce p je funkci pouze jedné proménné. Dostaneme totiz obycejnou dife-
rencidlni rovnici prvého fadu.
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5.1.3 Rovnice nerozieSené vzhledem k 1. derivaci.

Pozndmka: V tomto paragrafu si vSimneme rovnice tvaru f(x,y,y’) = 0, tedy rovnice
neroziesené vzhledem k 1. derivaci. Ukazuje se, ze v téchto ptipadech byvé ¢asto porusena podminka
jednoznac¢nosti a objevuje se tzv. fenomen singuldrniho feSeni. Nésledujici definice nam situaci
trochu priblizi.

Definice: Bud dédna diferencidlni rovnice f(x,y,y’) = 0. Soustavu fesen{ tvaru F(x,y,C) =0,
kde C je libovolnd konstanta, nazveme obecnym feSenim dané rovnice. Je-li hodnota C' zvolena
pevné (napi. C' = Cy), pak kiivku F(zx,y, Cy) = 0 nazveme partikuldrnim fesen{m.

Reseni G(z,y) = 0, které nelze ziskat z obecného feseni zidnou volbou parametru C', nazveme
singuldrnim reSenim dané diferencidlni rovnice.

Poznamka: Jeli G(z,y) = 0 feSenim rovnice f(z,y,y’) = 0, které nemuzeme ziskat
z obecného Feseni zadnou volbou konstanty, bude mit toto feSeni spole¢ny bod s kazdym FeSenim
F(z,y,C) = 0, bude tedy tato Teseni ,obalovat.* Rekneme, ze je obalkou jednoparametrické
soustavy kiivek F(z,y,C) = 0. Plati ndsledujici véta.

Véta: Diferencidln{ rovnice f(z,y,y’) = 0 ma singuldrni feseni pravé kdyz m4 soustava jejich
partikuldrnich integralu obélku.

Priklad: Soustava parabol y = 1(z —a)?, a € R ma obdlku y = 0. Je totiz y/ = = — a
a odtud y = 3y, coz m4 feSenf y = 0. viz obrdzek.

Rovnice y = %y’ 2 je tzv. Lagrangeova rovnice, jak uvedeme pozdéji, ale jiz nyni stojf za to se
na ni podivat trochu podrobnéji. Paraboly y = %(m — a)? maji tu vlastnost, ze kazdym bodem
[z0,90] , yo > 0 prochézeji préavé dvé. Skutetné, je-li yo = 3(zo — a)?, pak

a2—2axo+x%—2y0 =0=a12=20%2yo.

Jestlize se zeptame, za jakych podminek existuje jediné feSeni, musime danou rovnici vyfesit
vzhledem k ¢’ . Dostaneme dvé rovnice

1.y =42y s fesenim /2y =z + C pro xz € (—C,+0) a

2.y = —/2y s fesenim /2y = K —x pro z € (—o0, K) .

Poznamka: V dalsim se budeme zabyvat otdzkou nalezeni obalky jednoparametrické soustavy
kiivek F'(z,y,a) =0.

Véta: Bud déna jednoparametrickd soustava kfivek F(z,y,a) = 0. Potom obalku dané
sostavy ziskdme vylou¢enim parametru « ze soustavy rovnic
OF(z,y, )
F(IE,y,O&):O, #
Dikaz: Jsou-li F(z,y,«) a F(x,y,a+ h) dvé kiivky daného systému, potom je

OF(x,y, )

1 1
E{F(‘/E7y7a+h)_F(m7y7a)}:O atedy :}llln%)E{F(a%:%a—i_h)_F(x7y>a)}20
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Priklad: Najdéte obdlku soustavy kruzmic z2 + (y — a)* — $a® = 0.

Reseni: Musi platit

OF(z,y,a)
da

2 1 2

F(z,y,a) = 2%+ (y—a)* = 5 a® =0, = 20y—a)—a=0.

7 druhé rovnice dostaneme a = 2y a dosazenim do prvé rovnice

2

2 +y? —2y> =0 = y? = 2? a obdlkou je tedy dvojice piimek y = 4.

A. Clairautova rovnice.

Definice: Diferencidlni rovnici tvaru
y=zy +f),
kde f je diferencovatelna funkce, nazyvame Clairautovou rovnici.
Reseni: Polozme y’ = p. Potom je
y=ap+ f(p) apo zderivovini p=p+ap + f'(p)p’, mneboli p'(x+ f'(p))=0.
1. Necht p’ = 0. Potom je ¢/ = C a obecné feseni je jednoparametrickd soustava piimek
y=Czx+ f(C).

2. Singuldrn{ feseni dané rovnice dostaneme fFesenim rovnice z + f'(p) = 0.

Véta: Obecnym fesenim Clairautovy rovnice je jednoparametricky systém piimek, ktery ma
vzdy obalku, tvorici singularni feseni dané rovnice.

Piiklad: Reste rovnici y = 21/ + y2.
Reseni: Obecné Feseni je tvaru y = Cz + C?, kde C je libovolnd konstanta. Jestlize tuto
rovnost zderivujeme podle parametru C', dostaneme z + 2C' = 0 a po dosazeni do prvni rovnice
2

22 2 - L. PR L , . ., s .
y = —% + & = —7, coz je singularni feSeni. Jak je vidét z obrézku, jednotlivé partikuldrni
integraly tvoii te¢ny k singularnimu feSendi.

B. Lagrangeova rovnice.

Definice: Diferencialni rovnici tvaru

y=zo(y) + (),

kde ¢ a 1 jsou diferencovatelné funkce, nazyvame Lagrangeovou rovnici.
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Reseni: Pii feSeni Lagrangeovy rovnice postupujeme analogicky jako v pifpadé rovnice
Clairautovy. Oznac¢ime-li opét y' = p, dostaneme
dp

y=xp(p) +¢(p) = p=vp) +z¢[®) e V' (p)

dp
dr’

Odtud plyne

dx / !/
de P W)

dp p—¢p)  p—wvp)
To je linedrni rovnice prvého fadu pro nezévisle proménnou p a neznamou funkci . Po vyfeseni
této rovnice dosadime do rovnice y = zp(p) + 1(p) a dostaneme parametrické rovnice integrélnich
kiivek. Vysledek nyni shrneme do véty.

Véta: Reseni Lagrangeovy rovnice lze prevést na feSeni linearni diferencidlni rovnice pro
nezndmou funkei x .

Piiklad: Reste rovnici y = (z + 1)y2.
Reseni: Jestlize polozime y’ = p, dostaneme
2 2 dp
y=(x+1)p"=p=p +2p(a:+l)%.
Je-li p =0, dostdvame feSeni y = 0 a ukdzeme, Ze to je singuldrni integral. Jinak pro p # 0 mdme
dx dx 2z 2

l—p)——=2r+2 1 plati — = =
(I=p) 55 =2e+2 apro p#l plati 7= 43—

Je-lip=1, potom y = z + 1 je feseni, jak se ukaze, partikuldrni.

1. Nechf 92 = 22 Potom
p P

dx 2dp 2
W _ 2D |z =W|C|- 2|1 S
o2 — o] =[Ol - 2l 1= p = o) = o
2. Predpoklddejme, Ze z(p) = (161(32 . Pak
! 2 ! 2
2’ (p) = ) + Clr) a po dosazen{ () = = C'(p) =2(1-p); C(p) = K—(1-p)*.

(1-p? (Q-p)p? (1-p3? 1-p
Obecné feseni v parametrickém tvaru je tedy

K K p?
zp)=—=5-1, ) =7—">=-
(1-p)? (1-p)?
Jestlize se budeme zajimat o to, zda lze nalézt feSeni v explicitnim tvaru, musime rozeznavat
nékolik moznosti. Je

2 Y ’
= dtud =+ .
y r+1 a odtt 4 rz+1

x+1
a) x>-—1,y>0.Potom

1. Bud ¢’ = /=% a nechf

dy  dx
NV RS

Pro C' = 0 dostaneme feSeni y = x + 1.

2y =2Vr +1+2C, y=(z+1+C)>.
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8) Jelix<—1,y<0,pak

dy dx 2
- . 2y = -2 —(x+1) 2K, y:—(\/—(x—l—l)—i—K)
vy o o/ —(x+1)
a pro K = 0 dostaneme opét y =z + 1.
2. Necht y' = —, /45 a piedpoklddejme, ze
a) x>-—1,y>0.Potom

Ay _do

VY Vr+1’

Pro L = 0 dostaneme feseni y = x + 1.
6) Jelix<-—1,y<0,pak

dy L dx o _ “(z _ _ —(z 2
T 20/—y=2/—(z+1)—2M, y (M V= +1))

a pro M = 0 dostaneme opét y = + 1.
Vyloucenim parametru ze soustavy rovnic

2/y=-2Vr +1+2L, y=(L—Vr+1)2.

OF (z,y,a)

F =
(z,y,0) =0, P

=0

dostaneme ve vsech ¢tyfech pifpadech singuldrnf feseni y = 0. (« je postupné rovno C, K, L, M ).
Muzeme se téz pokusit o vylou¢eni parametru p z rovnic

K K p?

a-p?’ T a-p
To jiz nebudeme provadét detailné, plati vsak, ze pro ptipad K > 0 dostaneme piipady la) a 2«)
pro K < 0 nastavaji pifpady 13) a 20).

Uvedeny piiklad ukazuje s jakymi problémy se setkdvame, jestlize se snazime feSit rovnici
tvaru f(z,y,y’) = 0. I kdyz bylo zaddni pomérné jednoduché, feseni{ neni zcela trividlni. Ve
vétsiné piipadu se nam vsSak nepodaii viibec takovou rovnici vyfesit.

r+1=

5.2 Linearni rovnice n—tého radu.

5.2.1 Struktura reSeni.

Definice: Diferencialni rovnici tvaru
an(®)y™ + an 1 Oy + - ar ()Y + aolt)y = f(1),

kde ag(t),a1(t),...,an(t),g(t) jsou dané komplexni funkce, definované v jistém intervalu 7,
an(t) # 0 v I, nazveme linedrni diferencidlni rovnici n—tého fddu. Je-li f(¢t) = 0 v Z, fekneme,
Ze dand rovnice je homogenni (nebo bez pravé strany, po pripadé zkracend).

Poznamky: 1. Ponévadz je a,(t) # 0, muzeme linedrni diferencidln{ rovnici n—tého fadu
vzdy pfevézt na tvar

g™ 4 1)y o pi ()Y + po(t)y = g(t) .

V tomto tzv. normovaném tvaru se linearni rovnice n—tého radu také nejcastéji vyskytuje.
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2. V nésledujici vété uvedeme bez dukazu existenéni vétu.

Véta: Necht jsou funkce ag(t),ai(t),...,an(t), f(t) spojité v intervalu Z. Bud ¢ty € Z a

Y0, Yos - - .y(()"_l) dans komplexni &sla. Potom plati

1. Rovnice
an(®)y™ + an_1 )y + -+ a ()Y + ao(t)y = f(t)

m4 feeni y = y(¢) (komplexni) v intervalu Z takové, ze plati

y(to) = Y0,y (to) = vy -,y "V (ko) = y§" V.

2. Toto FeSeni je jediné v intervalu Z , tj. je-li 2(t) feSenfm dané rovnice v intervalu Z; C T .
Ppro néz

Z(tO) = Yo, Z/(to) = Z/é), .. ,Z(n—l) (tO) = y(()nil) )

pak z(t) = y(t) vI;.
) (n—1)

Jsou-li ag(t), a1(t),. .., an(t), f(t) redlné funkee, yo, ¥, - - - Yo redlnd ¢isla, je i feSeni y(t) redlné.

Pozndmka: Funkce y(t), vyhovujici predchozi véte, se nazyvd resenf poc¢dtecni nebo Cauchy-
ovy ulohy.

Definice: Symbol

n dnfl

L=a,(t)— + an-1

d
o (1) g+ () + ao(t)

dt

nazveme linedrnim diferencidlnim operatorem a vyraz L[y], definujeme pfedpisem

LIy = an(t)y'™ + an1()y" D + -+ a1 (t)y + ao(t)y.

Lemma: Jsou-li y1,ys,...,y, funkce, které maji n—tou derivaci, C1,Co, ..., C, konstanty,
potom

L Zijj = ZCJL[y]]
j=1 j=1

Dikaz: Je ziejmy; staci pouzit vlastnosti derivovani.

Poznamka: V dalsim vykladu si vSimneme vlastnosti homogenni rovnice. Tu muzeme pomoci
naseho zdpisu vyjadrit struéné ve tvaru L{y] = 0.

Véta:  Jsou-li y1,ys,...,y, FeSeni diferencidlni rovnice L[y] = 0, Cy,Cs,...,C, libovolné

T
konstanty (komplexni), pak je i funkce y = ) Cjy; FeSenim dané rovnice.
j=1
Dukaz: Plyne okamzité z vlastnosti diferencovatelnych funkci.

Véta: Ma-li linedrni diferencidlni rovnice L[y] = 0 s redlnymi koeficienty a;(t) komplexni
feseni y(t) = u(t) + iv(t), pak jsou funkce u(t) a v(t) feSenim dané rovnice.

Dukaz: Plati 0 = L[y] = Lju + iv] = L[u] + iL[v] a vzhledem k tomu, ze L[u] i L[v] jsou
redlnd, plyne odtud, ze L{u] = L[v] =
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Definice: Bud'te fi(t), fa(t),..., f,(t) funkce, které jsou definovény v intervalu Z . Rekneme,
ze jsou tyto funkce linedrné zavislé na 7, jestlize existuji konstanty C7,Cs,...,C, , které nejsou
vSechny nulové tak, ze pro vSechna t € 7 plati

Olfl(t) + CQfQ(t) + CTfr(t) =0.
Jestlize je tuto rovnost mozné splnit jediné tak, ze C; = Cy = --- = C,. = 0, pak fekneme, Ze jsou

tyto funkce linearné nezavislé.

Definice: Necht maji funkce f1(t), fa(t),..., fa(t) v intervalu Z derivace az do fadu n — 1.
Potom funkci

f}(t)a f%(t% ey ftb(t)
W) =Wy, =] B R
AVw, V. L )

nazyvame Wronského determinantem nebo wronskianem.
Véta: Jsou-li funkce f1(¢), f2(¢),..., fn(t) linedrné zdvislé v intervalu 7, je W(t) =0v Z.
Dukaz: Ziejmy.

Poznamka: Obrdcené tvrzenf neplati. Je-li napt. fi(t) =3, fo(t) = [t]*, Z = (—a,a) a >0,
je W(t) =0vZ,ikdyzjsou funkece f1, fo linedrné nezavislé v I . Jak vsak ukazuje nésledujici véta,

toto se nemuze stat, jestlize jsou funkce f1, fo,. .., f, linedrné nezavisld reSeni linedarni diferencidlni
rovnice.
Véta: Jsou-li y1,y2,...,Yn linedrné nezivisld feseni rovnice L[y] = 0 v intervalu Z, kde
ap(t),ay(t),...,an(t) jsou spojité v I, pak je wronskidn
Yt Y2, R Yn
/ / /
W(t) = Yo Yo o Un #0 pro vsechna teZ.
-1 -1 -1
Y S NS ¥
Dikaz: Predpokladejme, ze W (tg) = 0 a zvolme ¢isla aq, as, . . ., a, tak aby tvorila netrividln{
feSeni soustavy
a1 y1(to) +azya(to)  + ... +an yn(to) =0
aq yi (to) +ao yé(to) + ... “+a, y;(to) =0
- - o
ary" V(o) Fasy V(o) + oo Fany Vit =0,

Oznacme y = a1 y; + agya + -+ + ap yn . Potom je y FeSenim rovnice L[y] = 0, které vyhovuje
pocateénim podminkam y(to) = y'(to) = --- = y Y (ty) = 0. Podle véty o existenci a jed-
nozna¢nosti feSeni Cauchovy tlohy je y = 0 v Z. To je vsak spor s linedrni nezavislosti funkci
Y, Y2, -5 Yn -

Véta: Bud
Lyl =y™ +pi )y + -+ poi (Y +pa(t)y =0
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diferencidlni rovnice n—tého fadu, y1, ¥y, .., Yy, n jejich feSeni v intervalu Z , tg € Z. Potom plati

~Fonar
W(t) = W(to)e to

Dukaz: Plati

Y Y2 o Un

v Yo oo Un

Wl(t): (...2) (...2) “ee (...2) —
yln an . ynn

W

W Y2 - Un

n Yo s Yn
=l Sy Wy =W,

y (2 o2 ) pi(t)W (1)
S GU D IOV S 95 IO
J= J= Jj=

Jestlize vyfesime tuto diferencidlni rovnici se separovatelnymi proménnymi, dostaneme tvrzeni
véty.

Poznamka: Dukaz predchozi véty se opird o zdkladni vlastnosti determinanti a vétu o de-
rivovani determinantu. Tuto vétu pro osvézeni zopakujeme. Je-li

Su(t) . fia(t)
Fiy=| ... ... .|,

kde funkce f;;(t) maji derivaci, potom

)= | fu®) - flal®)
fnl(t) s frm(t)
Pro dikaz tohoto tvrzeni si sta¢i vzpomenout na definici determinantu a pravidlo pro derivovani
souc¢inu n funkeci.

Ju(t) ... fia(t)

Definice: Bud'te y1,%s,...,y, Fesen{ linedrn{ diferencidlni rovnice n—tého fddu L]y] = 0
v intervalu Z . Rekneme, ze tato feSeni tvoii fundamentalni systém, jsou-li v intervalu Z linearné
nezavisla.

Véta: Necht 1,92, ...,y, tvof{ v intervalu Z fundamentdln{ systém fesen{ rovnice L[y] = 0.
Potom lze kazdé feseni y této rovnice vyjadfit jako linearni kombinaci funkei y1, yo, . . ., ¥y, ve tvaru

n
y=> Cjy;,
j=1

kde konstanty C; jsou urceny jednoznacné.
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Dukaz: Ozna¢me 7y(t) libovolné feSeni v intervalu Z a bud ty € Z. Potom m4 soustava
linearnich rovnic

(to) = c1y1(to) + c2y2(to) + -+ + cn yn(to)

7l
¥ (to) = c1yy(to) + caya(to) + -+ - + cn 4y (to)

7D (to) = e1 "V (ko) + e2y8" (o) + -+ + e yI 7V (t0)

jediné feseni oy, ao, ..., au, a staci polozit

n
y(t) = Zaj Yj -
=1

Disledek: Vsechna fesenf linedrn{ diferencidlni rovnice n— tého fddu L[y] = 0 tvoi{ vektorovy
prostor dimense n . Libovolny fundamentalni systém feSeni tvoii v tomto prostoru bazi.

Poznamka: Nékdy se ndm podai{ pomoci ruznych metod nalézt partikuldrni feseni rovnice
Lly] = 0. To ndm pak umozni snizit f4d dané rovnice o jednu. Popis tohoto snizen{ je ddn
v dukazu nésledujici véty.

Véta: Je-li y; nenulové fesen{ linedrni diferencidlni rovnice n—tého tadu L[y] = 0, pak je
mozmo Feseni této rovnice prevézt na FeSenf linedrni diferencidlni rovnice (n — 1)—ho Fédu.

Diikaz: Bud rovnice tvaru
an() Y™ +an_ 1 Oy Y 4+ Far(t)y +ao(t)y=0.

Substituci y = y; z zavedeme novou neznamou funkci z . Plat{
" /n
v =yiz+nd, v =zt vy =D (k) Y )
k=0

Po dosazeni do puvodni rovnice dostaneme
an(t) Y12 + {nan(t) y) + an1 () ya} 2" -
+{an®y" + e Oy 4 @Oy +ao®)ypz =0,
Vzhledem k tomu, Ze koeficient u z je roven 0 (y; je Feseni), dostaneme rovnici
b () 2™ + b, 1 (8) 2D 4 by (1) 2 = 0.
Polozime-li nyn{ 2z’ = u, dostdvame linedrn{ rovnici (n — 1)—ho fadu.

Priklad: Najdéte obecné feSeni rovnice y” + %y’ +y = 0, jestlize vite, ze y1 = %

partikularni integral.

je

ResSeni: Ponévadz je

, cosz sinz I sinz  2cosx n 2sinzx
Y1 = - Y1 = — -
! x 22 0 7 x x2 x3
snadno zjistime, ze y; je skutecné partikuldrni feSeni. Jestlize ozna¢ime y = y; 2z, potom je

v=vyiz+mz, ¥y =ylz+202 +y 2"
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a po dosazeni do rovnice dostaneme
" / 2 / 1 2 /
2t s gt oty 2 =0,
Polozime-li 2’ = u, dostaneme

u=20.

T xr2 2

sinz , 2cosx 2sinz  2sinz
u + + =

2
yru' + {2y'1 + Iyl}uzo, neboli

Odtud dale

) du 2cosx .
v sinx +2u cosx =0, — =—— dr, Inlul=In|C|—2In|sinz|,
u sin x
tedy
, C
2 =u=—— = z=—Ccotgzx
sin”
a pro C' = —1 dostaneme druhé fesen{ y, = “>* . Obecné feseni ma tedy tvar
sin x cos T
y=C1 + Cy .
x x

Pozndmka: Ve zbyvajici ¢dsti tohoto paragrafu se budeme zabyvat rovnici Lly] = f(¢), kde
f(t) je spojita funkece v intervalu Z , kterd neni identicky rovna 0. Ukdzeme, jak vypadd struktura
feseni takové rovnice.

Lemma: Bud'te yi,y> dvé feseni rovnice L[y] = f(t). Potom je funkce y = y; — yo FeSenim
rovnice homogenni L[y] = 0.

Dtkaz: Tvrzeni je zfejmé.

Véta: Bud yq,1o,...,y, fundamentdlni systém feSen{ linedrni diferencidlni rovnice n—tého
fadu L[y] = 0. Potom m& obecné feseni rovnice Ly] = f(t) tvar

n
y=y+ > Cjy;,

Jj=1

kde y, je jedno pevné partikuldrni feSeni rovnice Ly] = f(¢).

Dikaz: Je-li y libovolné feSeni rovnice L[y] = f(t), pak 2 = y — y, je FeSenim rovnice
homogenn{ L]y] = 0, tedy

n n
Z:ZCkyk a odtud y:prrZC’jyj.
k=1 j=1

Poznamka: Pfedchozi véta ukazuje, pred jakym ikolem stojime, kdyz chceme vytesit linearn{
diferencialni rovnici n—tého fadu L[y] = f(¢). Uloha ma dvé césti:

1. Musime nalézt fundamentdlni systém feSeni homogenni rovnice Lly] = 0. Tento kol se
nam vsak obecné vyfesit nepodaii. V nésledujicim paragrafu ukazeme, jak toho lze doséhnout pro
rovnice s konstantnimi koeficienty a v kapitole, vénované metodam reSeni linearnich diferencialnich
rovnic pomoci fad, ukdzeme, jak postupovat v nékterych piipadech u rovnice druhého radu.
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2. Musime nalézt jedno partikuldrni feseni rovnice s pravou stranou L]y] = f(¢) . Tuto tlohu lze
sice iplné vyresit, jak bude ukazano v nasledujici vété, popsand metoda je vSak pocetné tézkopadna
a tedy ne ve vSech piipadech vhodnéa. Proto ukdzeme v nasledujicim paragrafu efektivnéjsi postup
odhadu partikularniho integralu. Zaplatime vSak za to tim, ze tuto metodu budeme moci pouzit
pouze pro tzv. ,harmonické“ pravé strany.

Lemma: Je-li y; partikuldrni feSenf rovnice L[y] = fi(t) a yo partikuldrni feseni rovnice
L[y] = f2(t), potom je z = y1 + y2 partikuldrni feseni rovnice Lly] = f1(t) + fa(¢) .

Dikaz: Ziejmy.

Veéta: Je-li y1,¥9,...,y, fundamentalni systém feSeni linedrni diferencidlni rovnice n—tého
fadu Lly] = f(t), pak existuji funkce ai(t), as(t),...,a,(t) (urcené jednoznaéné az na aditivni
konstantu) tak, ze

Yp =a1(t)yr + o2(t) y2 + -+ + an(t) yn

je partiluldrn{ fesen{ rovnice L[y] = f(¢) .

Dukaz: Hledejme partikularni feseni ve tvaru

Yp = C1(t) y1 + Ca(t) y2 + - + Cn(t) yn ,

kde C;(t) jsou zatim nezndmé funkce. Jedind podminka, kterou méme k disposici, je, ze y, musi
spliiovat danou rovnici Ly] = f(t). Zbyvajicich n — 1 podminek si doddme sami tak, abychom
si nekoplikovali postupné derivovéani funkce y, . Chceme se zbavit derivaci funkei C;(t), coz lze
realizovat nasledujicim zpusobem. Pozadujeme, aby platilo

Ci(t) +C(t) gz + ... +CL() yn =
Gt m TGy A+ +C(D Y, =0
Gl ™ +Chhyy ™ + . +CLOm Y =0
Cimu"" +Gmw Y+ @ = 1)
Tato soustava m4 jediné feseni C}(t), C4(t),...,C! (t), ponévadz jeji determinant je wronskidn

W(t) # 0. Staci nyni polozit a;(t) = [ Cj(t)dt + K; .

Poznamka: Metoda vypoctu partikularniho integralu, predvedena v dikazu predchoziho
tvrzeni, se nazyva metoda variace konstant.

Piiklad: Najdéte obecné Fesenf rovnice y” +y = 1.

Reseni: Nejdifve fesime odpovidajici rovnici bez pravé strany y” 4+ y = 0, kterd mé ziejmé 2
nezavisld feseni y; = cosx, yo = sinx, kterd tedy tvori fundamentalni systém feSeni. Zpusob, jak
se k témto feSenim dostat, si ukdzeme v nasledujicim paragrafu. Obecné feseni homogenni rovnice
je tedy 7 = Cq cosx + Cy sinz.

Predpokladejme nyni, ze

yp = Ci(z) cosz + Ca(x)sinz .

Potom je
y, = C1(x) cosz + Cy(x) sinz — Cy(x) sinz + Cy(x) cos x

a jestlize polozime
Ci(z)cosz + Ch(x)sinx =0,
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dostaneme dale
y, = —C1(z)sinz + Cy(x) cosx — C1(x) cosz — Ca(z) sinzx .
Po dosazeni do ptuvodni rovnice ziskdme soustavu linedrnich rovnic

Ci(z)cosx + Cy(z)sinz =0

—Cl(z)si Ch(zx)cosz = )
1(z)sinz + C5(x) cosz pr-

Pro determinant této soustavy plati
D_ ’ cosr  sinz | _
—sinz  cosz
a odtud
0 sinzx cos T 0
! _ — _ 4 — —
G =| § Bt g =] G |-
sSin T sin T

s fesenim C4(z) = K1 —z, Ca(z) = Ko+ In|sinz|. Obecné fesent je tedy tvaru

y= (K1 —z)cosz + (K +In|sinz|)sinz = Ky cosz + Kesinz + sinzIn|sinz| — zcosx.

5.2.2 Rovnice s konstantnimi koeficienty.

Poznamky: 1. Tento paragraf bude vénovan vysetfovani linearni diferencidlni rovnice n—tého
tfadu s konstantnimi koeficienty, tedy rovnici

any™ + an1y" T - ary 4 agy = f(1),

kde ag,aq,...,a, jsou konstanty. Tuto rovnici budeme opét pro struénost oznacovat Lly] = f(¢).

2. Zatneme vySetfovanim rovnice homogenni, neboli Ly] = 0 a pokusime se nalézt TeSeni ve
tvaru y = e . Jestlize dosadime do rovnice L[y] = 0, dostaneme L [e*] = e* F(\) = 0, kde
F(A\) = ap A" + ap A" L4+ a; A+ ag . Ponévadz je vidy e # 0, musi platit F(\) =0.

Definice: Polymon
F(A) = anA" +an 1 A" -+ e A+ ag
nazyvame charakteristickym polynomem, pfislusnym linedrni diferencidlni rovnici
LIyl = any™ + an1y™ ™V + -+ a1y +agy =0

a algebraickou rovnici F(A\) = 0 charakteristickou rovnici piislusné diferencidlni rovnice.

Poznamka: Predchozi obrat ukazuje, Ze hledani fundamentdlniho systému feSeni rovnice
L[y] = 0 Ize pro rovnice s konstantnimi koeficienty pfevézt na reseni algebraické rovnice F'(\) = 0.
Zékladni véta algebry zarucuje, ze kazda takovato rovnice mé préavé n kofenu, jestlize kazdy
pocitame tolikrat, kolik je jeho nésobnost, ale uz nefika nic o tom, jak tyto kofeny nalézt. Navic
je znédmo, ze rovnice stupné patého a vyssiho nelze obecné algebraicky tesit. To je dalsi praktické
omezen{ nasi snahy o Fesen{ rovnice L[y] = 0, ale poskytuje ndm alesporni moznost popsat strukturu
feSeni. Jak se v dalsim ukéze, bude jisty rozdil mezi piipadem, kdy charakteristickda rovnice ma
pouze jednondsobné kofeny a piipadem vicendsobnych kofent.
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Véta: Predpoklddejme, ze charakteristickd rovnice F'(A) = 0 linedrni diferencidlni rovnice
n—tého fddu L[y] = 0 m4 jednondsobné kofeny A1, Aa, ..., A, . Potom jsou funkce

At
ylzela Y2 = ¢€ y sy Yn = €77

linedrné nezavislé a tvori tedy fundamentalni systém tesSeni.

Dukaz: Jestlize vypoéteme wronskidn, dostaneme

1 1.1
W (t) = ePrtrattin)t A1 I ePiAett )t (N A1) o (A — A1)
VD D

Determinant, ktery jsme dostali je totiz van der Monduv determinant.
Piiklad: Najdéte obecné feseni rovnice y'V —y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice je tvaru
M —1=0 skoteny A\ =1, =—-1, \3=17,\g=—i

a tedy fundamentalni systém feseni ma tvar

_ ot _ ot ~ it ~ it
Yyr=e, Yy2=¢ , Yg=¢€ , Ys=¢€ .
Tyto funkce jsou podle predchozi véty skutetné linedrné nezdvislé, maji vSak jednu vadu na
krase. Dvé feSeni jsou komplexni, i kdyz dand rovnice mé redlné koeficienty. Jak bylo ukazéano
v predchozim paragrafu, redlnd i imagindrni ¢ast y3 jsou téz feSenim dané rovnice. Ponévadz jsou
navic funkce 3 a y4 komplexné sdruzené, dostaneme odtud, Ze redlny fundamentdlni systém feseni
je

yr=e", yp=e", y3=cost, ys=sint

a tedy obecné TeSeni ma tvar

y=Cre! + Coe ' + C3cost + Cysint.

Poznamky: 1. Pokud m4 rovnice L[y] = 0 redlné koeficienty, md charakteristickd rovnice
F(X\) = 0 téz redlné koeficienty a vSechny jeji komplexni kofeny se vyskytuji ve dvojicich tj.
s kazdym komplexnim kofenem «, Ima # 0 mé dand rovnice i kofen @, vcetné prislusnych
nasobnosti. To déle znamend, ze dvojice funkci e®! | e®! jsou funkce komplexné sdruzené a odpovida-
jici redlnou dvojici dostaneme tak, Ze najdeme Re {e®'} a Im {e®'} . Obé tyto funkce jsou fesenim
dané rovnice a jsou navic linedrné nezavisla. Plati totiz

Re {eat} _ % (eat +eat) . Im {eat} _ 2% (eat _ eat) .
Tato transformace ma nenulovy determinant

1

D= ——
2i

a prevadi tedy linearné nezavislé funkce na linedrné nezavislé funkce.

2. Redlnou a imagindrni ¢dst funkce e nejdeme snadno, jestlize vyuzijeme Eulerovu identitu.
Bud oo =a+bi, b#0. Potom je

et = elatbit — gat . oibt — oat(cog bt 4 4 sin bt)
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a tedy
Re {eat} =ecosbt, Im {eo‘t} =e*sinbt.

3. Pfed tim, nez budeme schopni popsat obecnou situaci s nasobnymi kofeny, musime nejdiive
odvodit, jak se transformuje diferencidlni operator L pfi zavedeni nové neznamé funkce.

Lemma: Bud
Lly] = any'™ + an—1y" Y + -+ a1y + agy

linedrn{ diferencidlni operdtor s konstantnimi koeficienty a charakteristickym polynomem F()).
Zavedeme-li novou nezndmou funkci z piedpisem y(t) = e*! z(t) , kde p je komplexni ¢islo, potom
je Lly] = e"*M|[z], kde M|z] je opét linedrni diferencidlni operdtor. Jeho charakteristicky polynom
G je dén vztahem G(A) = F(A+ ).

Dukaz: Je
n n k k 4 ' n k k 4 4
Ly =Y any™ = "an ( ‘)u] et 20 = ety " ay, ( )u] 2k = ert 2]
k=0 =0 =0 M k=0 =0 M
Dale

n k
G => ary (l;) NI = F(\+p).

k=0 ;=0

Lemma: Je-li A k—ndsobnym kofenem polynomu F', je A — u k—nésobnym kofenem poly-
nomu G .

Dukaz: Je F(A)=FA—pu+p) =G —p).

Véta: Bud L[y] = 0 linedrni diferencidlni rovnice n—tého fadu s konstantnimi koeficienty
a necht md prislusnd charakteristickd rovnice F(A\) = 0 p ruznych kofeni Ai, Ao, ..., A\,
s nasobnostmi k1, ks, ..., k, . Potom plati:

1. Rovnice L[y] = 0 m4 téchto n raznych feseni

eMt et thimlgMt
erat et gheml et
et tetet L theTl et

2. Tato Teseni jsou linedrné nezavisld v libovolném intervalu (a,b).

Ditkaz: 1. Uvazme koien \; a polozme y(t) = e*? z(t). Potom je L[y] = e*? M[z] a pro
charakteristické polynomy plati G(A) = F(A 4+ A1). Odtud plyne, ze 0 je k; —ndsobnym kofenem
rovnice G(A) =0 a G(\) je tedy tvaru

G()‘) :A’ﬂ )‘n—"_An*l )‘7l_1+"'+Ak1 )‘kl 5 Akl #0
Odtud
Mlz] = Anz™ 4+ Ay 12D 44 Aklz(kl)
a tudiz rovnice M[z] = 0 ma feseni 2 = 1, 20 = ¢, ..., 2, = t*1~1 . Odtud dostaneme, Ze rovnice
L[y] = 0 m4& feseni

At
)

Yy =e€ ygzteAlt, ey y;ﬁ:tkl_leht.

Analogicky se dokéze tvrzeni pro ostatni kofeny.

69



2. Pfedpoklddejme, ze dané funkce jsou linedrné zavislé, tj. existuji polynomy Py (t), P2 (t), ...

tak, ze plati identicky

Pi(t) eMt 4 Py(t) e 4 - 4 Py(t) et = 0

a necht na piiklad P,(t) # 0. Odtud dostaneme

Pi(t) + Pa(t) eP2)t oo p(t) ePe M)t =,

Jestlize tuto identitu k;—krat zderivujeme, dostaneme dale

0= Qs(t) eRa=A)t 4 Q,(1) ePp=A)t _ Qs (t) ety Qp(1) et

Takto budeme pokracovat déle, az dojdeme k rovnosti

Rp(t) ePr ==t — s

kde R, (t) je nenulovy polynom. To vSak neni mozné a dostavame spor s linedrni zavislosti danych

funkei.

Priiklad: Najdéte fundamentalni systém feseni rovnice

y(15) 4 9y,(12) _ (11) | 1 (9) _ 9 (8) _ 1(5) _ .

Reseni: Charakteristickd rovnice je

AP 2012 - AL 4 N0 — 28 — 35 =0

s kofeny
i 1+iv3 1-iv3
kofeny 0 1 -1 i —1 5 5
nasobnost 5 1 3 1 1 2 2
Hledany fundamentalni systém feseni je tedy
hn :1’y2:t7y3:t27y4:t3ay5:t4a y6:et7y7:e_ta y8:t€_t7y9

. 1,
Y10 = cost, yi11 =sint, yjo = €2

3 3
y1a = tezt cos gt, yis = te2’sin -t

3 1
cos 715, Y13 = €2

V3

sin —t

2

=¢? e_t,

Poznamky: 1. Pfedchozi piiklad pusobi trochu uméle, ale pokud méame ilustrovat situaci,
popsanou ve vété, tedy mame uvazit jednondsobné i vicendsobné realné i komplexni kotfeny, nic

jiného ndm nezbyva. Vznika otazka, jak danou charakteristickou rovnici

AP 2012 AT —2X° - A% =0
fesit. Je ziejmé, Ze A1 2345 = 0. Po vydéleni A\° dostaneme rovnici

MOL AT — A6\t 2N —1 =0,

kterd ma kofeny A\s = 1, A739 = —1. Po postupném vydéleni piislusnymi kofenovymi ciniteli

dostaneme algebraickou rovnici 6. stupné

NN A AN AN 20+ 1=0.
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To je reciprokd rovnice 1. druhu a sudého stupné, kterou vydélime A3 a do vysledné rovnice
zavedeme substituci A+ 1 = 4. Po dosazen{ dostaneme rovnici p? —2u? + p = 0, kterd ma kofeny
w1 =0, pe3 =1 astaci vyfesit dvé kvadratické rovnice A 4 % =0,A+ % =1.

2. Zbyvajici ¢dst tohoto paragrafu (s vyjimkou posledni ¢dsti) bude vénovana metodé hleddni
partikuldrniho integrédlu nehomogenni rovnice L[y] = f(¢), kde f(t) je specidlniho tvaru
f(t) = P(t) e, P(t) je polynom a p komplexn{ parametr, nebo pro redlny pifpad

f(t) = e (Py(t) cos Bt + Py(t)sin 5t) .

Takové pravé strany nazyvame harmonické a v praktickych aplikacich se vyskytuji nejcastéji.
Ukéazeme, ze partikularni integrél se v tomto pripadé hleda v analogickém tvaru.

Véta: Bud ddna diferencidlni rovnice tvaru L[y] = P(t) e, kde P(t) je polynom s—tého
stupné, p komplexni &fslo. Nechf p je k—ndsobnym kofenem charakteristické rovnice F'(A) = 0.
Potom ma partikularni integral tvar

Yp(t) = Q1) tF et

kde Q(t) je polynom s—tého stupné.

Dukaz: Do rovnice L[y] = P(t)ett zavedeme novou neznamou funkci y(t) = ett z(t).
Ponévadz je Lly] = e** M|[z], dostaneme rovnici M[z] = P(t). Pro charakteristické polynomy
plati vztah G(\) = F(A4 ) a pii tom G(\) = A A"+ Ay A" 4o AR NP kde Ay # 0. Tedy

transformovand diferencidlni rovnice ma tvar
Az + Ay 207 o A2 = p 4 p T it po

Hledejme nyni partikularni integral ve tvaru

ts-‘rk? ts+/€—1 tk+1 tk

(]sm"‘qklm""“"‘(h +(IOE~

o7 (k+1)!

Po dosazeni do dané diferencialni rovnice dostaneme

r° té_l s s—1
A Gs gy Tt + Aptr qsm+---+q1 +o =Pt A psatt Pt +po.

Zatneme-li srovnavat koeficienty od nejvyssi mocniny, dostaneme

s!
Al = p, aodtud g = 225 20,
s! Ak

ds—1 qs
A —L
Fla— 1y TR T P

Z posledn{ rovnosti mizeme vypoécitat ¢s_1 a takto pokracovat ddle. Ponévadz je y(t) = e z(t),
dostaneme odtud, ze

yp(t) = Q(t) t* et

kde Q(t) je polynom stupné s—tého.
Piiklad: Najdéte obecné fesenf rovnice y”' — 5y + 6y’ = €2 .
Reseni: Nejdifve vyFesime odpovidajici rovnici bez pravé strany y”’ — 5y” + 6y’ = 0. Charak-

teristickd rovnice je A3 — 5A? + 6X = 0, kterd m4 kofeny A1 =0, Ao = 2, A3 = 3. Fundamentalni

systém fesenf je tedy y1 = 1, yo = 2%, y3 = €3* a obecné feseni zkricené rovnice

y= C1+0262I+C363I.
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Ponévadz je prava strana harmonickd, muzeme odhadnout partikuldrn{ integral podle tvaru pravé
strany a kofenu charakteristické rovnice. Prava strana je sou¢in polynomu nultého stupné a expo-
nenciely, navic 2 je jednonasobnym kofenem charakteristické rovnice. Partikuldrni integral je tedy
tvaru

yp=a-xz-e*. Odtud y), = (a+2ax)e” , y, = (4a+4azx)e® , y)' = (12a + 8ax)e*”

Po dosazeni do ptivodni rovnice a zkrdceni e2* dostaneme
. 1
12a + 8ax — 5(4a + 4az) + 6(a + 2ax) =1, neboli —2a=1,a= —3-
Hledané obecné feseni je tedy tvaru

~ 1
y:eryp:ClJngezx+C’363$—§x62z.

Dusledek: Bud
Lly] = p(t) cos St

diferencidln{ rovnice n—tého fddu s redlnymi konstantnimi koeficienty, p(¢) redlny polynom s—tého
stupné, 3 realné ¢islo. Necht i3 je k—ndsobnym kofenem charakteristické rovnice F'(A) = 0. Potom
ma partikuldrni integral tvar

y(t) = t" { P(t) cos Bt + Q(t)sin 5t }
kde P a @ jsou polynomy takové, ze st P < s, st@Q < s.

Dukaz: Je

L[y] _ Iﬂeiﬁt + Iﬂefiﬁt )

2 2

Ponévadz L ma redlné koeficienty, mé charakteristickd rovnice téz k—nasobny koren —i3. Par-
tikulatni integral ma tedy tvar

y = P(t) Ptk + Q(t) e "t tF
Jestlize zpétné vyjadifme et a e~"* pomoci Eulerovy identity, dostaneme pozadovany tvar.
Pozndmka: Analogicky tvar md odhad partikuldrniho integrdlu pro pravou stranu p(t) sin 8t .
Vsimnéte si, ze v odhadu partikuldrniho integralu figuruji obé funkce sin , cos, i kdyz na pravé

strané je pouze jedna. Muze se dokonce stat, ze na pravé strané je pouze funkce cos a v par-
tikuldrnim integralu pouze funkce sin . To vSak predem neumime rozhodnout.

Lemma: Bud
Lly] = e {p1(t) cos Bt + pa(t) sin Bt}

linearni diferencidlni rovnice n—tého fadu s konstantnimi redlnymi koeficienty «, 3 realna ¢isla,
p1(t), p2(t) redlné polynomy. Necht o+ je k—ndsobny kofen charakteristické rovnice F'(A) = 0.
Potom je partikuldrni integral tvaru

y(t) =t* - e . {qi(t) cos Bt + qo(t) sin Bt } |
kde ¢q1 , g2 jsou polynomy takové, ze

stqp, stga < max{stp;, stpa}.
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Dikaz: Odhad partikuldrniho integralu rozdélime na dvé ¢ésti

t . t .
L[y] = p1(t) e** cos Bt = p712( ) elatif)t 4 ZLQ( ) ela—ib)t

t . ¢ _
Lly] = pa(ty e sin it = 22 e _ 220 oo
Ty budou mit tvar
y1(t) = Py(t) t* et L py)tF et o (t) = Qu(t) tF e @HD L Qy(t) tF el

Jestlize nyni opét pouzijeme Eulerovu identitu pro vyjadieni e(® )t g e(a=8)t dostaneme tvrzeni
lemmatu.

Priklad: Najdéte obecné feSeni rovnice
" —y"+y —y=cosx+2r—1.
Reseni: Charakteristickd rovnice > — A2+ X —1 = 0 m4 kofeny A\; = 1, Ay = i, A3 = —i
a tedy obecné TesSeni rovnice bez pravé strany je
y=Cre"+ Cycosx + Cssinzx.

Vzhledem k tomu, ze prava strana je sou¢tem dvou harmonickych pravych stran, budeme par-
tikularni integral také hledat ve tvaru

Yp =Yp, +Ypy, kde 1y, =x(aicosz+agsinz) (pro cosz) a yp, = bz +by (pro 2z —1).
Tedy
yp = x{a; cosz + agsinz} + by + by, y{o =ajcosz+ agsinz + x{—ay sinz 4+ agcosx} + by,

y, = 2{—aisinz + aycosx} — x{a; cosx + agsinz},

y, = —3{ai cosx + agsinz} + x{a; sinx — az cos '}
Po dosazeni do puvodni rovnice dostaneme
—2(a; + ag)cosx + 2(ay — ag)sinx — byx + by — by = cosz + 2z — 1

a odtud srovnanim koeficient dvé jednoduché soustavy rovnic

—20,1 —20,2 =1 _bl =2

o 1 _ _
%, -2 =0 by by ——1 s feSenim al—ag——17 by =-2,by=-1.

Obecné feseni dané rovnice je tedy

~ . 1 .
y:y+yp:Cle"”—i—CQcosx—l—Cgslnm—Zm(cosx—&—smx)—%c—l.

Poznamka: Posledni ¢dst tohoto paragrafu vénujeme Eulerové rovnici, coz je linedrni rovnice,
ktera sice nema konstantni koeficienty, ale velmi snadno se na rovnici s konstantnimi koeficienty
prevede.

Definice: Diferencidlni rovnici tvaru

an 2"y ™ +an_1 2"y 4t arzy fagy = f(a),
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kde ag, a1, ..., a, jsou konstanty, f dana spojitda funkce, nazyvame FKulerovou rovnici.

Véta: Eulerovu rovnici je moZno substituci x = ef pfevést na rovnici s konstantnimi koefi-
cienty.

Dukaz: Je J dy d p p p
dy _dydr _dy , dy _dy
at " drdl ap© vedtud Go=gre
d?y  d%y 2t W Py 5 | dy d?y Py dy\ _y
@’ Lt T T T e )
Pouzitim indukce odtud plyne, ze
dky dky
da* = ° {ﬂl%dtz 'Wkdtk}'

Jestlize nyni dosadime do dané rovnice, dostaneme rovnici s konstantnimi koeficienty.

Poznamka: Pii feSeni homogenni Eulerovy rovnice je mozno vychéazet z predpokladu, ze
fesenf je ve tvaru y = 2, kde A je parametr. Dostaneme tak algebraickou rovnici pro neznamou
A a jak se ukazuje, tato rovnice je pravé charakteristicka rovnice piislusné transformované rovnice
s konstantnimi koeficienty.

Piiklad: Najdéte obecné feseni rovnice 224" —zy' +2y =zlnz.

Reseni: Jestlize zavedeme novou nezévisle proménnou piedpisem x = e’ , dostaneme

dy _dy d?y (de dy) o2t

dr _dtC dzz \dz  dt

a po dosazeni do rovnice
d?y dy
Y 9% gy — et
az Ta
Charakteristickd rovnice je A> —2X +2 = 0 s kofeny A\; o = 1+ a tedy obecné feseni homogenn{
rovnice je
y(t) = e'{ Cy cost + Cysint }.

Partikularni integral je tvaru y,(t) = (a+bt)e’ a odtud y;,(t) = (a+b+bt)e’, y//(t) = (a+2b+bt)e’
Jestlize dosadime do rovnice (v proménné t) dostaneme rovnost a + bt =t a tedy a =0,b =1
a obecné feseni dané rovnice je

y(t) = G(t) + yp(t) = e'{ Crcost + Casint } +te,

v puvodni proménné
y(x) =x{Crcoslnz + Cysinlnz } + xlnx.

Kdybychom zacali hledat feSeni ve tvaru y x>‘, nebude vypocet o mnoho kratsi. Je-li

y = o, potom 3 = Ay = XA - 1)z a po dosazeni dostaneme charakteristickou
rovnici A(A — 1) — A+ 2 = 0 neboli A\ — 2\ +2 = 0 a stojime pred problémem, co znamend
z'*i . 7 predchoziho vypoétu plyne, ze z't? = e1+9z. ¢ dalsim kroku vSak musime pouzit
metody variace konstant k nalezeni partikularniho integralu, coz je dalsi komplikace. Zda se tedy,
7ze nejrychlejsi postup je v kombinaci piedpokladu, ze y = 2 spolu se skutecnosti, ze x = e’ .

A—
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5.3 Okrajova tloha.

Poznamka: V celém paragrafu budeme uvazovat linearni diferencialni rovnici 2. faddu tvaru

po(x)y" +p1(x)y +pa(z)y = f(z),

kde po(z),p1(z),p2(x) jsou spojité funkce proménné x na intervalu (a,b). Obecné FeSeni této
rovnice ma tvar
y=Cry1 + Coya + yp,

kde y1,y2 tvoii fundamentalni systém feseni homogenni rovnice, tedy dvojici linearné nezavislych
feSeni rovnice bez pravé strany a y, je jedno pevné feSeni piivodni rovnice.
Cauchyova uloha pro rovnici

po(x)y" +p1(x)y +pa(z)y = f(x)

spoc¢ivé v nalezeni takového feseni y(z), pro néz y(zo) = yo, ¥’ (o) =y, kde z¢ € (a.b) a yo, Y}
jsou dané konstanty. Existen¢n{ véta pro tuto rovnici zarucuje jednoznacénost feseni této tlohy.

Ponékud jina je situace, jestlize pozadujeme, aby dané feSeni vyhovovalo jinym podminkam,
které se v aplikacich vyskytuji velmi ¢asto. Na piiklad budeme vyzadovat, aby dané feseni mélo
predepsané hodnoty ve dvou ruznych bodech intervalu (a,b), tedy, aby hledand integralni kiivka
prochazela dvéma danymi body. Tim se dostaneme k formulaci okrajové dlohy. Ukazuje se, ze v
tomto pripadé nelze dokézat zadnou analogii véty o existenci a jednoznacnosti feseni.

Definice: Bud L[y| = po(z)y” + p1(z) ¥’ + p2(x) y diferencidlni operdtor se spojitymi koefi-
cienty po(z), p1(z), p2(x) naintervalu (a, b) . Potom okrajovou tilohou nazyvéame problém stanoveni
funkce y(z), kterd vyhovuje rovnici L[y] = f(x) pro z € (a,b) a danou spojitou funkci f(z)
a podminkam

ary(a) +azy'(a) = A, Bry(d) + B2y (b) = B,
kde af+ad#0, (7 + 63 #0.
Vyse uvedené podminky nazyvame okrajovymi podminkami.
Je-li f(z) =0na (a,b) a A =B =0, pak danou okrajovou tlohu nazyvdme homogenni.

vevs

Poznamky: 1. Nejdulezitéjsi bude pro nds v dalsim homogenni okrajova tloha, kterou se
budeme také zabyvat podrobnéji.

2. Okrajové podminky nemusi mit vzdy tvar, uvedeny v pfedchozi definici, ale mohou mit t¥eba
tvar
y(a) =y(b), y'(a)=1y'(b) pozadavky periodi¢nosti

nebo
y(z) jeomezenipro x—ay, Gyb)+ By (b)=B, B+8£0.
a podobné.
3. Ukazuje se, ze okrajova tilloha muze byt jednoznaéné fesitelnd, muze viak mit téz nekonecéné
mnoho feseni nebo vibec zadné. Situace bude ilustrovdna na nésledujicich piikladech.

Priklady: 1. Okrajova iloha
y'+y=0, y0)=1, y(z) =0, z€ <0,g>
ma jediné feseni y = cosx.

Dukaz: Obecné feseni je tvaru y = Cicosz + Cysinx a odtud po dosazeni okrajovych
podminek dostaneme C; =1, Cy =0.
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2. Uloha

y' +y=0, y0)=0,y(r)=1, ze(0,n)
nema4 feseni.
3. Uloha

y' +y=0, y0)=0,y(r)=0, =ze(0,n)

mé nekone¢né mnoho feseni y = C'sinx, kde C je libovolna konstanta.

Poznamka: V dalsim zavedeme pojem adjungovaného operatotu k danému diferencidlnimu
operatotu L .

Uvazme prostor La(a,b), (pro definici a zdkladn{ vlastnosti odkazujeme na paragraf, vénovany
Fourierovym faddm) operator Lly] = po(x)y” + p1(x)y’ + po(x)y a necht uvedené funkce maji
tolik derivaci, kolik je tfeba. Potom pro u,v € La(a,b) plati

b
(Lu,v) = [ [pou” + pud + pou]vde = / (Pov) + ' (p1v) + u(pav) ] dz =

\@

=f powv=g ; u=b po=0|_ , b
—F ey =g i u=h (puy =0 | P00l
u/:f‘l (pO,U)/:

b
— / [ (pov)” + u(p1v) — u(pav)] dz = = [u'pov + up1v — u(pov)’ ]Z +

g

u — f (pO,U)// — g/
b

4 / w[(pov)” — (1)’ + pav] de = [/pov + uprv — u(pov)' |2 + (u, L*0)

a

Odtud dostaneme

Definice: Bud L[y] = po(z) y"+p1(z) ¥’ +po(x) y diferencidlni operdtor druhého fadu. Potom
operator L*, definovany predpisem

L*[y] = [po(@) y(2)]" = [pr(2) y(2)]" + p2(2) y (=)
nazyvame adjungovanym operstorem. Rekneme, ze operdtor L je symetricky, jestlize plati

(Lu,v) = (u, Lv) Vu,v.

Poznamka: Ze zpusobu, jak byl odvozen tvar adjungovaného operatoru, vyplyva, ze vlastnost
symetrie daného operatoru L nezavisi pouze na jeho formélnim ptfedpisu, ale i na tvaru okrajovych
podminek, které se pii integraci per partes objevi. Nicméné je zajimavé se podivat, jaky tvar ma
operator, pro néjz plati L = L* . Ponévadz

Lyl = poy" +p1y'+p2y a L[yl = (poy)” — (p1y) +p2y = poy” + ' (206 — p1) +y(py — Py +p2),

musi platit
200 —pL=p1; Po—Py+p2=p2, neboli p=p;.
Odtud dostaneme

Veéta: Operdtor " ,
Llyl = poy” +p1y’ + p2y,

pro néjz plati L = L* je tvaru
Llyl = (p(x)y")" + a(z)y
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Dukaz: Staci polozit pg =p; p2 =q.

Poznamka: Ukazuje se, ze kazdy operator lze pfevést na formalni symetricky, jak bude
ukazano v nasledujici vété. Tvar, se kterym budeme v dalsim pracovat, se historicky ustalil na
formé —(py’')’ + qy = 0. Toho snadno dosdhneme, jestlize v pfedchoz{ vété polozime p = —py .

Véta: Bud ddna linedrni homogenn{ rovnice 2. fadu

po(z)y" +p1(2)y +p2(x)y=0

a predpoklddejme, Ze koeficienty po,p1, p2 jsou spojité na intervalu {(a,b) . Nechf py ma spojitou
1. derivaci na intervalu (a,b) a bud py # 0 na (a,b). Potom je mozno danou rovnici prevést na
tvar

—[py' ] +qy=0.

Dukaz: Rovnici poy” + p1y’ + po2y = 0 vyndsobime jistou funkci p tak, aby platilo
ppo=—p, ppr=—p', neboli —p' = p"po+ppy=pp:.
To dava diferencidlni rovnici 1.Fddu pro nezndmou funkce p

P1=pPg C P
p'po=plpr—pp) sfesenim p(x)=Cel Tm W= = el

Staci tedy polozit

Pi#iklad: Pieved'te na symetricky tvar Besselovu rovnici

22y +xy + (@ -1y =0, z>a>0.

Reseni: Plat{

Odtud

Poznamka: V dalsim vykladu se zaméiime na tzv. spektrdlni vlastnosti diferencidlniho
operatoru L. Zavedeme pojem vlastniho ¢isla a vlastni funkce (vektoru) analogicky tomu, jak
jste se s témito pojmy seznamili v linedrni algebie.

Definice: Bud L linedrn{ diferencidln{ operdtor. Cislo A (obecné komplexn{) nazveme vlastnim
¢islem operatoru L, jestlize méa rovnice



nenulové feseni. Kazdé nenulové feseni této rovnice nazveme vlastni funkei operatoru L, prislusnou
vlastnimu ¢islu A.

Véta: Jsou-li yp,y2 vlastni funkce operatotu L, ptislusné vlastnimu ¢islu A, pak je i funkce
y = Chy1 + Cays vlastni funkei L, pfislusnou A.

Dukaz: Tvrzeni je ziejmé.

Véta: Je-li operdtor L symetricky, pak jsou vSechna jeho vlastni ¢isla redlna a vlastni funkce
piislusné ruznym vlastnim ¢islim jsou ortogonalni.

Diukaz: Ponévadz (Lu,v) = (u, Lv) , dostaneme pro vlastni funkci y :
My y) = (Ay.y) = (Ly.y) = (y. Ly) = (1, Ay) = My,y) aodtud A=]X.
Necht nyni Ly; = Ay1, Lys = \oyo a predpoklddejme, ze A1 # Ao . Potom plati
A(y1,y2) = (Ay1, y2) = (Ly1,y2) = (y1, Ly2) = (y1, Ad2yz) = A2 (1, 92) -

Vzhledem k tomu, Ze A1 # Ao, plyne odtud, ze (y1,y2) = 0.

Poznamka: 7 ptredchozich vét je zfejmé, ze neni tieba rozliSovat mezi vlastnimi funkcemi
y a Cy, (C je konstanta) a staci se zabyvat pouze nezévislymi vlastnimi funkcemi. Nejcastéji se
vyskytujici problém je Sturm-Liouvillova tloha, kterou budeme nyni definovat.

Definice: Bud operdtor L[y] = —(py’)’ + qy definovan na tiidé funkei, spliiujicich homogenni
okrajové podminky

ary(a) + azy'(a) =0, Piy(b) + Foy'(b) =0, kde [ar|+|az|>0,[B1]+]|B2]>0.

Potom tlohu nalézt vlastni ¢isla a vlastni funkce tohoto operatoru nazyvame Sturm-Liouvilleovou
dlohou. Piislusny diferencidlni operator nazveme Sturm-Liouvilleovym operatorem.

Véta: Sturm-Liouvilletv operdtor je symetricky.

Dukaz: Plati

b b b
(Lu,v)—(u, Lv) = /[vqu—v(pu’)']dm—/[uqv—u(pv')’]dm = /[p(uv”—vu”)—l—p’(uv'—vu’)]dx =

Ponévadz plati

aqu(a) + agu/(a) =0 arv(a) + agv'(a) =0
ﬁlu(b) + ﬁgu/(b) =0 511}(5) + ﬁg’vl(b) =0,
je mozno vyjadrit (na priklad)
g) = 2L ) = L _ P _ Py
u'(a) = - u(a), v'(a) - v(a), u(b) 3 u'(b), wv(b) 3 v'(b) .
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Po dosazeni dostaneme

Ba

(Lu,v)—(u, Lv) = p(b) _E

u'(b)v'(b) + 2= ' (D) U'(b)} —p(a) [— u(a) v(a) +  v(a) u(a) | =0

Véta: Kazdému vlastnimu ¢&islu Sturm-Liouvilleovy ulohy odpovidd pravé jedna vlastni
funkce.

Dukaz: Predpokladejme, ze vlastnimu ¢islu A odpovidaji dvé linedrné nezavislé vlastni funkce
Y1, Y2 . Potom plati

(o) +oayi(@) =0 o

arya(a) + azyh(a) = 0, |l +Jaz] > 0.

Ponévadz y; i y2 jsou feSenimi rovnice L[y] = Ay, musi platit

_ | wnla) wnla) | _ -
Wi(a) = ’ s(a) h(a) ‘ =0 atedy W(z)=0.

To je vsak spor s linedrni nezdvislosti funkci y1, ys .

Véta: (Steklov)
Vlastnich ¢isel Sturm-Liouvilleovy tlohy je nekoneéné mnoho a tvoii posloupnost ¢isel tak, ze

min g(z) <A <A< - <Ay <. lim A\, = +00.
mG(a,b) n—oo
Je-li ¢, () vlastni funkce, piislusnd vlastnimu éislu A, , pak {¢,}52; tvofi ortogondlni systém
funkei. Je-li navic f(z) funkce spojitd na intervalu (a,b), kterd ma po ¢dstech spojitou derivaci
a vyhovuje okrajovym podminkam

arf(a) +ozf'(a) =0, Buif(b) +Baf'(b) =0,

potom

f(z) = i cnpn(z), kde ¢, = . (pﬁg
n=1

B H‘Pn

a dand fada konverguje absolutné a stejnomérné na intervalu {(a, b) .

cvvs

podivat na paragraf, vénovany Fourierovym faddm nebo do textu MAS5.

Poznamka: Ukazuje se, ze vlastni funkce Sturm-Liouvilleovy tlohy tvoii tplny ortogondlni
systém funkci ve tiidé funkei, které splnuji dané homogenni okrajové podminky. Tato vlastnost
bude vyuzita v dalsim pfi feSeni uloh parcidlnich diferencidlnich rovnic.

Priklad: Najdéte vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy

y' +Ay=0, y0)=y(r)=0; xc(0,m).

Reseni: Ponévadz se jednd o Sturm-Liouvilleovu tilohu (¢ = 0), staci uvazovat pouze A > 0.
Pro tato A ma obecné feseni tvar

y:ClcOS\f/\x—FC’gsinﬁx.
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Jestlize uzijeme okrajovych podminek, dostaneme y(0) = C; = 0, y(r) = CysinvVA7 = 0.
Méme-li dostat netrivialni feseni, musi byt sinv/A7 = 0 a tedy VA7 = kr  (k € N). Vlastn{
¢isla jsou tedy A\, = k2 k =1,2,... a vlastni funkce @y (z) = sinkz .

Poznamky: 1. Jestlize pouzijeme Stéklovovy véty, dostavame, ze systém funkei
sinx, sin2zx, sin3z, ...

je ortogondlni na intervalu (0, 7). To je v8ak zndmy vysledek z teorie Fourierovych fad.

2. Jestlize se nechceme spolehnout na Stéklovovu vétu, muzeme v piedchozi tloze vysetiit
vSechny mozné piipady. Ukaze se, Ze netrividlni feSeni ddva pouze piipad A > 0. Pro A = 0 je
obecné feseni tvaru y = C; 4+ Cyx a pro A < 0 plati y = C1eV A 4 Che™ VAT,

5.4 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic.

Poznamka: Uvazime-li diferencidlni rovnici n—tého fadu, rozieSenou vzhledem k nejvyssi
derivaci
n) __ / n—1
x()—f(tmc,x,...,a:( )),

ukazuje se, Ze tato soustava je ekvivalentni s jistou soustavou diferencialnich rovnic prvého radu.
Plati totiz nasledujici lemma.

Lemma: Diferencidlni rovnice n—tého rddu tvaru
™ =7 (t,a:,a:’, ,x("*1)>

je ekvivalentni se soustavou n diferencialnich rovnic prvého radu.

Diikaz: Polozime-li x =z, zo =2}, ..., 2}, _; = x,, pak ekvivalentn{ soustava m& tvar
) = a9
.TQ T3
-
xn—l = Tn
I
xn_f(taxlvx27 7$n)

Poznamka: VySetfovanim soustav diferencidlnich rovnic zahrneme i jednu rovnici n—tého
radu a muzeme se zeptat, pro¢ to neudélat od samého zacatku. Duvod je jednoduchy. VySetifovani
jedné rovnice je formalné i myslenkové jednodussi.

Definice: Budte fi, fo,..., f, funkce n + 1 proménnych ¢, 1, s, ...,, . Potom soustavu
diferencidlnich rovnic J
.
TtI = f1(t,x1,1:2,...,xn)
dx
TtQ = fQ(t,xl,JTQ,. .. ,l’n)
de, __ t
dt fn( )xlamQ? e 7xn)

nazveme soustavou v norméalnim tvaru.
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Bud'te

t07z§0)axé0)7 cee 71’570)
dand cisla. Potom problém nalezeni feSeni x1(t),z2(t),...,x,(t) dané soustavy diferencidlnich
rovnic takového, ze
0 0
z1(to) = x§ ) xa(ty) = xé ) Zn(to) = 20

nazyvame Cauchyovou tlohou.

Poznamka: Ukazuje se, ze pro soustavu diferencialnich rovnic v normdlnim tvaru a Cauchyovu
tlohu lze vyslovit a dokazat analogickou existenéni vétu jako pro jednu rovnici tvaru

dx
dt :f(t,$>'

Je vsak tfeba fici, co to znamend, ze funkce f; spliuji Lipschitzovu podminku v dané oblasti.

Definice: Bud

0)

D:ity—a<t<tota, 2z —b<a; <z +b;a,b>0 (i=12,...,n)

podmnozina (n 4 1)—rozmérného prostoru R™*!. Rekneme, ze funkce f(t,x1,...,z,) spliuje
v oboru D Lipschitzovu podminku vzhledem k proménnym x1,xo,...,x, , jestlize existuje kon-

stanta K > 0 tak, ze pro libovolné dva body (¢, z7,23,...,2%), (t,z7*, x5*, ..., 2}*) € D plati

[ f(at, @, san) = fG a5, ") | S K (o — 27" |+ e =23 |+ oy, — 2" ])

Véta: Necht jsou funkce fi(t,z1,...,2z,) (i =1,2,...,n) spojité v uzaviené mnoziné
D :ty—a<t<tyg+a, mgo)—ngigxgo)—f—b; a,b>0 (i=1,2,...,n)

a spliuji v D Lipschitzovu podminku vzhledem k proménnym zq, 22, ..., %, .
Potom existuje takové ¢islo o > 0, ze pro t € (tg — a, to + @) existuje jediné feseni soustavy

= fitx, 22, .. @)
2 = fo(t,x1,22,. .., Tn)
C%" = falt,o1,22,...,20),

vyhovujici po¢atetnim podminkam

x1(tg) = x§°) , T2(tg) = xéo) y ooy Tplto) = xglo) .

Poznamky: 1. Analogicky jako v pfipadé jedné rovnice je mozno ukézat, ze @ = min (a, = ) ,
kde M je takové konstanta, ze | f; | < M pro vSechny body D a pro vSechna i =1,2,...,n.

2. Dukaz je zcela analogicky jako pro jednu rovnici, tedy feSeni se sestroji pomoci metody

3. Zbytek tohoto paragrafu bude vénovan metoddam feSeni linedrnich soustav. K obecnym
soustavam se vratime v paragrafu, ktery bude vénovan zakladum teorie stability.
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Definice: Soustavu diferencidlnich rovnic nazvene linearni, je-li tvaru

dd% =ay1(t) z1 + ara(t) xa + -+ + a1, () xn + f1(2)
dd% = ag1(t) x1 + aga(t) x2 + -+ + a2, (t) vn + falt)

% =an1(t) 21 + an2(t) 2+ -+ 4 apn(t) Tp, + fu(t),
kde a11(t), a12(t), ..., ann(t), f1(t), ..., fn(t) jsou dané spojité funkce, 1, xs, . .., £, nezndmé funkce.

Rekneme, ze soustava je homogenni, je-li fi(t) = fao(t) = --- = f.(t) =0.

Poznamka: Pro soustavu linearnich diferencidlnich rovnic jako specidlni piipad soustavy
diferencidlnich rovnic v normalnim tvaru plati véta o existenci a jednoznaé¢nosti feseni, kterd byla
uvedena v uvodu tohoto paragrafu.

Oznaéeni: Pro struénost a piehlednost vyuZzijeme vektorového zapisu. Bud

dzy
1 ddt a1 @12 ... Gin ;1
T2 dX oF . 2
X = . as _ dt A— a21  A22 a2n F=
: dt : :
Tn % apl1 Qp2 ... Qpp fn
Pak lze danou soustavu
dz; ~
dtz = ai;(t)z;+ fi(t), i=12,...,n
j=1
zapsat struéné ve tvaru
dX
— =AX+F
dt

Vsechny vektory jsou brany jako sloupce, tedy matice typu (n,1). Formélné je tento zépis stejny
jako zapis jedné linearni rovnice.
Zavedeme dale tzv. linearni operator L piedpisem

L[X] = %fAX.

Pak m4 dand soustava tvar L[X] = F a je-li F =0, je tato soustava homogenni.

Lemma: Operator L ma nasledujici vlastnosti:

a) LleX]=cL[X]  b) L[X1+ Xo] = L[X1] + L[X>]

a odtud
P p
L lz Ci Xl} = ZCiL[Xi] )
i=1 i=1
kdep € N, ac,ci,...,cp, jsou konstanty.

Dukaz: Ziejmy.

Poznamka: V dalsim si vSimneme vlastnost{ homogenn{ soustavy L[X] = 0. Ukazuje se, ze
cela fada vlastnosti linearni diferencilni rovnice n—tého fadu je shodna s vlastnostmi soustavy,
jen TeSenimi jsou vektotové funkce.
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Véta: Jsou-li Xy, Xo,..., X feSeni homogenni soustavy L[X] = 0, ¢1,¢1,..., ¢k libovolné
k
konstanty, pak je i funkce X = 3" ¢; X; feSenim dané soustavy.
i=1

Dikaz: Podle predchoziho lemmatu plati

k k
i=1 i=1

LIX]=1L

Disledek: Je-li L[X] = 0 homogenni soustava s redlnymi koeficienty a;;(t) a X = U + iV
komplexni FeSeni, pak jsou i funkce U a V FeSenim dané soustavy.

Dikaz: Ponévadz plati
0= L[X]=L[U+iV]=L[U]+iL[V],

plyne odtud, ze L[U] = L[V] =0.

Definice: Bud

T24 )
X, = . 1=1,2,...,n

Tnig

systém n feseni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic L[X] = 0. Potom determinant

11 T12 e Tin
W = 21 I22 N Ton
Inlt Tp2 ... Tnn

nazyvame Wronského determinantem (nebo wronskidnem) dané soustavy feseni.

Véta: Predpoklddejme, ze funkce a;;(t) jsou spojité na intervalu (a,b) a bud X7, Xo,..., X,

n feSeni homogenn{ soustavy L[X] = 0. Necht je wronskidn W téchto feSeni roven 0 v bodé
to € {(a,b). Potom jsou feseni X1, Xo,..., X, linedrné zavisld v intervalu (a,b) a tedy W = 0
v {a,b) .

Dukaz: Ponévadz je W (ty) = 0, ma homogenni soustava linedrnich rovnic

c1 Jill(to) + co xlg(to) + ... +cp .Iiln(to) =0

C1 lfgl(to) —+ C2 x22(t0) + ... -+ Cp, $2n(t0) = O

1 Tn1(to) + c2xp2(to) + ... +cenZpn(to) =0
netrividlni feSeni ¢1 , ¢a, ..., ¢, . Tuto soustavu lze zapsat vektorové ve tvaru

cl Xl(t()) + o Xg(t()) + -4y, Xn(to) =0.

Ozna¢me nyni X (t) = > ¢ X;(t). Potom je X(t) feSenim soustavy L[X]| = 0, které vyhovuje
i=1

iz
pocéteénim podminkdm X (¢9) = O = (0,0,...,0). Podle véty o existenci a jednozna¢nosti
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n

feseni musi byt X(¢) = 0 V¢ € (a,b). Odtud plyne, ze Y ¢ X;(t) = 0 Vt € (a,b) a funkce
i=1

X1, Xo,..., X, jsou linedrné zavislé.

Definice: Libovolny systém n linedrné nezdvislych feseni X1, Xo, ..., X, soustavy L[X] =0
nazveme fundamentalni systém feseni.

Pozndmka: Je-li X1, Xo,..., X, fundamentdln{ systém feseni pro ¢ € (a,b), potom je W # 0
pro vsechna t € {(a,b) .

Véta: Bud X libovolné feseni soustavy L[X] = 0, Xi,Xo,..., X, fundamentélni systém
feseni této soustavy. Potom existuji jednoznacné uréené konstanty cq,co, ..., c, tak, ze

i—1

Diikaz: Necht feseni X vyhovuje pocateéni podmince X (tg) = Xo. Ponévadz je W # 0,
existuje jediné feSeni soustavy linearnich rovnic

ici Xl(to) = )(()7 tedy X = ici Xz .
i=1 1=1

Poznamka: Predchozi véta ukazuje, ze k tomu, abychom nasli obecné feSeni soustavy
L[X] = 0, stac¢i najit néjaky fundamentdlni systém feseni. Otdzkou nalezeni takového funda-
mentalniho systému se budeme zabyvat v dalsim pro specidlni ptipad soustavy s konstantnimi
koeficienty.

Piiklad: Najdéte obecné feseni soustavy % =y; d—-’; =—x.

Reseni: Je-li dand soustava tak jednoduchd jako je tato, miizeme z ni jednu (nebo vice)
neznamych funkei vylou¢it a fesit jednu rovnici druhého (nebo vyssiho) fadu. Jestlize prvou rovnici
znovu zderivujeme, dostaneme
P’z dy d’z
— =—=—x, tedy — +2=0.
a2~ dt Yo

Odtud plyne, ze

dx(t)
dt

x(t) = ¢1 cost+ cg sint ; y(t) = = —cy sint + ¢y cost.

Pozdéji se seznamime se standardnim postupem. Toto vyjadieni je ve slozkéach, neboli vektorové
X = (¢1 cost+ ¢y sint, —¢p sint + ¢o cost).

Odtud také z{skdme fundamentéln{ systém feseni jestlize postupné volime (na piiklad)

c1=1,c0=0 a ¢c1=0,c0=1,

tedy
X1 = (cost,—sint); X = (sint,cost).
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cost sint

Wronskian je roven W = .
—sint cost

‘ =1 # 0, coz znovu potvrzuje, ze se jedna o funda-

mentalni systém feseni.

Poznamka: Zbyva odpovéd na otazku, jak nalézt obecné feseni nehomogenni soustavy
LIX]=F.

Lemma: Budte X;, Xs dvé feseni soustavy L[X] = F. Potom je X = X; — X5 feSenim
odpovidajici homogenni soustavy L[X] =0.

Ditkaz: Plati L[X; — Xo] = L[X1] — L[Xo] = F — F = 0.

Véta: Obecné feseni soustavy L[X] = F je tvaru

X:Xp+iciXia
i=1

n
kde X, je jedno partikuldrni feSeni dané soustavy a »_ ¢; X; je obecné feseni homogenni soustavy

=1
L[X]=0.
Dikaz: Bud X libovolné feseni soustavy L[X] = F. Potom je X — X, feSenim soustavy
homogenni L[X] = 0. Existuji tedy jednozna¢né urcené konstanty ci,cs, ..., c, tak, ze

X_XPZZCin’, neboli X:XP+ZCiXi-

i=1 i=1

Véta: (Princip superpozice feSeni)

§ k k

Resen soustavy diferencidlnich rovnic L[X] = > F; je tvaru X, = > X, , kde X,,, je Feseni
i=1 i=1

soustavy L[X] =F;,i=1,2,...,k.

Dukaz: Plati

k k k
O S o
i=1 i=1 i=1
Pozndamka: Problém nalezeni obecného feSeni soustavy L[X] = F se tedy sklddd ze dvou

Casti.

1. Nalezen{ fundamentélniho systému fesen{ homogenn{ soustavy L[X] =0.

2. Nalezeni jednoho partikuldrniho feseni soustavy L[X]| = F.

Prvy problém bude fesen pozdéji pro soustavy rovnic s konstantnimi koeficienty, druhy problém
se fes{ metodou variace konstant.

Véta: Bud X, Xs,..., X, fundamentdlni systém FeSeni homogenni soustavy L[X] = 0.
Potom existuji funkce ¢;(t), ca(t), ..., c,(t) tak, ze

n

X = Zci(t) Xl

i=1
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je FeSenim soustavy L[X] = F.

Diikaz: Bud X = ) ¢;(t) X; . Potom po dosazen{ do rovnice % = A X + F dostaneme
=1

K2

n n

ax , dX; - -
— = ;ci(t) X; + ;ci(t) o= A;ci(t)Xi +F= ;ci(t)AXi +F.
Ponévadz dji"’ = A X, , dostaneme, Ze plati
d gt Xi=F
i=1
To je soustava n linedrnich rovnic pro n nezndmych ¢} (t), c4(t), ..., ¢, (t), kterd mé nenulovy de-

terminant (wronskidn) a tedy jediné feseni. Jestlize si pfislusnou soustavu rozepiseme, dostaneme

M)z + @)z + ... + Oz, = fi})
At)xar + At)xoa + ... F+ W) zan = fat)
At)xm + )z + ...+ () xnn = fo(t)
Hledané funkee ¢ (t), ca(t), ..., ¢, (t) ziskdme pak integraci.
“ilklad: e Lo de _ , . dy _ 1
Pi#iklad: Najdéte obecné feseni soustavy %7 =y ; G = —v+ -

Reseni: Jak jiz bylo ukazano, obecné feseni odpovidajici homogenni soustavy je tvaru
x=c1 cost+cosint; y=—cysint—+cy cost
Jestlize tedy hleddme partikuldrni feseni ve tvaru
x(t) = c1(t) cost + ca(t) sint;  y(t) = —ci(t) sint + ca(t) cost,
dostaneme po dosazeni do puvodni soustavy rovnice

1
A (t) cost +ch(t) sint =05  —c}(t) sint + cy(t) cost = o5t
cos

s fefenim ¢{ (t) = —S2L ¢4 (¢) = 1. Odtud ¢;(t) = In|cost|+ ki, c2(t) = t + k2 a obecné Fesent
je tvaru
x =k cost + ko sint + cost In|cost |+t sint ;

y = —ky sint + ko cost —sint In|cost |+t cost.

Definice: Linedrni soustavou s konstantnimi koeficienty nazveme soustavu diferencidlnich
rovnic tvaru

d ) n
CZZ:ZGZJ'r]+fl(t)7 7;:1’27"'7717
j=1

kde vSechny koeficienty a;; jsou konstanty.

Pozndmka: Zdapis takové soustavy bude stejny, jen piislusnd matice A je konstantni, tedy

dX
— =AX+F.
dt +
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Sta¢i nyni nalézt obecné feseni homogenni soustavy % = A X . Tato soustava bude feSena ana-
logicky jako jedna rovnice (linedrni) n—tého fadu.

ReSeni: Uvazme soustavu

dz
= ez + a2 + ..+ Q1n Ty
d
(1) 5;2 = ag1 I + a9 ITo 4+ ... =+ agn Ty,
dr, __
ar an1 T1 + an2 T2 + ... + Apn Tn
a predpokladejme feseni ve tvaru
At At At
Tl =Q1€  , T2 =02€ ", ...,Ty =0p€
kde a1, aq,...,q, jsou konstanty, A parametr. Dosazenim do dané soustavy a zkrdcenim e
dostavame dale
(a11 — )\)041 + ajp Qo + ... + ain an
(2) a21 1 —|—(a22 - )\)&2 + ... + agn 0y =0
Gn1 O + Ap2 Qo + ... H(apn —Na, =0

Abychom dostali netrividlni feSeni této soustavy linedrnich algebraickych rovnic, musi byt deter-
minant této soustavy roven 0. Odtud dostaneme definici tzv. charakteristické rovnice.

Definice: Rovnici

ail — A a2 . QA1n
_ a1 a29 — AL A2n _
AN = =0
anl An2 e Qpn — A

nazyvame charakteristickou rovnici dané soustavy.

Poznamky: 1. Kofeny charakteristické rovnice jsou vlastni nebo charakteristickd ¢isla matice
A, jak je dobfe zndmo z linedrni algebry.

2. Charakteristickd rovnice A(M) = 0 je algebraickd rovnice n—tého stupné a mé tedy
v oboru komplexnich ¢isel pravé n korenu, ovSem kazdy kofen je tieba pocitat tolikrat, kolik je
jeho nésocnost. Podle toho budeme téz rozliSovat dva piipady.

I. Charakteristicka rovnice ma jednonasobné kofeny.

Necht jsou tyto kofeny A, Aa, ..., A, . Dosadime-li do soustavy (2) kofen );, dostaneme
(@11 — Aj)on + a1z Qo + ... + a1pQp =0
(3) a21 01 +(a22 — )\j)OtQ + ... + a9y p =0
an1 01 + ap2 Q2 + ... +(ann - Aj)an =0

a tato soustava mé netrividlni reseni
@ G) s
oy, as ,...,a,(f) i=12,...,n.

(Vlastn{ vektor matice A). Jestlize tyto vysledky shrneme, dostaneme.
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Véta: Bud % = A X homogenni soustava linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty a predpoklddejme, Ze jeji charakteristickd rovnice A(A) = 0 mé n ruznych kofenu
A1, A2, ..., Ay . Potom vektorové funkce

X, = (agn S TN ) em) _ (agﬁ N a53’>) Nt i1
kde Oégj) ) oaéj) 3o o) j je netividlni feseni soustavy (3), tvoii fundamentalni systém feseni sous-
tavy (1).

Dukaz: Z predchozich tvah plyne, ze X jsou feseni soustavy (1), zbyvéd pouze ukézat, ze
tato FeSenf jsou linedrné nezdvisla. Necht tedy

Zgj i =0, neboli ZQ oz(J) et =0, ZQJOé2 e ,...7Zgja§lj)e)‘ft:0.
Jj=1 j=1

Ponévadz jsou funkce et | e?2t . e*? linedrné nezévislé, plyne odtud, ze
glag) 0, QQOé(Q):O, ey gnagn) 0
01 a2 =0, o9 aéQ) 0, ..., gnaén) 0
01 O, ) =0, o0 ag’)‘: 0, , On a%") =

Vzhledem k tomu, ze agj ) , aéj ) y e (J ) je netrividlni feSenf soustavy (3), musi byt

91:92:~..:gn:0'

Poznamka: Kdybychom vyuzili véty z linearni algebry, ze vlastni vektory, odpovidajici
ruznym vlastnim ¢islim, jsou linearné nezavislé, mohli jsme si predchozi dukaz usettit. Plati totiz

oV P Y
W = aél) agQ) . ozén) eA1HAat4An)t £0
o P asLn)

a ve sloupcich pfislusného determinantu figuruji vlastni vektory matice A. Nebo to muzeme také
chépat tak, ze dikazem piedchozi véty jsme mimochodem dokézali piislusnou vétu z linedrni
algebry. V dalsim se pokusime minimalné odkazovat na linearni algebru, i kdyz to bude nékdy
znamenat o néco delsi vypocty.

Priklad: Najdéte obecné feSeni soustavy ‘;—f =2x+4vy; % =3z +4y.

ReSeni: Charakteristickd rovnice ma tvar

2-A 1

3" 4, | neboli (2-NA4-XN)=3=0,2—-6A+5=0; \y =1, =5.

0=

Je-li A =1, dostaneme pro vypocet 1. vlastniho vektoru soustavu

o +az=0 S (1) _ 1 _ _

30y + 3ag =0 O oo g =17 =-1.
Pro A = 5 soustavu

Bartar=0 senim a:(f) =1, aéQ) =3.

30[1—0(2:0
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Fundamentalni systém je tedy
Xy = (e, —€")=(1,-1)€; Xo= (", 3€") = (1,3) ™

a obecné reseni

x=cyet +cyed

X =c¢1 X1+ ¢ X9 neboli — et i+ 3¢y o5t
Pozndamka: V pifpadé, Ze je néktery kofen charakteristické rovnice A(\) = 0 komplexni, pak
dostaneme také komplexni feSeni. Jsou-li vSak vSechna ¢isla a;; 7,5 = 1,2,...,n redlnd a je-li
na pifklad A = a + i3 (8 # 0) komplexni kofen, ma charakteristickd rovnice i koten komplexné

sdruzeny A = a — i3. Této dvojici komplexné sdruzenych kofenu odpovida dvojice fesSeni tvaru
X, = (ag) elotiB)t oD atiB)t

PRI 5

,aD e(a+zﬂ)t) :

X, — (a§2) ela—ib)t a§2) eai®t o™ e(a—zﬂ)t) _
Ukazuje se, Ze i ¢isla agl) a 045»2) (vlastni vektory) lze zvolit tak, aby byla komplexné sdruzen4.

Misto komplexnich feseni X; a Xo = X3 lze zvolit redlnd feseni

X, =t ()?1 +551) _ (Re {agn e(a+iﬁ)t} Re {agl) e(aJriﬁ)t} Re {au) e(oHri,B)t})
2 b )ttt n bl
Xy = % ()71 - )E) = (Im {agl) e(o‘“ﬂ)t} , Im {aél) e(o‘“ﬂ)t} , .., Im {ag) e(o‘“ﬂ)t}) .
i
dr __
-, a1 e o, dt T4y
Priklad: Najdéte obecné feseni soustavy .
=3y —2x
Reseni: Charakteristickd rovnice mé tvar

‘1)\ 1 ‘20, neboli A2 —4\+5=0 s kofeny Ao =2+74.

-2 3-=A
Pro A\; = 2 + i dostaneme soustavu

(71 72.)041 + oo =0

s feseni 1 _ 1 _ ;
“201 + (1 —i)ap = 0 sfeSenim o ' =1, ay  =1+74.

Pro Ay = 2 — i dostaneme soustavu
(“14d)ar+a =0 s TeSenim 0452) =1, aé2) =1-1.

—201 + (14+d)az =0
Tedy ptislusny komplexni fundamentalni systém je
5{1 _ (e(2+i)t7 (1 +i)e(2+i)t) : 3{2 _ <e(2—i)t7 (1 _i)e(Q—i)t) .
Odtud dostaneme realny fundamentéalni systém
X, = (th cost, e*(cost — sint)) X = (th sint, e*(cost + sint))
a obecné TeSeni je tedy tvaru

x = e? (¢ cost + ¢y sint) ; y=e? {(c1 +cz)cost + (co —cy)sint} .
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II. Charakteristickd rovnice ma vicendsobné koreny.

Necht je tfeba A\; k—ndsobnym kofenem charakteristické rovnice A(X\) = 0. Potom m4 sou-
stava rovnic

(CLll - )\1)0[1 + a1 0o + ... + A1p Cp = 0
(4) ag1 (1 +(a22 — )\1)042 + ... + aopn Opn =0
an1 01 + apo Qo + ... +(CLnn — )\1)Oén =0

netrividlni feseni.
a) Jestlize existuje k linedrné nezdvislych feseni této soustavy (vlastnich vektort), na piiklad

(agl),aél), cee ag)) ; (agz),ag), cee ag)) HE (agk),aék), cee a(k)) ,

n
je situace jednoduchd v tom smyslu, ze ziskdme k linedrné nezavislych teseni

X, = (agl) , aél), ey a;”) Mt Xy = (a?) , aéz), ey ag)) Mt

Xi = <a§k) , ozgk) s e oz%k)) et

b) V pripadé, ze existuje méné nez k linedrné nezavislych feseni soustavy (4), je situace ponékud
komplikovanéjsi. V tomto pripadé je mozno hledat feSeni podobnym zpusobem jako v piipadé
vicenasobného kotene charakteristické rovnice diferencialni rovnice n—tého fadu. Hledejme v tom
pripadé treseni, odpovidajici kofenu A\ ve tvaru

X () = (21(t), 22(t), ..., an(t)) , kde x;(t) = (agj) +a§j)t+---+a§21tk—1) ehit
pro j =1,2,...,n, kde koeficienty
ozl(j) j=12....,n; 1=0,1,...

jsou zatim neurcité. Dosadime-li do soustavy (1), ukazuje se, ze tyto koeficienty lze vypocitat.
Tuto situaci nebudeme vysetifovat obecné, pfedvedeme ji jen na piikladech.

Poznamka: Ten, kdo se sezndmil s Jordanovym tvarem matice, vi, ze vySe uvedenym postu-
pem vlastné hleddme zobecnéné vlastni vektory matice A a tedy ne vzdy musime jit az k polynomu
stupné (k —1)—vého. Skuteény stupen nezndmého polynomu je roven [ — 1, kde [ je délka prislusné
Jordanovy klece. (Pridat tvar téchto feseni.) To vsak bude zfejmé i z postupu, ktery predvedeme
i za cenu toho, ze vypocet bude v tom pfipadé neptijemné dlouhy.

dx

G =2r—y—=2

Priklady: 1. Najdéte obecné feseni soustavy %’7{ =3z —2y—3z .
2 =2;—z+y

Reseni: Charakteristicka rovnice je

2-\ -1 -1
3 —2-X -3 |=0, mneboli A(A\>—=2\+1)=0 s kofeny \; =0, \g3 =1.
—1 1 2- )\

Je-li A = 0, dostavame soustavu
20&1 — Qg — (g3 = 0

3a1 —2a2 —3a3 =0 s fesenim u = (1,3,—1) (agl) =1, agl) =3, aél) = —1)
—aq1 + ag +2a3 =0
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Tomu odpovidd feseni X; = (1,3,—1).
Je-li A =1, dostaneme soustavu

o —as —az3 =0
30[1—30[2—30&3:0 y
—a1+as+az3 =0
kterd ma dvé linedrné nezdvisla feseni v = (1,1,0) a w = (1,0,1) . Tomu odpovidaji Fesen{

Xo=v-e = (et,et,O) ; Xz =w-e = (e,0,¢).

Pro kontrolu, vypoc¢teme-li wronskidn, dostaneme

1 3 -1
W=|e e 0 |=-e*#0.
t 0 et
Obecné teseni je tedy tvaru
_ t t. _ t. _ t
r=c1+coe" +cse’ ; y=3ci+coe’; z=—ci+cze.

2. Reste soustavu

d d
d—fz?x—y—z; d—i=2x—y—22; d—izZz—x—l—y.
Reseni: Charakteristické rovnice je
2—-A -1 -1
2 —1-X =2 | =0 neboli (A— 1)3 =0 s kofeny A3 =1.
-1 1 2—A
Této hodnoté odpovidd soustava linearnich rovnic tvaru
a1 — Q2 — Q3 =0
20[1 — 2042 — 20[3 =0
- + Qo +a3 =0

se dvéma nezavislymi fesenfmi (1,1,0), (1,0,1). Jim odpovidajici feSeni dané soustavy jsou
X1 = (e',e',0); Xo = (e',0,e").
Tteti feSeni budeme nyni hledat ve tvaru
2(t) = (ao + art)e’ 5 y(t) = (Bo + Bit)e’ ; 2(t) = (yo + mt)e’.
Je evidentni, Ze nemusime vyzadovat polynomy 2. stupné, i kdyz je dany kofen trojnasobny. Odtud

dzx

d dz
i (g + a1 + art)e’ ; di; =(Bo+ b1+ Bit)e’ ;s — = (vo+71 +nt)e'.

dt

Dosazenim do dané soustavy a zkrdcenim e! dostaneme dale

ag + ay + ot = 2ag + 2a1t — By — Sit — yo — it
Bo + b1 + it = 2a0 + 2a1t — Bo — Bit — 2y — 211t
Yo+ +mt=—ap — ot + Bo + Bit + 20 + 271t
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neboli 2 soustavy

o1 =ag—Bo— o =P —71 =0

B1=2(a0 — Bo — 0) ar =P —711=0

M = —aop+ Bo+ % ar—P—m=0
7 prvé soustavy plyne, ze 81 = 2ay, 1 = —a; a stadi tedy polozit

ap=1,=2,m1=-1,a0=1,58=0,v%=0.

Tieti feSenf je tedy tvaru X3 = ((1 +t)et,2tet, —te?) . Snadno se piesvédéime, ze wronskian je

roven

et et 0

W = et 0 et |=e£0.
(1+t)et 2tet —tet

obecné feSeni je tedy

w(t) =cre +coet +ez(1+t)et s y(t) = cret +2cste’ ; 2(t) = coe’ —cate.

Poznamka: Ukazuje se, ze v nékterych piipadech pfi specidlnim tvaru dané soustavy se
muzeme vyhnout nepiijemnému pocitani se souCiny polynomu a exponenciely. Je to tehdy, kdyz
se nam bez velkych potizi podafi prevést danou soustavu na jednu rovnici vyssiho fadu. Nésledujici
priklad tuto situaci ilustruje.

3. Reétesoustavu%fz?x—&—y; %zQy—i—z; ‘;—‘;:2,2.

Reseni: Charakteristickd rovnice je

2-) 1 0
0 2-X 1 |[=0 neboli (2—XN)3*=0a A\jo3=2.
0 0 2-A

Po dosazeni této hodnoty dostaneme soustavu ag = 0 ; ag = 0, kterd ma jediné nezavislé feseni
(1,0,0) . Dostaneme tedy pouze jediné fesent (th, 0, 0) . Zbyvajici dvé nezavisld feseni bychom
tedy museli hledat ve tvaru souc¢inu polynomu 2. stupné a exponenciely.
Na druhé strané je vsak vidét, Ze 3. rovnice ddvd okamzité z(t) = c; e . Dosazenim do
2. rovnice dostaneme
dy

e 2y +cp e siesenim  y(t) = (co + cit)e?

a opétovnym dosazenim do 1. rovnice dostavame

d
a% =22+ (co + c1t)e* s fesenfm  x(t) = (03 + ot + %1 t2> et

Tato trojice tvofi obecné feseni dané soustavy. Jestlize nyni postupné volime
ci=co=0,c3=1;c1=c3=0,c0=1;co=c3=0,c1 =2,
dostaneme fundamentalni systém feseni
X; = (th, 0, 0) ; Xo = (te2t, et O) ; X3 = (thQt, 2t 2t 2@2t) .

4. Reste soustavu

x dy dz
— =4dr—vy; E—?)x—f—y—z, E—m—&—z.
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Reseni: Charakteristickd rovnice je
4-x -1 0
3 1-X =1 [=0 mneboli \> =6\ +12A—8=0; ;23 =2.
1 0 1-—A

Odpovidajici soustava linedarnich algebraickych rovnic ma tvar

20&1 — Q9 =0
3041 — Q9 — Q3 =0
(6751 — Q3 = 0,

kterd ma pouze jediné nezavislé feseni (1,2,1). Dalsi feSen{ musime tedy hledat ve tvaru
z(t) = (ap + aat + ast®) e 5 y(t) = (Bo + Put + Bat?) €' 5 2(t) = (v0 + 1t +72t?) €'

Pro derivace tedy plati

d

d—j = (2a0 + a1 + (201 + 2a0)t + 2a2t2) et
d

d—‘lt/ = (260 + B1 + (281 + 2B2)t + 232t%) €2 ;
d

z
7 (270 + 1 + (271 + 292)t + 292t%) €.

Dosazeni do soustavy a zkricenim e dostaneme
20&() + a1 + (20[1 + 20&2)t + 20[2t2 = 40[0 + 40[1t + 4a2t2 — ﬂo — ﬂlt — ﬁgtz 3
280 + B1 + (261 + 2B2)t + 202t* = 3ag + 3ont + 3aat® + By + But + Bat® — o — Nt — Y2t ;

270 + 71 + (291 + 272)t + 2792t = ap + aut + aot® + 40 + Vit + yat? .

Srovnanim koeficienti dostaneme soustavy

a; = 2ag — fo 20 = 201 — 0 =20y — (2
B1=3ag — Bo— "0 2B =301 — 1 —m 0=3az — B2 — 72
Y1 = Qg -7 272 = o1 -M 0=ay —72.

Je-li ag = B =9 = a3 = 1 = 71 =0, dostaneme vlastni vektor g = 1, By = 2, 79 = 1, ktery
jiz zname. Odpovida mu feseni
X, = (e%, 262t, th) .
ap = 2ap — o
Bud nynf ag = B2 = 72 = 0. Potom je 1 = a1, 81 = 2a1, tedy 203 =3ag— B0 — Yo
a1 = O — 70 -
Proa; =1, 0, =2,y =1 dostaneme ag =1, By =1, 79 = 0. To dava dalsi feseni

Xo=((1+t)e*, (1+2t)e*, te*) .

Polozime-li nyni as =1; B3 =2; 79 =1, dostaneme ; - Zal —h y tedy na ptiklad
= -M
a1:2,ﬁ1:2,71:O.Déle (Q)izao—ﬁo " aodtudnapfaozfy():0750:2.Tfetl'
= Qg — 7

feSeni ma nyni tvar
X3 = ((2t +%)e*", (=2 +2t +2t%)e*" 2 e*') .
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Jestlize vysledek rozepiSeme do slozek, dostaneme obecné feseni ve tvaru
z(t) = {01 + (1 +1) + c3(2t + %) } et

y(t) = { 2¢1 + co(1+2t) + es(—2+ 2t + 2t2) } o2t ;
2(t) = {1 + cat + cst® } €

Poznamka: Prii feSeni nehomogenni soustavy byvd nékdy prospésné prevedeni na jednu
rovnici vysstho fadu, u které je pak mozno partikuldrni integral odhadnout. Tim se vyhneme
nepiijemnéjsi metodé variace konstant.

5. Reste soustavu 22 =y + 2¢t ; CC%’ =x+t2.

ResSeni: Jestlize 1. rovnici jeSté jednou zderivujeme, dostaneme

d’z dy ‘ 9 ¢

Reseni piislusné homogenni rovnice je  Z(t) = ¢ e! + coe~t,  odhad partikuldrniho integralu
zp(t) = ao + ait + ast? + bte'. Jestlize vypocitdme nezndmé konstanty ag,ar,az,b dostaneme
obecné feSeni ve tvaru

z(t) =crelt +epe™ =2 -2 tel; y(t) = (c1 — 1)e! — et — 2t +tet.

Poznamka: Je-li postup z predchoziho piikladu ptilis komplikovany nebo pravé strany nejsou
harmonické, nezbyva nic jiného nez metoda variace konstant.

~ di o _ . d7y o _ eSt
6. Reste soustavu 47 =2y — a5 G =4y — 3z + 7 -
Reseni: Charakteristicka rovnice odpovidajici homogenni soustavy je

-1-A 2
-3 4- A

=0 neboli A2 =3A+2=0; =1, =2.
Fundamentéln{ systém fesenf je X; = (1,1)e! ; Xo = (2, 3)e?! a obecné fesenf homogenn{ soustavy
Z(t) = cre’ + 2coe®; Y(t) = cret + 3coe®.
Jestlize nyni predpokladame, ze partikularni integral je ve tvaru
z,(t) = ci(t)e! + 2ca(t)e® ; yp(t) = c1(t)e’ + 3ea(t)e

a dosadime do dané soustavy, dostaneme

3t
() et 42, (1) €2t = 0 ; L) et 4 3¢l (1) 2t — )
ci(t) e’ +2c(t) e ci(t) e’ + 3cs(t) e 21
Odtud c4(t) = ﬁ a tedy co(t) = arctge’ + ko . Z prvé rovnice ddle plyne, ze c;(t) = —e%fi:l ,

tedy ¢1(t) = k1 — In (e2t + 1) . Obecné teseni dané soustavy ma tedy tvar
z(t) = kie' + 2k e* — e In (e + 1) + 2¢* arctg e’ ;

y(t) = ki e + 3koe®* — €' In (e* + 1) + 3e* arctge’ .
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Kapitola 6

Funkéni rady.

6.1 Stejnomérna konvergence.

Definice: Bud {f, ()}, posloupnost funkei, definovanych na ¢iselné mnoziné M. Rekneme,
ze tato posloupnost je konvergentni v M, jestlize pro kazdé = € M existuje vlastni limita

f) = lim fu().

o0
Pozndmka: Je-li ddna funkéni fada ) wug(z), pak fekneme, ze tato fada konverguje, je-li
k=1
konvergentni posloupnost {f,(x)}52, jejich ¢dstecnych souctu

ful@) = ug(x).
k=1

Znamena to, ze véty, které dokdzeme pro funkéni posloupnosti, muzeme okamzité vyuzit pro
funkéni fady.

Piiklady: 1. Definujme

fn(2)

= T na2 Pro neN a x € (—o0,+00).

Vsechny funkce f,(z) jsou spojité pro x € (—oo,+00) a jestlize oznacime f(z) = lim f,(z), je
n—oo

f(0)=1a f(x) =0 pro  # 0. Situace je zndzornéna na nésledujicim obrézku.

2. Funkce f(z) = sgna neni spojitd pro € R, pfesto ji lze napsat jako limitu posloupnosti
spojitych funkei. Plati

fx) = nh_)nolo fn(z), kde fo(x)= %arctgnx.

Nagrtnéte obrézek funkci f1, fa, f3, f1.
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Pozndmka: Jestlize budeme pozadovat, aby si limitni funkce f(z) = lim f,(z) zachovala

dobré vlastnosti funkci f,, musime zavést silméjsi pojem konvergence, t.zv. stejnomérnou konver-
genci.

Definice: (Stejnomérnd konvergence.)

Bud {f.(z)}2; posloupnost funkci, definovanych na é&fselné mnozing M. Definujme funkci
f(z) piedpisem f(z) = lim f,(x) pro viechna x € M. Rekneme, ze posloupnost {f,(z)}>2, je

n—oo
stejnomérné konvergentni na mnoziné M, jestlize k libovolnému € > 0 existuje ng € N tak, ze pro
vechna n > ng a pro vSechna x € M plati |f(z) — fn(z)] <e.
o0
O funkéni fadé > u,(z) fekneme, ze je stejnomérné konvergentni na mnoziné M, je-li posloup-

n=1
nost jejich ¢asteénych souctu stejnomérné konvergentni na M.

Piiklady: 1. Bud f,(z) =
x € (0,1) a déle

Trazzz bro o € (0,1). Potom je f(z) = nll—>n<;lo fn(x) = 0 pro

1 2nx 1
S I = 5 T S 2 o

Tedy lim f,(z) = 0 stejnomérné pro = € (0,1). Chovani dané posloupnosti je ilustrovdno na
n—oo

nasledujicim obrazku.

2. Oznatme g, (z) = — prox € (0 1). Potom je opét f(z) = lim fn(x) = 0 pro vsechna

1+n2
€ (0,1). Ponévadz ale plati f, (5) =3, ! nekonverguje dani posloupnost stejnomérné. Rozdil je
patrny, kdyz srovname nésledujici obrazek s obrazkem z predchoziho piikladu.

Poznamky: 1.V souvislosti s predchozimi piiklady vznikd otdzka, jak se mame v konkrétnich
pripadech rozhodnout, zda dana posloupnost konverguje stejnomérné, ¢i nikoliv. Uvedeme postup,
ktery vede ve vétsiné praktickych piikladu k cili. Jestlize si pozorné precteme definici stejnomérné
konvergence, je vidét, ze hlavni kol zpoc¢ivd v odhadu |f(z) — f.(x)| nezdvisle na proménné x.
Pro vSechna x € M vsak plati

[f(@) = fn(@)] < sup  [f(2) = fu(2)] = an

zeM

a jestlize a, e 0, konverguje dand posloupnost stejnomérné. Suprémum muzeme v celé fadé
prikladu nahradlt maximem.
2. Nejlépe muzeme porovnat obycejnou, tedy bodovou konvergenci a stejnomérnou konvergenci,

jestlize si jejich definice zapiSeme pomoci kvantifikdtoru.

Bodova konvergence

Ve>0VezeM Inge NVn>ny = |fulz)— f(z)| <e.

Stejnomérna konvergence

Ve>03IngeNVn>ny VeeM = |f,(z)— f(x)] <e.
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Podstatny je rozdil v zdvislosti ng. Zatimco pro bodovou konvergenci je ng = no(e, z), pro ste-
jnomeérnou konvergenci plati, Ze ng = ng(e).

Véta: (Bolzano-Cauchyovo kritérium.)
Posloupnost funkei {f,(2)}52 je stejnomérné konvergentni na mnoziné M praveé kdyz

Ve >0 dng € N tak, ze Vm,n >ng a Yo € M plati |f,(z) — fo(x)] <e.

Diikaz: 1. Necht lim f,(z) = f(x) stejnomérné na M. Potom

Ve >0 dng € N tak, ze Vn >ng a Vo € M plati |fn(z) — f(2)] < %
Je-li nyni m,n > ng, potom pro vSechna x € M plati
[fm () = fo(@)] < [fin(2) = f(2)| + [fulz) — f2)] <e.
2. Nechf

Ve >0 dng € N tak, ze Vm,n >ng a Vo € M plati |fi(x) — fu(x)] < %

Potom je pro kazdé x € M splnéna Bolzano-Caucyova podminka a tedy existuje f(z) = lim f, ().
Neboli plati
. €
lim |fin(2) = fa(2)| = [fm(z) = f(2)| < 5 <e.
n—oo

Poznamka: Pro nekoneéné fady ma toto kritérium tvar

Ve >0 Ing € N tak, ze Vm,n >ng(m <n) a Vo € M plati |umt1(z) + -+ un(z)| <e.

00 . 00
Definice: Bud ) v,(z) funkéni fada. Rekneme, 7e tato fada je majorantni k fade > wuy(z),
n=1 n=1
jestlize pro vSechna n € N a pro v8echna x € M plat{ |u,(x)| < v, ().

o0 o0 o0
Véta: Bud Y v,(z) majorantn{ k fadé > u,(x) v M. Je-li fada > v,(z) stejnomérné
n=1

n=1 n=1
o0
konvergentni v M, je i fada Y un(z) stejnomérné konvergentni v M.
n=1

Dikaz: Podle Bolzano-Cauchyovy podminky plati
Ve>0 dno € N tak, ze Vm,n>ng(m <n) a Vo € M plati

[vms1(z) + -+ op(T)] = Vg1 (@) + - +on(z) <e
Tedy

[tmg1(z) + -+ un(@)] < Jumpr (@) + - + |un(@)] S vmgr(2) +- -+ on(z) <e Vo e M

a tvrzeni véty je dokdzano.

! Dusledek: (Weierstrassovo kritérium)
o0

Bud 3" a, konvergentni &fselnd fada a necht |u,(z)| < a, pro véechna n € N a pro viechna

n=1
o0
x € M. Potom je fada . wu,(x) stejnomérné konvergentni v M.
n=1
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Piiklad: Ukazte, ze jsou nasledujici fady stejnomérné konvergentni pro =z € R.
o0

o0 . oo
sinnx nr 2z
a) ) n2 b > 1+ noa2 c) ) arctg 2213
n=1 n=1

n=1

oo}
Reseni: a) Staci si uvédomit, ze |s“”””| < .5 afada ) # konverguje.

n=1
b) Vyuzijeme-li zndmé nerovnosti ai‘f;)lz < 1, dostaneme okamzité
nx nlz 1 2n°/2|z| 1
L+nd22|  1+4nPz2  2n3/2 1+ndx2 = 2n3/2°

o0
Rada Y # je vsak konvergentni, coz dokazuje tvrzeni.
n=1

c¢) Uzitim odhadu |arctg t| < |t], ktery plati pro vSechna t € R, dostaneme

2x

2|z| 1
arctg Zand

T z24n3 T nd/2

a dand tada tedy konverguje stejnomérné.

Poznamka: Se stejnomérnou konvergenci tizce souvisi slavnd Weierstrassova véta o aproximaci
spojité funkce polynomem.

! Véta: (Weierstrass)
Bud f spojitd funkce v uzavieném intervalu {a, b). Potom ke kazdému e > 0 existuje polynom
P, (z) stupné n = n(e) tak, ze pro vechna x € (a,b) plati |f(z) — P,(x)| < €.

Dukaz: Piedvedeny dikaz pochazi od Bernsteina z roku 1912. Bez ijmy na obecnosti muzeme

predpoklddat, ze (a,b) = (0, 1). Jinak vezmeme funkci g(x) = f (”g:g) , kterd je jiz definovéna na

(0,1). Pro n > 1 definujme Bernsteinovy polynomy

By(z) = an (Z) 2F(1—z) kg (:) .

k=0

Ukdzeme, ze lim B, (x) = f(z) stejnomérné na (0, 1). Plati

Z::() (L—a)"F =1

Odtud zderivovanim dostaneme

;i—ok(Z) A1 =)k - i(n — k) (Z) (1 =)y h 1 =

k=0

n n

3 k(Z) Y k(Z) R L N () <Z> ZF(1—z)"F =0

k=0 k=0
Jednoduchou dpravou odtud dostaneme

>

2 () (1—2)" %=z

S|
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Dalsim zderivovanim dostaneme

B2 Q) amEE ()i

k=0 k=0

k2 (n\ ner 1 1\
kZ_OnQ<k>x (1—x) —nx—i-(l—n)x.

Tedy shrnutim téchto vyrazu dostdvame

() (-2

Dale plati

F@) — Bul) =3 {r@-r(5)} ()ea-orr =2+ 5"

k=0

kde v sumé 3 séftdme pres ty indexy k, pro néz je

——x| < pro pevné z € (0,1).

1
=
ay, ! je scitani pfes ostatni indexy; pro tyto indexy je ’% — m| > %\/ﬁ Ponévadz je f spojitd na
(0,1), existuje konstanta M tak, ze |f(z)| < M pro v8echna z € (0,1). Nyni

B

gzMZ”(k_\/nZ;)Z(Z) S k<—Zk na) () a*(1- x)"*k:%m(l—x)g

Dale

BE

>

> <Z> aF(1—a)"* <ep ki_o (Z> et (1—2)" ™ =,

€p = max ‘f (k)‘ .
7—x|<— n

Ze stejnomérné spojitosti f na (0,1) plyne, ze £, — 0 a tedy
n—oo

kde

2M

|f($) - Brb(x)| < En + %

Poznamka: V dalsi ¢asti uvedeme zdkladni véty, tykajici se stejnomérné konvergence.

Véta: Bud posloupnost {f,(z)}22; stejnomérné konvergentni v intervalu (¢ — §, ¢ + §), kde
§ > 0. Pro x € (c—4,c+0) definujme funkci f(x) predpisem f(z) = lim f,(z). Necht pro véechna

n € N existuje vlastni limita lim f,(z) = b,,. Potom existuji téz vlastni limity
r—c

lim f(z), lim b,

a plati
lim f(z) = lim b,.

r—cC n—oo
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Tento vztah je mozno zapsat rovnosti

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

r—CnN—oo n—oo r—cC
Dikaz: 1. Existuje lim b, = b. Plat{ totiz
n—oo

b = bin| < [ful@) = bn| + [fu(z) = f(@)] + [fm(z) = f(@)] + [ fon(T) = bl

Nyni ke kazdému ¢ > 0 existuji ng € N a n > 0 tak, ze pro vSechna m,n > ng a pro vSechna
z € (c—n,c+n) platf
€

[Fa@) = bl < 5 1fm@) = bl < 5 2167 |fal@) = F@)] < 5, Vfmlo) = F@)] < 5

Prvé dvé nerovnosti plynou z existence lim f,(z) = b, a zbyvajici dvé z predpokladu stejnomérné
Tr—cC

konvergence posloupnosti { f,, ()} ;. Ted}; posloupnost {b,,}52 ; splituje Bolzano-Cauchyovu pod-

minku a lim b, = b existuje.
n—oo

2. Je lim f(z) = b. Mlizeme psét

[f(x) =0 < |f(2) = fa(@)] + [ fn(x) = bn| + [bn — B].

Tedy ke kazdému ¢ > 0 existuji ng € N a n > 0 tak, ze pro vSechna n > ny a pro vsechna
x € (c—mn,c+n)je
€

@) = fal@)] < 50 1fal@) = bal < 3

g
by — b < =
g & lbn—tl<3

Tim je dukaz véty dokoncen.
Pozndmka: Analogickd véta plati pro jednostranné limity.

Véta: Funkce f1(z), f2(z), ... necht jsou spojité v intervalu Z a piedpokladejme, Ze posloup-
nost {f,(z)}52; konverguje stejnomérné v Z. Potom je v intervalu Z spojita také funkce

fl@)= lim f,(z).

Diikaz: Bud c¢ € Z vnitini bod. Dokdzeme, 7ze lim f(x) = f(c). Ze spojitosti funkei f,, plyne
existence lim f,,(x) = fn(c) pro véechnan € N. Podfe}cfedchozf véty existuji lim f(z) a lim f,(c)
a jsou si rqé);rcly. Tedy o e

£(e) = lim_fu(c) = lim f(z).

Analogicky se dokaze spojitost v krajnich bodech intervalu Z.

Véta: Funkce f,(z) (n =1,2,...) necht maji vlastni derivace f/(z) v omezeném intervalu
(a,b). Predpoklddejme, ze posloupnost {f,(x)}52; konverguje alesponn v jednom bodé ¢ € (a,b)
a posloupnost {f/ (x)}22; konverguje stejnomérné v (a, b). Potom plat{

1. Posloupnost { f,,(z)}22; konverguje stejnomérné v (a, b).

2. Definujeme-li funkei f(x) rovnosti f(z) = nlilr;o fu(z) pro x € (a,b), ma funkce f v (a,b)

derivaci

fi(z) = lim f}(x).

n—0o0
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Dukaz: 1. Podle piedpokladu posloupnost {f,,(2)}52; konverguje v bodé ¢ € (a,b), tedy
Ve>0 dn; € N tak, ze Vm,n > ny plati |f,(c) — fi(c)] < g

Déle {f}(z)}52; konverguje stejnomérné, tedy

dny € N tak, ze Vm,n >ng a Va € (a,b) plati |f’rlL($) - ffn(a?)| < 2(b8 )’
—a

Jestlize nyn{ zvolime ng = max{ny, na}, potom

Vm,n >ng a Va € (a,b) plati {fim(z) = fo(2)} = {fm(c) = fu(0)} = (x = ){ £}, (&) = [1 (O},

kde & lez{ mezi body ¢ a x. Tedy pro = € (a,b) plati

[fm () = fn(@)] < [fm(e) = fale)l + (b= a)l f1,(6) = fr(E)] <e,
a posloupnost {f,(2)}52; konverguje stejnomérné v (a,b).

2. Oznacéme

onh) = Ll TN Iulo0) |y St 1) = floo),

kde zg,z0 + h € (a,b). Je lim ¢,(h) = ¢(h) a ukdzeme, zZe tato limita existuje stejnomérné
vzhledem k h. Plat{

em(h) — pn(h) = %{[fm(xo +h) = fa(@o + h)] = [fm(z0) — fu(@0)]} = fra(€) — f1(6),
kde ¢ lezi mezi xg a xg + h. Tedy
Ve >0 3ng €N tak, ze Ym,n > ng je om(h) — gn(h)] = |f,(€) = fr(E)] <e.

Déle }llir% on(h) = fl(xo) existuje pro kazdé n € N. Tedy existuji i lim f (x0), ,llir% w(h) a jsou
si rovny, neboli

lim_ /(o) = lim (k) = f'(0).

n—

Véta: Necht funkce f,(x) (n=1,2,...) maji v omezeném intervalu (a,b) primitivn{ funkce
F,(z), jez zvolime tak, aby posloupnost {F,(x)}2>; konvergovala alesponn v jednom bodé
¢ € (a,b). Predpokladejme, ze posloupnost {f,(z)}32; konverguje stejnomérné v (a,b). Potom je
téz posloupnost {F,,(x)}52; stejnomérné konvergentni v (a,b) a polozime-li

f(z) = lim f,(x), F(z)= lim F,(z),

n—0o0 n— oo

je F primitivn{ funkei k f v (a,b).

Dukaz: Tvrzeni véty plyne okamzité z predchozi véty. Zbyvéa pouze ukazat, ze posloupnost
{F,.(2)}22 lze vzdy zvolit tak, aby konvergovala v bodé ¢ € (a, b). To je ale snadné. Bud'te Gy, ()
néjaké primitivni funkce k f,,(x) a polozme F,(z) = G, (z) — Gp(c).

Poznamka: Prislusné véty pro nekonecné funkéni fady dostaneme okamzité z predchozich
vét. Jen pro uplnost je sepiseme.
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o0
Véta: Funkce ui(x), uz(z), ... necht jsou spojité v intervalu Z a fada > wu, () stejnomérné
n=1
konvergentni v Z. Potom je soucet této fady spojita funkce v Z.

Véta: Funkce ug(z), (k=1,2,...)necht maji vintervalu (a, b) derivace u} (z). Pfedpokladej-

o0 o0
me, Ze fada Y u,(z) konverguje alesponi v jednom bodé intervalu (a,b) a fada Y w} () konver-
n=1 n=1
o0
guje stejnomérné v (a,b). Potom je téz fada s(z) = Y un(z) stejnomérné konvergentni v (a,b)
n=1

o0
a plati §'(z) = > ul,(x).
n=1

Véta: Funkce ug(z), (k=1,2,...) necht maji v intervalu (a,b) primitivn{ funkce Uy (), jez

zvolime tak, ze fada . U, (x) konverguje alespon v jednom bodé (a, b). Pfedpoklddejme, ze fada
n=1

o0 o0
un () konverguje stejnomérné v (a,b). Potom je fada > U,(x) stejnomérné konvergentni v
n=1 n=1

oo
a,b) a jeji soucet je v (a,b) primitivn{ funkef k souctu rady > wu,(x).
n=1

Priklady: 1. Najdéte rozvoj funkce y = arctg x v nekonecnou fadu.

Reseni: Je % arctg x = ﬁ =1—-2%2+2*— ... a tato fada konverguje pro = € (—1,1).

(Je to geometricka fada s kvocientem —x?). Je-li nyn{ z € (—1,1) libovolné a ¢ € (0,1) pevné

a takové, ze |z| < ¢, pak je fada 1 +¢®> +¢* +--- = Y ¢*" majorantni ¢iselné tada k fadé
n=0
o0
1—a22+a*—-.. = 3 (—1)"2?" a podle Weierstrassova kritéria je tedy stejnomérné konvergentni.
n=0
1 . hozf vé . . i 5 S na?ntl s k ,
Podle ptedchozi véty je tedy fada z — % + & — -+ = ZO(—l) snr1 Stejnomeérné konvergentni
n=
(konverguje pro = 0) v intervalu (—1,1) a jeji soucet je primitivni funkei k funkci ﬁ Tedy
arctg x +C =x — % + ’“5—5 — .... Jestlize dosadime x = 0, dostaneme, ze C' = 0. Tedy
0 x2n+l
arctg x = —1)t— r e (—1,1).
5= 30 G (1)

Poznamka: V nésledujicim paragrafu uvedeme efektivnéjsi metodu pro vyjadieni funkce
pomoci nekone¢né fady. K tomu vSak musime vybudovat zédklady teorie nekone¢nych mocninnych
tad.

2. Ukazte, Ze posloupnost f,(z) = %arctg ™, n=1,2,..., konverguje stejnomérné pro z € R,
ale

[ 1im fn(x)];zl £ lim f(1).

n—oo n—oo

Reseni: Ziejmé plati |f,(z)| < 5= — 0, tedy lim f,(x) = 0 stejnomérné pro = € R. Déle
n—oo n—oo
fr(x) = ff:%; tato posloupnost se vSak nechovd jiz pékné. Plati
!
lim f,(x) =0 a tedy [ lim fn(x)} =0.
n—oo n—oo r=1

Na druhé strané je
1 1
(1) = 3 VneN aodtud lim f(1)= =

n n— oo 2
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6.2 Mocninné rady.

Definice: Budte zp,ag,a1,as,... komplexni &sla. Mocninnou fadou se stfedem v bodé zg
nazveme kazdou fadu tvaru

o0
ap+ ay(z — 20) + as(z — 20)° + as(z — 2)> 4+ - = Zan(z —20)".
n=0

Poznamky: 1. Pro zacdtek budeme uvazovat mocninné fady v komplexnim oboru, vzhledem
k tomu, ze hlavni véta o konvergenci takové rady plati i v komplexnim oboru. Navic je jeji geo-
metricka interpretace nazornéjsi a pii dukazu nic neziskdme, pokud se omezime pouze na redlny
obor. Az budeme tyto fady derivovat, zustaneme jiz v realném oboru.

o0
2. Mocninné fada je specidlnim piipadem funkéni fady > w,(2), kde up,(2) = an(z — 20)™.
n=0

Véta: Existuje ¢islo R € (0,400) [resp. R = 400, nazyvané polomérem konvergence dané
o0
mocninné fady . an(z — z0)™ tak, ze tato fada konverguje pro |z — zp| < R a diverguje pro
n=0
|z — 20| > R.
V daném kruhu |z — 29| < R konverguje fada absolutné a v kazdém kruhu |z — 29| < r, kde
r < R konverguje stejnomérné.

Dikaz: Jestlize si na¢rtneme obrazek, Obrazek je vidét, ze véta ma velmi ndzornou geomet-
rickou interpretaci.

Déle je ziejmé, ze staci predpokladat, ze zg = 0, jinak zavedeme substituci z — zg = u.
1. Oznacéme

n=0

o0
R =sup { |z|; tfada Z anz" konverguje}

Je zfejmé, ze fada diverguje pro |z| > R. Bud nyni z takové, Ze |z| < R. Potom existuje 27 tak,
o0

ze |z| < |z1] < R atada ) a,z] konverguje. Existuje tedy konstanta M tak, ze |an2]| < M pro
n=0
vSechna n € N. Déle N

<M

z
lanz"| = lan2t| | —
21 21
o0
<1, fada ) a,z" konverguje absolutné.
n=0

Ponévadz je | =
21

o0

2. Bud r < R. Potom existuje z; tak, ze |z1| > r a fada Y a,z} konverguje. Déle pro |z] < r
n=0

plati

n
r

21

2]

z
az”:az”o’f
an="] = fan 4] |

21

r

z1
dané tada konverguje stejnomérné.

Ponévadz je < 1, dostavame konvergentni ¢iselnou majorantu a podle Weierstrassova kritéria

Poznamka: V dalsim se budeme vénovat pouze mocninnym fadam v realném oboru, i kdyz
vétsina tvrzeni plati i v komplexnim oboru. Museli bychom vsak zavést pojem spojitosti, derivace
a integralu pro funkce komplexni proménné. Obor konvergence se nyni redukuje na interval
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(xo — R, 20 + R), kde zg € R je stied dané mocninné fady a R je polomér konvergence.

Véta: Soucet mocninné rady
oo
flx) = an(x — )"
n=0

je funkce spojita v libovolném uzavieném intervalu, obsazeném v intervalu konvergence.

(o)
Dukaz: Tvrzeni je ziejmé, ponévadz je kazdd z funkei a, (x—x)" spojitd afada > an(x—x0)"
n=0
konverguje stejnomérné.

Véta: Soucet mocninné rady

flz) = Z an(z — xo)"

n=0

je funkce, ktera ma uvniti intervalu konvergence derivace vsech fadu, které dostaneme derivovanim
dané mocninné fady ¢len po ¢lenu. Pritom polomér konvergence kazdé fady, vyjadiujici prislusnou
derivaci, je roven poloméru konvergence puvodni rady.

Duikaz: Piedpoklddejme opét, ze zo = 0. Radu f(z) = 3 a,z” formélné zderivujeme, tedy

n=0

o0
f'(x) = 3 na,z™ ! a ukdzeme, Ze tato fada konverguje stejnomérné v intervalu (—r,r), kde

n=
r < R.Bud r < Ry < R a |z| < r. Potom plat{

n n
Inanae”™ | < nlap|r Tt = nlan | By <r> :
T Rl

o0
Ponévadz je fada Y a, R} konvergentni, existuje M > 0 tak, ze
n=0

M
lan R} < M ¥n € N aodtud |na,z" | <n—q¢", kde ¢ = RL < 1.
r 1

oo
Ukdzeme, ze fada n%q” konverguje. Podle d’Alembertova kritéria plati

n=0

M n+1
“(n+1 1
T(M )"ttt y <1

= n n—oo
r "

o0
a podle Weierstrassova kritéria fada Y na,z™ konverguje stejnomérné.
n=0

Poznamky: 1. Predchozi véta umoznuje psat rovnou tvar libovolné derivace

oo

FR)(z) = z:n(n—1)...(71—Ic—l—1)an(ac—:100)"*’C pro k=1,2,....

n=~k

Pritom je polomér konvergence kazdé z vySe uvedenych fad stejny jako polomér konvergence
puvodni fady.
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[ee]
2. Je-li f(z) = > an(x — 29)™ mocninnd fada s polomérem konvergence R > 0, potom plat{
n=0

) (g ‘s [
f%®)(20) = k! a,, neboli aj, = w Tedy dand fada mé pro |x — xg| < R tvar

() (g
fy =3 F0 gy,
n=0 :

coz je Taylorova fada.

o0
Véta: Bud f(x) = . a,(z — 29)™ mocninnd fada s polomérem konvergence R > 0. Potom
n=0
pro |z — zo| < R plati
z o0
an
t)dt = — x)" L.
[roa=Y o a)
Zo n=0

Dikaz: Plyne okamzité z pfislusné obecné véty o integraci nekonecné funkéni fady.

o0
Pozndmka: Jestlize potfebujeme pro danou mocninnou fadu > a,(z — o)
n=0
polomér konvergence, muzeme vyuzit skutecnosti, ze pro mocninné rady je konvergence a absolutni
konvergence totéz. To ndm dovoluje pouziti nékterého kritéria pro konvergenci fad s nezapornymi

Cleny.

™ nalézt jeji

o)
Véta: Bud > a,(xr—z0)" mocninn4 fada a necht existuje ¢ = lim 3/|a,|. Potom je polomér
n=0 n—oo

konvergence R této mocninné fady roven R = %, kde R =0, je-li o = +00 a R = +00, je-li p = 0.

(&)
Dukaz: Uzijeme-li Cauchyova limitniho kritéria na fadu > w,, kde u, = |a,(x — z0)"],
n=0
dostaneme

lim Yu, = lim V/|a,(z —20)"| = 0|z — |-

n—oo n—oo

a odtud plyne tvrzeni véty.

An+1
an

o0
Véta: Bud Y a,(z—x¢)™ mocninnd fada a necht existuje o = lim
n:() n—oo

konvergence R této fady roven R = %, kde R =0, je-li p =400 a R = +o0, je-li p = 0.

. Potom je polomér

o0
Dikaz: Vysledek dostaneme okamzité, vyuzijeme-li d’Alembertova kritéria na fadu Y w,
n=0
z predchozi véty.

[ee]
Poznamky: 1. Jelli Y a, fada s nezdpornymi ¢leny takovd, ze lim /a, neexistuje, ale

n=0 n— oo

lim /a, < 1, potom je dans fada konvergentni. Odtud dostaneme pfedpis pro polomér konver-

n—oo

o0
gence mocninné fady > an(z — z9)". Plati R = %"II
n=0 ni»moo an

2. Na zaveér uvedeme bez dukazu Abelovu vétu, kterd nam dovoluje rozsitit obor stejnomeérné
konvergence mocninné fady az do krajniho bodu oboru konvergence.
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Véta: (Abel)

o0
Predpoklddejme, ze fada f(z) = Y. a,2™ mé polomér konvergence R = 1. Potom plati
n=0

o0 o0
1. Je-li fada Y a, konvergentni, je fada ) a,z™ stejnomérné konvergentni v intervalu (0, 1).
n=0 n=0

oo}
Déle existuje lir{l flx)=>" an.
z—1_ —

o0
2. Jestlize navic lim na, = 0 a existuje hm f(x), je tada > a, konvergentni ( a jeji soucet

n—oo n=0

je samoziejmé roven hr{1 f(x)).
Tr—1_

Poznamky: 1. Prvé ¢ést predchozi véty je prototypem tzv. vét Abelova typu, druha ¢ast je
nazyvana vétou Tauberova typu. Ta ukazuje, za jakych podminek lze prvou ¢ast tvrzeni obratit.
Jak ukazuje piislusnd podminka, staci k tomu, aby posloupnost {a, }22, konvergovala dostatetné
rychle k 0.

2. Ukazuje se, ze predpoklad R = 1 neni v predchozi vété podstatny, staci totiz zavést novou
proménnou y = %. Stejné tak substituci y = —z muzeme dostat analogicky vysledek v levém
krajnim bodé. Pro piipad, ze zo # 0, muzeme odpovidajici tvrzeni formulovat pro bod xg + 1,
resp. o + R.

Priiklady: 1. Najdéte polomeér konvergence nésledujicich fad

) e [

n=1

Reseni: a) Podle d’Alembertova kritéria plati

27 (n!)? ~ (2n+3)!
@2n+ 1)1 2nt1[(n 4 1))?

R = lim = lim

n—oo

. lim. {(271;51528; 3)r — 9.

An 41

b) Podle téhoz kritéria dostaneme

1 /n\" a el n " oa
— i f(f) S+ -2 —a i =-.
B=lm oi(g) (D <n+1) anzﬂo(nﬂ) c

2. Najdéte polomér konvergence nésledujicich fad

n b’ﬂ

= [a " o 2" p?n

n n
n=1

Reseni: a) Uzijeme-li Cauchyova kritéria, dostaneme

: 1 b\"™ 1 __
! o o | e im {/n+(0) sr=a pro azb
7:1. nf% i
Jim {0 g
b hm v (E) E+$:b pro aSb
n—oo

Jestlize vysledek shrneme, dostaneme, ze R = min {% ; %} .

ani hm Ylan|. Je viak

2n—1
|ana—1] =0, hm Vagn| = hm \/E n_mo 3n+4n
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a tedy R = /2. Jestlize se chceme vyhnout pouziti limsup, mizeme postupovat

_ 1
limsup V/|an|
oo
2 x 2’71,
nésledujicim zpusobem. Ozna¢me u = x*. Potom m4 fada Y gnrgr - " polomér konvergence

n=1
0=2atedy 22 € (—2,2), neboli z € (—\@, \/5) )

Pozndmka: V dalsim se budeme zajimat o vyjadieni funkce f(z) pomoci Taylorovy rady.
Plati

YO k) (Maclaing
)= Y + R,11(z) (Maclaurinuv vzorec).
Jestlize pro |z| < R plati lim R, 1(z) = 0, lze psét

n—oo

®) (0
( )xk pro |z| < R.

~
—
g
|
(]
~
=

Lemma: Pro kazdé a € (—oo,+00) plati lim ‘;—, =0.
n—oo °

Diikaz: Ponévadz plati |a™ | = |a|™, staéi pfedpoklddat, ze a > 0. Déle je

n—1 n+1

l=1.2. ...
n 2 2

(n—1)n nebo nl=1-2-...-

% “(n—1)n,

podle toho, je-li n sudé nebo liché. V obou piipadech vsak plati, ze n! > (%) 2 Dile

an an . an . en Ina . "
PR r aodtud  lim = = lim —— = lim erfima—3mg} _
Tl' (ﬂ)? n—00 (ﬂ)j n—oo 2 n % n— 00

2 2

Véta: M4-li funkce f(z) v intervalu (—R, R) (R > 0) derivace vsech fadu a tyto derivace jsou
pro x € (—R, R) omezeny &islem, nezavislym na n, tj. existuje M > 0 tak, ze |f(™ (z)| < M plati

pro véechna n =1,2,... a pro véechna z € (—R, R), potom v celém intervalu (—R, R) plati
S0 ,
flz) = Z:o Tﬂf

Dukaz: Pro zbytek v Maclaurinové vzorci plati

Rn+1
“(n+1)!

n+1

|Rn+1 ‘f(nJrl)

n+1)!

a ponévadz je hm ( = 0 podle predchoziho lemmatu, plati tvrzeni véty.

+1)'
Poznamka: Pro funkce e”,sinx, cosz plati pro z € (—oo, +00)
f(")(x) =¢e%, sin (x + n%) , COS (x + n%) ,
a odtud plyne okamzité znéni nésledujici véty.
Véta: Pro vSechna = € (—o0, +00) plati

L

" 2 3
=1 +—+§+
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0 2n+1 3 5 7
S A/

n=0
e 22" 22t 46
— _1)" — 1 4
cosx—Z( 1) )l =1 o1 + 6l + ...
n=0

Poznamka: Jestlize do vzorce pro rozvoj funkce e” dosadime x = ip, dostaneme

o (i) T N L B (T

1o — _r _ _ sl L _ gt PR

=) Ty iyt Ty e et
n=0

2 4 6 3 5 7
¥ ¥ ¥ % ¥ 14 4 - ..
—1*74’?*54’ .+ {1'3|+5'7|+ }COS§0+ZSIHQD'

Tim jsme dokéazali Eulerovu identitu e*? = cos ¢ + isin ¢. Provedené pferovnani fady si muzeme
dovolit, ponévadz je absolutné konvergentni.

Piiklady: 1. Ukazte, Ze pro x € (—oo, +0c) plati

0 2n+1 0 2n

T T
=3 =y A
|’ |
— (2n+1)! — (2n)!
Reseni: Plat{
she = & e’ _ 1 i = _ i (=1 a™ | _
2 2 n! n/! N
n=0 n=0
1 T :172 3 T IE2 IE3 St 2n+1
=-11 T s 2 _
2{*1'+ Tt [ TR T ” @nt1)

Analogicky

e*+e* 1 x (1) >, g
he= " = IV = :
Rt DR N e S o

n=0 n=0

2. Ukazte, ze pro = € (—1,1) plat{

n xT xT xT

Reseni: Oznacime-li f(z) = In(1 + ), potom plati

1 o0
f(x) = Ttz zl—x—l—xz—x?’—l—---:;(—l)"x”, x € (-1,1).
Odtud integraci dostaneme
22 23 gt 0 1
In(1 C=x— — - e = —1)" —1.1).
n(l+a2)+C=v— " +7 -+ 7;0( Vo we(=L)
Jestlize dosadime z = 0, dostaneme, ze C' = 0. Pro z = 1 dostdvdme fadu > C +1 , kterd
n=0
S~ (=1)"

konverguje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty tedy plati In2 = 3 +1 a dand
0

n=

mocninnd fada konverguje v intervalu (—1,1).
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3. Binomicky rozvoj .

Ukazte, ze prom € R a x € (—1,1) plati
B & m\ _ m(m—-1)...(m—-k+1)
(1+z)™= +Z( )x . kde (k)_ - .

Reseni: Podle Taylorova vzorce (MA1) plati

n

(14+2)™ = Z (’Z) ¥ + Ryi1(2), kde Rypi(z) = (n+1) (nnj 1) "1 =)™ (1 +92)™ "

k=0

9 € (0,1), (Cauchyuv tvar zbytku). Bud nyni z € (—1,1). Potom plati

m(m—1)...(m —n)

n!

1—9\"
o n+1 m—1
| B (@) = 2™ (14 02) (1+m>

< 1, dostaneme déle

Ponévadz (1 +9x)™ ! lezi mezi 1 a (14+2)" " a0 < £5%

| Rpyi1(z) | < max{l, (1+x)m*1} |z |+ m(m—1)...(m—n)

n! = Gn-
Vzhledem k tomu, ze o, > 0 a
n . 1-
| a+1f|x|hm nt m‘|:::|<1,
n—oo n—oo + 1
Plyne odtud, ze lim R,yi(x) =0 prox € (—1,1)
4. Ukazte, ze plati
a) (1+2?)arctgr =2 +2 Y (Zigil p2ntl pro € (—1,1),
n=1
In(1+x) S 1 1 1
b) - :nz::l(—l)’”r (1+§+---—|—5) 2™ pro z€(-1,1),
. X, 2n/2gip nr
c) e’sing = ) ——r—a" pro z € (—o00,+00).
n=1
Reseni: a) V piedchozim paragrafu jsme ukazali, ze pro z € (—1,1) plati
0 x2n+1
t = —1)" .
arctg x ,;0( ) 1
Jestlize tento rozvoj vynasobime vyrazem 1+ 2, dostaneme pro x € (—1,1)
) Sl x2n+1 S x2n+3 o0 x2n+1
1 tgz =Y (—1) —1)" = —1)"
(st 2= 3 2 Sy 2 s S 2

[e%) 1k 2k+1 1 1 It
+301 z e - e [ =

k=1
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00 nt n
Jestlize dosadime krajni body, dostaneme pro x = 1 fadu > (anz) 7 apror = —1fadu Z 4n2) T

n=1

které jsou obé konvergentn{ (dokonce absolutné) a tedy dany rozvoj konverguje pro x E < 1,1).

b) Vyuzitim rozvoju funkei In(1+z) a H_% dostaneme pro x € (—1,1)
In(1 + x) a? 2 ot 2_ .3, .4_ 5
= — — - 1 — - - el ) =
Tz (J: s t3 -7+ l-—z+a*—a"+a" -2’ +...)

1 1 1 1 1 1
2 L 3 LT T Lo 4L 01
=xr—=x (1+2)+x <1+2+3> x (1+2+3+4)+...
a odtud indukci dostaneme, ze

In(l+2z) < 1 1 >
—_ = S L I e E T I 1t
1+x ;( ) < o +n)x 2 (-1 Zk

n=1

¢) Jestlize opét vyuzijeme rozvoju funkef e® a sinz, mizZeme pro x € (—oo, +00) psit

. 22 23 gt P S ¢
e’ sinx = 1—|—1'—|———|—§—|———|— rT——+—=—=+... | =

oz z? s 1 1 A 1 1 s 1 1 1
“orn T \a Tors) T s s )T\ o Tors ) T

a mame problém. Ptredpis pro n—ty koeficient budeme hledat jen se zna¢nymi potizemi. Existuje
vSak jind, efektivnéjsi metoda postupu. Uzitim Eulerovy identity dostaneme

i —ix 1

e —e . .
T o — T, - (1+i)z _ (1—1)17}:
(& s x € % 2@{6 (&
1 2 A+i)ar S (1—i)x x"
:2%{2) —~ _Z% —~ Z{ (I+0)" =1 =)"} .

Dale plati
. T L. T im . ™
1+z:\@<cosz+zsmf>:\/§e4; 171:\/5(0051715111 ) V2e™ 4,

neboli

oo .
1 n inm —inx ) " 2n/2 gin ”T” n
— 224 e 1 —e 1 — = E —_— T .

5. Ukazte, ze

S (_1)7171 2n __ 9
b) > - LT = 2z arctgx — In(1 + z7).

ReSeni: a) Neni tézké se presvédcit, ze polomér konvergence dané fady je R = +oo. Déle
plati
x© 2 < 2 00 o [z\T
n°+1 n“+1 /x\n n T\™ 5
> =3 (,) -y (%) +Z(2) _
2nn! n! 2 (n—=1)1\2 n!

n=0 n=0 n=1
e (6)
( ) A es
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z)m-&-Z

o (5 z e %m z
= e (5 )‘4;0 +eF(G+1)=e

m=0

z +x+1
4 2

w\&
VR
(v}
N————

b) Polomér konvergence dané fady je roven 1. Ozna¢me nyni

n—1

Qn— 1) '
n:l
Potom pro z € (—1,1) plati
f/(x)ZinxQn—l . i 2n 2
o2n—1 ’ —

a dostdvame geometrickou fadu se souctem H% Plati tedy f'(z) = 2arctg x + C a ponévadz
f'(0) =0, plyne odtud, ze C = 0. Déle

u=arctgr v =1 xdz
=2 | arct dxr = = 2z arct -2 | == =
f(e) /r S u’=71+1x2 v=ur varcte @ /1+x2

= 2zarctg z — In(1 4+ 2%) + K .

Plat{ opét, ze f(0) =0, tedy K = 0. Tim dostdvdme pozadované vyjadreni. Navic je tento rozvoj
konvergentni stejnomérné v intervalu (—1,1), coz mimo jiné znamen4, ze fada

o0
-1 n—1
g L ma soutet 2arctgl —In2 = g —In2.
n

— n(2n—1)
6. Vypoctéte integraly
2 dt
a e " dt b — .
) / ) / .

ReSeni: a) Je zndmo, Ze tento integrdl existuje (integral ze spojité funkce), ale nelze jej
vyjadiit pomoci elementarnich funkci. Nicméné snadno jej vyjadiime pomoci nekoneéné mocninné
fady. Pro t € (—o0, +00) plati

[e’] 2\ [ee] 2n
—t2 _ (*t ) _ t
=) =
n=0 n=0
a odtud .
2n+1
JeramSion [SasSr et
) vt n!(2n + 1)
b) Jestlize vyuzijeme binomicky rozvoj (m = —3 ) , miizeme pro t € (—1,1) psat

r S g (o

Pro vypocet binomického koeficientu plati

(_§> =331 (-3 —-k+1)  (-DF1-3...2k-1)  (=DF2k -1
k) k! B 2k k! N (2K
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a tedy

I (2 — D,
.W_tzfl*; @

Integraci této fady ¢len po ¢lenu dostaneme

] i + 2/<;— Ly / B i — )N gt
Jioi - k) 4k +1°
0 0

k=

Jestlize dosadime krajni body x = +1, dostaneme tradu Z %, pro niz plati podle

Raabeova kritéria

. ag
lim k
k—o0 A1

(4k +5)(2k + 2) L 12k2 + 9k 12 3
<(4k‘+1)(2k+1)1>k—>oo( =51

(k-1 @k 5@k Y\
_1>_ fim k<(4k+1)(2k)u' 2k + D1 _1)_

= lim k

k—o0

e (k+)(2k+1) 8 2

a dany rozvoj tedy konverguje pro z € (—1,1). O Raabeové kritériu se muzete poucit v textu
Seminaf z matematické analyzy II, ktery bude brzy k disposici.

6.3 Fourierovy rady.

6.3.1 Ortogonalni systémy funkci.

Definice: Mnozinu viech redlnych nebo komplexnich funkef takovych, ze [| f(z)|? dz < oo,

a
oznacime Ly(a,b) a nazveme Hilbertovym prostorem funkef na intervalu (a, b) .

Definice: Jsou-li f, g € La(a,b), potom jejich skaldrnim sou¢inem (f, g) rozumime vyraz

b

(f,9) =/f(m>mdx.

a

Normou funkce f € Lao(a,b) nazveme vyraz

1= /|f )2 da

Poznamky: 1. Polozime-li si otdzku, jaké funkce tvori Hilbertuv prostor Lao(a,d), zjistime
velmi brzy, ze nejsme schopni uspokojivé na tuto otdzku odpovédét. Ta totiz vyzaduje zave-
deni obecnéjsiho pojmu integralu, tzv. Lebesgueova integralu, coz presahuje zatim nase moznosti.
Zajemce se muze poudit v textu MAS Lebesguetv integral. Pro nasi potiebu bude stacit, kdyz si
pod prvky Ls(a,b) predstavime libovolnou funkei f, pro niz dany Newtonuv integral konverguje,
at vlastni nebo nevlastni.

b
2. Z definice skaldrniho sou¢inu neplyne, ze integral f f(z) g(x) dz vibec existuje. Je to viak

dusledek Holderovy nerovnosti pro integraly. (p = ¢ = 2).
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Véta: Skalarni souc¢in ma nasledujici vlastnosti:

(fi+ far9) = (f1,9) + (f2.9) V1, fa.9 € La(a,b).
(af,g)=a(f.g) Vfg€La(ad); VaeC.

(9. f)=(f9) V[ g€Lsab).

(fyag)=7a(f.9) VYf.g€Ly(ab);VaecC.

( ) (fagl)+(f792) v.][‘7.9179261‘2(a7b)'

—

Ot W N

9) =
91+ g2

Dikaz: Vsechna tvrzeni se snadno ovéri pfimym vypoctem a nebudeme je provadét. Jedinou
vyjimkou je tvrzeni 3, v souvislosti s nimz je tfeba si uvédomit, ze

b

(6.5 = [ 9(a) /f dx—/f ~ 9.

a

Ptechod k ,,pruhu“ nad celym integralem, tedy tfeti rovnost je mozné proto, ze integral jako takovy
je definovan jako limita integralnich souctu.

Véta: Jsou-li f,g € La(a,b), potom je i f+ g € La(a,b) a plati
Lf+gll<Ifl+1gll - trojthelnikovéd nerovnost
2161 <l Ngl - Cauchyova nerovnost.

Dukaz: Skutecnost, ze f + g € La(a,b) jakmile je f,g € La(a,b) je dusledek Minkowského
nerovnosti pro integraly. Ta ndm téz zdroven dokazuje platnost trojihelnikové nerovnosti. Stejné
tak z poznamky za definici skalarniho soucinu plyne platnost Cauchyovy nerovnosti.

Poznamky: 1. Pro osvézeni uvedeme integralni tvary Holderovy a Minkowského nerovnosti.
Plati

=

b b b %
/|f<x>g<x>|dxs /If(w)l”dw /|g<x>\qu ,kdep>1,%+§=1,

a

jakmile je prava strana konecna.

1
P

b b P b
/\f(ng(z)lpdx < /If(m)l”dz + /|g<z>|pdz ke p> 1,

S

jakmile je prava strana konec¢na. Dukaz obou nerovnosti se provede analogicky jako pro konecné
soucty.

2. Z predchozi véty plyne, ze s libovolnou dvojici f,g € La(a,b) je f + g € La(a,b). Déle je
ziejmé, ze a f € La(a,b) pro libovolny skalar o € C. To vSak znamend, ze La(a, b) tvoii vektorovy
prostor. Je samoziejmé dim Ly (a,b) = +00.

Definice: Rekneme, 7e posloupnost funkei {f,}°%,, f. € La(a,b) konverguje k funkci
f € La(a,b), podle stiedu, jestlize plati

i || o~ /] =0.
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Definice: O dvou funkcich f, g € La(a,b) fekneme, ze jsou ortogonélni, jestlize (f,g) = 0.

O posloupnosti {©,}22,, ¢, € La(a,b) fekneme, Ze tvoii ortogonalni systém funkci, jestlize
plati

((pn7(pm)20 pro n#m

Tento systém nazveme ortonormalni, jestlize navic

lonll=1 pron=1.2,....

Pozndmka: Ortonorméln{ systém funkei {¢, }>2 ; lze charakterizovat predpisem
(@nv @m) = 6n,m )
kde 6, je tzv. Croneckerovo delta, tedy ¢islo, které je rovno 0 pro n # m a rovno 1 pro n =m.
Definice: Ortogondlni systém funkei {¢, }5° ; nazveme tplny v La(a,b), jestlize plati:
Je-li pro néjakou funkei f € La(a,b) (f,¢n) =0pron=1,2,..., potom je || f|| =0.
Pozndmky: 1. Pozadavek || f || = 0 neznamend, ze f je identicky nulové funkce, ale pouze to,

b
ze [| f(z)|*dz = 0. Tedy na piiklad dvé funkce, které se od sebe lisf v kone¢né mnoha bodech,

maji tu vlastnost, ze || f — g|| = 0. To mimo jiné znamend, ze prvky La(a,b) nejsou funkce, ale
ttidy funkci, které se od sebe ,,ptilis nelisi“. Pfesto s nimi budeme zachédzet jako s funkcemi. Pro
ptresny vyklad musime opét sahnout po Lebesgueové integrélu.

2. V dalsim vykladu ukézeme, ze je-li {52, tUplny ortonormélni systém funkei v Lg(a,b),
potom je mozné kazdou funkci f € La(a,b) vyjadfit ve tvaru

o0
F=Y cken,
k=1

kde dana fada konverguje podle stiedu, tedy

=" cken

k=1

lim =0.
n—oo

To odpovidé v konetnédimensionélnim eukleidovském prostoru vlastnosti, ze kazdy vektor lze jed-
nozna¢né vyjadrit jako linedarni kombinaci vektoru ortonormalni baze. Fourierovy fady muzeme
tedy z tohoto hlediska chapat jako pifimé zobecnéni téchto vlastnosti na prostory nekonecné di-
mense. Jejich uplatnéni vsak bude mnohem 8§irsi.

3. Je-li {fn}52, ortogondlni systém funkei v Lo(a,b), ktery neobsahuje nulovou funkci
(IIfnll # 0), potom {©, 1}, kde ¢, = H;—Z” tvori ortonormdlni{ systém.

4. Polozme si nasledujici otdzku. Jak mame aproximovat danou funkci f € La(a,b) pomoci
ortonormélnfho systému {¢x}72; ? Bud n € N a ozna¢me

n
On = Z'Yk Pk -
k=1

Budeme hledat podminky na koeficienty ~; (zatfm nezndmé) tak, aby odchylka §,, = || f — o, ||
byla minimalni. Plati

n

O = (f=0us f=an) = 1 f 17 = (Fy00) = (@us )+l on P = L FIP =D Aw(Fr00) = D wlopws f)+
k=1

= k=1
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+ZZ%%%%—IUIIQ Z%f,wk Z (o f +Z|7k|2||<ﬂk“2

k=1j=1

n

n n
=P —Z%%—Z%@Jrzmlz =117 =D (ew = ) (e =) ZI%I
k=1 k=1 k=1

k=1
kde ¢ = (f,pr). Vzhledem k tomu, Zze prostiedni ¢len v poslednim souctu je Vzdy nezaporny,
bude §,, minimélni, jestlize

b
e =cr = (f,pr) = /f(x) or(z)dz .

Definice: Bud {¢;}72, ortonormalni systém funkei v La(a,b), f € La(a,b) . Potom &isla

b
e = (fr00) = / f(2) or(@) de

nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f vzhledem k ortonormalnimu systému {p5}72, .

Véta: Jelli f € Lo(a,b), {pr}p2, ortonormalni systém funkei v La(a,b), n € N, potom
n

mnohoc¢len n—tého tddu > v i, ktery f nejlépe aproximuje, je Fourieruv mnohoélen. Aprox-
k=1

n
imaci rozumime ve smyslu normy v La(a,b), tedy H = > v vk || je pro Fourieriv mnohoélen

k=1
minimalni.

Ditikaz: Plyne okamzité z poznamky 4.
Véta: Bud f € Lo(a,b), {px}72; ortonormélni systém funkei v Lo(a, b) , n € N, ¢, Fourierovy

koeficienty f vzhledem k systému {¢j}%2 ;. Potom plati tzv. Besselova nerovnost

b

/\f<x>|2dxz§j|ck\27 neboli [ 712> Jex 2.
k=1

a k=1

Dukaz: Pro kazdé n € N plati podle poznamky 4

n 2 n
F=>aen| =1FIP=D lexl?
k=1 k=1

0<

o)
a odtud piechodem k limité pro n — oo dostaneme || f||> > > |cx|?.
k=1

Dausledky: 1. Jsou-li {cx}7° | Fourierovy koeficienty funkce f € Lg(a, b) vzhledem k ortonormalnimu
systému funkei {¢x}72, , potom je klim e, =0.
— 00

2. Je-li {p}52, ortonormélni systém funkei v Lo(a, b), pak Fourierova fada libovolné funkce
f € La(a, b) konverguje podle stiedu, tedy existuje

(Zr}
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Véta: Bud {y;}32, ortonormélni systém funkei v Ly(a,b). Potom je tento systém tplny
praveé kdyz pro kazdou funkci f € La(a, b) plati tzv. Parsevalova rovnost

o0

HFIP =Tl

k=1

kde ¢ jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

[ee]
Diukaz: 1. Bud {¢x}72, dlpny systém, f € La(a,b). Oznacme g = Y ¢ ¢ . Potom plati
k=1

8

(f_g7(pj): (f_ZCkSOka‘Pj) :(fa‘ﬂj)_zck(SOka‘Pj):(faSDj)_Cj =0 pro .7:]-727 .
k=1

k=1
Z tplnosti systému {5 }7°, plyne, ze || f —g|| =0, tedy || f || = X e |*.
k=1
2. Necht (f, ) =0prok=1,2,....Potom je cy = (f,ox) =0, neboli || f||? = > |k ][> =0
k=1

a {¢r}72, je dlpny ortonormalni systém funkei.

Piiklady dplnych ortogonélnich systému funkei.

Poznamka: Ovérit skutecnost, ze dany systém je ortogonélni, je rutinni zalezitost a u nékolika
nésledujicich systému tuto skute¢nost opravdu ovérime. Dokdazat, ze takovy systém je tplny,
presahuje zatim naSe moznosti a nebudeme jej provadét.

1. Systém {ei"””}zio_oo je ortogondlni na libovolném intervalu délky 27 .

—+o0
’ 1 inx . (1an s .
Systém {ﬁ e }n:_oo je ortonormalni. Je-li
+oo a+2m
[~ Z ¢, €™ Fourierova fada f, potom ¢, = € ft)e ™t dt.
2w
n=-—oo a
Dukaz: Plati
. a+2m
at2m g ¢ =0 jeli n#k,
(einx7 eika:) _ ein:c e—ik:ac dr = ot a ‘
2 [ dr=2r=|e"|? jeli n=k.
a

Je totiz
e =R@2m) — cos(n — k)(a + 21) 4+ isin(n — k) (a + 27) = cos(n — k)a + isin(n — k)a = /" Fe

Oznac¢me nyni
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Potom muzeme psét

+oo +oo 1 ] 1 ]
~ C* n = t e—znt dt . eznz —
I~ Y dm= 3 g [ —
a+-2m +oo .
Z 27T / f 71nt dt - 6 Z n eine ,

n—=—oo

a+2m )
kde ¢, = 5= [ f(t)e " dt je tvar Fourierova koeficientu.

Poznamky: 1. Fourieruv koeficient ¢, , se kterym budeme déle pocitat, neni sice presné
skalarn{ soucin (f, ¢,) , ale ma tu vyhodu, ze v sobé zahrne konstanty, které by se jinak objevovaly
ve vyjadreni. Stejny postup zvolime i pro nasledujici systémy.

o0
2. Jestlize se vdm zdpis Y. ¢, €™ zdd nesrozumitelny, stacéi si uvédomit, ze
n—=—oo

-1

+oo —+oo
§ ap = § an + § Qp ,
n=0

n=—oo n=—oo
kde obé fady na pravé strané musi konvergovat.

3. V dalsim postupu si formélné zjednodusime znaceni a budeme ptedpoklddat, ze a = —7.
Jak se ukazuje, neni to zadné omezeni obecnosti, ponévadz dané funkce budou 2w —periodické, po
pifpadé 2]l—periodické (I > 0).

2. Systém {1, cos z, sinm cos 2z, sin 2z,...} je ortogonalni na libovolném intervalu délky 27 .

Systém {\/% , # cos f sinz, \F cos 2z, f sin2z, ... } je ortonormalni. Je-li

~ ?0+; ay coskx + by sinkx)

Fourierova tfada funkce f, potom

1] 1]
—f/f(t) cosktdt; k=0,1,2,..., bk:f/f(t) sinktdt ; k=1,2,....
T ™

Dukaz: Je tieba dokazat, ze
Vn,k e N plati (1,cosnz) = (1,sinnz) = (sinnz, coskz) =0

a déle
(sinnz,sin kz) = (cosnx,coskx) = 7ok ,
kde 4, je Croneckerovo delta. Skutecné plati

T

1% =(1,1) = /1-dx:27r;

—T

i - 1 "
| coskx||? = (cos kx,cos ka) = /cos2 kxdx = 3 /(1 + cos2kx)dr =7 + @sinﬂmc =T.
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Analogicky || sinkz ||> = [ sin’kxdr =1 [ (1 — cos2kz)dz = 7. Déle

™ 1 ™
(sin kx, cosnzx) = / sin kx cosnx dx = 5 / {sin(k + n)xz +sin(k —n)x } dx =0;

—Tr

T 1 T
(cos kx, cosnx) = /cosk:x cosnz dr = 3 / {cos(k+n)x+cos(k—n)x} de=0,n#k;

™

1 K
(sin kz,sinnz) = /sinlm sinnz dx = 5/{cos(k:—n):1c—cos(k—|—n)x} dr=0,k#n.

Oznaéme nynf
X x COS KT x SIN KT | 2,0
0 — k \/» ) k f 3 IR )

= (fon) k=012 ; bi=(fn) k=12....
Nyni plati

fNa’OQOO +; akQOk- +bkwk( \/ﬂ/f \/%_‘_

+Z f/f ) cosktdt - fcoskx—i—f/f ) sin kt dt - \/>smkx =

11 =17 17
2~7T/f(t)dt+; ;/f(t) cosk‘tdt~cosk:17+;/f(t) sinktdt-sinkx p =

oo
= % + kz_:l(ak coskx + by sinkx) .

Poznamka: Mezi systémy 1 a 2 existuje vzajemnda souvislost, kterou dostaneme okamzité
vyuzitim Eulerovy identity. Plat{

o0 0 x ik:n 4 efikz 6ikr o efikr
fo+Zakcoskx+bkbmkx) 2+;{ 3 + by 57 }:

zkm —ikx ikx —ikx ;
+e LoerTt —e —ibr ar +ibr  _ipa
-‘rE { —’Lka} -‘rE { Zx-‘rT@Zy

k=1

aodtud ¢ = %, cp = % , C—fp = % Obracené, jestlize zname koeficienty ci , snadno
vypocteme koeficienty ay a by . Plati totiz ag = 2¢o, ar = ¢ + c—, bp = i(ck — c—k) .

Pii praktickém rozhodovéni, ktery ze systému pouzit k vyjadieni dané funkce, se vétsinou
rozhodneme tak, ze pro komplexn{ funkci f pouzijeme systému {e*}->° _a pro redlnou f systém
{1,cosz,sinx, cos 2z,sin 2z, ... }.
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3. Systém { cosnz }°, je ortogondlni na intervalu (0, 7).

4 1 2 2
Systém T \/;cosx7 =

cos2x, ... je ortonormélni. Je-li

s
o0
2
f~ % + Zan cosnr, potom a, = ;/f(t) cosntdt pro n=0,1,2,....
n=1 0
Diikaz: Snadno ovéffme, ze (coskz,cosnz) = 0 pro k,n = 0,1,2,...,n # k. Je-li k = n,
dostaneme
9 9 1 s
|| cosnx ||* = (cosnx,cosnz) = | cos®nxdr = B (1 + cos2nz)dx = 5
0 0

Pouzijeme-li postupu z predchoziho piikladu, odvodime bez problému tvar Fourierovy tady
i Fourierovych koeficienti.

Pozndmka: Piedchozi systém muzeme téz chépat jako rozvoj sudé funkce na intervalu
(—m, 7). Skuteéng, bud f funkce, definovand na intervalu (0, 7) a rozsifme ji na interval (—m, )
tak, aby byla suda. Ozna¢me toto rozsifeni f. Potom pro Fourierovy koeficienty f plati

N 1 f 2 . 9 ”

an:—/f(t) cosntdt:—/f(t) cosntdt:—/f(t) cosntdt =a, n=0,1,2,....
T T p
o ) J

(Integrand je suda funkce). Podobné

s

/f(t) sinntdt =0 n=1,2,...,

—T

1
b, = —
0

ponévadz integrand je licha funkce.

4. Systém {sinnz}S2; je ortogondlni na intervalu (0, 7).

(o)
Systém {\/% sin nas} je ortonormélni. Je-li

n=1

o0 2 71'
[~ an sinnx, potom b, = ;/f(t) sinntdt pro n=1,2,....
n=1 0

Dikaz: Provede se analogicky jako v pfedchozim piipadu. Stejné tak muzeme zopakovat
poznamku k pfedchozimu piikladu s tim rozdilem, Ze tentokrat se jedna o Fourieruv rozvoj lichého
pokracovéni funkce f na intervalu (—m, 7).

+

5. Systém {e™7} ™ je ortogondlni na libovolném intervalu délky 20 (1> 0).

n

i L +OO . ’ ’ .
Systém {ﬁ emT} je ortonormélni. Je-li

n=—oo

—+oo
[~ g cp e potom ¢, =

n=-—oo
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Dikaz: Provedeme zcela analogicky jako v ptikladu 1. Stac¢i si uvédomit, ze

in Tz (|12 in TT im TE inTT g
Heznl H :(6”7‘1 ’eznl):/eznl in % d:l?—2l

6. Systém {1 cos *7%, sin ”m} n € N je ortogonélni na libovolném intervalu délky 27 (I > 0).

Systém {ﬁ , % cosx, % sinz, \% cos 2z, \/ sin2z, ... } je ortonormalni. Je-li

km
f~+2(akcos +bksmlz>

Fourierova rada funkce f, potom

l

1 ket 1 ket

zj/f(t)cosTﬂdt; ke NU{0} bk:Y/f(t)sinTﬁdt; keN.
l -1

7. Systém {cos ””} _, Jje ortogondlni na intervalu (0,7) (I > 0).

Systém {\% , \/%7 cos ¥, \/g cos Q”T”” Y } je ortonormalni. Je-li

l
/f cos—dt pro k=0,1,2,....
0

~| N

(oo}
a kmx
fN?O—I— Eﬁ ay, o8 ——, potom je ap =

nmwx

8. Systém {sm

Systém {% , \@ sin ¥ \/? sin 2”71 Y. } je ortonormalni. Je-li

1
/f sm—dt pro k=1,2,....
0

_, je ortogondlni na intervalu (0,1) (I > 0).

~| N

- k
fNZbk sin%, potom je by =

Poznamka: Systémy 5 - 8 jsou analogii systému 1 - 4 pro funkce, které maji libovolnou
periodu 27 (I > 0) a nenf na nich nic principidlné nového. Mohl by tedy vzniknout mylny dojem, ze
vsechny ortogonalni systémy funkci jsou vice ¢i méné tvofeny goniometrickymi funkcemi. Existuje
vSak mnoho dalsich systému, jejichz zdklad neni tvofen funkcemi goniometrickymi, i kdyz systémy
1 - 8 jsou pouzivany nejcastéji. Na ukdzku uvedeme jeden systém tvofeny polynomy.

9. Systém Legendreovych polynomi P, (z) = 57— (%)n (22 — 1) tvoif pron = 0,1,2,
uplny ortogondlni systém funkei na intervalu (—1,1).

oo

Systém { bl p(x) } je ortonormalni.

n=0
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6.3.2 Klasicka teorie Fourierovych rad.

Poznamka: Konvergence Fourierovy rady podle stfedu nezarucuje konvergenci dané rady pro
konkrétni hodnotu x, neboli konvergenci bodovou. Touto otazkou se budeme zabyvat ve zbyvajici
¢asti. Pro zjednodusen{ fady vypoctu zvolime opét vychozi interval (—m, 7), i kdyZz zdvéry budou

vétsinou platit na libovolném intervalu délky 27 .

Lemma: Pro kazdé n € N plati

T

1 sin(n+ %)z 1 sin(n+ 1)z
7+cosm+~~-+cosnm:(,7f); - (,753)@::1.
2s1n§ i 2s1n§

—T

Diikaz: Jestlize vyuzijeme Eulerovy identity, dostaneme
(1+6ix+67iz+.“+einx+67inx) —

N |

1
§+cosx+~~+cosnx:
1 . . . .
:5(e—znm+...+e—zm+1+ezm+.._+einm) .
V zévorce posledniho ¢lenu figuruje soucet 2n + 1 ¢lentt geometrické posloupnosti s prvym ¢lenem

e~ 3 kvocientem ¢ = €** , tedy
L bcoszd oo+
— 4 cosx+---+cosnr ==
2 2
1 ei(n-l-l)a: _ e—inz —i(n-&-%)m sin (n + %) T
T2 eir —1 2 e 2 sin 3
L a zintegrujeme ptes interval (—m, ), dostaneme

Jestlize obé strany dané rovnosti vyndsobime —

— €
e

s
na levé strané i [ dx =1, coz je jediny nenulovy integrél.

—T

Lemma: Bud
(ay coskx + by sinkx)

NE

a
s(z) = 50+

E
Il
—

Fourierova fada 27 —periodické funkce f na intervalu (—m, 7). Polozme

a - .
sn(x) = ?0 + E (ag coskx + by sinkx) .
k=1
Potom plati
1 sin (n + %) U
= — _— d
Snla) = /f<x+u> Rl

—T

Tento integral nazyvame Dirichletovym integralem.

Dikaz: Dosazenim za Fourierovy koeficienty do s, (x) dostaneme

- " 17
sn(x):%/f(t)dt—kz ;/f(t) cos kt coskmdt—}—;/f(t) sin kt sin kx dt
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3=

\
—N
N | =

+ Z (coskt coskx + sin kt sink:x)} f¥)dt =
k=1

—T

s

e 1 [
—W/{2+;C°bk(t_x)}f(t)dt_7r/f(t) gsilft;w dt.

—T

Jestlize zavedeme substituci ¢ — x = u, dostaneme

sm(n—&—%)u 1 sm(n—i—%)u
(z) = = du = — du,
sn () /f($+u) 2 sin % w= [z +u) 2 sin & b

ponévadz integrand je 2w —periodicka funkce.

Poznamka: K odvozeni alespon jedné z vét o bodové konvergenci budeme potiebovat tzv.
Riemannovo lemma, jednu ze zakladnich vét teorie Fourierovych fad. Vzhledem k tomu, ze jeji
dukaz presahuje nase moznosti, bude uvedena bez dukazu.

! Véta: (Riemannovo lemma)
Bud f integrovatelna funkce na intervalu (a,b) ; (—occ <a <b < +00). Potom je

B
lim /f(w) sintx dr = tlim f(z) costerdr =0
—00

t—oo

[e3

stejnomérné proa < a < 3 <b.

Véta: Bud f funkce, kterd mé v intervalu (—m, 7) omezenou derivaci a nechf

o0
= ?O-l-; ay cos kx + by, sinkx)

je jeji Fourierova fada. Potom pro kazdé x € (—m, ) plati s(z) = f(x).

Dikaz: Podle predchoziho lemmatu staci dokédzat, ze pro « € (—m,m) je

f(z) = lim 1/f(x+u)sm(n+;)udu,

G U
251n2

neboli A

lim 1 /[f(x+u)—f(x)] sin(n+3)w g

u
2sm2

7 predpokladu existence derivace funkce f plyne, ze existuje konstanta M > 0 tak, ze plati

’f —f@)| _|fatu) - f@) %

: u
2sin 5 u sin 5

<M na (—m,mn)

a tvrzeni nyni plyne z Riemannova lemmatu.
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Poznamka: V dalsim vykladu zformulujeme Dirichlet-Jordanovo kritérium, které nam poskyt-
ne uspokojivou odpovéd na problém bodové a stejnomérné konvergence Fourierovy fady. Budeme
k tomu vsak potiebovat pojem funkce s kone¢nou variaci, ktery nyni zavedeme a struc¢né popiseme
vlastnosti funkei s kone¢nou variaci.

Definice: Bud f funkce, definovand na intervalu (a,b) (a,b € R) a oznac¢me
D :a=x<z1< - <Tph1<xp=0>

délen{ intervalu (a,b) . Necht

n

o(D) =Y | f(x:) = fwim1)| aoznacme V(f)=V(f; (a,)) =supv(D),

i=1 D

kde suprémum bereme pies viechna déleni D intervalu (a,b) . Cislo V(f) nazveme variaci funkce
f na intervalu (a,b) . Je-li V(f) < oo, fekneme, Ze f mé kone¢nou variaci.

Véta: Plati: 1. Je-li f monotonni, je V(f) < co.
2. f ma kone¢nou variaci v {(a,b) pravé kdyz f = f1 — fo, kde f1 a fo jsou neklesajici funkce
v {a,b) .
3. Je-li V(f; {a,b)) < oo, pak f ma nejvyse spocetnou mnozinu bodu nespojitosti. Vsechny body
nespojitosti jsou 1. druhu.
4. M&-li f v intervalu (a,b) omezenou derivaci, potom V(f; (a,b)) < co.

Diukaz: Nebudeme provadét, zdjemce se muze poucit v textu MA5, vénovanému Lebesgueovu
integralu. Pro zajimavost uvadime, Ze existuje spojitd funkce na intervalu (a,b), kterd nemd
kone¢nou variaci. Stejné tak existuje spojitd funkce na intervalu (—m, 7), tak, ze jeji Fourierova
fada nekonverguje k funéni hodnoté f(x).

Véta: (Dirichlet-Jordanovo kritérium)
Bud f 2m—periodickd funkce, kterd mé v intervalu (—m, 7) kone¢nou variaci a necht

s(z) = % + Z(ak cos kx + by sinkx)
k=1

je jeji Fourierova fada. Potom plati
1. s(x) konverguje v kazdém bodé intervalu (—m,7) a je
a)
s(z) = flay) ;rf(ﬂf—)
kde f(ay) = lim £(t), fe_) = lm f(0).
A)CE_'_ — T

f) ) + £
s(z) = )

Speciédlné je s(z) = f(x) v kazdém bodé spojitosti f .

pro z € (—m,m),

pro x = 4m.

2. Je-li f spojitd v intervalu (a,b) C (—m,7), potom s(x) konverguje stejnomérné v (a, b) .
Dukaz: Presahuje naSe soucasné moznosti a nebudeme jej provadét.

Poznamka: Na zdvér uvedeme vétu o integraci Fourierovy fady ¢len po ¢lenu, vzhledem k
tomu, zZe ji Ize vyhodné pouzit pti praktickém vypoctu Fourierovy fady.
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Véta: (Integrace Fourierovy fady)
Bud f 2m—periodickd absolutné integrovatelna funkce na intervalu (—m, 7) a necht

s(z) = 24 Z(ak cos kx + by, sin kx )

2
k=1

je jeji Fourierova fada. Potom je funkce F(x) = {f(t) - “2—0} dt 2w —periodickd a pro jeji

C—s8

Fourierovu fadu plati

S

A >\ —by coskz + ap sin kx Ag >
F(x)_7+k§::1 - . kde 7_;

P
Fourierova rada funkce F' konverguje navic stejnomérné pro vSechna = € R.

Dukaz: Plati

421
Flz+2m) = / {f(t)—%}dt:/{f(t)—%}dt—k / L)%Y ar=
0 0

Ponévadz je F(x) spojitd, plyne odtud podle Dirichlet-Jordanova kritéria, ze jeji Fourierova fada
konverguje stejnomérné na celé realné piimce. Déale pro k € N plati

_1 f _ 1 : " 1 [ ap . _ bk
Ak—;/F(x)coskxdx—HF(w)smkx - k—ﬂ/{f(m) ?}smkxd;ﬂ— -

Analogicky
B—ljF()'kd——lF() kﬁ+ﬂ{f()—a0} kade = 2%
BE z) sinkede = — -— 9ccosgc_7r - x) = o j coskrdr = —

a plati tedy

Ap >\ —by, coskz + ap sin kx
+) - .
k=1

o0
Dile F(0) =0 =42 — 3 % coz je posledni tvrzeni véty.
Piiklad: Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) = x pro x € (—m,m) a nacrtnéte jeji graf.

Vysledku vyuzijte k nalezeni Fourierovy fady funkce g(x) = z? a nacrtnéte téz jeji graf. Uzitim

) > 00 (—1)k+1
tohoto rozvoje sectéte fady > 7z, > —pr— -

k=1 k=1
Reseni: f je lichd funkce a tedy a, =0, k=0,1,2,... . Déle
1 7 2 j u=z v =sinkx
bk:f/x Sinkxdx:f/x sinkx dx = L =
7r Tro u'=1 v=—zcoskx
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g7 9(—1)k+L
+—/coskxdx:i,
o km k

2z
= —— coskx
™

tedy
k
xN2Z k‘+1 bln i

Grafem je 2r—periodickd funkce, kterd je rovna x pro « € (—m,7) a rovna 0 pro = +m. graf

Integraci této fady dostaneme

cos kx 1 7 x? 1 T 2
2 k k A = — _— = — 2 = —_—
>+ Z k2 7 de Ao 7r/ 2 de W/x de 3

—m 0

Fourierova tada funkce g je tedy

74_42 kcoskx

To je opét 2w —peridickd funkce, ktera je rovna 22 pro o € (—x, 7). Jeji graf vypada nasledovné.

graf

Jestlize vyuzijeme Dirichlet-Jordanova kritéria, dostaneme

(m) = 74_42 kcos}m_?ﬁ-ﬁ-élii a ted ii—ﬁ
g 3 = Y 26
k=1 k=1
Analogicky
2 cos0 w2 L (—1)FHt L (=1)Ftt g2
0)=0=—+4) (-1 =——14 dtud =
9(0) 3 " ;;1( Vo T3 k; R coa kz::l k2 12

125



Kapitola 7
Cviceni.

7.1 Vektorové funkce.

7.2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych.

T cosy—y cosw dz(O 0) 0 2(0,0)
> . . . c s Oou(0,0,%
2. Bud u = \/sm2 z + sin’ y + sin® z . Najdéte % .

+

Q)‘QJ
Qy‘Q:

3. Bud z = 23y — y32. Najdéte

proac—l y=2.

Q‘Q)
Q)‘Q)

A

4. Vypoctéte parcidlni derivace prvého radu pro nasledujici funkce.

(a) g = w3+y3 [& a;4+312y2—2wy3 .0z y4+3w2y2—2x3y T
= T2 9r (@2 +y?)2 '’ Dy (@2 +y2)2
B 0z _ L0z _
() 2 =2yi+ 4 |52 =vi-tm & = o+ 4]
— 2 2 Oz _ 1 .0z ]
(¢c) z=1In (er T4 +y ) { p. i 0V iyttay/i
(d) z=arctg ¥ [%:x2+y2 ; gf,:—%;yz_
_ . x2—y? 8z _ V2zy L0z V2 22 ]
(e) Z = arcsin 22 4y2 |: r (a24y2)\ /22 —y2 Y Oy (224y2)\/22—y2 ]
— z dz 2 dz __ 2x 1
(f) z=Intgy {7—1,511127% o9y T e
(g) u = arctg X% [%Z—ﬁ%%zqﬂ#_
() 2= (U+apl [ 52 =2+ ay)? 5 52 =ay(l+ )P~ + (1+2y)? - In(1 + ap)
3 — 2 2 2 1 0u _ 10u _ 10u __ 1
(I)U,—vl‘ +y +z |:¢81;_y85_2817f_ /22 42422
. . 19 10 1 |
(j) u=sin(z? + > + 2?) [587225 GZ = Z{T_QCOS( 2+y2+22)_
I A o e 10u _ 10u _ 10u _ 2 _ /2 2 2

5. Najdéte totalni diferencial funkce

(a) z

_ z+y
=y

|
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() 2 = $Inie? +42) =tz ]
(c) z = arctg ¢ {M}
— T+ dx d
(d) = = arctg 22 [ 72 + 12 |
2 2 —zz|(T ax
() u= =iy [ (@ +y )inzfyg);i +ydy) ]
(f) u=av* [29*7! (yzdz + 2z Inady + zy Inz dz) |
6. Pomoci totalniho diferencidlu vypoctéte priblizné
(a) In (/1,03 + /0,98 — 1) [0,005]
(b) 1,002 -2,003% - 3,0043 [108,972]
(c) 4/1,023 41,973 [2,95]
(d) =2 [1,055]
{'/0,9& /1,053
(e) 0,970 [0,97]
(f) sin29° - tg46° [0,502]

7. Najdéte rovnici tecné roviny a normély plochy v bodé.

(a) z=uay; [1,1,7] [t+y—2z=1;z2—-1=y—1=1-2z]
(b) z=a?+y%; [1,2,7] [2z4+4y—2—-5=0; T =12 =5— 7]
(c) z=arctg ¥ ; [1,1,7] (22 —2y+4z=m;0—-1=1—y="2"]
(d)z:%;[ma,?} [z4+a=0;2x=a,y=a]
8. Ukazte, Ze tetné roviny k plose xyz = a® (a > 0) tvoif s rovinami soufadnymi jehlan

o konstantnim objemu.
9. Najdéte piislusné parcidlni derivace.

(a) 2= 5/(>+92)?; (druhé derivace)

0 x2 \/W’ 9yZ — \/z2+y2 P dxdy \/m2+y2
(b) z=1In (m + /22 + y2) ; (druhé derivace)

{a% 2224y 9%z _ a’42y° 9%z Ty

9%z _ —x 8%z _ 933+(5”2*y2) z24y? 8%z — —y
0 x2 [(z2+y2)3 ' O¥° \/(w2+y2)3{x+\/z2+y2 }2 > 9z vy \/(x2+y2)3
(¢) z=e®"); (druhé derivace)
[ 3252 eve’t2y 373 = 2(1 4 ze¥)e®’ Y afgy = (14 ze¥)e®’ty |
_z-y. 4 der 0%z _ 2%z _ _4 9%z _ 2(z—y) |
(d) =572 (druhé derivace) [awi = (m+y)3 B2 = ot Bady = (x+y§3 |
— 2 1 .2 4 2 _ . [ _2%u ) (z—2)y |
(e) u = \/l‘ +y - +z 2-73257 <8y8z |:\/(:1:2+y2+z22:c2;)3_
3 4z(3y> —z?) |
() ==+ ") (5255 [ 4o |
(g) u=asiny+y’sinz ; (%) [—6(cosz + cosy) ]
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(h) u = arctg Lt Tz ( 2 ) [0]

l—zy—axz—yz ' \Oxdyoz
(i) u=e"¥*; (731%3;32) [(1+ 3zyz + 22y?2?) e™¥* |
. +
(i) u=(x—20)"(y —40)?; p.g € N; (%) [p'q!]

(k) u= (z?+y?)e™*V ; (a—iiifggn) [{2? +¢* +2(ma +ny) + m(m — 1) + n(n — 1)} e™*¥ ]
pta+r,, .
(1) w=ayzer vt (W) [(z+p)(y+a)(z+ r)er ]

10. Ukazte, ze dané funkce vyhovuji uvedené rovnici.

2
_ T y)y. 0z dz __ 822.622_ 8%z _
(a) z=In(e® +¢€Y¥); Bz+8y_1’ 527 " Dyt 5507 =0.

x

(b) u=e*(xcosy — ysiny) ; 0z 4 gzg =0.

— 1 . Pu . 9Pu
(C) u=In [x2 fqy2 1 Ox® 9y? =0.

_ 1 L 9% 9w O%u
(d) u= (22 4y2 422 8x2+8y2+822 =0.

_ /2 2 3. &r 9%r 8%r 2 8%(Inr) 8%(Inr) &?(nr) 1

r=yattyttz ’3x2+8y2+822ir’ PER + 0y? + 022 T r2-
y . 0%z _ 2 0%

v2—aZz2 ) dxZ oy2

_ 1 1 1. 8% 8% 9%v 9%v v 3w _
v= +y7z+zfa:’ 812+8y2+8z2+2 8m8y+8y82+8z8m =0.

O x? ) T+r *

3 — Y z . O3u Bu 33u 3u
(1 u=rwe’ +ye ’8w3+8y3_’r8z8y2+y8x28y'

2_ 2 3 3 3 3
_ z—y® . 0°u 0°u _ _0°u _ O°u __ 1 1
u=In zy ) Oax3 + 0z20y dxdy? oy3 <y3 :63) .

)
)
)
h) v=aln(z+r)—r, kde r2 =22 + ¢ ; 2 62;;: L
)
)

11. Vypoctéte uvedené diferencidly.

_ 2
() 25 2 =In(w ~ ) |G|
(b) d?z; 2z =x sin’y [2sin2ydxdy + 2z cos 2ydy2]
(¢) BPu; u=2a®+y>—3zy(z —y) [6(dz® — 3da? dy + 3dx dy? + dy®) |
(d) d®u; u=sin(z? + y?)
[—8(zdx +ydy)? cos(z? + y?) — 12(x dz + y dy)(da? + dy?) sin(z? + y?) |
(e) dOu; u=1In(z +y) [f%_
(f) d®u; u=uazyz [6dz dy dz ]
4y s o= T Y 7 det | dyt | dzt) ]
(g)du,u-ln(myz) 2 $3+y3 >3
(h) du; u = e™@+by [ (adx + bdy)™ e+ |
N :
(i) d™u; u=X(z) Y(y) LZ (M) X (@)Y ®) (y) dam—F dy*
=0 |

12. Najdéte totdlni diferencial slozenych funkci.
(@) u=f(t);t=x+y [(dz + dy) f'(t)]

(b) u=7 (Vi T 5) [d%:yf(\/m)}
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(c) u= f(zyz) [(yz dx + 2z dy + xy dz) ['(2y2)]
(d) uw=f(az,by) [a fi(az,by) dz + b f3(ax, by) dy]
(e) u=r(ay.%) (yde +zdy) ff + L4 g
) u=f(z+y+y 2> +y*+2?) [(dx + dy + dz) f] + 2(zdz + ydy + 2dz) f}]
(g) u=f(2®+4y% 2% —y? 22y) [2{(xdx + ydy) f{ + (xdx — ydy) f5 + (ydz + x dy) f3}]

13. Uzitim véty o derivacich slozené funkce najdéte:

(a) % kdeu=e""%, z=sint,y=13 [esmt_?ts (cost—6t2)}
(b) dt,kdeu—z +y?>+yz, z=-sint,y=c¢et [ sin 2t 4 2€** + e’ (sint + cost) |
c) 2z kde z = 22 T,T=1uCOSV, Yy =usnv
ou ava y—y? Y
[g—z:3u sinv cosv(cosv — sinv), %:u?’(sinv—i—cosv)(l—i’)sinv cosv) |
(d) g—;,g— kde z =uev ,u=22+y?, v=2ay
zc4y m2+y
%_%e (ot -yt 4 22 y)73y=zzge =y (y4—x4+2xy3)}

14. Bud'te f a g dvé libovolné jednou nebo dvakrat diferencovatelné funkce. Ukaizte, Ze plati:
()y%—ac(9 =0, kdez—f(:c2+y2)
(b) ng; ﬂcya +92=0, kde z = i+f(xy)

1,2
(c) (2% — y2)gffc +xyg—; =xyz, kde z =€V f (yemlz)

(d) 4% = g2 1’;, kde u = f(z — at) + g(x + at)
(e) —2a 8y+ L =0, kdeu=2xf(x+y)+yglx+y)
(f) 5% 24 = 54 5% kde z = f{z +g(y)}

15. Zavedenim nové nezavisle proménné transformujte rovnici:

(a) 2?2y +zy +y=0;z=¢ [%+y:0'
(b) 22y’ —day +y=0; z=¢€* [%, §Z+y:0_
(c) x‘*%—i—Qﬁ%—i—yzO;x:% {dﬁ_’_y_o
(d) y”’:m3;t—1n|x\ {Ty STy QUTy 6y :0
(e) (1—a?)y" —ay + X2y =0; x = cost [Ty yzO_
) v+ =In tg%

[ T w2y =0; vypottéte t ze vztahu z = lntg%
16. Zavedenim novych nezavisle proménnych transformujte a feSte nasledujici rovnice.

(a) 2=52;¢=a+y,n=x—y
[z=¢(x+y), kde ¢ je libovolnd diferencovatelnd funkce |

b) yG2 -2 G2 =0;¢6=a,n=a>+y’ [z=¢ (" +4%)]
() 82 +yS2=z;6=w,n=1 [z=xp ()]
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17. Zavedenim novych nezavisle proménnych transformujte rovnici.

(a) 292 + 1—|—y22—;—xy uv=Inz v-ln(y+ﬂ) [92 + 22 = eushy]
1) (0 + 932 — (0 —)32 = 0: u=In/Z T3, v = arctg X (82 -85 =0]
© (32 + (8) =0 e =w .y = ft o) [(5)"+ (32 =]
(d);ﬁ+%+%70 U=T,V=Y—T,W=2—2 [g—Z:O]
() 285+ 505, — PA+ 32+ 32 =05 u=u+2y+2, v=o—y—1[35255 + 52 =0
() 22+ 85 =0 u=ptr, v=—mls [ &5+ 85 =0
(g) gii ya :%37 (y>0);u:x—2\/§,v+x+2\/§ [82251):0}
(h) 2% 9% — 2z sin 0z =0;u=atgd,v=1a [gizzzuffvz%}

18. Transformujte nésledujici operatory do poldrnich souradnic x = r cosp, y =r singp.

(@) 29—y 3 |52 ]
(b) = 5%+ 5y [r 571
du\2 du 2 du\2 du 2]
© (3 +(32) |39+ (32)
2 2 2 2. ]
(®§ﬁ+§ﬁ |5+ 5+ g ]
19. Najdéte fily a d 4 pro ndsledujici implicitné zadané funkce.
2 2 _ _z 25
(a) 22+ y* =25 [ o yg,]
2 .2 2 _zty 24>
(b) 2*+2zy —y* =a [ T—y (m—y)S]
Zl)2 2
(¢) 224+ 1y2 =ae®™®x ; a>0 {%, 2536_27)43)}
(d) y =2xarctg ¥ [£,0]
2
(e) y = tg(z +y) [—1- &, -2 ]
a —1)2 1131)
(f) x?) + y3 - 3axy =0 [ ygfax » (y227aéy)3 :|
. x 2 z? —a?
(8) (2 +9%)? — a*(2* —4%) = 0 (jen ¥/) B =
2 2 2 V24 {/y?
M) ot 4yt =at B="a
20. Najdéte rovnici te¢ny k dané kiivce v bodé T .
() &5+ =1;T[6; 6,4 [32 + 5y — 50 = 0]
(b) zy+Iny=1; T[1,1] [z 42y —3=0]
21. Ukaite, Ze teéna ke kiivce (7”;72”)2 + (?’;72")2 =1 v jejim bodé T [z, yo] mé tvar
(2= m)ao—m) | (=)o —n) _,
a? b2 -
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2
3

22. Ukazte, ze u astroidy zi + y% = at
konstantni.

,a > 0 je usek teCny, omezeny osami soufadnymi,

2

23. Ukazte, ze mnoziny hyperbol 22 — y? = a? a xy = b tvoii tzv. ortogonalni sit, tj. systém

navzdjem kolmych kiivek.

24. Najdéte parcialni derivace prvého a druhého radu nasledujicich implicitné zadanych funkci.

2 2 2 2
(a‘) x2+y2—|—z2:a2 [Zz:_fyzy:_gyzzz:_zz—gz 7Zmy:_%72yy:_y;z :|
(b) 23 — 3zyz = a®
. . o 2 3 o ( 4_2 2_,..2 2) o 2 3
2= 2o, 2y = 5, 2w = — Ly, 2y = SEHEEY) 5, — — By
= 2 _ 2. z
(c) z=+a*—y ey e
2 2
2= =~ e = e T = G A = g |
25. Najdéte rovnici te¢né roviny a normaly plochy v daném bodé.
(a) 2% +y? + 22 =169 ; [3,4,12] [3x+4y+12z:169; %:%:f—z]
2 2 2
0) &+ 4+ 5 =13 [ 0 o]

tpti=vBia(e- o) =b(y-20) =c(:-=fF)]
(d) 2*+y*+2° +ayz—6=0; [1,2,—1] [2+1ly+52—-18=0; 2 — 1 =42 = =]
) ]
) ]

() 4+ a2 +y?+22=x+y+2;(2,3,6] [br+dy+2—-28=0; 2 =03=7-¢
(f) z=y+InZ; [1,1,7] [z+y—22=0;0-1=y—1=152

26. Najdéte tecnou rovinu plochy, rovnobéznou s danou rovinou.

(a) 22 +2y2 +322=21; 2 +4y+62=0 [+ 4y + 62 = £21]
(b) 22 +4y* +22=36; 2 +y—2=0 [z+y—2z=29]
27. Rozlozte funkci f podle Taylorova vzorce x okoli bodu a .
(a) f(z,y) =22 —ay—y® —62—-3y+5; a=(1,-2)
[5+2(z-1)* = (z-1)(y+2) - (y +2)*]
(b) f(z,y,2) = z? erg +2° - 3ryz; a=(1,1,1)
3{@— 12+ (- 12+ (-1 - -y -1~ -1 —1) - (- (== D} +
Hax—-13+y-12+E-12-3@-1)(y—-1)(z— 1)]
28. Funkci f rozlozte v okoli bodu a podle Taylorova vzorce az do daného stupné. Vysledku
pouzijte k pribliznému vypoctu funkéni hodnoty.
(a) f(z,y) =e*siny; a=(0,0); do 5. stupné ; %! sin0, 497
[y + xy + %x2y - %yg + %z:sy - %xy3 + ix“y — %x2y3 + 11703/5 ;1 1015]
(b) f(z,y) =e* In(1+y); a=(0,0); do 3. stupné ; €>% In1,01
[y + £ 22y — y?) + &322y — 3ay® + 2¢%) ; 0,0104603
(¢) f(z,y)=2Y; a=(1,1); do 3. stupné ; 1,192
[1+(z—-1)+@-1)(y—1)+5@—-1)*(y—1); 1,1021]
(d) f(z,y)=+1—22—9%; a=(0,0); do 4. stupné ; ,/0,9899
[1-3(2? +y%) — §(a% +y?)?; 0,99493725 |
(e) f(z,y) =€ siny; a= (07 %) : do 3. stupné ; %! sin0, 497
[1+x+% 2_l(y—1) 4l —lp(y—1)%; 1,104624}
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7.3 Optimalizace.

1. Najdéte extrémy nésledujicich funkei.

(a) z2=a2%+ (y—1)2 [minimum z =0 v bodé (0,1)]
(b) z==2%—(y—1) [nemd extrem]
(c) z=(x—y+1)?2 [neostré minimum z =0 v bodech piimky  —y+1=0]
(d) z=a%+y*—3ay [minimum z = —1 v bodé (1,1)]
(e) z=a*+y* — 2% — 20y — ¢? [minimum z =0 v bodech (1,1), (=1,-1)]
(f) z =22t +y* — 2% — 2¢?
[maximum v bodé (0,0); minimum z = —% pro z = :I:% LY = j:l]

(g) z=uy —ﬁ—zj a,b>0

[maximum z= B(LW pro £ =4 = i% ;  minimum z = —3“—\}’3 pro £ =¥ = i%}
(h) z = (822 — 6xy + 3y?) 2@ T3 [minimum z =0 v bodé (0,0)]

(i) z =sinz siny sin(z + y) {maximum z= % v bodech [% +kn g +l7r] ykileZ;
minimum z = —3v/3 v bodech [%’r + km, %ﬂ + l7r] , k,le Z]

(G) u=a%+y?+ 22+ 22+ 4y — 62 [minimum w = —14 v bodé (—1,—2,3)]
(k) u=xy?2%(a—x—2y—32),a>0 [maximurn u= (%)7 v bodé (%,%,4)

neostry extrém u =0 pro y=0,2#0, 2#0, 2+ 2y + 3z # a|

2. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce na dané mnoziné.

(a) z2=2—-2y—3;2>20,y>0,z+y<1 [-2; —5]
(b) z=2a%+y* - 120+ 16y ; 2° +y* <25 [125; —75]
(c) z=a*—zy+y*; |z|+]yl <1 [1;0]

3. Reste nasledujici tilohy na extrém

(a) V roviné 3z — 2z = 0 najdéte bod trak, aby soucet druhych mocnin jeho vzdédlenosti

od bodu A[1,1,1], B[2,3,4] byl minimalni. [[3.2,8]]

(b) Najdéte objem nejvétsiho kvadru, ktery je mozno vepsat do elipsoidu o poloosach a, b, c.
8 abc

[5%]

(¢) Vana ve tvaru kvddru ma objem V. Uréete jeji rozméry tak, aby méla minimaln{ povrch.

[ 2V, /27, %\S/QV}

(d) Teéleso se sklddé z rotacniho vélce ukonceného kuzelem. Najdéte jeho rozméry tak, aby
jeho objem byl maximélni, jestlize vite, ze jeho povrch je S'.

_ VS _ 2V'S b= ./8 5+l
\/71'(3+\/5) ’ \/57r(3+\[) 5 \/71'(3+\/5) ’

kde r je polomér podstavy, v vyska vélce a h vyska kuzele]

(e) Kolmy prufez zavodnovacim kandlem mé tvar rovnoramenného lichobéznika daného
obsahu S'. Najdéte jeho rozméry tak, aby plocha smacend vodou byla minimélni.

2‘\/35 a= %, kde [ je rameno, a zékladna a « thel odklonu ramena}

a=1=
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7.4 Regularni zobrazeni.
1. Ukazte, ze jsou nasledujici zobrazeni regularni a najdéte jejich jakobiany.

(a) z=ar cosp,y="0brsing, z=2;a,b>0 konstanty ;

r>0,p€(0,2m), z€R [abr]
(b) x =ar cos®p, y=brsin® ¢; a,b konstanty ;7 >0, ¢ € (0, g)

[aabr cos® 1o sin®~! o]

(¢c) =ar cosp cost, y="brsinp cos?, z = cr sinv;a,b.c konstanty ;

r>0,p€(0,2m),9€(-%3,5) [ aber? cos V]
(d) z = achu sinv, y = ashu sinv;a konstanta ; u >0, v € (0,27) [aZ(shzu + sin”v) |
(e) z=r¢€"cosv,y=¢€"sinv; ueR,ve(0,2m) [62“]

7.5 Obycejné diferencialni rovnice.

7.5.1 Rovnice prvého radu.

1. ReSte rovnice

(a) (zy® +x)de+ (y —a®y)dy =0 [1+y* =01 ~a?)]
(b) zyy' =1— 22 [22 +y? =In (| C [2?) ]
(c) ytgz—y=a [y=Csinz —a]
(d) zydz+ (x+1)dy =0 [y = (:L‘+1) “]
(€) VY2 + 1lde=zydy [ln|m|: 1}
(f) e¥(1+22)dy —2z(1+¢e¥)dr =0 [1+ev=C(1+2?)]
(8) (@* =1y +22y*=0; y(0)=1 [y {In(1—2?) +1} 1]
(h) ¢ sinz=yIny; y(5) =e [y = ets% ]
(i) siny cosxdy = cosy sinwzdx =0; y(0) = § [cosw = 2cosy]
() y'cotgz+y=2;y(5)=0 [y=2—4cosx]

2. Pfevedenim na rovnici se separovatelnymi proménnymi feste

(a) y —y=22—-3 [204+y—1=Ce"]
(b) y' = sin(z —y) [+ C =cotg (YF=+ %) |
() y =Viz+2y—1 (Viz+2y—1-2In(ViIz +2y —1+2) =2+ C]
(d) y' =cos(z —y—1) [y = —1—2arctg (C —z) + 2km ; k € Z]
@ o VITEFG=2+y -1
[z+C=2u+ZIn|u—1|-3In(u+2);u=yIT+z+y]
3. Reste rovnice
(a) y/:% [arctg%=1n(|0|\/x2+y2>]
(b) zy' —y = /z* + ¢ (22 =C? +2Cy]
(c) (3y? + 3xy + 2?) dv = (2% + 2xy) dy [(m +y)? =Cx’e” =¥7 }
(d) (2* +y*)y = 2zy [y? — 2% =Cy; y=0]
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(e) vy’ =y cosln [In(|C|z) =cotg (AIn¥) ;y=xe?*™ ke Z]
:l)27
() y+ a2+ —xy =05 y(1) =0 [y =<5
(g) (zy' —ylarctg? =3 y(1) =0 [VaZ g7 = etorcist ]
(h) (y* —32?)dy + 2zyde = 0; y(0) =1 [y? =y —a?]
(i) o = L2 s y(1) =1 [y = —z]
4. Ptrevedenim na homogenni rovnici feste
(a) 22z —4y+6)dx+ (z+y—3)dy=0 [(y—22)3=C(y—x—1)?]
() (z4+4y)y =2x+3y—5 [(y—x+5)°(x+2y—2)=C]
2 —zarc +2
(c) y’:2<x§’r‘531) [y+2—ce Zarctg 33 ]
d) (z+y+1)de+(2x+2y—1)dy=0 [z+2y+3njz+y—2|=C]
5. Reste rovnice
(a) vy’ —2y =224 [y =Cz?+ 2]
(b) 2y +y+1=0 [zy =C —In|z|]
(c) 2y + (x+ 1)y =322 e [zy = (2 + C)e ™™ ]
(d) (zy+e*)dx —xdy=0 [y=e"(In|z|+C)]
(e) y=2(y —z cosx) [y =2(C +sinz)]
(f) (2 —1)Inx =2y [y—Cln z—Inz]
(¢) ysinz+y cosz=1 [y =sinx + C cosz]
(h) (2¢¥ —2)y' =1 [z=eY+Ce V]
(i) y = —Mfyz [x—Cy +y ]
(J) yI: xsinyi2sin2y [x_881n29+ce—cosy]
k) y+2y=2;y1) =1 [y=—3+ %]
() ¢ —2zy=1; y(0)=0 y=e" [e " dt
0
(m) 2\fy’—y:—sin T —COS+/T; y jeomezeni pro T — 00 [y = cos/x]
(n) 22y —xy =2z cosz —3sinz; y — 0 [y = oz ]
(o) (14 2%)In(1 + 2?)y’ — 22y = In(1 + 22) — 2z arctg = ; y — —% [y = arctg x|
6. Pievedenim na linearni rovnici feste
(a) v +2y=1ye® [y (e"+Ce*™)=1,y=0]
(b) xy' — 222 VI =4y [y:x4ln2(|0\m) , y:O]
(c) oy +2y+a°y3e® =0 [y*22x4(26z+0),y20]
(@ (L+a2)y =ay+a?y?  [L= s (C-5VTFa2 = i (e+VITa?)), y=0]
7. Reste rovnice
(a) 2zydz + (2% —y?)dy =0 [32%y —y® =C|
(b) e Vder— (2y+ze¥)dy=0 [ze™¥ —y? =C]
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(¢) 20 (14 /a2 —y) do — \/a? —y dy =0
(d) (1 +y?sin2z)dr — 2y cos®> xdy =0

(&) (525 +2) do+ Cvay =0

(f) 32*(1+Iny)dx = (2y— —) dy

zdx+tyd de—xd
(g) \/;c;_fy;/ =4 22 Y
(h)

y+sinz cos?(zy)
cos2(zy)

dx +

X
cos?(zy)

() (1+2ya?+97) do+ (~1+ /a2 +42) ydy =0

Y Y

dy +sinydy =0

(22 4 2(2? —y)*/2 = C]

[z —y? cos?z = C]
[224+1=2(C — 2z)siny |
(23 + 2%y —y? = C]
[ c]

[tg(zy) — cosz — cosy = C']

[%\/(x2+y2)3+:17—%y220}

() (lsing—m%cos%—i—l) dx—i—( cosZ — &sin ¥ + )dy 0

8. Najdéte obalku soustavy kiivek

©
m(
(/J(
-+
@
—
]
<
=}
=
@)
a@

(a) 2y%(y —ay) =1

(b) y =2y’ — 4y

(c) 2zy" —y =Iny’

() y==2(1+y)+y? [z =

7.5.2 Linearni rovnice n—tého radu.

21 —p)+Ce?,y={2(1—p)+ Ce P} (1+p) + p?

Y
[ Y _cosZ 4 x_lzc}
T y Y
[4y = "]
[y:07y:_4$]
[y=0,27y = 42|
[y = 4z]

[y=Cz+V1+C?; 22 +y* =
[y—C’J:—C’2 4y = 22

[y=Cz—InC; y=nz+1
[y=Cz+C+C?%; y=
[y=Cua+sinC; y=a(r —arccosz) + V1 — 22

=1]
]
]
—1(z+1)?]
]
{y:Cm—I—i%;x +ys = }
[2C2(y — Cx) =1; 8y® = 27a?

[z2=3p*+Cp 2, y=2p+2Cp~'; y=0
[2p? =p+C,y=2+2Cp~' —Inp

[ S I |

1. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti nebo nezdvislosti systému funkci

; coS 2z

(e) 5; cos’x ; sin’x
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(f) cosx; cos(x + 1) ; cos(x — 2) [z&vislé ]

(g) 1; arcsinx ; arccosx [z&vislé ]

2. Najdéte wronskidn funkeci

(a) 15 = [1]
(b) e7*; ze™® [e 7]
(¢) 2; cosx; cos2x [—8sin® z |
(d) 4, sinx ; cos 2 [0]
(e) e=3% sin2x ; 737 cos 2z [—2e767]
3. Najdéte obecné feseni nasledujicich rovnic, jestlize znate partikuldrni integral

(a (smx—cosx)y —2sinzy + (cosx +sinx)y=0; y; = €” [y = Cre” + Caysinz]
(b) (1—22)y" —xy +Zy=();y1=\/1—|—x [y Civli+z+Cov/1l—x

)
) Vi-z]
© @0y - =0im =1y [y=Ci+ )0 G-l )
(d) 29" +2y —2y=0; y1 = < [zy = Cre™® + Cae® ]
)y )
)
)

e 72(1+tg)yf0,y1ftgx [y=Citge + Co(1 + xtgx)

(
) e*+1)y" =2y —e®y=0; yp =€ —1 [y—CH(e _1)+er+1i|

(8) ?Qe—1)y" + (4x —3)y" =22y +2y=0; y1 =2z, y2 =+

[y—C’wc—k =2z +C3(:c1n|x|+1)]
(h) (2? =22 +3)y" = (®+ 1)y + 22y —2y=0; y1 =z, yo = €
[y: Cl.r—i-Cg@m +C3(332 — 1)]

4. Najdéte obecné feseni nasledujicich rovnic. Hledejte partikuldrni integral ve tvaru y = e*

nebo ve tvaru polynomu.

(@) 2z+1)y" +4zy’ —4y=0 [y = Crz + Cre™ "]
) zy" —2x+ 1)y +(xz+1)y=0 [y=(Cra? + Cy) e”]
(€) z(z-1)y" —zy +y=0 [y = C1(1 4+ zInfz]) + Cox]
(@) @ =1y +(@=3)y —y=0 [vy=Cie-3)+ 5|
(e) zy" —(z+ 1)y —2(x—1)y=0 [y =C1e?* + Cy(3z + 1)e ™ |

(a) 3y’ —2¢y' — 8y =0 [y—CleQ’”—i-Cge 393}
(b) ¥y +6y" + 11y + 6y =0 [Cre™® + Cae™ " 4 C3e 3" |
(¢) vy —4y' +3y=0; y(0) =6, 4'(0) =10 [y—4e +26f’3]
(d) ¥ =3y" +3y —y=0; y(0)=1,4'(0)=2,y"(0) =3 [y =(1+z)e”]
(e) y© +2y0) 4y =0 [y =C1 4 Cox + Cs32% + Cya® + (C5 + Cox)e " |
(f) 49" =8y +5y =0 [y=e"(CicosZ +Cysink) ]
(g) y"—8y=0 [y:C’lez‘rJre (Cs cos V3z + C3sinv/3z) |
(h) y™@ + 4y +10y" + 12y +5y =0 [y = (C1 + Cox)e™® + (C3 cos 2x + Cy sin 2z)e "]
(i) " =2y +2y=0; y(0)=0,y'(0) =1 [y =e"sinz]
G) ¥ =2y +3y=0; y(0)=1,y'(0)=3 [y =€ (cos V2z + v/2sin v22) |

136



6. Sestavte linearni homogenni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty, je-li jeji funda-
mentalni systém

(a) e=7; e [y —y—O]
(b) 1;e* [y” =0]
(c) €72 ; ze=2® [y" + 4y +4y =0]
(d) sin3z ; cos3z [y" +9y =0]
(e) €% ; xe®; e*® [y" —4y" +5y" — 2y =0]
(f) 1; e ®sinz; e Fcosx [y" +2y" +2y' =0]

7. Napiste linearni homogenni diferencidlni rovnici s redlnymi konstantnimi koeficienty nej-
mensiho mozného fadu tak, aby méla feseni

(a) y1 = [y =3y" +3y' —y=0]
(b) y1 = e* cosw [y" — 4y’ + 5y = 0]
(¢) y1 =z sinzx (Y'Y + 2y +y=0]
(d) y1 = xe® cos2x [y!V — 4y + 14y" — 20y’ + 25y = 0
(e) y1 = o =sinz [y +y" =0]

8. Reste rovnice

(a) " =2y +y = f(x), kde

i f(x):% [y =e"(zln|z| + Crax + Cs)]

ii. f(x) = 1263_1 [y=e" (Ciz + Cy —InV22 + 1+ zarctg z) |
(b) ¥+ 3y +2y= ﬁ [y= (e ®+e2)In(e® + 1) + Cre " + Coe 2"
(c) ¥ +y+cotg?r =0 [yzQ—l—C’lcosx—FCgsinx—&—cosxln‘tg%‘]
(d) ¥ —y' = f(z), kde

1. f(w):% [y=e*(z+C1) — (e +1)In(e* + 1) + Cy |

ii. f(z) =e**V1 —e2*
y= %em {arcsine‘r + e¥y/1 — e2® +Cl} + %\/(1 — 6293)3 +CQ:|

iii. €%* cose® [Cre” — cose® + Oy ]

9. Reste rovnice

(a) y"+y—4xe [y = Cicosz + Cysinz + (2 — 2)e” |
(b) 3" —y = 2e* — 22 [y Chre® + Coe™® + z e® 4 22 +2]
(c) ¥y +y —2y=3ze” [y—Cle 4 Cye2" ¢ (r?_g) er}
(d) ¥ =3y +2y =sinz [y = Cie® + Cae*™ + L (sinz + 3cos ) |
(e) y +y*4smx [y = Cicosz + Cosinz — 2z cosz]
(f) v"—3y'+2y =z cosx [y*Cle + Ce?® + (0,12 —0,12) cosx — (0,32 + 0,34) sinx ]
(g) v'+3y —dy=e4 4 ze " [y:Cle + Che 4% — 56_49”—% (6x + 1)e ””]
(h) 3" — 9y = e3¥ cosz [y =C1e3 + Cae 3" 4 2= €3 (6sinz — cosz) |
() " =2y +y=6ze” [y—(01+02x+x )e* ]
() v"+y=xsinx [ (Cl——>cosx+(02+ sinz
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10. Reste tlohy

(a) y" +9y = 6e> ; y(0) =¢'(0) =0 [1(e3* — cos 3z — sin 3
(b) y" — 4y’ + 5y = 2z%e* ; y(0) =2, y'(0) = 3 [y = e**(cosx — 2sinx) + (z + 1)%e”
(¢) y' +6y + 9y =10sinz ; y(0) =y’ (0) =0 [y = (x + %) e 3w 41 (4smm —3coszx
(d) v

(e) v

11. Odhadnéte partikularni integraly nasledujicich rovnic

)]
"+ 4y =sinz; y(0) =4’ (0) =1 [y =cosz + 3(sin2z + sinx) |
"+y=2cosz; y(0)=1,4y(0)=0 [y =cosx + x sinx ]

() ' =7y = (z—1)2 [ = A2 + Aya? +A3x]
(b) '+ Ty =e™ 7 [yp:Axe 7“”]
(c) y' — 8y + 16y = (10 — z)e'® [yp = (A123 + Aga?) e |
(d) y" + 25y = cosbx yp = x( Acos bz + Bsinbz) ]
(e) y”+4y + 8y = €2 (sin 2z + cos 2x) [ = (Acos2x + Bsin2z)e ””]
(f) v’ — 4y’ + 8y = €**(sin 2z + cos 2x) [yp = z(Acos 2z + Bsin2z)e*” |
(g) y” + 4y = sinz sin 2z [yp = Ay cosz + By sinz + A cos 3z + B sin 3z |
(h) y™ —y" =4 [yp = Az?]
(i) v +2y" +vy = 2z + 1)sinz + (2% — 4z) cos

lyp = (Az? + Bz + C) cosz + (Da* 4+ Ex + F) sinx |

G) " —y =e® sinx + 222 [yp = e"(Acosz + Bsinz) + (Cz* + Dz + E) |
(k) ¥y — 4y +8y" — 8y +4y = e®(x cosx +sinz); A\y =1+

[yp = 2?e” {(Az + B) cosz + (Cz + D) sinz} |

1) y©® —y® 48y —8y" + 16y’ — 16y = 3cos 2z + 1 [yp = #*(Acos2x + Bsin2z) + C |

12. Vypoctéte partikuldrn{ integrél rovnice y” — 3y’ + 2y = f(z), je-li

(a) f(z)=10e"" [vp = 5e77]
(b) f(x) = 3e%* [yp = 390623”]
(¢) f(x) =2sinz [yp = 2 (3cosz +sinz) |
(d) f(z)=22>-30 [yp = 1(42% + 1827 4 422 — 15) |
(e) f(z)=2e"cos% [yp=—2¢" (cos Z +2sin &) |
f) flx)=o—e 2 +1 [yp = 5 (62 + 15— e727) |
(g) f(z)=e"(3—4x) [yp = (22° + z)e” |
(h) f(z) =3z 4+ 5sin2z [yp = 32+ 1(9 + 3cos 2z — sin2z) |
(i) f(x) =2e® —e 2@ [yp = —2ze” — 5727
(G) f(z) =sinz sin2z [yp = 55(cosx — 3sinz) + 555 (7 cos 3z + 9sin 3z) |
(k) f(x)=shz [yp = —e ™ — Jae]
13. Vypoctéte partikuldrn{ integrél rovnice 2y” + 5y’ = f(z), je-li
(a) f(x) =52 -2z —1 [yp = 22° — 227 4+ La]
(b) f(z)=e” [vp = 7¢7]
(c) f(z) =29cosx [yp = Dsinz — 2cosz]
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(d) f(x) =cos’x [Yp = 52 + 13 sin 2z — 5 cos 2z |
(e) f(z)=0,1e"2%% —255in2, 5z [yp =c0s2,5z +sin2,52 — 0,02z e 5x]
(f) f(z) =29z sinz [yp=— (b + 35) cosz — (22 — 22) sinz |
(g) f(x) =100z e * cosx [yp = 15~ "{ (6502 + 2650) sin x — (32502 — 400) cos z } |
(h) f(z) = 3chjz [vp = 5 {5€%/2 —we™>/?} ]

14. Vypoctéte partikuldrn{ integréal rovnice y” — 4y’ + 4y = f(z), je-li

(a) f(z) =1 [vp = 7]
(b) fla)=e [yp =]
(©) f(@) = 3¢ [y = Sa?e>]
(d) f(z) =2(sin2x + x) [yp = §(cos2z + 230 +2)]
(e) f(x) =sinx cos2x [yp = 555(12cos 3z — 5sin3z) 4+ =5(4cosz + 3sinz) |
(f) f(x) =sin®z [yp = 1o5(3sinz + 4 cosz) + 515 (5sin 3z — 12 cos 3z) |
(g) f(z) = 8(x? + €2* + sin 27) [yp = 222 + 4z + 3 + 4a? 62‘” + cos 2z |
(h) f(x) =sh2z [yp = §(8x —2) |
(i) f(x) =shx +sinz [yp:%(Qe””—e )+ (3511136—!—40053: ]
() f(x) =€ —sh(x —1) [yp=€" —%e” Ty Lel=]
15. Vypoctéte partikuldrni integrél rovnice 5y” — 6y’ + 5y = f(z), je-li
(@) (@) =5 [y = B 5]
(b) f(x)=sin 2z [yp = 55 sin gz + 5% cos 2z |
(C) f(ﬂ?) — eQm + 21‘3 —z+2 [yp — %621 +1 (233 + 356 .132 + 107 _ %)]
(d) f(z) =e3*/5 cosx [yp:fgedm/‘r’ osz|
(e) f(z)=e3*/5siny [yp = —%xe?”;/S cos %x]
(f) f(z) =e®chx [ypfflﬁeszr%]
16. Reste rovnice
(a) 22y" =32y’ +3y=0 [y201$+021'3]
(b) xy’”—i—y"—O [y=C1+ x(Ce+ Cs lnx)]
(c) 23y —322y" +6xy —6y = [y=Ciz+ Coz® + C32 + Lo Inx|
(d) 22y" —zy' +y =06z Inx [y:xln3z+x(01+021nz)]
(e) 22y +xy' +y = 2sin(lnzx) [y = —Inz cos(lnz) + C; cos(lnzx) + Cysin(lnx) |
7.5.3 Okrajova tuloha.
1. Pieved'te nasledujici rovnice na symetricky tvar
(a) v"+3y' =0 {(e&vy’)/:O}
(b) y//_7y/ =0 {(e’”y’)’ :0}
li
(c) 44" —3y' =0 [(e‘i“y’) 20}
(d) y"+25y =0 [y + 25y = 0]
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(e) ay” +by +cy=0; a,b jsou konstanty [(ezm y’>/ + ¢ ar = 0_
(f) 2%y +ay —y=0 [(ay) -2 :0_]
(g) *y" +3zy +y=0 [(xgy’)/—kmy:O_
(h) az?y” +bry’ +cy=0; a,b jsou konstanty {(azg y’)/+caz% :0_
() (204 1) +2(20 + 1)y +y =0 ({204 DY + 2 —0]
() (2~ y" — 6y =0 (v =5 = 0]
(k) 2?2Inzy” —ay +y=0 {(13;)/+x21€12xo_
1) ¥ -y tgz =0 [(yf cosz) = 0]

2. Reste nasledujici okrajové tlohy.

(a) " —y=0;y(0)=0,y(2m) =1 [v = 55-]

(b) ¥ +y=0; y0)=0,y2r) =1 [nem4 Fesent |

(c) ¥" —k*y=0; y(0) = v1, y(zo) = v2 Y = smzo (V1 5hk(zo — ) + 02 shkx)}

(@) " —a®y=0: y(0) = v, y/(x0) =0 [y=v- gl |
(e) y"a?sy=0; y(0) = 1, y'(20) =0

[S<O;y=%‘m pro mo#%keNu{O};

pro xy= (2254\'/1)75 nema feSeni : s >0; y= %\%};ﬁ]

() 4" =Xy =035 A#0,y(0) =0, y(1) = & [y =5 555

() ¥ = Ny=03; A#0,y5(0) =0,y (1) =3 [y =3 5]

(h) y" = Ay =0; A#0, y’(O) 0, (1) 3 [v =% 5]
(i) y" —a?s’y=a’gl; y(0) = y(zo) =

[y_ stha” (shasx—shasxo—i-shas(xo—x))}

(G) zy"+y' =0; y(1) =ay’(1), y(r) je omezend pro x — oo [y=0]

(k) " =My=0;y(0)=¢"(0) =0, y(r) =y"(7) =0

[y=Csinkx pro A=k(keN); y=0 proostatni A]

3. Najdeéte vlastni ¢isla a vlastn{ funkce tlohy y” + Ay =0, je-li

(a) z€(0,m); y(0) =y(m) =0 [/\k—kQ yk—smkzz kzeN]
(b) @ € (0,m) 5 y(0) = y/(m) = 0 [ = &0y = sin 2ty e N
(c) z€(0,m); y'(0) =y(m) =0 [)\k (b 1)2,yk=cosix kEN}
(d) z€{0,7); y(0)=9y'(7m)=0 [ A =K%, yr, = coska, k € NU{0} |
(e) ze(1,2); y(1)=y(2)=0 [Ar = k*7%, y, = sinknz, k € N|
) ze(1,2); y1)=v'(2)=0 [Ak:%,yk—COSLﬂﬁ keN}
(&) w€(1,2);5 y'(1) = y(2) =0 [ = G2y — sin 25 ) e N
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(h) z € {(1,2); ¥ (1) =4'(2) =0 [ A = k*7%, yp, = cos kr, kENU{O}]

(i) = € (a,b) ; yla) =y(b) =0 [ M= 22, g =sin 522 ke N

. 2712 . —1)m(x—a

(3) = € {ab); yla) =y () =0 [/\k—%,ykzsm%,keN_
. _ _ _ (2k=1)%7? _ @2k—1)n(z—a)

(k) @ € (a,b) 5 y/(a) =y(b) = 0 [ Mo = G v = cos CUSRZG ke

(1) z € (ab); y(a) =y/(b) =0 (M= 225 g = cos 220 e NU {0}

4. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni funkce nésledujicich okrajovych tiloh

(a) ¥ +2y + Ay=0,2€(0,1); y(0) =y(l)

[ kZQ,yk:e_””bmk” kEN}

(b) a2y’ +ay + Ay =0,z (LI); y(1) = y(I) = [ — B g =sinSE2 ke N|
() y"+(A+1y=0,2€(0,1); y(0)—y(0)=0,y(1)=y(1)=0

[ Ak = k*7? — 1, yj, = sin(arctg kr + kmz), k € N|
(d) v+ 2y +Ay=0,2€(0,l); y(I)=0,y jeomezend pro x — 04

2_2 . . . ,
A = k , Yk = l sin ’”l”‘ ;  pfevedte danou rovnici na symetricky tvar}

7.5.4 Soustavy linearnich rovnic.

1. Reste nésledujici soustavy diferencialnich rovnic.

(a) ' =2x+y x = Ciet + Coe®
y =3z + 4y y = —Cie' +3Ce" |
() ¥=x—y x=Cre b+ Che ]
y =y —4dx y =2C1e™" — 205 |
(©) 2 +x—-8y=0 x = 2C1e3 — 4C5e 3t ]
Yy —x—y=20 y = Cre3t + Che 3 ]
(d) ¥ =x+y x = e*(Cy cost + Cysint) ]
y/:3y—21' y:€2t{(01+02>(30$t+(02—Cl)Sth} ]
() =z -3y z = €'(C} cos 3t + Casin 3t) |
Yy =3z +y y =e'(Cysin3t — Cycos3t) |
) +x+5y=0 x = (203 — C1) cos 2t — (2C; + Cy)sin 2t |
y —x—y=0 y = Cp cos 2t + C sin 2t ]
() U =24y r=(Ci+Cot)e® ]
g y' = 4y — X Yy = (Cl + 02 + C2t)€3t 1
(h) o' =3z —y z = (Cy + Cat)e! |
y/ =4z — Yy Yy = (201 —Cy + QCgt)et
=x+z—y x = Cret + Che? + Cge=t ]
i) vV=z+y—z y = Ciet — 3C3zet
2 =2r—y z = Cyet + Cye?t —5C5et |
¥=3rx—y+z x = Ciet + Coe®t + Csedt i

() v=z+y+z
2 =dx—y+4z
=4y — 2z —3x
k) y=z+uz
' =6z —6y+ 52

y = Cret — 209 + C3edt

z = —C’let — 302€2t + 30365t
x = Ciel + Cset
y = Cre! + Cre?
z = 20%e%" — Cye™t
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(0)

2. Reste

r’=x—y—=z
y=x+y
2 =3cr+z2
¥ =dr—y—=z
Y =x+2y—z

x = e'(2Cy sin 2t + 2C5 cos 2t)
y = et (Cy — Cq cos 2t + C5 sin 2t)
z = et(=Cy — 3C5 cos 2t + 3C5 sin 2t)

T = 016% + (CQ + Cg)e?’t
y = Cle2t + 026316

Z=x—y+ 2z z = Cye2t + Cse3t
=x—y+z x = (C1 + Cot)el + Cse?t
Y =x+y—=z2 y = (Cy — 20y + Cat)el
2 =2z—y 2= (Cy — Cy + Cot)e! + Cze?!
=4z —y x = (Cy + Cot + Cst?)e?!
Y =3r+y—=z y = {2C) — Cy + (203 — 2C5)t + 2C5t% } e
z':x—i—z Z:{Cl702%*2034’(027203)t+03t2}62t
nasledujici soustavy diferencialnich rovnic.
' =y + 2t x=Ciet + Coe™t +tet —t2 —2
y =z +t? y=Cre! — Coe ' + (t —1)et — 2t
2/ =y —5cost x = C1e? + Cre™t — 2sint — cost
y =2zx+y y = 2C1e?" — Cye~t +sint + 3cost
o =dx +y—e? x = Cre? + Coedt + (t + 1)e?
y =y —2x y = —2C1e% — Chedt — 2te?!
¥ =2y—z+1 x = (Cy +2Cst)e! — 3
Yy =3y —2z y = (C1 + Cy + 205t )et — 2
2’ = bx — 3y + 2e3* x = C1e%t + 3Ce* — et — 4¢3t
Yy =x+y+5e! y = Cre* + Cqett — 2e7t — 2¢3
2 =2r — 4y x = 4C et + Cre™?t — 4tet
Yy =x — 3y + 3et y = Cret + Cre ™2 — (t —1)et
=2z —y x=C1e3 + 32 + 2t + Cy
y =y —2x+ 18t y=—C1e¥ +6t2 -2t 4+ 20, — 2
x' =z + 2y + 16te x = 207e* + Coe™3 — (12t + 13)e!
y =2x — 2y y = Cre? —205e 3" — (8t + 6)e’
' =2z—y $:(01+02t7t2)6t
y = x4+ 2€ y:{01—02+(02+2)t—t2}€t
r=x—y+8t x = Cqcos2t — Cosin2t + 2t + 2
y =br—y y = (C1 4 2C3) cos 2t + (2C1 — Cy) sin 2t + 10t
=2z —y x = Cre! + Coe3! + e!(2cost — sint)
Yy =2y —x — bel sint y = Cret — Cae3t + et (3cost + sint)
o=y +tg?t—1 x = Crcost+ Cysint + tgt
y = —x+tgt y=—Cysint + Cycost + 2
ol = —do -2y + A |:$:01+202€_t+2€_t1n|6t_1|
_ 3 - _ _ —t _ . —t t_
y =6z +3y— > Y 2C1 — 3Cse 3e tIn|et — 1|
x,:m_y+colst
Yy =22-y
x = Cycost+ Cysint + t(cost + sint) + (cost —sint) In | cost |
y=(C1 — Cy)cost+ (Cy + Cy)sint +2cost In|cost |+ 2tsint
¥ =2r+y—2z—t+2 x = Chet + Cysint + Cscost
y=1-z y=t—Ciet + Cycost — Cysint
Z=rx+y—z—-t+1 z =1+ Cysint 4+ C3cost
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3. Reste nésledujici Cauchyovy tlohy.

(@) Y=Yt y(0) =0 y=e—e ]
Z=2y+4z; z(0) = —1 z=e* —2e% |

by V=3 y(0)=1 y=e
2 =10y—4z;  2(0)=5 z=D5e ? |

(© ' =3z +8y; z(0) =6 =22 +e7t) |
y=-3y—=z; y(0)=-2 y=—¢ —e!

@ ¥ =e' —y—5bx; z(0) = 52 T = e — Le? ]
J =t sy: y0)= y=het b Ie |

(e) ¥=y; z(0)=1 xr =cost+sint |
Yy =—x; y(0) =1 y =cost —sint |

") ' =4dx —5y; 2(0)=0 r=(1-2t)e 2 ]
y = y(0) =1 y=te ]

(@ ¥ =x+y+t; z(0) = -1 lx_—ét—g_

g
Yy =z—2y+2t;  y0)=-3 =5t—35

h) ¥ =z +5y; 2(0) = -2 x = (sint — 2cost)e™t |
Yy =-3y—x; y(0) =1 y=-e"!cost ]

(0 22" =6z —y —6t2 —t+3; z(0) =2 r=e et 12+t ]
Y =2y—2t—1; y(0) =3 y=2e*+t+1

7.6 Funkcni rady.
7.6.1 Zakladni vlastnosti.
1. Najdéte obor konvergence fady > un (), je-li

(a) up(z) ="z [l<z<e]

(b) wnl) = G5 (155) [ € (0, +00)]

(¢) un(2) = 114 [zeR—(-1,1)]

(d) un(e) = e [zeR-{-1,1}]

_yn+1

() un(w) = =35 (2] >1]

(£) un(z) =em* [z>0]

(8) un(r) = “55* [z € (0, +00)]

(h) un(z) = (5 —2?) [2<|z|V6]

: na?

(i) un(z) =n—m= [[z]> Ve]

() tn(z) =n? e’ [z € R—{0}]

(k) un(2) = 15 [z € (=1,1)]

2. Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti { f,,(2)}52, , je-li

(a) fulx) = 71277'7_:.1/2 ;zeR,xze(—1,1) [nestejnomeérné ; stejnomérné |
(b) falz)=2"; 2 €(0,1), z€(0,3)

(©) fulz) = =SB ;4 ¢ (0, +o)

[nestejnomeérné ; stejnomérné |

[stejnomeérné ]
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(d) fulz) =2" —2"*!; 2 €(0,1)
(€) fu(z) =a" -2 ; z€(0,1)
(8) fu(2) = 5= T €R
(h) folz) =y/z+ 5 — V5 x € (0,+00)
(i) fu(z) =@V 2w e(0,1)
(G) fn(z) = arctg nz ; x € (0,400)
(k) fn(z) = zarctg nz; x € (0,+00)
3. Dokazte stejnomérnou konvergenci fady Y un(z), je-li
n=1
(@) un(r) = 5z v €R
(b) up(z :%;mew,-l-oo)
(¢) un(z) = 1 i TER

sinnz_ . .. « R

) wal2)
) wala)
) wala)
(d) un(w) = ginne
) (@)
) wala)
) wala)
) wala)

(€) un(z) = 7%= v €R
(f) up(z :arctgﬁ;xGR
up(z) = 7% r € R

= 712 sinny/z ;X < <0,+OO)

1+n3z4
2
(i) up(z) = (arctg ﬁ) ; ¢ € (0, +00)

() un(m):ln(l—kﬁin) n>2; x| <a, (a>0)

oz2
() tn(e) = 25 |2 < a, (a > 0)
) un(;v)zs.mi#;xeR
(m) un(2) = 25 (" +27") 5 § < |2] <2
(n) up(z) =2%e™;e<z<a (5,a>0,c<a)

7.6.2 Mocninné rady.

[ee]
1. Najdéte polomér konvergence fady > a,z™, je-li
n=1

(a) an =

(b) an = 3
)

(

(c

d

(e

(f)

(g) an = ﬁ, (a,b>0)
)

n— 2n(n))2 P
(h) an = (=1)""" {(27§+1))!}

)
) a, = o
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[ nestejnomérn
[ nestejnomeérn

¢]
¢]
e]
[stejnomeérné ]
[stejnomeérné ]

[nestejnomeérné |
[nestejnomérné |

[stejnomeérné ]

—
[\

[min( ,%

[max(a,b)



_ prt

(i) an ="—5r— (2)" [1]
. a(a <...-(a+n—1)-b(b <o (bn—
(J) Ap = (at1) n!(c(—;rl).l?,, .((:7271)( = » € ¢ Z-N [1]
2. Najdéte polomér konvergence nasledujici rady.
() 3 BHGHEan [4]
b S 5N x?m 1
v g 4]
(© 3 Ta™ [v3]
d 3 37 (n? +2) 2" 1
(@) 3 3" +2) [ %]
3. Najdéte obor konvergence mocninné fady Y an(x — x9)™, je-li
n=1
() an = 31z 5 70 =1 1(0,2)]
(0) an = (353) 3 a0 =1 (=53]
(¢) an =G5t s 70 =10 [(-1,1)]
() an = gge s 20 =1 [(-1.4)]
() an = \/BEL ; 29 = -2 [(=3,-1)]
(f) an =250 mo =0 [(~5:3)]
(g) An = \/an gz;g ; wo = —1 [<_270>]
(h) ap = LEEZYEEL g = =3 [(~4,-2)]
i) an=%a—-1;20=0;a>0,a#1 [(—1,1)]
. -V
§)) an:\/ﬁ;mo_l [(0,2)]
4. Najdéte rozvoj funkce f(x) v mocninnou radu, je-li
(a) f(z)=e* [ > gz e R
(b) f(z) = cos®x {1—% > (=1 2(222),1x2";z€R
n=1 i
(¢) f(x)=sin3z sinbx {Z %(1—2‘1”) ",z eR
n=1 i
(d) f(z)=sin®z [i El( 1) oL gt e R
n d
2 & i
(e) f(x) = 7fpe [ 20( D™ (n+1)a"+2; z e (—1,1)
(f) fla) =324 [—2+ 7 ; P —am; v € (-2,2)
n+1 1
®) £(0) = 7bems 45 B e (1
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1—x = 2n+1 7 |

() () = 352 R C I OREIEC

() f) = s ]

(k) f(z)=V1+a? {1 2 )t G ez e (-1, 1>_
) Fl) = (1 - a2)2 [ e e (1]

() J(2) = 7 o+ £ e oe (-4 )|
(n) f(z) = (1+ 2?)arctg {x +2 il (;32)7:1 22t p e (1, 1>-

5. Najdéte rozvoj funkce f(z) v mocninnou fadu, je-li

S n—1)l1 g2n+1 ]
(a) fla) =In(z+VIFa?) { £ () Gt s w e (L)
(b) F(@) = arcsin o+ 5 G e e (1)

(L gt
32n+1  2n41

(¢) f(x) = arctg % {Z +
(d) f(2) = 1=

[ee] n41 n+1 -
X ana"s kde an = 5 { (5) o (5 } o] <
n=0

(&) f(2) = prbes [;gnioxn.smw;xe(_Ll):
(f) f(x):% {ilx"-cosna;xe(—lﬂ)-
(g) f(x):iln%—i—%arctgx [nio‘m; xe(—l,l)-
(h) f(z) = zarctg x — Inv/1+ 22 Lil(l)nﬂ % cwe (1, 1>
(i) f(z) =z arcsinz + 1 — 22 [1 + % + ni; E;Z;g:: ”;i:f iy x € (—1, 1>-
() fiz) = it E U gt e (1)
) 1) = 1 S gaie L)
(1) f(x) = arctg?x { ijl(fl)"’1 (1 + 34+ an_l) % ;e (-1, 1>_
(m) f(z)=¢€" sinz {il 2% 2?%:17", IGR_
(n) f(x)=e* cosx [iozg Cno!sﬂ ",zeR_
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(O) f(ﬂc) = (m%)z

6. Vypoctéte nasledujici integraly.

(a) et dt
0

(b) f Si;lt dt
0
T dt

(c) bf Viit
z 2

7. Sectéte nasledujici Fady.

—~
®
S
3
108
=
8

0) 5= (-1 b
() > =
n=1
(d) Y nantt
n=1
) 2n
(e) z_:l(_ )" S
) S nn+2)a™
n=1
o 3n+l
(g) > ol gt
o n 20241 . 2n
(h) :0(—1) @)t L
o0
() 3 getfar

7.6.3 Fourierovy rady.

22+ (12
(2n+2)!

p

2

2z e (—1,1)

(_1)7L 1

2n+1 .
n!(2n+1) €T ;X € R

2n+1 .
)

1
8
m
~

Zo (2n+1 (2n+1)' €

S 2n—1)! n 7]
[H Y Gt ez e (-1,1)

e o n @n-DI  oni3 |

[z; 2 € (0,400)]

[% O+oo}
oty (0]
[ we (L)
(=55 we(-1,1)]
(#5585 2 e (-1,D)]

{(1 +322) e  xe R|

2
[(1—%)cosx—%

[(%2—#%4—1) e%;xeR_

sinz; z€R

1. Najdéte Fourierovu fadu funkei f,(z) =sin” x a g,(x) = cos™ z pron = 2,3,4,5.

[falz) =1 —L1cos2z; go(z) = 1 4+ L cos2a; f3(x) = 3sinz — Lsin3az;
g3(z) = %cosa:#—fcos?)m f4( )=3—1 cos2z+ % cosdz ; ga(x) =2 +1 cos2w+ % cosdu ;
fs(x) = =2 sinz + & sin3z — i sinbx; gs(z) = 3 cosz + & cos3z + 5 cosbz |

2. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x) na intervalu (—m

), je-li

[
3

Il

=

2 Z (71)n+1 sinnna: :|

2n—1

sin(2n—1)z :|
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&)
(¢) f(z) =|z]|; vysledku vyuzijte k secteni fady > m
n=0

T _ 4 i’j cos@@ntl)z . 72
2 T o (2n+1)2

= 8
(d) f(z) =72 —a?; vysledku vyuzijte k sectenf fad Y. &5, > (_2:“
n=1 n=1

{§7r2 +4 ) (_1”);“ COS NI ; %2, ’17—;

(e) f(x) =sgnx; vysledku vyuzijte k secteni fady Z 2n+1 [;‘; 21 % ;T
(f) f(z)=sinazr,a ¢ Z {QSigm > (—1)ntt nginne
n=1 i
. oS 1

(8) f(x) = cosar. a ¢ Z e ey
n=1 i
h) f(z) =e*",a#0 2 shar § &= + (;1)7; a cosnx —n sinnx
T 2a a’+n

n=1 i

(i) flo) = one q] <1 { " sinne ; zavedte ¢ = 2

3. Najdéte Fourierovu radu funkce f(x), je-li
(w) fla) = %52 ; @ € (0,27) |
(b) f(x)=2; x € (a,a+2]) {a—l—l—l— 2 z_: L (sin 27% cos “FE — cos 7% sin 27L )
c f.’L' :SL‘Q;LEE 07271_ ﬁ—f—‘l cos2nr_4ﬂ_ sin nx
(© R .
az o n ah cos 7l7{1 <1 ’Vl7;"1‘r 1
(@ f@) =z e (~hh 2shan { gy + 5 (-1 i |
e) f(e)=xcosz; xe (-5, % 16 "(21n2 sin 2nx
272 | @n?-1)

2m_ - SN n sinnz ]

(f) f(a)=e"—1; @ € (0,27) [ e 1{§n21(io+nz ~ )}—1

4. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x), je-li

(a) f(x) =% —5; x€(0,m) (kosinovéd fada) {fr 20 %

—~
=
~
—~
8
~
Il

™
n=1

225 2 € (0,m) (sinovd fada) {2 S (=1)ntt { %2 + 5 [(-1)"—1] } sin nx

(¢) f(z) =sinaxr,a€Z; x € (0,7) (kosinova fada)

[ff > % pro a sudé; 4o {%1&"' > ge2ng } pro a liché
n=0 n=1

(d) f(x)=cosax,a€Z; x € (0,7) (sinovd fada)

o0 -
_4 M 4 . _ 8 n sin 2nx . ,
[ =Y aZ—(ani)z Pro a sudé ; - 2_: S5t pro a liché

n=0
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a) {cos(2n—1)x}, neN
B) {sin2n—-1)z}, neN

x
= 1
a) —2 Zlm{lJr o 1)ﬂ}cos (2n — 1z

B) 27;::1 m { (D)™ + 52 } sin(2n — 1)z

(e) fl@)=a (5 —2);2€(0,3) (podle soustavy)

5. Integraci Fourierova rozvoje funkce f(x) = x najdéte postupné rozvoje funkei

x*,x°, %, 2’ pro x € (—m, 7).
00 . 5 0
xNQZ(_l)n-HM;x2,\,%+42(_1)n602#;$ sz( )nmsinnx;
n=1

4 ) 2 2 o022, 4 4
at T 48 Y (1) ST cosna ;2 ~ 2 Z (=1t 120=20mpdmn gip g
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