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Kapitola 1

Vektorové funkce jedné reálné
proměnné.

1.1 Základńı pojmy.

Definice: Bud’ I ⊂ R podmnožina. Zobrazeńı I do Rn nazýváme vektorovou funkćı jedné
reálné proměnné t , definovanou na I. Zapisujeme

x : I −→ Rn ; x = x(t) , t ∈ I ; x : t −→ x(t) , t ∈ I .

Poznámka: Předchoźı definice znamená, že každému t ∈ I je přǐrazen jediný vektor
x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) . Funkce xi(t) , i = 1, 2, . . . , n budeme nazývat složky dané vek-
torové funkce.

Př́ıklad: Lineárńı vektorová funkce je dána předpisem x(t) = a t + b, kde a, b ∈ Rn jsou
pevné vektory. Neboli xi(t) = ai t+ bi , i = 1, 2, . . . , n, jej́ımž geometrickým vyjádřeńım je př́ımka
(polopř́ımka, úsečka) v Rn v závislosti na t ∈ I.

Poznámka: Vektorové funkce lze sč́ıtat a násobit skalárńı funkćı, neboli

z(t) = x(t) + y(t) znamená zi(t) = xi(t) + yi(t) , i = 1, 2, . . . , n ;

α(t)x(t) = (α(t)x1(t), . . . , α(t)xn(t)) .

Analogicky skalárńı součin vektorových funkćı je definován předpisem (x(t), y(t)) =
n∑

i=1

xi(t) yi(t).

Definice: Řekneme, že vektorová funkce x(t) má v bodě t0 limitu a ∈ Rn, jestliže

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ; 0 < | t− t0 | < δ =⇒ ‖x(t)− a ‖ < ε.

Zapisujeme lim
t→t0

x(t) = a.

Je-li lim
t→t0

x(t) = x(t0), řekneme, že x(t) je spojitá v bodě t0 ∈ I.

Věta: Plat́ı
lim
t→t0

x(t) = a ⇐⇒ lim
t→t0

xi(t) = ai ; i = 1, 2, . . . , n

lim
t→t0

x(t) = x(t0) ⇐⇒ lim
t→t0

xi(t) = xi(t0) ; i = 1, 2, . . . , n.
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Důkaz: Byl proveden v předchoźı kapitole v souvislosti s konvergenćı v Rn.

Věta: Jestliže existuj́ı limity x(t), y(t), α(t) v bodě t0, potom plat́ı

1. lim
t→t0

‖x(t) ‖ = ‖ lim
t→t0

x(t) ‖ = ‖ a ‖; 2. lim
t→t0

[x(t) + y(t) ] = lim
t→t0

x(t) + lim
t→t0

y(t);

3. lim
t→t0

[α(t)x(t) ] = lim
t→t0

α(t) · lim
t→t0

x(t); 4. lim
t→t0

(x(t), y(t)) =
(

lim
t→t0

x(t), lim
t→t0

y(t)
)

.

Analogická věta plat́ı pro spojité vektorové funkce.

Definice: 1. Vektorová funkce x = x(t) má v bodě t0 ∈ I derivaci ẋ(t0) , jestliže existuje
limita

ẋ(t0) = lim
t→t0

x(t)− x(t0)
t− t0

= lim
h→0

x(t0 + h)− x(t0)
h

.

2. Vektorová funkce x(t) je diferencovatelná v bodě t0 ∈ I, jestliže existuje konstantńı vektor
a a vektorová funkce ω(h) tak, že plat́ı

a) x(t0 + h)− x(t0) = h · a+ ω(h) ; b) lim
h→0

ω(h)
h

= 0.

Vektorovou funkci
d x(t)|t=t0 = a · h = ẋ(t0) · h = ẋ(t0) dt

nazýváme diferenciálem vektorové funkce x(t) v bodě t0.

Poznámky: 1. Plat́ı stejná pravidla jako pro derivace a diferenciály funkćı jedné proměnné,
neboli

α) x(t) je diferencovatelná v bodě t0 právě když má v bodě t0 derivaci.
β) Je-li x(t) diferencovatelná v bodě t0, pak je v tomto bodě spojitá.

2. Je

ẋ(t) = (x′1(t), x
′
2(t), . . . , x

′
n(t)) ; dx = ( dx1, dx2, . . . , dxn) = (x′1(t) dt, x

′
2(t) dt, . . . , x

′
n(t) ) dt.

Analogicky pro vyšš́ı derivace a diferenciály.

d2x

d t2
= ẍ(t) = (x′′1(t), x′′2(t), . . . , x′′n(t)) .

Věta: (O středńı hodnotě)
Necht’ x(t) je spojitá v 〈α, β〉 ⊂ R a diferencovatelná v (α, β). Potom existuje bod ξ ∈ (α, β)

tak, že
‖x(β)− x(α) ‖ ≤ (β − α) ‖ ẋ(ξ) ‖.

Důkaz: Označme ε = u
‖u ‖ , kde u = x(β)− x(α) a uvažme funkci

f(t) = (x(t), ε) =
1

‖u ‖

n∑
i=1

xi(t)ui.

Podle věty o středńı hodnotě (pro funkce jedné proměnné) plat́ı

f(β)− f(α) = (β − α) f ′(ξ),
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neboli

‖u ‖ = f(β)− f(α) =
1

‖u ‖

n∑
i=1

ui{xi(β)− xi(α)} =
β − α

‖u ‖

n∑
i=1

x′i(ξ)ui.

Tedy
‖u ‖2 = ‖x(β)− x(α) ‖2 = (β − α) (ẋ(ξ), u) ≤ (β − α) ‖u ‖ · ‖ ẋ(ξ) ‖.

Odtud ‖u ‖ ≤ (β − α)‖ ẋ(ξ) ‖, což je tvrzeńı věty.

Definice: Vektorovou funkci X(t) takovou, že Ẋ(t) = x(t) pro t ∈ I nazveme primitivńı
funkćı k x(t) . Je-li 〈α, β〉 ⊂ I, potom

X(β)−X(α) =

β∫
α

x(t) dt =

 β∫
α

x1(t) dt,

β∫
α

x2(t) dt, . . . ,

β∫
α

xn(t) dt


nazveme určitým integrálem vektorové funkce x(t).

1.2 Křivky v Rn.

Definice: Zobrazeńı γ : 〈α, β〉 −→ Rn nazýváme jednoduchou křivkou v Rn, jestliže plat́ı
1. γ je spojité;
2. γ je prosté, t.j. pro každou dvojici t1 6= t2 , t1, t2 ∈ 〈α, β〉 plat́ı γ(t1) 6= γ(t2).
Je-li γ(α) = γ(β), řekneme, že γ je jednoduchá uzavřená křivka. Jednoduchou uzavřenou

křivku v R2 nazveme Jordanovou křivkou.
O křivce γ řekneme, že je regulárńı nebo hladká, jestliže nav́ıc
3. γ je spojitě diferencovatelné zobrazeńı v 〈α, β〉.
Jestliže existuje derivace γ̇ a je spojitá v 〈α, β〉 až na konečný počet bod̊u, řekneme, že γ je

po částech hladká křivka.

Poznámky: 1. Křivka v R2 (R3) je tedy dvojice (resp. trojice) funkćı

r(t) = (x(t), y(t)) [ resp. r(t) = (x(t), y(t), z(t)) ] pro t ∈ 〈α, β〉.

t nazýváme parametrem, r(t) parametrickým vyjádřeńım.

2. Je-li r(t) , t ∈ 〈α, β〉 křivka, pak jsme při dané parametrizaci schopni rozlǐsit body na
Γ = { r(t) ; t ∈ 〈α, β〉 } t́ım zp̊usobem, že je-li t1 < t2, pak můžeme ř́ıci, že bod r(t1) lež́ı před
bodem r(t2), viz obrázek

neboli jsme schopni křivku Γ orientovat nebo rozlǐsit pohyb na křivce Γ, je-li t interpretováno
jako časová proměnná.

Př́ıklad:

x = cos t
y = sin t t ∈ 〈0, 2π〉 x = sin τ

y = cos t τ ∈ 〈0, 2π〉

jsou dvě parametrizace téže křivky x2 + y2 = 1. Jestliže vyšetř́ıme dané parametrizace trochu
podrobněji, zjist́ıme, že uvedené parametrizace indukuj́ı opačný pohyb na dané křivce. T́ım se
dostáváme k následuj́ıćı definici.
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Definice: O dvou křivkách

Γ1 : r1 = r1(t) t ∈ 〈α1, β1〉 ; Γ2 : r2 = r2(τ) τ ∈ 〈α2, β2〉

řekneme, že jsou si rovné, jestliže

{ r1(t) ; t ∈ 〈α1, β1〉 } = { r2(τ) ; τ ∈ 〈α2, β2〉 }.

Poznámka: Předchoźı př́ıklad ukazuje dvě parametrizace téže křivky. Tyto parametrizace se
však lǐśı t́ım, že indukuj́ı opačné orientace. Dále neńı těžké ukázat, že každá křivka má nekonečně
mnoho parametrizaćı.

Definice: Bud’ Γ křivka v Rn. Jestliže jeden směr pohybu na Γ nazveme kladný a druhý
záporný, řekneme, že jsme křivku Γ orientovali.

Je-li Γ Jordanova křivka v rovině, pak jej́ı kladnou orientaćı rozumı́me pohyb na Γ proti směru
hodinových ručiček a opačný směr zápornou orientaćı.

Poznámky: 1. Pojem pohybu proti směru hodinových ručiček neńı tak zcela jednoznačně
určen, jak ukazuje následuj́ıćı obrázek

Trochu přesněǰśı bývá lokálńı rozhodnut́ı. Pozorovatel, který se d́ıvá ve směru kladné orientace na
dané křivce, má lokálně vnitřek po levé straně a vněǰsek po pravé straně. To je však založeno na
tzv. Jordanově větě, což je hluboká věta z topologie roviny.

2. Explicitně zadaná křivka y = f(x) ; x ∈ 〈α, β〉 se parametrizuje bez problémů následuj́ıćım
zp̊usobem x = t , y = f(t) t ∈ 〈α, β〉.

3. Je-li r = r(t) , t ∈ 〈α, β〉 hladká křivka v Rn, potom

∆r = r(t0 + h)− r(t0) a ṙ(t0) =
d r(t)
dt

∣∣∣∣
t=t0

je tečný vektor ke křivce Γ v bodě t0, jak je zřejmé z obrázku.

Věta: Je-li Γ : r = r(t) t ∈ 〈α, β〉 hladká křivka v Rn, t0 ∈ (α, β) bod, pak parametrické
rovnice tečny ke křivce Γ v bodě t0 maj́ı tvar

X = r(t0) + τ ṙ(t0) ; τ ∈ R.

Definice: Je-li Γ : r = r(t) , t ∈ 〈α, β〉 regulárńı křivka v Rn, pak výraz d r(t0) = ṙ(t0) dt
nazýváme diferenciálem křivky Γ a ds = ‖ ṙ(t0) ‖ dt diferenciálem oblouku křivky Γ.

Věta: Je-li Γ : r = r(t) ; t ∈ 〈α, β〉 po částech hladká křivka v Rn, pak pro délku s oblouku

této křivky plat́ı s =
β∫
α

‖ ṙ(t) ‖ dt.

Př́ıklad: Najděte délku oblouku křivky x = a cos t ; y = a sin t ; z = b t pro t ∈ 〈0, 2π〉 ,
(a, b > 0). Viz obrázek
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Je ‖ ṙ(t) ‖ =
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) =

√
a2 + b2, tedy s =

2π∫
0

‖ ṙ(t) ‖ dt = 2π
√
a2 + b2.

1.3 Komplexńı funkce reálné proměnné.

Definice: Komplexńı funkćı reálné proměnné x rozumı́me uspořádanou dvojici reálných funkćı
F (x) = (f(x), g(x)) . Funkci f budeme nazývat reálnou část́ı F a budeme ji značit f = ReF , funkci
g nazveme imaginárńı část́ı F a označ́ıme g = ImF .

Poznámky: 1. Z definice komplexńı funkce plyne, že to neńı nic jiného, než vektorová funkce
v R2 . Plat́ı pro ni tedy všechny věty, které byly odvozeny pro vektorové funkce.

2. Komplexńı funkci můžeme psát ve tvaru F (x) = f(x) = ig(x) . Toto vyjádřeńı má tu
výhodu, že s ńım můžeme poč́ıtat jako s komplexńım č́ıslem, což nám trochu usnadńı zacházeńı
s ńı, na rozd́ıl od vektorové funkce jako takové.

3. Je-li Γ : r = r(t) = (x(t), y(t)) , t ∈ 〈α, β〉 křivka v R2 , pak ji můžeme zapsat ve tvaru
z(t) = x(t) + iy(t) , kde t ∈ 〈α, β〉 , tedy jako komplexńı funkci reálné proměnné t . Jinými slovy,
křivku v rovině můžeme chápat jako zobrazeńı z : 〈α, β〉 −→ C . Důležitost a vhodnost tohoto
vyjádřeńı bude vidět později v souvislosti s teoríı funkćı komplexńı proměnné. V tomto para-
grafu uvedeme jednu velmi d̊uležitou komplexńı funkci, a sice Eulerovu identitu, kterou budeme
potřebovat v souvislosti s řešeńım diferenciáĺıch rovnic.

Př́ıklad: Označme E(t) = cos t + i sin t ; t ∈ R . Potom je E(t) komplexńım vyjádřeńım
jednotkové kružnice a nav́ıc plat́ı

1
E(t)

=
1

cos t+ i sin t
= cos t− i sin t = E(t) = E(−t) .

Dále
{E(t)}n = (cos t+ i sin t)n = cosnt+ i sinnt = E(nt) ;

Ė(t) = − sin t+ i cos t = i(cos t+ i sin t) = iE(t) .

Funkce E(t) těmito vlastnostmi připomı́ná eponencielu, a proto zavedeme následuj́ıćı označeńı.

Označeńı: Funkci E(t) označ́ıme jako

eit = cos t+ i sin t

a nazveme Eulerovou identitou.

Poznámka: 1. Eulerovu identitu nejsme zat́ım schopni přesně ověřit, to bude provedeno až
v paragrafu, věnovaném mocninným řadám.

2. Jestliže si uvědomı́me, že

eit = cos t+ i sin t ; e−it = cos t− i sin t ,

můžeme sečteńım a odečteńım těchto identit vyjádřit funkce cos a sin pomoćı exponenciálńı funkce.
Plat́ı

cos t =
eit + e−it

2
; sin t =

eit − e−it

2i
.
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Tato vyjádřeńı připomı́naj́ı opticky definici hyperbolických funkćı a položme si otázku, zda mezi
nimi neexistuje hlubš́ı souvislost. Skutečně tomu tak je, ale muśıme sáhnout do komplexńıho oboru.
Je-li t = iu , dostáváme

cos iu =
e−u + eu

2
= chu ; sin iu =

e−u − eu

2i
= i

eu − e−u

2
= i shu .

Tedy funkce cos a sin se na imaginárńı ose chovaj́ı jako funkce ch a i sh na ose reálné. Analogicky

ch iu =
eiu + e−iu

2
= cosu ; sh iu =

eiu − e−iu

2
= i sinu .

3. Jestliže označ́ıme z = x+ iy komplexńı proměnnou, můžeme psát

ez = ex+iy = ex · eiy = ex(cos y + i sin y)

a dostaneme překvapivou informaci, totiž, že exponenciálńı funkce je v komplexńım oboru peri-
odická s periodou 2πi . Stejně jako v reálném oboru plat́ı i v komplexńım oboru vztahy

cos z =
eiz + e−iz

2
; sin z =

eiz − e−iz

2i
; chz =

ez + e−z

2
; shz =

ez − e−z

2
.

Takto bychom mohli pokračovat a definovat daľśı funkce v komplexńım oboru. Nemá to však velký
smysl, poněvadž teorie funkćı komplexńı proměnné se oṕırá o pojem derivace v komplexńım oboru,
což se dosti podstatně lǐśı od pojmu derivace funkce jedné reálné proměnné, i když je formálńı
definice stejná.
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Kapitola 2

Diferenciálńı počet funkćı v́ıce
proměnných.

2.1 Derivace a diferenciál.

Definice: Bud’ f : Ω −→ R funkce, Ω ⊂ Rn , x(0) ∈ Ω vnitřńı bod Ω . Necht’ dále
s = (s1, s2. . . . , sn) je daný pevný vektor. Jestliže existuje konečná limita

lim
t→0

f
(
x(0) + ts

)
− f

(
x(0)

)
t

,

pak tuto limitu nazveme derivaćı funkce f v bodě x(0) podle vektoru s a označ́ıme

∂ f
(
x(0)

)
∂ s

.

Je-li s jednotkový vektor ( ‖s‖ = 1) , pak tuto limitu nazýváme derivaćı funkce f v bodě x(0) ve
směru s .

Je-li s = ei , tj. jednotkový vektor ve směru osy xi , pak derivaci

∂ f
(
x(0)

)
∂ ei

=
∂ f
(
x(0)

)
∂ xi

nazýváme parciálńı derivaćı funkce f v bodě x(0) podle i−té proměnné nebo podle xi .

Př́ıklad: Najděte derivaci ∂ f(x,y)
∂ s , kde f(x, y) = sinx3y2 a s = (1, 2) .

Řešeńı: Plat́ı

∂ f(x, y)
∂ s

= lim
t→0

f(x+ t, y + 2t)− f(x, y)
t

= lim
t→0

sin
{
(x+ t)3(y + 2t)2

}
− sin

{
x3y2

}
t

=

lim
t→0

2 sin (x+t)3(y+2t)2−x3y2

2 cos (x+t)3(y+2t)2+x3y2

2

t
=

= cosx3y2 lim
t→0

sin {t(3x2y2+4x3y)+t2(4x3+12x2y+3xy2+... )}
2

t
2

=
(
3x2y2 + 4x3y

)
cosx3y2 .
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Poznámka: Předchoźı př́ıklad ukazuje, že definice derivace podle vektoru neńı vhodný zp̊usob
pro jej́ı výpočet. Př́ıslušná limita může být velmi komplikovaná. Neńı však žádný problém vypoč́ıtat
parciálńı derivace dané funkce podle všech proměnných. Stač́ı si uvědomit, že při derivováńı podle
proměnné xi se ostatńı proměnné chovaj́ı jako konstanty. V daľśım výkladu ukážeme, že existuje
velmi úzký vztah mezi parciálńımi derivacemi a derivaćı podle vektoru.

Př́ıklad: Vypočtěte parciálńı derivace funkce u =
√
x2 + y2 + z2 . Je zřejmé, že

∂ u

∂ x
=

x√
x2 + y2 + z2

,
∂ u

∂ y
=

y√
x2 + y2 + z2

,
∂ u

∂ z
=

z√
x2 + y2 + z2

.

Definice: Bud’ f : Ω −→ R , kde Ω ⊂ Rn je otevřená množina a necht’ f má parciálńı
derivace podle všech proměnných v Ω . Potom vektor(

∂ f

∂ x1
,
∂ f

∂ x2
, . . . ,

∂ f

∂ xn

)
nazýváme gradientem funkce f a znač́ıme grad f nebo ∇f .

Věta: Je-li f : Ω −→ R , x ∈ Ω vnitřńı bod, s pevný vektor, potom

∂ f

∂ s
= (s, grad f) .

Důkaz: Je
∂ f

∂ s
= lim

t→0

f(x+ ts)− f(x)
t

=

= lim
t→0

{
f(x1 + ts1, x2 + ts2, . . . , xn + tsn)− f(x1, x2 + ts2, . . . , xn + tsn)

t
+

+
f(x1, x2 + ts2, . . . , xn + tsn)− f(x1, x2, x3 + ts3, . . . , xn + tsn)

t
+

+ · · ·+ f(x1, x2, . . . , xn−1, xn + tsn)− f(x1, x2, . . . , xn)
t

}
= s1

∂ f

∂ x1
+ s2

∂ f

∂ x2
+ · · ·+ sn

∂ f

∂ xn
.

Poznámky: 1. Důkaz předchoźı věty má jednu vadu na kráse. Aby vše prošlo, muśıme nejen
předpokládat existenci parciálńıch derivaćı, ale též spojitost funkce f . Jak se však ukáže později,
spojitost vyjde jako d̊usledek předpokladu diferencovatelnosti funkce f .

2. Při vyšetřováńı vlastnost́ı funkćı jedné proměnné hrál dominantńı roli pojem derivace. Pro
funkce v́ıce nezávisle proměnných je tato role nahrazena pojmem diferenciálu, se kterým se nyńı
seznámı́me.

Definice: Bud’ x(0) ∈ Ω ⊂ Rn vnitřńı bod, h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ Rn . Potom funkci
proměnné h , definovanou předpisem

4f
(
x(0), h

)
= f

(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
nazýváme diferenćı nebo př́ır̊ustkem funkce f v bodě x(0) vzhledem k h .

Řekneme, že f je diferencovatelná v bodě x(0) , jestliže existuje vektor D = (D1, D2, . . . , Dn)
a funkce ω(h) tak, že

f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
= (D,h) + ω(h) a lim

h→0

ω(h)
‖h‖

= 0 .
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Výraz
(D,h) = D1h1 +D2h2 + · · ·+Dnhn

nazýváme totálńım diferenciálem funkce f v bodě x(0) a znač́ıme d f
(
x(0), h

)
. Je-li f diferenco-

vatelná v každém bodě x ∈ Ω , řekneme, že je diferencovatelná v Ω .

Věta: Je-li výraz (D,h) totálńım diferenciálem funkce f v bodě x(0) , potom plat́ı

Dj =
[
∂ f

∂ xi

]
x=x(0)

, j = 1, 2, . . . , n .

Důkaz: Jestliže polož́ıme

h1 = h2 = · · · = hj−1 = hj+1 = · · · = hn = 0 , hj 6= 0

a vyděĺıme rovnost
f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
= (D,h) + ω(h)

výrazem hj , dostaneme
f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
hj

= Dj +
ω(h)
hj

a tvrzeńı věty odtud plyne okamžitě pro hj → 0 .

Poznámky: 1. Definice totálńıho diferenciálu a předchoźı věta ukazuj́ı, že požadavek

lim
h→0

ω(h)
‖h‖

= 0

je natolik silný, že určuje č́ısla Dj , j = 1, 2, . . . , n jednoznačně. Nav́ıc ukazuje, že pokud je
f diferencovatelná v bodě x(0) , pak ”podstatná část“ př́ır̊ustku f je lineárńı, tj. právě totálńı
diferenciál. Této vlastnosti bude v daľśım využito k přibližnému výpočtu funkčńıch hodnot a k
nalezeńı tečné nadroviny ke grafu funkce f .

2. Z předchoźı věty též plyne, že

d f =
∂f

∂x1
h1 +

∂f

∂x2
h2 + · · ·+ ∂f

∂xn
hn = (grad f, h) .

Je-li specielně f(x) = xj , dostaneme d f = d xj = hj a v daľśım budeme většinou použ́ıvat pro
totálńı diferenciál následuj́ıćıho označeńı (i když ne zcela přesného)

d f =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn = (∇ f, dx) .

3. Definice totálńıho diferenciálu funkce f dává návod k přibližnému výpočtu funkčńıch hodnot,
jestliže využijeme skutečnosti, že podstatnou část př́ır̊ustku funkce tvoř́ı totálńı diferenciál. Plat́ı
totiž přibližná formule

f
(
x(0) + h

)
.= f
(
x(0)

)
+ d f

(
x(0)

)
.

Důsledek: Je-li f diferencovatelná v bodě x(0) , pak je v tomto bodě spojitá.

Důkaz: Plyne okamžitě z vyjádřeńı f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
= d f(x(0)) + ω(h) .
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Př́ıklad: Vypočtěte přibližně (1, 04)2,02 .

Řešeńı: Uvažme funkci

f(x, y) = xy , x(0) = [x0, y0] = [1, 2] , h = (h1, h2) = (0, 04 ; 0, 02) .

Potom plat́ı
(1, 04)2,02 = f(x0 + h1, y0 + h2)

.= f(x0, y0) + d f(x0, y0) .

Poněvadž je

f(x0, y0) = 1 ,
∂ f

∂ x
= y xy−1 ,

∂ f

∂ y
= xy lnx , d f(x0, y0) = 2 · 0, 04 + 0 · 0, 02 ,

dostaneme odtud, že (1, 04)2,02 .= 1, 08 . Přesněǰśı hodnota je 1, 082 448 755 .

2.2 Vlastnosti diferencovatelných funkćı.

Věta: Jsou-li parciálńı derivace ∂ f
∂ xj

, j = 1, 2, . . . , n spojité v bodě x(0) , má f v tomto bodě
totálńı diferenciál.

Důkaz: Podle věty o středńı hodnotě plat́ı

f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
=

= f
(
x

(0)
1 + h1, x

(0)
2 + h2, . . . , x

(0)
n + hn

)
− f

(
x

(0)
1 + h1, . . . , x

(0)
n−1 + hn−1, x

(0)
n

)
+

+f
(
x

(0)
1 + h1, . . . , x

(0)
n−1 + hn−1, x

(0)
n

)
− f

(
x

(0)
1 + h1, . . . , x

(0)
n−1, x

(0)
n

)
+

+ · · ·+ f
(
x

(0)
1 + h1, x

(0)
2 , . . . , x(0)

n

)
− f

(
x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)

n

)
=

=
∂ f
(
x

(0)
1 + h1, . . . , x

(0)
n−1 + hn−1, x

(0)
n + ϑnhn

)
∂ xn

hn + · · ·+
∂ f
(
x

(0)
1 + ϑ1h1, x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
∂ x1

h1 =

=
n∑

j=1

hj

∂ f
(
ξ(j)
)

∂ xj
.

Ze spojitosti parciálńıch derivaćı ∂ f
∂ xj

v bodě x(0) plyne, že

∂ f
(
ξ(j)
)

∂ xj
=

∂ f

∂ xj

∣∣∣∣
x=x(0)

+ ωj(h) , kde ωj(h)−→
h→0

0 .

Tedy

f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
=

n∑
j=1

∂ f
(
x(0)

)
∂ xj

hj +
n∑

j=1

hj ωj(h) .

Poněvadž plat́ı lim
h→0

ω(h)
‖h ‖ = 0 , kde ω(h) =

n∑
j=1

hj ωj(h) , plyne odtud tvrzeńı věty.
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Věta: Je-li
∂ f(x(0))

∂ z derivace f v bodě x(0) ve směru gradientu, potom∣∣∣∣∣ ∂ f
(
x(0)

)
∂ z

∣∣∣∣∣ = max
s

∣∣∣∣∣ ∂ f
(
x(0)

)
∂ s

∣∣∣∣∣ ,
kde s je libovolný jednotkový vektor.

Důkaz: Je
∂ f(x(0))

∂ s =
(
s, grad f

(
x(0)

))
a pro z =

grad f(x(0))
‖grad f(x(0))‖ plat́ı

∣∣∣∣∣ ∂ f
(
x(0)

)
∂ z

∣∣∣∣∣ = ∥∥∥ grad f
(
x(0)

)∥∥∥ .
Na druhé straně z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti plyne, že∥∥∥(s, grad f

(
x(0)

))∥∥∥ ≤ ‖ s ‖
∥∥∥ grad f

(
x(0)

)∥∥∥ =
∥∥∥ grad f

(
x(0)

)∥∥∥ .

Poznámka: V daľśım si všimneme otázky existence tečné nadroviny ke grafu funkce

y = f(x) , tj. y = f(x1, x2, . . . , xn) .

Pro n = 1 dostaneme známý výsledek y − y0 = f ′(x0)(x − x0) , tedy rovnici tečny. Pro obecné
n zavedeme pojem tzv. nadroviny. Vzhledem k tomu, že grafem funkce n proměnných y = f(x) je
podmnožina Rn+1 , budeme odpov́ıdaj́ıćı nadrovinou rozumět lineárńı funkci

y = D1x1 +D2x2 + · · ·+Dnxn +D0 .

Definice: Bud’ dána funkce n proměnných f a bod x(0) . Řekneme, že nadrovina

y = D1x1 +D2x2 + · · ·+Dnxn +D0

je tečnou nadrovinou ke grafu funkce f v bodě
[
x(0) , f

(
x(0)

) ]
, jestliže plat́ı

f(x)−[D1x1 +D2x2 + · · ·+Dnxn +D0] = ω
(
x− x(0)

)
, kde lim

x→x(0)

ω
(
x− x(0)

)∥∥x− x(0)
∥∥ = 0 = ω(0) .

Věta: Funkce f má v bodě x(0) totálńı diferenciál právě když v bodě
[
x(0) , f

(
x(0)

) ]
existuje

tečná nadrovina. Rovnice této nadroviny je

y =
n∑

j=1

∂ f
(
x(0)

)
∂ xj

(
xj − x

(0)
j

)
+ f

(
x(0)

)
.

Normála v tomto bodě má kanonické rovnice

x1 − x
(0)
1

∂ f(x(0))
∂ x1

=
x2 − x

(0)
2

∂ f(x(0))
∂ x2

= · · · = xn − x
(0)
n

∂ f(x(0))
∂ xn

=
y − f

(
x(0)

)
−1

.
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Důkaz: Je zřejmé, že

f
(
x(0)

)
= D1x

(0)
1 +D2x

(0)
2 + · · ·+Dnx

(0)
n +D0 .

Jestliže tuto identitu odečteme od rovnice nadroviny, dostaneme, že tečná nadrovina má tvar

y − f
(
x(0)

)
= D1

(
x1 − x

(0)
1

)
+D2

(
x2 − x

(0)
2

)
+ · · ·+Dn

(
xn − x(0)

n

)
.

Podle předchoźı definice nyńı dostaneme, že

f(x)− f
(
x(0)

)
= D1

(
x1 − x

(0)
1

)
+D2

(
x2 − x

(0)
2

)
+ · · ·+Dn

(
xn − x(0)

n

)
+ ω

(
x− x(0)

)
.

To je však př́ıslušná ekvivalence totálńıho diferenciálu a existence tečné nadroviny. Nav́ıc z vyjádřeńı

totálńıho diferenciálu plyne, že Dj =
∂ f(x(0))

∂ xj
. Kanonické rovnice normály plynou okamžitě z

vyjádřeńı tečné nadroviny.

Poznámky: 1. Předchoźı věta ukazuje dva možné př́ıstupy k pojmu diferencovatelnosti funkce.
Analytický pomoćı definice totálńıho diferenciálu, nebo geometrický pomoćı tečné nadroviny.

2. Je-li z = f(x, y) funkce dvou proměnných, nebo chcete-li plocha v R3 , [x0, y0, z0 = f(x0, y0)]
dotykový bod, pak má tečná rovina tvar

z − z0 =
∂ f(x0, y0)

∂ x
(x− x0) +

∂ f(x0, y0)
∂ y

(y − y0) .

Př́ıklad: Najděte rovnici tečné roviny a normály k ploše z =
√
x2 + y2 − xy v bodě [3, 4, ?] .

Řešeńı: Po dosazeńı x = 3 , y = 4 dostaneme, že dotykový bod je T [3, 4,−7] . Dále

∂ z

∂ x
=

x√
x2 + y2

− y ,
∂ z(3, 4)
∂ x

= −17
5

;
∂ z

∂ y
=

y√
x2 + y2

− x ,
∂ z(3, 4)
∂ y

= −11
5
,

tedy tečná rovina má tvar z + 7 = − 17
5 (x− 3)− 11

5 (y − 4) a po jednoduché úpravě dostaneme

17x+ 11y + 5z − 60 = 0 ,
x− 3
17

=
y − 4
11

=
z + 7

5
.

Poznámka: V daľśı výkladu si všimneme problematiky výpočtu parciálńıch derivaćı složených
funkćı. Je-li y = f(x1, x2, . . . , xn) funkce n proměnných a xj = xj(t1, t2, . . . , tr) , j = 1, 2, . . . , n
je výsledně f funkćı r proměnných t1, t2, . . . , tr . Pokuśıme se odpovědět na otázku, jak vypadaj́ı
parciálńı derivace ∂ f

∂ tk
pro k = 1, 2, . . . , r . Překvapivě jednodušš́ı problém je nalézt totálńı dife-

renciál této složené funkce. Můžeme psát

df =
n∑

j=1

∂ f(x)
∂ xj

dxj =
∂ f

∂ x1
dx1 +

∂ f

∂ x2
dx2 + · · ·+ ∂ f

∂ xn
dxn =

=
∂ f

∂ x1

(
∂ x1

∂ t1
dt1 +

∂ x1

∂ t2
dt2 + · · ·+ ∂ x1

∂ tr
dtr

)
+

∂ f

∂ x2

(
∂ x2

∂ t1
dt1 +

∂ x2

∂ t2
dt2 + · · ·+ ∂ x2

∂ tr
dtr

)
+

+ · · ·+ ∂ f

∂ xn

(
∂ xn

∂ t1
dt1 +

∂ xn

∂ t2
dt2 + · · ·+ ∂ xn

∂ tr
dtr

)
=
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=
(
∂ f

∂ x1

∂ x1

∂ t1
+

∂ f

∂ x2

∂ x2

∂ t1
+ · · ·+ ∂ f

∂ xn

∂ xn

∂ t1

)
dt1+(

∂ f

∂ x1

∂ x1

∂ t2
+

∂ f

∂ x2

∂ x2

∂ t2
+ · · ·+ ∂ f

∂ xn

∂ xn

∂ t2

)
dt2 + · · ·+(

∂ f

∂ x1

∂ x1

∂ tr
+

∂ f

∂ x2

∂ x2

∂ tr
+ · · ·+ ∂ f

∂ xn

∂ xn

∂ tr

)
dtr .

Poněvadž totálńı diferenciál funkce f jako funkce proměnných t1, t2, . . . , tr má za koeficienty
parciálńı derivace podle př́ıslušných proměnných, dostaneme okamžitě větu pro výpočet parciálńıch
derivaćı složené funkce.

Věta: Bud’ f funkce n proměnných x1, x2, . . . , xn , která má v otevřené množině G ⊂ Rn

spojité parciálńı derivace prvńıho řádu podle všech proměnných. Necht’ xj = ϕj(t1, t2, . . . , tr) jsou
funkce r proměnných se spojitými parciálńımi derivacemi prvńıho řádu podle všech proměnných
v otevřené množině A ⊂ Rr . Označme

F (t1, t2, . . . , tr) = f(ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) .

Potom má funkce F parciálńı derivace podle všech proměnných v množině A a plat́ı

∂ F

∂ tk
=

n∑
j=1

∂ f

∂ xj

∂ ϕj

∂ tk
k = 1, 2, . . . , r .

Důkaz: Plyne okamžitě z předchoźı poznámky.

Poznámky: 1. Předchoźı věta je poměrně dlouhá, ale má tu výhodu, že je přesná. Jestliže
nebude hrozit nebezpeč́ı nesrozumitelnosti, budeme použ́ıvat zkráceného označeńı

z = f(x1, . . . , xn) , xj = xj(t1, . . . , tr) , pak
∂ z

∂ tk
=

n∑
j=1

∂ z

∂ xj

∂ xj

∂ tk
k = 1, 2, . . . , r .

2. Často se však vyskytuje př́ıpad funkce n proměnných

z = f(x1, . . . , xp, y1, . . . , yq) (p+ q = n) , kde yj = ϕj(x1, . . . , xp) j = 1, 2, . . . , q .

Definujeme-li funkci F předpisem

F (x1, . . . , xp) = f(x1, . . . , xp, ϕ1(x1, . . . , xp), . . . , ϕq(x1 . . . , xp)) ,

pak plat́ı
∂ F

∂ xk
=

∂ f

∂ xk
+

q∑
l=1

∂ f

∂ yl

∂ yl

∂ xk
k = 1, . . . , p .

Jestliže však použijeme zkráceného zápisu z předchoźı poznámky, dostaneme nesrozumitelný sym-
bol

z = f(x1, . . . , xp, y1, . . . , yq)
∂ z

∂ xk
=

∂ z

∂ xk
+

q∑
l=1

∂ z

∂ yl

∂ yl

∂ xk
k = 1, . . . , p .

3. Důležité jsou specielńı př́ıpady, kdy n a r nabývaj́ı některé z hodnot 1,2,3, po př́ıpadě 4.
Je-li na př́ıklad n = r = 1 , dostaneme známý vzorec pro derivaci složené funkce df

dt = df
dx

dx
dt .
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V daľśım se budeme setkávat nejčastěji s př́ıpadem n = r = 2 a pro ilustraci tyto vzorce uvedeme.
Je-li

z = f(x, y) , x = x(u, v) , y = y(u, v) , potom
∂z

∂u
=
∂z

∂x

∂x

∂u
+
∂z

∂y

∂y

∂u
;
∂z

∂v
=
∂z

∂x

∂x

∂v
+
∂z

∂y

∂y

∂v
.

Vyplat́ı se vypsat si i některé daľśı možnosti.

Př́ıklad: Ukažte, že funkce z = y · f
(
x2 − y2

)
, kde f je libovolná diferencovatelná funkce,

vyhovuje rovnici

y2 ∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= xz .

Řešeńı: Funkci f
(
x2 − y2

)
muśıme derivovat jako složenou funkci, což ukazuje, že máme

př́ıpad n = 1 , r = 2 . Jestliže označ́ıme

u = x2 − y2 , je
∂f

∂x
=
df

du

∂u

∂x
= 2x f ′(u) ,

∂f

∂y
=
df

du

∂u

∂y
= −2y f ′(u) ,

dostaneme po dosazeńı do dané rovnice

2xy3 f ′
(
x2 − y2

)
+ xyf

(
x2 − y2

)
− 2xy3 f ′

(
x2 − y2

)
= xz .

2.3 Derivace a diferenciály vyšš́ıch řád̊u.

Poznámka: Jestliže máme dánu funkci f(x1, x2, . . . , xn) a vypočteme na př́ıklad parciálńı
derivace ∂f

∂x1
, ∂f

∂x2
, dostáváme opět funkce n proměnných x1, x2, . . . , xn , které mohou mı́t po

př́ıpadě parciálńı derivace podle proměnných x1, x2 . T́ım dostaneme parciálńı derivace 2. řádu

∂2f

∂x2
1

,
∂2f

∂x1 ∂x2
,

∂2f

∂x2 ∂x1
,
∂2f

∂x2
2

.

Položme si nyńı otázku, zda je d̊uležité pořad́ı, ve kterém derivujeme, nebo zda zálež́ı jen na tom,
podle kterých proměnných se derivuje. Odpověd’ je dána v následuj́ıćı větě.

Věta: Bud’ f funkce n proměnných (n > 1) a necht’ existuj́ı parciálńı derivace

f1 =
∂f

∂x1
, f2 =

∂f

∂x2

v jistém okoĺı bodu a = (a1, a2, . . . , an) . Předpokládejme, že f12 = ∂2f
∂x1 ∂x2

je spojitá v bodě a .

Potom je v bodě a definována i f21 = ∂2f
∂x2 ∂x1

a plat́ı f12(a) = f21(a) .

Důkaz: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že n = 2 . Máme ukázat, že

lim
h→0

1
h
{f2(a1 + h, a2)− f2(a1, a2)} = f12(a) .

Z existence prvých derivaćı v okoĺı bodu a plyne, že výraz za limitou můžeme psát ve tvaru

lim
k→0

1
hk

{f(a1 + h, a2 + k)− f(a1 + h, a2)− f(a1, a2 + k) + f(a1, a2)} = lim
k→0

F (h, k) .
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Máme nyńı ukázat, že

lim
h→0

{
lim
k→0

F (h, k)
}

= f12(a) .

Poněvadž vnitřńı limita existuje, stač́ı pouze ukázat, že existuje dvojná limita

lim
(h,k)→(0,0)

F (h, k) = f12(a) .

Položme nyńı ϕ(x1) = f(x1, a2 + k)− f(x1, a2) . Podle věty o středńı hodnotě plat́ı

F (h, k) =
1
hk

{ϕ(a1 + h)− ϕ(a1)} =
1
k
ϕ′(a1 + ϑ1h) =

=
1
k
{f1(a1 + ϑ1h, a2 + k)− f1(a1 + ϑ1h, a2)} = f12(a1 + ϑ1h, a2 + ϑ2k) , kde 0 < ϑ1, ϑ2 < 1 .

Dané tvrzeńı plyne nyńı ze spojitosti druhé parciálńı derivace f12 v bodě a .

Poznámka: Jestliže f12 neńı spojitá v bodě a , může být f12(a) 6= f21(a) , jak ukazuje
následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad: Bud’

f(x, y) =

{
xy pro |x| ≥ |y| ,
0 pro |x| < |y| .

Pro y 6= 0 je

∂f(0, y)
∂x

= lim
h→0

f(h, y)− f(0, y)
h

= 0 ;
∂f(0, 0)
∂x

= lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= 0 .

Pro x 6= 0 plat́ı

∂f(x, 0)
∂y

= lim
k→0

f(x, k)− f(x, 0)
k

= x ;
∂f(0, 0)
∂y

= lim
k→0

f(0, k)− f(0, 0)
k

= 0

a tedy

∂2f(0, 0)
∂x ∂y

= lim
k→0

1
k

{
∂f(0, k)
∂x

− ∂f(0, 0)
∂x

}
= 0 ,

∂2f(0, 0)
∂y ∂x

= lim
h→0

1
h

{
∂f(h, 0)
∂y

− ∂f(0, 0)
∂y

}
= 1 .

Poznámka: Předchoźı větu lze snadno rozš́ı̌rit na př́ıpad parciálńıch derivaćı vyšš́ıch řád̊u.
Jednoduchý d̊ukaz indukćı dává

Důsledek: Bud’ k ≥ 2 celé. Parciálńı derivace funkce f až do řádu k− 1 necht’ jsou záměnné
v jistém okoĺı U bodu x(0) ∈ Rn . Předpokládejme, že parciálńı derivace fj1,...,jk

je spojitá v bodě
x(0) . Bud’ l1, . . . , lk libovolná permutace č́ısel j1, . . . , jk . Potom existuje i fl1,...,lk v bodě x(0)

a plat́ı
fl1,...,lk

(
x(0)

)
= fj1,...,jk

(
x(0)

)
.

Poznámka: Jestliže uváž́ıme totálńı diferenciál funkce f n proměnných

df(x, h) =
∂f

∂x1
h1 +

∂f

∂x2
h2 + · · ·+ ∂f

∂xn
hn ,
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je to funkce 2n proměnných (x, h) . Jestliže však budeme předpokládat, že př́ır̊ustek h z̊ustává
konstantńı, dostaneme funkci n proměnných x1, x2, . . . , xn a můžeme se opět zeptat, zda tato
funkce má totálńı diferenciál. T́ım se dostaneme k definici totálńıho diferenciálu druhého řádu
a následně k pojmu k−tého diferenciálu.

Definice: Necht’ má funkce f totálńı diferenciál df(x, h) = (h, grad f) vzhledem k př́ır̊ustku
h v jistém okoĺı U bodu x(0) . Diferenciál funkce df(x, h) v bodě x(0) opět vzhledem k h nazýváme
druhým diferenciálem funkce f v bodě x(0) a znač́ıme d2f

(
x(0), h

)
.

Diferenciál k−tého řádu definujeme rekurentně

dkf(x, h) = d
(
dk−1f(x, h)

)
.

Poznámky: 1. Plat́ı

d2f = d(df) =
∂(df)
∂x1

h1 +
∂(df)
∂x2

h2 + · · ·+ ∂(df)
∂xn

hn =

=
n∑

j=1

∂2f

∂x2
j

h2
j + 2

n∑
i=1;i<j

∂2f

∂xi ∂xj
hihj =

(
∂

∂x1
h1 +

∂

∂x2
h2 + · · ·+ ∂

∂xn
hn

)2

f .

Na druhé straně

d2f =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi ∂xj
hihj = (Hh, h) , kde

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂2f
∂x2

1
, ∂2f

∂x1 ∂x2
, . . . , ∂2f

∂x1 ∂xn

∂2f
∂x1 ∂x2

, ∂2f
∂x2

2
, . . . , ∂2f

∂x2 ∂xn

. . . . . . . . . . . .

∂2f
∂x1 ∂xn

, ∂2f
∂x2 ∂xn

, . . . , ∂2f
∂x2

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Toto vyjádřeńı ukazuje, že druhý diferenciál je kvadratická forma v proměnných h1, h2, . . . , hn .

2. Z předchoźı poznámky dostaneme okamžitě indukćı, že

dkf =
(

∂

∂x1
h1 +

∂

∂x2
h2 + · · ·+ ∂

∂xn
hn

)k

f .

To je sice elegantńı vyjádřeńı, ale při praktickém výpočtu budeme potřebovat tzv. polynomickou
větu, abychom byli schopni vyjádřit př́ıslušnou k−tou mocninu. Plat́ı

(a1 + a2 + · · ·+ an)k =
∑

i1 ≥ 0, . . . , in ≥ 0
i1 + · · ·+ in = k

k!
i1! i2! . . . in!

ai1
1 a

i2
2 . . . ain

n .

Nejčastěji se však vyskytuje př́ıpad n = 2 , kde plat́ı

d2f =
(

∂

∂x1
h1 +

∂

∂x2
h2

)k

f =
k∑

i=0

(
k

i

)
∂kf

∂xk−i
1 ∂xi

2

hk−i
1 hi

2

podle známé binomické věty.

3. Pomoćı diferenciál̊u vyšš́ıch řád̊u můžeme odvodit Taylor̊uv vzorec pro funkce n proměnných.
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Věta: (Taylorova)
Bud’ f : Ω −→ R a necht’ má v okoĺı U

(
x(0)

)
⊂ Ω bodu x(0) ∈ Rn diferenciál řádu k + 1 .

Necht’ h ∈ Rn je takové, že x(0) + h ∈ U
(
x(0)

)
. Potom existuje ϑ (0 < ϑ < 1) tak, že

f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
=

1
1!
df
(
x(0), h

)
+

1
2!
d2f

(
x(0), h

)
+ · · ·+ 1

k!
dkf

(
x(0), h

)
+

+
1

(k + 1)!
dk+1f

(
x(0) + ϑh, h

)
.

Důkaz: Označme F (t) = f
(
x(0) + th

)
pro t ∈ 〈0, 1〉 . Podle Taylorovy věty pro funkce jedné

proměnné plat́ı

F (1)− F (0) =
1
1!
F ′(0) +

1
2!
F”(0) + · · ·+ 1

k!
F (k)(0) +

1
(k + 1)!

F (k+1)(ϑ) .

Výpočtem těchto derivaćı dostaneme nyńı výsledek.

Př́ıklad: Najděte Taylor̊uv polynom 3. stupně funkce z = xy v okoĺı bodu (1, 1) . Výsledku
užijte k přibližnému výpočtu 1, 11,02 .

Řešeńı: V předchoźı větě polož́ıme n = 2 . Dále je

∂z

∂x
= yxy−1 ;

∂z

∂y
= xy lnx ;

∂2z

∂x2
= y(y − 1)xy−2 ;

∂2z

∂x ∂y
= xy−1 + yxy−1 lnx ;

∂2z

∂y2
= xy ln2 x ;

∂3z

∂x3
= y(y − 1)(y − 2)xy−3 ;

∂3z

∂x2 ∂y
= (2y − 1)xy−2 + y(y − 1)xy−2 lnx ;

∂3z

∂x ∂y2
= yxy−1 ln2 x+ 2xy−1 lnx ;

∂3z

∂x3
= xy ln3 x .

Nyńı plat́ı

∂z(1, 1)
∂x

= 1 ;
∂z(1, 1)
∂y

= 0 ;
∂2z(1, 1)
∂x2

= 0 ;
∂2z(1, 1)
∂x ∂y

= 1 ;
∂2z(1, 1)
∂y2

= 0 ;

∂3z(1, 1)
∂x3

= 0 ;
∂3z(1, 1)
∂2x ∂y

= 1 ;
∂3z(1, 1)
∂x ∂2y

= 0 ;
∂3z(1, 1)
∂y3

= 0

a odtud dostaneme, že hledaný Taylor̊uv polynom má tvar

P (x, y) = 1 +
1
1!

(x− 1) +
1
2!
{ 2(x− 1)(y − 1)}+

1
3!
{ 3(x− 1)2(y − 1)} .

Daná hodnota je nyńı 1, 11,02 .= P (1, 1 ; 1, 02) = 1, 1021 , zat́ımco přesněǰśı hodnota je 1, 102 098 82 .

Poznámky: 1. V závěru tohoto paragrafu se vrát́ıme znovu ke vzorc̊um pro výpočet parciálńıch
derivaćı složených funkćı. Je-li

y = f(x1, . . . , xn) , xj = ϕj(t1, . . . , tr) , F (t1, . . . , tr) = f (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) ,

potom
∂F

∂ti
=

n∑
α=1

∂f

∂xα

∂ϕα

∂ti
i = 1, . . . , r .
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Jestliže budeme předpokládat spojitost všech parciálńıch derivaćı druhého řádu, tedy jejich
záměnnost, dostaneme použit́ım předchóıho návodu

∂2F

∂ti ∂tj
=

n∑
α,β=1

∂2f

∂xα ∂xβ

∂ϕα

∂ti

∂ϕβ

∂tj
+

n∑
α=1

∂f

∂xα

∂2ϕα

∂ti ∂tj
i, j = 1, . . . , r .

T́ımto zp̊usobem můžeme pokračovat dále a vypoč́ıtat parciálńı derivace 3. řádu.

2. Při použit́ı těchto vzorc̊u se nejčastěji vyskytuje př́ıpad n = r = 2 . Je-li tedy

y = f(x1, x2) , x1 = x1(t1, t2) , x2 = x2(t1, t2) ,

pak
∂f

∂t1
=

∂f

∂x1

∂x1

∂t1
+

∂f

∂x2

∂x2

∂t1
;

∂f

∂t2
=

∂f

∂x1

∂x1

∂t2
+

∂f

∂x2

∂x2

∂t2
a tedy

∂2f

∂t21
=
∂2f

∂x2
1

(
∂x1

∂t1

)2

+ 2
∂2f

∂x1 ∂x2

∂x1

∂t1

∂x2

∂t1
+
∂2f

∂x2
2

(
∂x2

∂t1

)2

+
∂f

∂x1

∂2x1

∂t21
+

∂f

∂x2

∂2x2

∂t21
.

Analogicky pro ∂2f
∂t22

. Pro smı́̌senou derivaci plat́ı

∂2f

∂t1 ∂t2
=
∂2f

∂x2
1

∂x1

∂t1

∂x1

∂t2
+

∂2f

∂x1 ∂x2

(
∂x1

∂t1

∂x2

∂t2
+
∂x2

∂t1

∂x1

∂t2

)
+
∂2f

∂x2
2

∂x2

∂t1

∂x2

∂t2
+

+
∂f

∂x1

∂2x1

∂t1 ∂t2
+

∂f

∂x2

∂2x2

∂t1 ∂t2
.

Př́ıklad: Zavedeńım nových nezávisle proměnných u = xy , v = x
y transformujte rovnici

x2 ∂
2z

∂x2
− y2 ∂

2z

∂y2
= 0 .

Řešeńı: Ze zadáńı je vidět, že funkce z je složena následuj́ıćım zp̊usobem

z = z(u, v) , u = u(x, y) , v = v(x, y) .

Tedy

∂z

∂x
=
∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x
= y

∂z

∂u
+

1
y

∂z

∂v
;

∂z

∂y
=
∂z

∂u

∂u

∂y
+
∂z

∂v

∂v

∂y
= x

∂z

∂u
− x

y2

∂z

∂v
.

Pro druhé derivace dostaneme

∂2z

∂x2
=
∂2z

∂u2

(
∂u

∂x

)2

+ 2
∂2z

∂u ∂v

∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂2z

∂v2

(
∂v

∂x

)2

+
∂z

∂u

∂2u

∂x2
+
∂z

∂v

∂2v

∂x2
=

= y2 ∂
2z

∂u2
+ 2

∂2z

∂u ∂v
+

1
y2

∂2z

∂v2

a analogicky
∂2z

∂y2
= x2 ∂

2z

∂u2
− 2

x2

y2

∂2z

∂u ∂v
+
x2

y4

∂2z

∂v2
+ 2

x

y3

∂z

∂v
.

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice a lednoduché úpravě dostaneme

∂2z

∂u ∂v
− 1

2xy
∂z

∂v
= 0 , neboli

∂2z

∂u ∂v
− 1

2u
∂z

∂v
= 0 .

Až se nauč́ıme řešit diferenciálńı rovnice se separovatelnými proměnnými, ukáže se, že jsme schopni
tuto rovnici úplně řešit.
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2.4 Řešitelnost funkcionálńıch rovnic.

Poznámka: V tomto paragrafu si polož́ıme otázku řešitelnosti rovnice

F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0 ,

kde F je daná funkce n + 1 proměnných. Z této rovnice se pokuśıme vypoč́ıtat y jako funkci
proměnných x1, x2, . . . , xn . Tento úkol se nemuśı vždy zdařit a pokud se podař́ı, nemuśı být dané
řešeńı jediné. Dúležité bude také to zda budeme hledat globálńı řešeńı nebo jenom lokálńı řešeńı,

tedy řešeńı v jistém okoĺı bodu
(
x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n , y(0)

)
.

Př́ıklad: Rovnice y2−(x2−1)2 = 0 má v R 8 spojitých řešeńı a nekonečně mnoho nespojitých
řešeńı.

Důkaz: Jestliže si načrtneme množinu všech bod̊u, které vyhovuj́ı rovnici y2− (x2− 1)2 = 0 ,
viz obrázek

je vidět, že hledaná spojitá řešeńı maj́ı tvar

1. y = x2 − 1 pro x ∈ R ,
2. y = x2 − 1 pro x ∈ (−∞, 1〉 ; y = 1− x2 pro x ∈ (1,+∞) ,
3. y = x2 − 1 pro |x| ≥ 1 ; y = 1− x2 pro x ∈ (−1, 1) ,
4. y = x2 − 1 pro x ∈ (−∞,−1〉 ; y = 1− x2 pro x ∈ (−1,+∞) ,
5. y = 1− x2 pro x ∈ R ,
6. y = 1− x2 pro x ∈ (−∞, 1〉 ; y = x2 − 1 pro x ∈ (1,+∞) ,
7. y = 1− x2 pro |x| ≥ 1 ; y = x2 − 1 pro x ∈ (−1, 1) ,
8. y = 1− x2 pro x ∈ (−∞,−1〉 ; y = x2 − 1 pro x ∈ (−1,+∞) .

Nespojitá řešeńı maj́ı na př́ıklad tvar

y = x2 − 1 pro x ∈ (−∞, t〉 ; y = 1− x2 pro x ∈ (t,+∞) , kde t ∈ R , t 6= ±1 .

Definice: Bud’ F (x1, x2, . . . , xn, y) funkce n+1 proměnných a uvažujeme rovnici F (x, y) = 0 .
Funkci y = f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) , x ∈ Ω ⊂ Rn nazveme na Ω řešeńım této rovnice, jestliže pro
všechna x ∈ Ω plat́ı F (x, f(x)) = 0 .

Jestliže pro všechna x ∈ U
(
x(0)

)
⊂ Rn je F (x, f(x)) = 0 , pak y = f(x) nazveme lokálńım

řešeńım dané rovnice.

Poznámka: V daľśım si polož́ıme několik otázek:
a) Jak zaručit existenci řešeńı?
b) Jak zaručit existenci jediného řešeńı?
c) Jaké vlastnosti dané řešeńı má?

Věta: (Globálńı řešitelnost)
Bud’ funkce F (x, y) definována na množině Ω × 〈a, b〉 ⊂ Rn+1 a předpokládejme, že pro každé
pevné x ∈ Ω je spojitá v proměnné y . Jestliže F (x, a)F (x, b) ≤ 0 ∀x ∈ Ω , pak existuje alespoň
jedna funkce y = f(x) , definovaná na Ω tak, že F (x, f(x)) = 0 ∀x ∈ Ω .
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Důkaz: Označme h(y) = F (x, y) pro x ∈ Ω pevné. Podle předpokladu je h spojitá funkce
a plat́ı h(a)h(b) ≤ 0 . Existuje tedy y (závislé na x) tak, že h(y) = 0 , neboli F (x, y) = 0 . T́ım
dostaneme funkci y = f(x) , x ∈ Ω , pro niž plat́ı F (x, f(x)) = 0 ∀x ∈ Ω .

Poznámka: Tato věta zaručuje existenci řešeńı, nikoliv však jednoznačnost. Jednoznačnost
globálńıho řešeńı bývá též málokdy splněna. Tu však bývá možné zaručit při hledáńı lokálńıho
řešeńı.

Věta: (Lokálńı řešitelnost)
Bud’ F (x, y) = F (x1, x2, . . . , xn, y) funkce, která má spojité parciálńı derivace až do řádu k−tého
v jistém okoĺı bodu

(
x(0), y(0)

)
a necht’

F
(
x(0), y(0)

)
= 0 ,

∂ F
(
x(0), y(0)

)
∂ y

6= 0 .

Potom plat́ı
1. Existuje okoĺı U

(
x(0)

)
⊂ Rn bodu x(0) a funkce y = f(x) , která je jediným řešeńım rovnice

F (x, y) = 0 na U , tj.
F (x, f(x)) = 0 ∀x ∈ U .

2. Funkce y = f(x) má spojité parciálńı derivace až do řádu k−tého pro x ∈ U .

Důkaz: 1. Z předpokladu
∂ F(x(0), y(0))

∂ y 6= 0 plyne, že na př́ıklad plat́ı Fy

(
x(0), y(0)

)
> 0 .

Poněvadž je Fy spojitá, existuje okoĺı V
(
x(0)

)
bodu x(0) a δ > 0 tak, že

∂ F (x, y)
∂ y

> 0 pro x ∈ V
(
x(0)

)
, y ∈

(
y(0) − δ, y(0) + δ

)
.

Pro každé x ∈ V
(
x(0)

)
je F (x, y) rostoućı funkce y pro y ∈

(
y(0) − δ, y(0) + δ

)
. Zvolme

y1, y2 ∈
(
y(0) − δ, y(0) + δ

)
tak, aby bylo y1 < y(0) < y2 . Poněvadž je

F
(
x(0), y1

)
< 0 a F

(
x(0), y2

)
> 0 ,

pak ze spojitosti F plyne též, že F (x, y1) < 0 , F (x, y2) > 0 pro x z jistého okoĺı bodu x(0) a bud’
toto okoĺı V

(
x(0)

)
. Nyńı použijeme pro x ∈ V

(
x(0)

)
předchoźı větu a tedy existuje y takové, že

y1 < y < y2 a F (x, y) = 0 , neboli F (x, y(x)) = 0 . Takové y existuje jediné, poněvadž F (x, y) je
rostoućı vzhledem k y . T́ım dostáváme funkci y = f(x) , pro niž plat́ı

F (x, f(x)) = 0 ∀x ∈ V
(
x(0)

)
.

2. Druhou část d̊ukazu nebudeme provádět detailně, ukážeme sṕı̌se metodu výpočtu parciálńıch
derivaćı. Je F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0 . Jestliže tuto rovnost zderivujeme, dostaneme podle vzorce
pro parciálńı derivace složených funkćı (n→ n+ 1 , r → n)

n∑
α=1

∂ F

∂ xα

∂ xα

∂ xi
+
∂ F

∂ y

∂ y

∂ xi
= 0

a poněvadž ∂ xα

∂ xi
= 0 pro α 6= i a ∂ xα

∂ xi
= 1 pro α = i , dostaneme odtud

(∗) ∂ F

∂ xi
+
∂ F

∂ y

∂ y

∂ xi
= 0 i = 1, 2, . . . , n .
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Odtud
∂ y

∂ xi
= −

∂ F
∂ xi

∂ F
∂ y

, i = 1, 2, . . . , n .

Podle předpokladu je ∂ F
∂ y 6= 0 , tedy si můžeme předchoźı úpravu dovolit. Jestliže v rovnosti (∗)

pokračujeme v derivováńı podle j−té proměnné, dostaneme

∂2F

∂ xi ∂ xj
+

∂2F

∂ xi ∂ y

∂ y

∂ xj
+

∂2F

∂ xj ∂ y

∂ y

∂ xi
+
∂2F

∂ y2

∂ y

∂ xi

∂ y

∂ xj
+
∂ F

∂ y

∂2y

∂ xi ∂ xj
= 0 i, j = 1, 2, . . . , n .

Z této rovnice je možno vypoč́ıtat druhé parciálńı derivace, vzhledem k tomu, že koeficient u
těchto derivaćı je opět ∂ F

∂ y 6= 0 . T́ımto zp̊usobem můžeme pokračovat dále při výpočtu parciálńıch
derivaćı vyšš́ıch řád̊u.

Definice: Funkci y = f(x) , která je řešeńım rovnice F (x, y) = 0 , nazýváme implicitńı funkćı
nebo funkćı danou implicitně.

Př́ıklady: 1. Bud’ F funkce dvou proměnných a uvažme rovnici F (x, y) = 0 . Potom je

∂ F

∂ x
+
∂ F

∂ y

dy

dx
= 0

a je-li ∂ F
∂ y 6= 0 , dostaneme

dy

dx
= −

∂ F
∂ x
∂ F
∂ y

= −Fx

Fy
.

Jestliže pokračujeme v derivováńı, dostaneme

∂2F

∂ x2
+ 2

∂2F

∂ x∂ y

dy

dx
+
∂2F

∂ y2

(
dy

dx

)2

+
∂ F

∂ y

d2y

dx2
= 0 .

Z této rovnice dostaneme po jednoduchém výpočtu

d2y

dx2
=

2FxyFxFy − FxxF
2
y − FyyF

2
x

F 3
y

.

2. Bud’ F (x, y, z) = 0 plocha v R3 . Potom má tečná rovina a normála dané plochy v bodě
(x0, y0, z0) tvar

∂ F (x0, y0, z0)
∂ x

(x− x0) +
∂ F (x0, y0, z0)

∂ y
(y − y0) +

∂ F (x0, y0, z0)
∂ z

(z − z0) = 0 ;

x− x0

∂ F (x0,y0,z0)
∂ x

=
y − y0

∂ F (x0,y0,z0)
∂ y

=
z − z0

∂ F (x0,y0,z0)
∂ z

.

Důkaz: Jestliže budeme na př́ıklad předpokládat, že ∂ F (x0,y0,z0)
∂ z 6= 0 , můžeme z považovat

za funkci x a y (implicitńı) a plat́ı

∂ z

∂ x
= −

∂ F
∂ x
∂ F
∂ z

;
∂ z

∂ y
=

∂ F
∂ y

∂ F
∂ z

.

Tečná rovina má nyńı tvar

z − z0 =
∂ z(x0, y0)

∂ x
(x− x0) +

∂ z(x0, y0)
∂ y

(y − y0)
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a po dosazeńı a jednoduché úpravě dostaneme výsledek. Vyjádřeńı pro normálu je zřejmé.

Poznámky: 1. Jestliže se vrát́ıme k úvodńımu př́ıkladu řešeńı rovnice y2 − (x2 − 1)2 = 0 , je
F (x, y) = y2 − (x2 − 1)2 , tedy ∂ F

∂ y = 2y a pro y = 0 dostaneme body (−1, 0) a (1, 0) , v jejichž
okoĺı nelze danou rovnici jednoznačně řešit. To je však vidět též z obrázku. Pro y 6= 0 takové řešeńı
(lokálńı) vždy existuje.

2. V aplikaćıch se setkáváme s př́ıpady, kdy

F (x, y) = 0 ,
∂ F

∂ x
= 0 ,

∂ F

∂ y
= 0 ,

po př́ıpadě

F (x, y, z) = 0 ,
∂ F

∂ x
= 0 ,

∂ F

∂ y
= 0 ,

∂ F

∂ z
= 0 .

V takových bodech neexistuje tečná nadrovina a takové body se nazývaj́ı singulárńıni body dané
křivky F (x, y) = 0 nebo plochy F (x, y, z) = 0 .
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Kapitola 3

Optimalizace v Rn.

3.1 Lokálńı a globálńı extrémy.

Definice: Bud’ f funkce, definovaná na množině Ω ⊂ Rn . Řekneme, že č́ıslo f
(
x(0)

)
je

lokálńım minimem (resp. lokálńım maximem) funkce f na množině Ω , jestliže existuje okoĺı U
(
x(0)

)
bodu x(0) takové, že

f
(
x(0)

)
≤ f(x) ,

[
resp. f

(
x(0)

)
≥ f(x)

]
∀x ∈ U

(
x(0)

)
∩ Ω .

Pokud pro x ∈ U
(
x(0)

)
∩ Ω , x 6=

(
x(0)

)
plat́ı ostré nerovnosti, řekneme, že f má v bodě

(
x(0)

)
ostré lokálńı minimum (resp. ostré lokálńı maximum) na množině Ω . Zapisujeme

f
(
x(0)

)
= min

x∈U(x(0))∩Ω
f(x) ,

[
resp. f

(
x(0)

)
= max

x∈U(x(0))∩Ω
f(x)

]
.

Řekneme, že f
(
x(0)

)
je globálńım minimem (resp. globálńım maximem) funkce f na množině Ω ,

jestliže plat́ı
f
(
x(0)

)
≤ f(x) ,

[
resp. f

(
x(0)

)
≥ f(x)

]
∀x ∈ Ω .

Ṕı̌seme

f
(
x(0)

)
= min

x∈Ω
f(x) ,

[
resp. f

(
x(0)

)
= max

x∈Ω
f(x)

]
.

Věta: (Nutná podmı́nka existence extrému)
Necht’ má funkce f : Ω −→ R ve vnitřńım bodě x(0) ∈ Ω lokálńı extrém a je v tomto bodě
diferencovatelná. Potom

d f
(
x(0), h

)
= 0 ∀h ∈ Rn , resp. grad f

(
x(0)

)
= 0 .

Důkaz: Necht’ d f
(
x(0), h

)
> 0 pro nějaké h ∈ Rn , h 6= 0 . Polož́ıme-li h = grad f

(
x(0)

)
6= 0 ,

pak

(h,∇f) = d f
(
x(0), h

)
=
∥∥∥ grad f

(
x(0)

)∥∥∥2

> 0 .

Poněvadž je

(h, grad f(x)) = lim
t→0

f
(
x(0) + th

)
− f

(
x(0)

)
t

> 0 ,
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plyne odtud nerovnost f
(
x(0) + th

)
−f

(
x(0)

)
> 0 pro t > 0 a bod x(0) nemůže být bodem maxima

f . Analogicky se provede d̊ukaz pro minimum.

Definice: Bod x(0) , pro nějž je grad f
(
x(0)

)
= 0 , nazýváme stacionárńı bod diferencovatelné

funkce f .

Věta: (Postačuj́ıćı podmı́nky pro extrém)
Necht’ je funkce f : Ω −→ R , Ω ⊂ Rn dvakrát diferencovatelná ve vnitřńım bodě x(0) ∈ Ω
a předpokládejme, že

d f
(
x(0), h

)
= 0 ∀h ∈ Rn .

Potom plat́ı
1. Je-li

d2f
(
x(0), h

)
> 0 ∀h ∈ Rn , h 6= 0 ,

má funkce f v bodě x(0) ostré lokálńı minimum.
2. Je-li

d2f
(
x(0), h

)
< 0 ∀h ∈ Rn , h 6= 0 ,

má funkce f v bodě x(0) ostré lokálńı maximum.
3. Jestliže existuj́ı h1, h2 ∈ Rn tak, že

d2f
(
x(0), h1

)
< 0 , d2f

(
x(0), h2

)
> 0 ,

nemá funkce f v bodě x(0) extrém a nastává př́ıpad tzv. sedlového bodu.

Důkaz: Důkaz nebudeme provádět detailně. Z Taylorova vzorce plyne, že

f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
= d f

(
x(0), h

)
+

1
2!
d2f

(
x(0) + ϑh, h

)
0 < ϑ < 1

a uvažme př́ıpad 1. Poněvadž je

d2f
(
x(0) + ϑh, h

)
= d2f

(
x(0), h

)
+R2 , kde R2 −→

h→0
0 a d f

(
x(0), h

)
= 0 ,

rozhoduje o znaménku f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
druhý diferenciál v bodě x(0) . Jestliže uváž́ıme

množinu S = {h ∈ Rn ; ‖h‖ = 1} , dostaneme kompaktńı množinu a d2f
(
x(0), h

)
má na množině

S kladné infimum (dokonce minimum). Potom je

f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
≥ inf

h∈S
d2f

(
x(0), h

)
+R2

a vzhledem k tomu, že R2 −→
h→0

0 , zachovává si rozd́ıl f
(
x(0) + h

)
− f

(
x(0)

)
v jistém okoĺı bodu

x(0) kladné znaménko. Analogicky se dokáže 2. a 3. př́ıpad.

Poznámky: 1. Druhý diferenciál d2f
(
x(0), h

)
je kvadratická forma v h tvaru

d2f
(
x(0), h

)
=

n∑
i,j=1

∂2f
(
x(0), h

)
∂ xi ∂ xj

hihj = (Hh, h) ,

kde H je tzv. Hessova matice funkce f v bodě x(0) .
Podmı́nka 1. v předchoźı větě tedy znamená, že kvadratická forma Q(h) = (Hh, h) je positivně
definitńı, neboli ekvivalentně Q(h) > 0 ∀h 6= 0 , nebo, že je matice H positivně definitńı, nebo, že
všechny hlavńı minory matice H jsou kladné, nebo, že všechna vlastńı č́ısla matice H jsou kladná.
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Analogicky druhý př́ıpad znamená, že Q(h) je negativně definitńı a třet́ı př́ıpad znamená, že Q(h)
je indefinitńı.

2. Je-li kvadratická forma Q semidefinitńı, nemůžeme o extrému t́ımto zp̊usobem rozhodnout.
Mohou totiž nastat nastat všechny př́ıpady. Je-li

f(x, y) = x2 + x2y2 , g(x, y) = x2 + y4 , h(x, y) = x2 + y3 ,

pak v bodě (0, 0) plat́ı Q(h, k) = 2h2 pro všechny tři funkce, zat́ımco f má v bodě (0, 0) neostré
lokálńı minimum, g ostré lokálńı minimum a h nemá extrém.

Důsledek: Je-li n = 2 , a = (a1, a2) takový bod, že

d f(a) = 0 , f11 =
∂2f(a)
∂ x2

6= 0 , f12 =
∂2f(a)
∂ x ∂ y

, f22 =
∂2f(a)
∂ y2

,

pak plat́ı
1. Je-li

f11f22 − (f12)
2
> 0 ,

má f v bodě a ostrý lokálńı extrém a sice minimum pro f11 > 0 a maximum pro f11 < 0 .
2. Je-li

f11f22 − (f12)
2
< 0 ,

nemá f v bodě a lokálńı extrém.

Důkaz: Jestliže označ́ıme α = f11 , β = f12 , γ = f22 , je Q(h, k) = αh2 + 2βhk + γk2 .
Bud’ Q positivně definitńı. Potom je α > 0 , αγ − β2 > 0 a f má v bodě a ostré lokálńı minimum.
Je-li Q negativně definitńı, je α < 0 , αγ − β2 > 0 a f má v bodě a ostré lokálńı maximum.
Je-li αγ − β2 < 0 , je Q indefinitńı a f nemá v bodě a extrém.

Př́ıklad: Najděte lokálńı extrémy funkce

z = (5x+ 7y − 25) e−(x2+xy+y2) .

Řešeńı: Funkce z je definována v celé rovině R2 a plat́ı

∂ z

∂ x
= { 5− (5x+ 7y − 25)(2x+ y)} e−(x2+xy+y2) ,

∂ z

∂ y
= { 7− (5x+ 7y − 25)(x+ 2y)} e−(x2+xy+y2) .

Polož́ıme-li ∂ z
∂ x = ∂ z

∂ y = 0 , dostaneme soustavu rovnic

(5x+ 7y − 25)(2x+ y) = 5 , (5x+ 7y − 25)(x+ 2y) = 7 ,

neboli 5
2x+y = 7

x+2y a odtud y = 3x . Dosazeńım do jedné z předchoźıch rovnic dostáváme

26x2 − 25x− 1 = 0 s kořeny x1 = 1 , x2 = − 1
26
.

Odpov́ıdaj́ıćı stacionárńı body jsou

A[ 1, 3 ] , B

[
− 1

26
,− 3

26

]
.
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a) Uvažme bod A[ 1, 3 ] . Je

f11 = −27e−13 < 0 , f12 = −36e−13 , f22 = −51e−13 ; f11f22 − f2
12 = 81e−26 > 0

a v bodě A je tedy ostré lokálńı maximum z(A) = e−13 .= 2, 26 · 10−6 .

b) Pro bod B
[
− 1

26 ,−
3
26

]
plat́ı

f11 =
1377
26

e−
1
52 > 0 , f12 =

711
26

e−
1
52 , f22 =

1401
26

e−
1
52 .

Je zřejmé, že f11f22 − f2
12 > 0 , tedy funkce z má v bodě B ostré lokálńı minimum

z(B) = −26e−
1
52

.= −25, 505 .

3.2 Extrémy vzhledem k podmnořině.

Poznámka: V tomto paragrafu budeme vyšetřovat extrémy dané spojité funkce f (n proměn-
ných) na podmnožinách V ⊂ Rn , které se daj́ı charakterizovat soustavou podmı́nek ve tvaru
rovnosti nebo nerovnosti. Soustřed́ıme se však na popis možných postup̊u při výpočtu konkrétńıch
úloh a nebudeme dokazovat základńı větu o postačuj́ıćıch podmı́nkách vázaného extrému.

Př́ıklady: 1. Najděte extrémy funkce z = x2 +y2 na množině V = { (x, y) ∈ R2 ; x+y = 1 } .

Řešeńı: Je y = 1− x , tedy

z = x2 + (1− x)2 = 2x2 − 2x+ 1 , z′ = 4x− 2 = 0 ⇒ x =
1
2
, z′′ = 4 > 0

a bodě
(

1
2 ,

1
2

)
má z minimum vzhledem k V rovné z

(
1
2 ,

1
2

)
= 1

2 .

2. Najděte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce z = x2 + y2 − 12x+ 16y na množině

V = { (x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ 25 } .

Řešeńı: Poněvadž V je kompaktńı množina a z spojitá funkce, existuje max{ z ; (x, y) ∈ V }
a min{ z ; (x, y) ∈ V } .

a) Bud’ nejdř́ıve x2 + y2 < 25 . Pak hledáme extrém na otevřené množině a užijeme postupu
z předchoźıho paragrafu.

∂ z

∂ x
= 2x− 12 ,

∂ z

∂ y
= 2y + 16 .

Stacionárńı bod je (6,−8) , který však nelež́ı v daném oboru.
b) Předpokládejme nyńı, že x2 + y2 = 25 . Jestliže danou křivku zparametrizujeme, dostaneme

x = 5 cos t , y = 5 sin t , t ∈ 〈0, 2π) a tedy

z(t) = 25− 60 cos t+ 80 sin t , z′(t) = 60 sin t+ 80 cos t = 0 ⇒ tg t = −4
3
.

t tedy lež́ı ve druhém nebo čtvrtém kvadrantu.
α) Pro druhý kvadrant plat́ı cos t < 0 , sin t > 0 , neboli

x = 5 cos t = −5
1√

1 + tg2t
= − 5√

1 + 16
9

= −3 , y = 5 sin t = −5
tg t√

1 + tg2t
=

5 · 4
3√

1 + 16
9

= 4
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a z(−3, 4) = 125 .
β) Ve čtvrtém kvadrantu je cos t > 0 , sin t < 0 a dostaneme stacionárńı bod (3,−4) , pro nějž

je z(3,−4) = −75 .

Poznámka: Ke stejnému výsledku, pouze trochu pomaleǰśı cestou, se dostaneme, jestliže
uváž́ıme dvě možná vyjádřeńı y =

√
25− x2 a y = −

√
25− x2 .

3. Najděte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce z = x2 − xy + y2 na množině

V = { (x, y) ∈ R2 ; |x|+ |y| ≤ 1 } .

Řešeńı: Množina V je opět kompaktńı, tedy obě hledané hodnoty existuj́ı (z je spojitá).
a) Bud’ |x|+ |y| < 1 . Potom je

∂ z

∂ x
= 2x− y = 0 ,

∂ z

∂ y
= −x+ 2y = 0

a stacionárńı bod je (0, 0) . Dále

∂2z

∂ x2
= 2 ,

∂2z

∂ x ∂ y
= −1 ,

∂2z

∂ y2
= 2 , tedy z11z22 − z2

12 = 3 > 0 , z11 = 2 > 0

a v bodě (0, 0) má funkce z ostré lokálńı minimum z(0, 0) = 0 .
b) Necht’ |x|+ |y| = 1 .
α) Pro x, y ≥ 0 je x+ y = 1 , tedy y = 1− x , x ∈ 〈0, 1〉 ,

z(x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x+ 1 , z′(x) = 6x− 3 = 0 ⇒ x =
1
2
, z′′(x) = 6 > 0

a v bodě
(

1
2 ,

1
2

)
má funkce z lokálńı minimum z

(
1
2 ,

1
2

)
= 1

4 . V krajńıch bodech intervalu 〈0, 1〉
nabývá funkce z(x) svého maxima. Plat́ı z(1, 0) = z(0, 1) = 1 .

β) Je-li x ≤ 0 , y ≥ 0 , pak y = 1 + x , x ∈ 〈−1, 0〉 a

z(x) = x2 − x(1 + x) + (1 + x)2 = x2 + x+ 1 , z′(x) = 2x+ 1 = 0 ⇒ x = −1
2
, z′′(x) = 2 > 0

a v bodě
(
− 1

2 ,
1
2

)
má funkce z lokálńı minimum z

(
− 1

2 ,
1
2

)
= 3

4 . V krajńıch bodech intervalu

〈−1, 0〉 nabývá funkce z(x) svého maxima. Plat́ı z(−1, 0) = z(0, 1) = 1 .

γ) Analogicky pro x, y ≤ 0 je y = −1− x , x ∈ 〈−1, 0〉 a tedy

z(x) = 3x2 + 3x+ 1 , z′(x) = 6x+ 3 ⇒ x = −1
2
, z′′(x) = 6 > 0

a v bodě
(
− 1

2 ,
1
2

)
má funkce z lokálńı minimum z

(
− 1

2 ,−
1
2

)
= 1

4 . V krajńıch bodech intervalu

〈−1, 0〉 nabývá funkce z(x) svého maxima. Plat́ı z(−1, 0) = z(0,−1) = 1 .

δ) Pro x ≥ 0 , y ≤ 0 je y = x− 1 , x ∈ 〈0, 1〉 a odtud

z(x) = x2 − x+ 1 , z′(x) = 2x− 1 ⇒ x =
1
2
, z′′(x) = 2 > 0

a v bodě
(

1
2 ,−

1
2

)
má funkce z lokálńı minimum z

(
1
2 ,−

1
2

)
= 3

4 . V krajńıch bodech intervalu 〈0, 1〉
nabývá funkce z(x) svého maxima. Plat́ı z(1, 0) = z(0,−1) = 1 .

Jestliže tyto výsledky shrneme, dostaneme, že největš́ı a nejmenš́ı hodnoty funkce jsou 1 a 0.
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Poznámka: Uvedené př́ıklady ukazuj́ı, že výpočet je poměrně dlouhý a má řadu záludnost́ı.
Tomu se ale bohužel nemůžeme vyhnout. V daľśım výkladu si nyńı povšimneme technického pos-
tupu, který se při vyšetřováńı vázaných extrémů použ́ıvá. Nikde totiž nemáme zaručeno, že se
nám podař́ı jednu (nebo v́ıce) proměnných z daných vazeb vypoč́ıtat.

Definice: Bud’ f : Ω −→ R spojitá funkce, Ω ⊂ Rn otevřená množina.
1. Necht’ hj : Rn −→ R , j = 1, 2, . . . , p jsou spojité funkce a označme

V = {x ∈ Rn ; hj(x) = 0 , j = 1, 2, . . . , p } .

Potom úlohu nalézt extrém funkce f na množině V nazýváme optimalizačńı úlohou s vazbami
typu rovnosti.

2. Bud’te gi : Rn −→ R , i = 1, 2, . . . , q spojité funkce a označme

W = {x ∈ Rn ; gi(x) ≤ 0 , i = 1, 2, . . . , q } .

Potom úlohu nalézt extrém funkce f na množině W nazýváme optimalizačńı úlohou s vazbami
typu nerovnosti.

Definice: Č́ıslo f
(
x(0)

)
nazvene lokálńım vázaným minimem (resp. maximem) funkce f na

množině V , jestliže existuje okoĺı U
(
x(0)

)
bodu x(0) tak, že

f
(
x(0)

)
≤ f(x)

[
resp. f

(
x(0)

)
≥ f(x)

]
∀x ∈ V ∩ U

(
x(0)

)
.

Znač́ıme

min
{
f(x) ; x ∈ V ∩ U

(
x(0)

)} [
resp. max

{
f(x) ; x ∈ V ∩ U

(
x(0)

)} ]
.

Analogicky, jestliže

f
(
x(0)

)
≤ f(x)

[
resp. f

(
x(0)

)
≥ f(x)

]
∀x ∈ V ,

řekneme, že f
(
x(0)

)
je globálńım vázaným minimem (resp. maximem) funkce f na množině V

a znač́ıme
min{ f(x) ; x ∈ V } [ resp. max{ f(x) ; x ∈ V } ] .

Věta: Bud’ V ⊂ Rn kompaktńı množina a necht’ je f spojitá na V . Potom jsou obě úlohy

min{ f(x) ; x ∈ V } a max{ f(x) ; x ∈ V }

řešitelné.

Důkaz: Plyne okamžitě z Weierstrassovy věty.

Poznámka: V daľśım výkladu si všimneme nutných podmı́nek vázaného extrému s vazbami
typu rovnosti a ukážeme postup při výpočtu těchto extrémů.

Věta: (Nutná podmı́nka extrému)
Necht’ x(0) je bod lokálńıho extrému diferencovatelné funkce f : Ω −→ R na množině

V = {x ∈ Ω ; hj(x) = 0 , j = 1, 2, . . . , p } , p < n
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a předpokládejme, že jsou vektory gradhj

(
x(0)

)
, j = 1, 2, . . . , p lineárně nezávislé. Potom existuj́ı

č́ısla λ1, λ1, . . . , λp tak, že plat́ı

grad f
(
x(0)

)
+

p∑
j=1

λj gradhj

(
x(0)

)
= 0 .

Důkaz: Nebudeme provádět, poněvadž vyžaduje širš́ı znalost věty o implicitńıch funkćıch.

Poznámka: Postup při výpočtu předvedeme nyńı na několika př́ıkladech, z nichž bude zřejmé,
že můžeme použ́ıt postupu z předchoźıho paragrafu, jen je třeba vźıt v úvahu př́ıslušné vazby.

Př́ıklady: 1. Najděte extrémy funkce u = xy + yz na množině

V = { (x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 = 2 , y + z = 2 } .

Řešeńı: Máme dány dvě vazby typu rovnosti

h1(x, y, z) = x2 + y2 − 2 = 0 , h2(x, y, z) = y + z − 2 = 0 .

Nejdř́ıve budeme hledat tzv. stacionárńı body, tj. body, které splňuj́ı nutnou podmı́nku extrému.
Označme

K(x, y, z) = xy + yz + λ1(x2 + y2 − 2) + λ2(y + z − 2) .

Potom muśı platit

∂ K

∂ x
= y + 2λ1x = 0 ,

∂ K

∂ y
= x+ z + 2λ1y + λ2 = 0 ,

∂ K

∂ z
= y + λ2 = 0 .

Nyńı je třeba nalézt vhodná x, y, z a λ1, λ2 . K tomu máme k disposici 5 rovnic (3parciálńı derivace
a 2 vazby), takže se nám to může podařit. Z předchoźıch rovnic dostaneme

y = −λ2 , x =
λ2

2λ1
, z = 2λ1λ2 − λ2 −

λ2

2λ1
.

Dosazeńım do vazebńıch rovnic dostaneme dále

λ2
2

4λ2
1

+ λ2
2 = 2 , 2λ1λ2 − 2λ2 −

λ2

2λ1
= 2 .

Z prvńı rovnice plyne, že 4λ2
1 = λ2

2
2−λ2

2
a muśı tedy být |λ2| <

√
2 , neboli 2λ1 = ± λ2√

2−λ2
2

.

a) Necht’ 2λ1 = λ2√
2−λ2

2

. Dosad́ıme-li do druhé rovnice, dostaneme po jednoduché úpravě

λ2
2 − 1 = (λ2 + 1)

√
2− λ2

2 .
Je-li λ2 = −1 , pak λ1 = − 1

2 a x = y = z = 1 .
Pro λ2 6= −1 muśıme řešit rovnici λ2 − 1 =

√
2− λ2

2 s podmı́nkou λ2 > 1 . To dává kvadratickou
rovnici 2λ2

2 − 2λ2 − 1 = 0 , které vyhovuje kořen λ2 = 1+
√

3
2 a potom je λ1 = 2+

√
3

2 , tedy

x =
√

3− 1
2

, y = −1 +
√

3
2

, z =
5 +

√
3

2
.

b) Bud’ 2λ1 = − λ2√
2−λ2

2

. Dosad́ıme-li do druhé rovnice, dostaneme tentokrát rovnici

1− λ2
2 = (λ2 + 1)

√
2− λ2

2 .
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Pro λ2 = −1 je λ1 = 1
2 , x = −1 , y = z = 1 .

Je-li λ2 6= −1 , dostáváme rovnici 1− λ2 =
√

2− λ2
2 za podmı́nky λ2 < 1 a stejnou kvadratickou

rovnici 2λ2
2 − 2λ2 − 1 = 0 , tentokrát s kořenem λ2 = 1−

√
3

2 , tedy λ1 = 2−
√

3
2 a

x = −1 +
√

3
2

, y =
√

3− 1
2

, z =
5−

√
3

2
.

Shrneme-li výsledek, dostaneme 4 stacionárńı body

A[1, 1, 1] , B

[√
3− 1
2

,
−1−

√
3

2
,
5 +

√
3

2

]
, C[−1, 1, 1] , D

[
−1−

√
3

2
,

√
3− 1
2

,
5−

√
3

2

]
.

Pokračujeme dále a vypočteme 2. diferenciál funkce K . Je

d2K = 2
(
λ1 dx

2 + dx dy + λ1 dy
2 + dy dz

)
.

Nyńı máme k disposici vazby

x2 + y2 − 2 = 0 a y + z − 2 = 0 ,

jejichž diferencováńım dostaneme

2x dx+ 2y dy = 0 , dy + dz = 0 a odtud dz = −dy , dx = −y
x
dy .

Dosazeńım do kvadratické formy d2K zredukujeme počet proměnných o dvě (počet nezávislých
vazeb typu rovnosti) a dostaneme kvadratickou formu Q , jej́ıž definitnost budeme vyšetřovat. Je

Q(dy) =
1
x2

(
λ1y

2 − xy + λ1x
2 − x2

)
dy2 .

α) V bodě A je Q(dy) = −6dy2 a funkce u má maximum vzhledem k V , u(A) = 2 .

β) V bodě B je Q(dy) = 6(5+3
√

3)dy2 a funkce u má minimum vzhledem k V , u(B) = − 5+3
√

3
2 .

γ) V bodě C je C je Q(dy) = 2dy2 a funkce u má minimum vzhledem k V , u(C) = 0 .

δ) V bodě D je Q(dy) = 6(5− 3
√

3)dy2 a funkce u má maximum vzhledem k V , u(D) = 3
√

3−5
2 .

Poznámky: 1. Výpočet (i když zdlouhavý) dává jasný návod, jak postupovat i v obecném
př́ıpadu. Existuje však daľśı možnost výpočtu, která spoč́ıvá v redukci počtu proměnných př́ımým
využit́ım vazebńıch podmı́nek. Podmı́nky x2+y2 = 2 , y+z = 2 určuj́ı křivku v R3 . Jestliže se nám
podař́ı tuto křivku zparametrizovat, dostaneme funkci jedné proměnné, jej́ıž extrém vyšetř́ıme. To
je v tomto př́ıpadě možné. Je totiž

x =
√

2 cos t , y =
√

2 sin t , z = 2−
√

2 sin t , t ∈ 〈0, 2π〉 ,

tedy

u(t) = 2 sin t cos t+
√

2 sin t
(
2−

√
2 sin t

)
, neboli u(t) = 2 sin t cos t+ 2

√
2 sin t− 2 sin2 t .

Odtud
u′(t) = 2 cos2 t− 2 sin2 t+ 2

√
2 cos t− 4 sin t cos t = 0

a muśıme řešit rovnici
1− 2 sin2 t =

√
2
(√

2 sin t− 1
)
.

a) Bud’ sin t = 1√
2
, tedy t1 = π

4 , t2 = 3π
4 a dostaneme body A a C .
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b) Je-li
√

2(sin t+ cos t) = −1 , neboli 2 sin
(
t+ π

4

)
= −1 , sin

(
t+ π

4

)
= − 1

2 pak odtud plyne, že

t+
π

4
=

7π
6
, nebo t+

π

4
=

11π
6

, neboli t1 =
11π
12

, t2 =
19π
12

.

Nyńı plat́ı

cos
11π
12

= cos
(
π − π

12

)
= − cos

π

12
= −

√
1 + cos π

6

2
= −

√
2 +

√
3

4
= −

√(
1 +

√
3
)2

8
= −

√
3 + 1
2
√

2
,

sin
11π
12

= sin
π

12
=

√
1− cos π

6

2
=

√
2−

√
3

4
=

√(√
3− 1

)2
8

=
√

3− 1
2
√

2

a dostaneme bod D . Pro t2 = 19π
12 je

cos
19π
12

= cos
(

3π
2

+
π

12

)
= sin

π

12
=
√

3− 1
2
√

2
, sin

19π
12

= − cos
π

12
= −

√
3 + 1
2
√

2

a dostaneme bod B .

2. Do třetice máme daľśı možnost, a to kombinaci obou zp̊usob̊u. Jestliže využijeme druhé
vazebńı podmı́nky, můžeme danou úlohu redukovat na vyšetřeńı extrému funkce dvou proměnných
u = xy + y(2− y) s jednou podmı́nkou x2 + y2 − 2 = 0 . Označme

L(x, y) = xy + y(2− y) + λ(x2 + y2 − 2) .

Potom je
∂ L

∂ x
= y + 2λx = 0 ;

∂ L

∂ y
= x+ 2− 2y + 2λy = 0

a odtud
x = − y

2λ
, y =

4λ
1 + 4λ− 4λ2

, tedy x = − 2
1 + 4λ− 4λ2

Jestliže dosad́ıme do vazebńı podmı́nky, dostaneme rovnici

4 + 16λ2

(1 + 4λ− 4λ2)2
= 2 , neboli 16λ4 − 32λ3 + 8λ− 1 = 0 .

To je algebraická rovnice s celoč́ıselnými koeficienty, která může mı́ti racionálńı kořeny tvaru
λ = ± 1

2 , ±
1
4 , ±

1
8 , ±

1
16 . (Jmenovatel muśı být dělitelem koeficientu u nejvyšš́ı mocniny). Jestliže

využijeme této informace, dostaneme, že λ1,2 = ± 1
2 a po vyděleńı polynomem 4λ2−1 kvadratickou

rovnici
4λ2 − 8λ+ 1 = 0 s kořenyλ3,4 =

1
2

(
2±

√
3
)
.

Neńı těžké ověřit, že pro λ = − 1
2 dostaneme bod A , pro λ = 1

2 (2 +
√

3) bod B , pro λ = 1
2 bod C

a pro λ = 1
2

(
2−

√
3
)

bod D . Z předvedených postup̊u si může každý vybrat takový postup, který
mu nejlépe vyhovuje. Plat́ı ovšem známá zásada, že každý problém má svoji obt́ıžnost, kterou
v jisté fázi postupu vždy muśıme vždy překonat.

3. Některé př́ıklady vypadaj́ı na prvý pohled hrozivě, ale použijeme-li zdravý selský rozum,
mohou být řešeny promptně, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

2. Najděte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce u = x2 + 2y2 + 3z2 na množině

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 + z2 ≤ 100
}
.
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Řešeńı: Je zřejmé, že nejmenš́ı hodnoty nabývá funkce u v bodě O[0, 0, 0] u(O) = 0 (funkce
u je nezáporná). Stejně tak je vidět, že největš́ı hodnoty nabývá u v bodě A[0, 0, 10] nebo ze
symetrie v bodě B[0, 0,−10] a je u(A) = u(B) = 300 . T́ım je sice úloha vyřešena, unikaj́ı nám
však daľśı stacionárńı body, ve kterých může mı́t funkce u lokálńı vázaný extrém. Jestliže tedy
označ́ıme

U =
{

(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 + z2 < 100
}
,

pak
∂ u

∂ x
= 2x = 0 ,

∂ u

∂ y
= 4y = 0 ,

∂ u

∂ z
= 6z = 0

a dostaneme stacionárńı bod O[0, 0, 0] , Q(dx, dy, dz) = 2dx2 +4dy2 +6dz2 a funkce u má v bodě
O[0, 0, 0] ostré lokálńı minimum u(O) = 0 , jak již v́ıme. Zbývá vyšetřit chováńı u na množině

V − U =
{

(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 + z2 = 100
}
.

Označ́ıme-li
K(x, y, y, λ) = x2 + 2y2 + 3z2 + λ(x2 + y2 + y2 − 100) ,

potom plat́ı

∂ K

∂ x
= 2x(1+λ) = 0 ,

∂ K

∂ y
= 2y(2+λ) = 0 ,

∂ K

∂ z
= 2z(3+λ) = 0 ,

∂ K

∂ λ
= x2+y2+z2−100 = 0 .

Odtud
λ = −1 , y = 0 , z = 0 , x = ±10

a dostaneme dva stacionárńı body C[10, 0, 0] , D[−10, 0, 0] . Analogicky pro

λ = −2 , x = 0 , z = 0 , y = ±10

dostaneme daľśı dva stacionárńı body E[0, 10, 0] a F [0,−10, 0] . Pro posledńı volbu

λ = −3 , x = 0 , y = 0 , z = ±10

dostaneme body A[0, 0, 10] a B[0, 0− 10] . Pro kvadratickou formu 2. diferenciálu plat́ı

d2K = 2
{
(1 + λ)dx2 + (2 + λ)dy2 + (3 + λ)dz2

}
a diferencováńım vazby x2 + y2 + z2 − 100 = 0 dostaneme 2x dx+ 2y dy + 2z dz = 0 .

a) Necht’ λ = −1 , pak Q(dy, dz) = 2
{
dy2 + 2dz2

}
a u má v bodech C a D minima u = 100

vzhledem k V − U . (dx vyjádř́ıme pomoćı dy a dz , zde je to však zbytečné).

b) Pro λ = −2 je Q(dx, dz) = 2
{
−dx2 + dz2

}
a u nemá v bodech E a F extrém.

c) Bud’ λ = −3 . Potom Q(dx, dy) = 2
{
−2dx2 − dy2

}
a u má v bodech A a B maxima u = 300

vzhledem k V − U .

3. Najděte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce u = x+ y + z na množině

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 ≤ z ≤ 1
}
.

Řešeńı: Volný extrém neexistuje, poněvadž je ∂ u
∂ x = ∂ u

∂ y = ∂ u
∂ z = 1 .

a) Bud’ nyńı z = x2 + y2 a označme v(x, y) = x+ y + x2 + y2 . Potom je

∂ v

∂ x
= 1 + 2x = 0 ,

∂ v

∂ y
= 1 + 2y = 0
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a dostaneme stacionárńı bod A
[
− 1

2 ,−
1
2 ,

1
2

]
. Dále je Q(dx, dy) = 2{dx2 + dy2} a funkce u má

ostré lokálńı minimum u(A) = − 1
2 vzhledem k V .

b) Je-li z = 1 , pak w(x, y) = x+ y + 1 nemá extrém pro x2 + y2 < 1 .

c) Označme
K(x, y, z, λ, µ) = x+ y + z + λ(x2 + y2 − 1) + µ(z − 1) .

Potom je

∂ K

∂ x
= 1+2λx = 0 ,

∂ K

∂ y
= 1+2λy = 0 ,

∂ K

∂ z
= 1+µ = 0 ,

∂ K

∂ λ
= x2+y2−1 = 0 ,

∂ K

∂ µ
= z−1 = 0 .

Odtud dostaneme x = y = − 1
2λ , µ = −1 a po dosazeńı do 4. rovnice dostaneme 1

4λ2 + 1
4λ2 = 1 ,

neboli 2λ2 = 1 , λ1,2 = ± 1√
2
. To nám dává daľśı 2 stacionárńı body B

[
− 1√

2
,− 1√

2
, 1
]

pro

λ1 = 1√
2

a C
[

1√
2
, 1√

2
, 1
]

pro λ2 = − 1√
2
. Poněvadž je

∂2K

∂ x2
=
∂2K

∂ y2
= 2λ ,

∂2K

∂ z2
= 0 ,

∂2K

∂ x∂ y
=

∂2K

∂ x∂ z
=

∂2K

∂ y ∂ z
= 0 ,

má kvadratická forma 2. diferenciálu tvar d2K = 2λ(dx2 + dy2) .
Je-li tedy λ = 1√

2
, pak je d2K > 0 a funkce u má v bodě B ostré lokálńı minimum vzhledem

k V rovné u(B) = −
√

2 + 1 > − 1
2 .

Pro λ = − 1√
2
, je d2K < 0 a funkce u má v bodě C ostré lokálńı maximum vzhledem k V

rovné u(C) =
√

2 + 1 .
Shrnut́ım těchto výsledk̊u dostaneme, že největš́ı hodnota funkce u je

√
2 + 1 a nejmenš́ı − 1

2 .

Poznámka: Na závěr tohoto paragrafu uvedeme bez d̊ukazu postačuj́ıćı podmı́nky pro exi-
stenci vázaného extrému s vazbami typu rovnosti. Odpov́ıdaj́ıćı věta je sice dlouhá, ale dává též
návod, jak postupovat při konkrétńım výpočtu.

Věta: (Postačuj́ıćı podmı́nky vázaného extrému)
Bud’te

f ; h1 , h2 , . . . , hp : Rn −→ R

spojitě diferencovatelné funkce v otevřené množině Ω ⊂ Rn a necht’

V = { x ∈ R ; hj(x1, . . . , xn) = 0 pro j = 1, 2, . . . , p } .

Bud’ dále x(0) ∈ Ω bod, pro nějž plat́ı
a) vektory

{
gradh1

(
x(0)

)
, gradh2

(
x(0)

)
, . . . , gradhp

(
x(0)

)}
jsou lineárně nezáv́ıslé

b) existuj́ı č́ısla λ1, λ2, . . . , λp tak, že

grad f
(
x(0)

)
+

p∑
j=1

λj gradhj

(
x(0)

)
= 0 .

Označme

K(x1, . . . , xn ; λ1, . . . , λp) = f(x1, . . . , xn) +
p∑

j=1

λj hj(x1, . . . , xn)

a necht’ má funkce K v bodě x(0) totálńı diferenciál 2. řádu. Sestrojme kvadratickou formu
2. diferenciálu

d2K =
n∑

k,l=1

 ∂2f
(
x(0)

)
∂ xk ∂ xl

+
p∑

j=1

λj

∂2hj

(
x(0)

)
∂ xk ∂ xl

 dxk dxl .
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Z rovnic
n∑

k=1

∂ hj

(
x(0)

)
∂ xk

dxk = 0 j = 1, 2, . . . , p

vypočtěme diferenciály dx1, . . . , dxp pomoćı dxp+1, . . . , dxn a dosad’me do kvadratické formy d2K .
T́ım dostaneme formu

Q ( dxp+1 , . . . , dxn )

v n− p proměnných. Nyńı plat́ı:
α) Je-li Q positivně definitńı, má f v bodě x(0) ostré lokálńı minimum vzhledem k V .
β) Je-li Q negativně definitńı, má f v bodě x(0) ostré lokálńı maximum vzhledem k V .
γ) Je-li Q indefinitńı, nemá f v bodě x(0) extrém vzhledem k V .

Poznámky: 1. Dosazeńı do kvadratické formy d2K z podmı́nek

n∑
k=1

∂ hj

(
x(0)

)
∂ xk

dxk = 0 j = 1, 2, . . . , p

je možné vzhledem k tomu, že jsou vektory
{

gradh1

(
x(0)

)
, gradh2

(
x(0)

)
, . . . , gradhp

(
x(0)

)}
lineárně nezáv́ıslé.

2. Je-li kvadratická forma d2K positivně (po př́ıpadě) negativně definitńı pro všechny hodnoty
λj , je posledńı krok (redukce počtu proměnných) v předchoźı větě zbytečný a můžeme výpočet
zkrátit.

3. Pro redukci počtu proměnných v kvadratické formě d2K nemuśıme (a někdy i nemůžeme)
poč́ıtat prvých p diferenciál̊u dx1 , dx2 , . . . , dxp . Vypočteme ty, které bude možné nejsnáze eli-
minovat.
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Kapitola 4

Diferencovatelná zobrazeńı.

4.1 Frécherova derivace.

Poznámka: V této kapitole se budeme zabývat zobrazeńımi podmnožin Rn do Rm , kde
m,n ∈ N . Jestliže označ́ıme F takové zobrazeńı a je-li Ω ⊂ Rn podmnožina, pak každému bodu
x ∈ Ω , x = (x1, x2, . . . , xn) přǐrad́ıme předpisem y = F (x) bod y ∈ Rm , y = (y1, y2, . . . , ym) . To
znamená, že každá složka yk je funkćı proměnných x1, x2, . . . , xn , na př́ıklad

yk = fk(x1, x2, . . . , xn) , k = 1, 2, . . . ,m .

Jinými slovy F má tvar y = F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) . Nejd̊uležitěǰśı z těchto zobrazeńı
jsou tzv. diferencovatelná zobrazeńı Rn do Rm a specielně př́ıpad n = m.

Definice: Bud’ F : Ω ⊂ Rn −→ Rm zobrazeńı otevřené množiny Ω . Řekneme, že F je
diferencovatelné v bodě x(0) ∈ Ω , jestliže existuje lineárńı zobrazeńı F ′ (x(0)

)
: Rn −→ Rm

takové, že

F
(
x(0) + h

)
− F

(
x(0)

)
= F ′

(
x(0)

)
h+ ω

(
x(0), h

)
, kde lim

h→0

∥∥ω (x(0), h
)∥∥

‖h ‖
= 0 .

Lineárńı zobrazeńı F ′ (x(0)
)

nazýváme Fréchetovou derivaćı (nebo stručně derivaćı) zobrazeńı F
v bodě x(0) .

Poznámka: Je-li m = n = 1 , dostáváme diferencovatelnost funkce jedné reálné proměnné a
F ′ (x(0)

)
je obyčejná derivace funkce jedné proměnné.

Je-lim = 1 , je F ′(x) =
(

∂ F
∂ x1

, ∂ F
∂ x2

, . . . , ∂ F
∂ xn

)
= gradF a dostaneme situaci, popsanou v definici

totálńıho diferenciálu.
V obecném př́ıpadě je F ′ (x(0)

)
representována matićı typu (m,n) . Jej́ı tvar je popsán

v následuj́ıćı větě.

Věta: Bud’ F = (f1, f2, . . . , fm) diferencovatelné zobrazeńı Rn do Rm na otevřené množině
Ω ⊂ Rn . Potom má derivace F ′(x) (x ∈ Ω) tvar

F ′(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂ f1(x)
∂ x1

, ∂ f1(x)
∂ x2

, . . . , ∂ f1(x)
∂ xn

∂ f2(x)
∂ x1

, ∂ f2(x)
∂ x2

, . . . , ∂ f2(x)
∂ xn

. . . . . . . . . . . .
∂ fm(x)

∂ x1
, ∂ fm(x)

∂ x2
, . . . , ∂ fm(x)

∂ xn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= JF (x) .
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Matici F ′(x) (nebo JF (x)) nazýváme Jacobiho matićı zobrazeńı F .

Důkaz: Označme F ′ (x(0)
)

= ‖Dij‖ , i = 1, 2, . . . ,m , j = 1, 2, . . . , n . Potom vztah

F
(
x(0) + h

)
− F

(
x(0)

)
= F ′

(
x(0)

)
h+ ω

(
x(0), h

)
znamená, že pro každou složku plat́ı

fk

(
x(0) + h

)
− fk

(
x(0)

)
=

n∑
j=1

Dkj hj + ωk

(
x(0), h

)
, kde lim

h→0

ωk

(
x(0), h

)
‖h ‖

= 0 .

To však znamená, že Dkj = ∂ fk

∂ xj
.

Definice: Bud’ F = (f1, f2, . . . , fn) diferencovatelné zobrazeńı Rn do Rn . Potom determinant

det F ′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ f1(x)
∂ x1

, ∂ f1(x)
∂ x2

, . . . , ∂ f1(x)
∂ xn

∂ f2(x)
∂ x1

, ∂ f2(x)
∂ x2

, . . . , ∂ f2(x)
∂ xn

. . . . . . . . . . . .
∂ fn(x)

∂ x1
, ∂ fn(x)

∂ x2
, . . . , ∂ fn(x)

∂ xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nazýváme Jacobiho determinantem, nebo stručně Jakobiánem zobrazeńı F a znač́ıme

D(F )
D(x)

=
D (f1, f2, . . . , fn)
D(x1, x2, . . . , xn)

.

Věta: Bud’te
F : Rn −→ Rm , G : Rm −→ Rp

diferencovatelná zobrazeńı a označme H = G ◦ F . Potom je H : Rn −→ Rp diferencovatelné
zobrazeńı a plat́ı

H ′(x) = G′(y) · F ′(x) , kde x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , ym) = (f1(x), . . . , fm(x)) .

Je-li speciálně n = m = p , pak plat́ı

D(h1, h2, . . . , hn)
D(x1, x2, . . . , xn)

=
D(g1, g2, . . . , gn)
D(y1, y2, . . . , yn)

· D(f1, f2, . . . , fn)
D(x1, x2, . . . , xn)

.

Důkaz: Symbol H = G ◦ F znamená, jak v́ıme, složené zobrazeńı a označme

x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , ym) ;

F (x) = (f1(x), . . . , fm(x)) , G(y) = (g1(y), . . . , gp(y)) , H(x) = (h1(x), . . . , hp(x)) , y = F (x) .

Potom je
H(x) = G(F (x)) = (g1(f1(x), . . . , fm(x)) , . . . , gp(f1(x), . . . , fm(x)))

a označ́ıme-li

H ′(x) =
∥∥∥∥ ∂ hj

∂ xk

∥∥∥∥ , j = 1, . . . , p , k = 1, . . . , n ,
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plat́ı podle věty o parciálńıch derivaćıch složených funkćı

∂ hj

∂ xk
=

m∑
α=1

∂ gj

∂ yα
· ∂ fα

∂ xk
; j = 1, . . . , p ; k = 1, . . . , n .

Speciálńı př́ıpad n = m = p plyne z věty o determinantu součinu matic.

Poznámka: Předchoźı věta je př́ımým zobecněńım věty o derivaci složené funkce jedné
proměnné. Jediná věc, která je na prvý pohled překvapuj́ıćı, je, že derivace zobrazeńı F z Rn

do Rm neńı v pevném bodě č́ıslo, ale lineárńı zobrazeńı Rn do Rm .

4.2 Transformace souřadnic.

Definice: Bud’
F : Rn −→ Rn

zobrazeńı. Řekneme, že F je regulárńı ve vnitřńım bodě x ∈ Ω ⊂ Rn , jestliže plat́ı.

1. Prvky Jacobiho matice JF (x) jsou spojité funkce x .

2. D(F )
D(x) 6= 0 .

Zobrazeńı F je regulárńı v Ω, je-li regulárńı v každém vnitřńım bodě Ω .

Poznámka: Je-li F = (f1, . . . , fn) , pak prvńı podmı́nka předchoźı definice znamená, že exis-
tuj́ı parciálńı derivace ∂ fj

∂ xk
, j, k = 1, . . . , n a jsou spojité v bodě x . Druhá podmı́nka, rozepsaná

do složek, znamená, že

D (f1, f2, . . . , fn)
D(x1, x2, . . . , xn)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ f1(x)
∂ x1

, ∂ f1(x)
∂ x2

, . . . , ∂ f1(x)
∂ xn

∂ f2(x)
∂ x1

, ∂ f2(x)
∂ x2

, . . . , ∂ f2(x)
∂ xn

. . . . . . . . . . . .
∂ fn(x)

∂ x1
, ∂ fn(x)

∂ x2
, . . . , ∂ fn(x)

∂ xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 .

Věta: Bud’ F regulárńı zobrazeńı množiny Ω ⊂ Rn do Rn . Potom plat́ı
1. Ke každému vnitřńımu bodu x(0) ∈ Ω existuje okoĺı U

(
x(0)

)
⊂ Ω bodu x(0) tak, že zúžeńı

F na U
(
x(0)

)
je prosté.

2. Je-li A ⊂ Ω otevřená množina, je F (A) otevřená.
3. Je-li F prosté, je inversńı zobrazeńı F−1 regulárńı zobrazeńı F (Ω) na Ω a plat́ı

JF−1(y) = J−1
F (x) , kde y = F (x) .

Důkaz: Nebudeme provádět.

Poznámky: 1. Předchoźı věta ukazuje, že regularita zobrazeńı F nestač́ı k tomu, aby F bylo
globálně prosté. Tedy inversńı zobrazeńı existuje pouze lokálně.

2. Třet́ı vlastnost regulárńıho zobrazeńı je př́ımým zobecněńım věty o derivaci inversńı funkce
pro jednu proměnnou.

Definice: Transformaćı souřadnic nazveme každé regulárńı a prosté zobrazeńı z Rn do Rn .
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Poznámky: 1. Jestliže se budeme ř́ıdit předchoźı definićı, zahrneme nejen změny báze tj.
lineárńı transformace souřadnic, ale dostaneme i nelineárńı systémy souřadné. Z nich nejd̊uležitěǰśı
budou polárńı souřadnice v rovině a cylindrické a sférické souřadnice v prostoru.

2. Pod́ıvejme se nyńı na následuj́ıćı problém, souvisej́ıćı s transformaćı souřadnic. Je-li

F : R2 −→ R2

transformace souřadnic, je x = x(ξ, η) , y = y(ξ, η) viz obrázek

a položme si otázku vzájemného vztahu obsah̊u Ωξη a Ωxy . Tuto otázku budeme muset řešit
v kapitole, věnované v́ıcerozměrným integrál̊um. Odpověd’ na tuto otázku dává následuj́ıćı věta.

Věta: Bud’ F transformace souřadnic v Rn a označme

x = (x1, . . . , xn) , α = (α1, . . . , αn) , x = F (α) = (f1(α), . . . , fn(α)) .

Necht’ F zobrazuje otevřenou množinu Ωα na množinu Ωx (otevřenou), tedy F (Ωα) = Ωx .
Označ́ıme-li µ(Ω) mı́ru (délku, obsah, objem) množiny Ω , d pr̊uměr množiny Ωα , pak plat́ı

lim
d→0

µ(Ωx)
µ(Ωα)

= |det JF | =
∣∣∣∣ D(x1, . . . , xn)
D(α1, . . . , αn

∣∣∣∣ .
Pro malá d můžeme tedy psát

µ(Ωx) ≈ |det JF | · µ(Ωα) .

Důkaz: Nebudeme provádět.

Př́ıklady: 1. Zobrazeńı F dané transformačńımi rovnicemi x = r cosϕ ; y = r sinϕ nazýváme
transformaćı do polárńıch souřadnic.

Je-li r ∈ (0,+∞) , ϕ ∈ (0, 2π) , je F prosté zobrazeńı množiny Ωrϕ = (0,+∞)× (0, 2π) do R2 .
Toto zobrazeńı je regulárńı, poněvadž

F ′ =
∥∥∥∥ cosϕ , −r sinϕ

sinϕ , r cosϕ

∥∥∥∥ , D(x, y)
D(r, ϕ)

= r .

viz obrázek Dále plat́ı

µ(Ωrϕ) = 4r · 4ϕ , µ(Ωxy) ≈ rµ(Ωrϕ)

v diferenciálńı formě dx dy = r dr dϕ .

2. Zobrazeńı F dané transformačńımi rovnicemi x = r cosϕ ; y = r sinϕ ; z = z , kde
r ∈ (0,+∞) , ϕ ∈ (0, 2π) , z ∈ (−∞,+∞) nazýváme transformaćı do cylindrických souřadnic.

40



Při takto určených parametrech r, ϕ, z je F opět regulárńı prosté zobrazeńı a plat́ı

F ′ =

∥∥∥∥∥∥
cosϕ , −r sinϕ , 0
sinϕ , r cosϕ , 0

0 , 0 , 1

∥∥∥∥∥∥ , D(x, y, z)
D(r, ϕ, z)

= r .

Smysl jednotlivých parametr̊u je zřejmý z následuj́ıćıho obrázku

Pro diferenciály př́ıslušných měr plat́ı dx dy dz = r dr dϕ dz .

3. Zobrazeńı F dané transformačńımi rovnicemi

x = r cosϕ cosϑ ; y = r sinϕ cosϑ ; z = r sinϑ , kde r ∈ (0,+∞) , ϕ ∈ (0, 2π) , ϑ ∈
(
−π

2
,
π

2

)
nazýváme transformaćı do sférických souřadnic.

F je opět transformace souřadnic pro takto určené parametry r, ϕ, ϑ . Smysl těchto parametr̊u
je zřejmý z následuj́ıćıho obrázku.

Dále plat́ı

F ′ =

∥∥∥∥∥∥
cosϕ cosϑ , −r sinϕ cosϑ , −r cosϕ sinϑ
sinϕ cosϑ , r cosϕ cosϑ , −r sinϕ sinϑ

sinϑ , 0 , r cosϑ

∥∥∥∥∥∥ , D(x, y, z)
D(r, ϕ, ϑ)

= r2 cosϑ > 0 .

Pro př́ıslušné diferenciály tedy plat́ı dx dy dz = r2 cosϑ dr dϕ dϑ .

Poznámka: Někdy se úhel ϑ měř́ı nikoliv od roviny xy , ale od kladného směru osy z . V tom
př́ıpadě maj́ı transformačńı rovnice tvar

x = r cosϕ sinα ; y = r sinϕ sinα ; z = r cosα , kde r ∈ (0,+∞) , ϕ ∈ (0, 2π) , α ∈ (0, π)

a D(x.y,z)
D(r,ϕ,α) = −r2 sinα .
obrázek

4.3 Soustavy funkcionálńıch rovnic.

Poznámka: V posledńım paragrafu se pokuśıme zobecnit úlohu pro nalezeńı implicitńı funkce.
Uvažme s funkćı F1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ys) , . . . , Fs(x1, . . . , xn, y1, . . . , ys) a pokusme se řešit sous-
tavu rovnic

Fj(x1, . . . , xn, y1, . . . , ys) = 0 , j = 1, 2, . . . , s
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vzhledem k neznámým y1, y2, . . . , ys . Nebudeme formulovat existenčńı větu, ale pokuśıme se vy-
poč́ıtat parciálńı derivace ∂ yj

∂ xk
; j = 1, . . . , s , k = 1, . . . , n .

Věta: Bud’te Fj(x1, . . . , xn, y1, . . . , ys) = 0 , j = 1, 2, . . . , s spojitě diferencovatelné funkce
n+ s proměnných takové, že

Fj(x1, . . . , xn, y1, . . . , ys) = 0 , j = 1, 2, . . . , s ,
D(F1, . . . , Fs)
D(y1, . . . , ys)

6= 0 .

Potom lze jednoznačně vypoč́ıtat parciálńı derivace ∂ yj

∂ xk
; j = 1, . . . , s , k = 1, . . . , n .

Důkaz: Jestliže rovnosti

Fj(x1, . . . , xn, y1, . . . , ys) = 0 , j = 1, 2, . . . , s

zderivujeme podle xk , dostaneme

∂ Fj

∂ xk
+

s∑
α=1

∂ Fj

∂ yα

∂ yα

∂ xk
= 0 pro j = 1, . . . , s ; k = 1, . . . , n .

Tato soustava s lineárńıch rovnic pro s neznámých ∂ yα

∂ xk
má nenulový determinant D(F1,...,Fs)

D(y1,...,ys)

a je tedy jednoznačně řešitelná. Daľśım derivováńım můžeme źıskat druhé parciálńı derivace.
Dostaneme opět soustavu se stejným nenulovým determinantem.

Př́ıklad: Najděte parametrické rovnice tečny ke křivce

x2 + y2 + z2 = 6 , x+ y + z = 0 v bodě T [1,−2, 1] .

Řešeńı: Vypočteme nejdř́ıve derivace dx
dz a dy

dz . Derivováńım daných rovnic dostaneme

2x
dx

dz
+ 2y

dy

dz
+ 2z = 0 ,

dx

dz
+
dy

dz
+ 1 = 0 s řešeńım

dx

dz
=
y − z

x− y
,
dy

dx
=
z − x

x− y
.

Poněvadž maj́ı parametrické rovnice dané křivky tvar x = x(z) , y = y(z) , z = z , je směrový
vektor tečny roven

−→s = (−1, 0, 1) , tedy x = 1− t , y = −2 , z = 1 + t .

Správnost výsledku snadno zkontrolujeme, poněvadž daná tečna je pr̊usečnićı dvou tečných rovin
k daným plochám, tedy x− 2y + z − 6 = 0 a x+ y + z = 0 a muśı splňovat jejich rovnice.
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Kapitola 5

Obyčejné diferenciálńı rovnice.

5.1 Rovnice 1. řádu.

5.1.1 Existenčńı věta.

Definice: Obyčejnou diferenciálńı rovnićı n−tého řádu rozumı́me rovnici tvaru

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 ,

kde F je daná funkce n+2 proměnných, n ∈ N , x nezávisle proměnná, y neznámá funkce. Řešeńım
této rovnice na intervalu I nazveme každou funkci y = ϕ(x) , pro niž plat́ı

F
(
x, ϕ(x), ϕ′(x), . . . , ϕ(n)(x)

)
= 0 ∀x ∈ I .

Řekneme, že daná rovnice je rozřešená vzhledem k nejvyšš́ı derivaci, je-li ji možno napsat ve tvaru

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

kde f je daná funkce n+ 1 proměnných.
Bud’ x0 ∈ I bod, y0, y′0, . . . , y

(n−1)
0 č́ısla. Potom Cauchyovou úlohou nebo počátečńı úlohou

rozumı́me otázku nalezeńı řešeńı y = ϕ(x) rovnice

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 ,

vyhovuj́ıćı tzv. počátečńım podmı́nkám

ϕ(x0) = y0 , ϕ
′(x0) = y′0 , . . . , ϕ

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Poznámky: 1. Řešit úplně rovnici

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0

je úkol, který se nám nepodař́ı splnit. Nepodař́ı se nám ani dokázat existenci a jednoznačnost
řešeńı Cauchyovy úlohy v této obecnosti. Ukazuje se totiž, že rovnice, nerozřešené vzhledem k
nejvyšš́ı derivaci maj́ı již ve své podstatě zabudovanou nejednoznačnost řešeńı. Ukážeme později
(ve 3. paragrafu), že existuj́ı tzv. singulárńı řešeńı, která jednoznačnost porušuj́ı.
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2. Nejv́ıce r̊uzných typ̊u rovnic se nám podař́ı řešit pro rovnice 1. řádu a těmto rovnićım také
věnujeme celou tuto kapitolu. Začneme existenčńı větou pro rovnici y′ = f(x, y) . Nejdř́ıve však
upřesńıme formulaci Cauchyovy úlohy.

Definice: Bud’ dána množina D = I ×H v rovině (x, y) a bod (x0, y0) ∈ D . Počátečńı nebo
Cauchyovou úlohou pro rovnici

y′ = f(x, y)

rozumı́me úlohu naj́ıt funkci y = ϕ(x) s následuj́ıćımi vlastnostmi.
1. ϕ(x) je spojitě diferencovatelná na intervalu I .
2. Jej́ı graf lež́ı v množině D .
3. Splňuje rovnici ϕ′(x) = f(x , ϕ(x)) ∀x ∈ I .
4. Splńuje počátečńı podmı́nku ϕ(x0) = y0 .

Funkce uvedených vlastnost́ı se nazývá řešeńım počátečńı (nebo Cauchyovy) úlohy v množině D ,
nebo integrálńı křivkou.

Věta: Řešeńı Cauchyovy úlohy

y′ = f(x, y) , y(x0) = y0

je ekvivalentńı s řešeńım integrálńı rovnice

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt .

Důkaz: 1. Necht’ ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) , ϕ(x0) = y0 . Integraćı této rovnosti dostaneme

x∫
x0

ϕ′(t) dt =

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt , neboli ϕ(x)− y0 =

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt .

2. Jestliže obráceně ϕ(x) splňuje rovnici

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt ,

pak je zřejmé, že ϕ(x0) = y0 a po zderivováńı dostaneme ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) .

Poznámka: Předchoźı věta slouž́ı jako základ tzv. Picardovy iteračńı metody pro existenci
a jednoznačnost řešeńı Cauchyovy úlohy.

Definice: Řekneme, že funkce f(x, y) splňuje v obdélńıku 〈a, b〉×〈c, d〉 Lipschitzovu podmı́nku,
jestliže existuje konstanta K > 0 tak, že pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a všechna y1, y2 ∈ 〈c, d〉 plat́ı

| f(x, y1)− f(x, y2) | ≤ K| y1 − y2 | .

Poznámka: Ukazuje se, že Lipschitzova podmı́nka hraje v daľśım podstatnou roli v tom
smyslu, že nám umožńı dokázat existenci a jednoznačnost řešeńı Cauchyovy úlohy pro rovnici
y′ = f(x, y) . Pokud se zeptáme na to, jaké funkce na př́ıklad splňuj́ı Lipschitzovu podmı́nku,
odpověd’ dává následuj́ıćı lemma.
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Lemma: Je-li funkce f(x, y) spojitá na obdélńıku 〈a, b〉× 〈c, d〉 a uvnitř tohoto obdélńıka má
omezenou parciálńı derivaci ∂ f

∂ y , pak f splňuje v D Lipschitzovu podmı́nku.

Důkaz: Poněvadž plat́ı
∣∣∣ ∂ f(x,y)

∂ y

∣∣∣ ≤M pro a < x < b , c < y < d , je tedy

| f(x, y1)− f(x, y2) | =
∣∣∣∣ ∂ f(x, ξ)

∂ y

∣∣∣∣ | y1 − y2 | ≤M | y1 − y2 | .

! Věta: Bud’ dána diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y) a necht’ je funkce f spojitá v mnořině

D = 〈x0 − a, x0 + a〉 × 〈y0 − b, y0 + b〉 (a, b > 0)

a splňuje tam Lipschitzovu podmı́nku. Potom existuje č́ıslo α > 0 tak, že v intervalu |x− x0| ≤ α
existuje jediné řešeńı ϕ(x) rovnice y′ = f(x, y) , vyhovuj́ıćı podmı́nce ϕ(x0) = y0 .[

Plat́ı α = min
(
a,

b

M

)
, kde M = max

(x,y)∈D
| f(x, y) | .

]

Poznámka: Věta tvrd́ı, že bodem (x0, y0) procháźı právě jedna integrálńı křivka. Situaci
ilustruje následuj́ıćı obrázek

Důkaz: 1. Existence.
Vzhledem k tomu, že funkce f(x, y) je spojitá na kompaktńı množině D , existuje č́ıslo

M = max
(x,y)∈D

| f(x, y) | a je konečné.

Řešeńı Cauchyovy úlohy
y′ = f(x, y) , y(x0) = y0

nyńı sestroj́ıme. Definujme posloupnost funkćı

ϕ0(x) = y0 , ϕn+1(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕn(t)) dt , n = 0, 1, 2, . . . |x− x0| ≤ α .

Ukážeme, že tato posloupnost konverguje k funkci ϕ(x) splňuj́ıćı rovnici

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt ,

tedy k řešeńı našeho problému.
Uvažme interval 〈x0, x0 + α〉 . Pro interval 〈x0 − α, x0〉 se provede úvaha analogicky. Ukážeme

nejdř́ıve, že

|ϕn(x)− y0 | ≤M(x− x0) pro x ∈ 〈x0, x0 + α〉 a n = 1, 2, . . . .
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Poněvadž tato nerovnost plat́ı zřejmě pro ϕ0(x) , použijeme indukce a předpokládejme, že plat́ı
pro ϕn(x) . Nyńı je

|ϕn+1(x)− y0 | =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(t, ϕn(t)) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫

x0

| f(t, ϕn(t)) | dt ≤M

x∫
x0

dt = M(x− x0) .

Geometricky tato nerovnost znamená, že všechny křivky ϕn(x) procházej́ı bodem (x0, y0) a z̊ustávaj́ı
v trojúhelńıku

T : y − y0 = ±M(x− x0) , x = x0 + α .

viz př́ıslušný obrázek

Dále ukážeme, že posloupnost {ϕn(t)}∞n=0 konverguje. Položme

4n(x) = |ϕn+1(x)− ϕn(x) | , x ∈ 〈x0, x0 + α〉 .

Poněvadž f splňuje Lipschitzovu podmı́nku

| f(x, y1)− f(x, y2) | ≤ K| y1 − y2 | , K > 0 ,

dostaneme

4n(x) = |ϕn+1(x)− ϕn(x) | =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

[ f(t, ϕn(t))− f(t, ϕn−1(t)) ] dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

x∫
x0

| f(t, ϕn(t))− f(t, ϕn−1(t)) | dt ≤ K

x∫
x0

4n−1(t) dt .

Pro n = 0 plat́ı 40(x) = |ϕ1(x)− ϕ0(x) | ≤M(x− x0) ≤Mα . Pro n = 1 je

41(x) ≤ K

x∫
x0

40(t) dt ≤ KM

x∫
x0

(t− x0) dt =
M

K
K2 (x− x0)2

2!
≤ M

K
K2 α

2

2!
.

Pro n = 2 plat́ı

42(x) ≤ K

x∫
x0

41(t) dt ≤
M

K
K2

x∫
x0

(t− x0)2

2!
dt =

M

K
K3 (x− x0)3

3!
≤ M

K
K3 α

3

3!
.

Odtud indukćı snadno źıskáme odhad

4n(x) ≤ M

K
Kn+1 (x− x0)n+1

(n+ 1)!
≤ M

K
Kn+1 αn+1

(n+ 1)!
pro x ∈ 〈x0, x0 + α〉 .

Řada
∞∑

n=0
4n(x) je tedy majorizována č́ıselnou řadou M

K

∞∑
n=0

(Kα)n+1

(n+1)! , která má součet M
K

(
eKα − 1

)
.

Podle Weierstrassova kritéria je řada
∞∑

n=0
4n(x) stejnoměrně konvergentńı v intervalu 〈x0, x0 +α〉 .

Odtud plyne, že řada

ϕ0(x) +
∞∑

n=0

[ϕn+1(x)− ϕn(x) ]
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konverguje absolutně a stejnoměrně v intervalu 〈x0, x0 + α〉 . Pro částečný součet této řady plat́ı

ϕ0(x) +
k−1∑
n=0

[ϕn+1(x)− ϕn(x) ] = ϕk(x)

a poněvadž každá funkce ϕk(x) spojitá, je spojitá i limitńı funkce ϕ(x) = lim
k→∞

ϕk(x) . Ukážeme,

že ϕ(x) splňuje rovnici

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt .

Je totiž∣∣∣∣∣∣ϕ(x)− y0 −
x∫

x0

f(t, ϕ(t)) dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ϕ(x)− ϕn+1(x) + y0 +

x∫
x0

f(t, ϕn(t)) dt− y0 −
x∫

x0

f(t, ϕ(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |ϕ(x)− ϕn+1(x) |+

x∫
x0

| f(t, ϕ(t)− f(t, ϕn(t) | dt ≤ |ϕ(x)− ϕn+1(x) |+
x∫

x0

|ϕ(t)− ϕn(t) dt .

Vzhledem ke stejnoměrné konvergenci ϕ(x) = lim
n→∞

ϕn(x) muśı tedy platit rovnost

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt .

2. Jednoznačnost.
Předpokládejme, že existuje funkce ψ(x) , pro niž plat́ı

ψ(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ψ(t)) dt ,

ale ϕ(x) 6= ψ(x) na nějakém intervalu x0 ≤ x ≤ x0 + ε , kde ε > 0 je pevné č́ıslo. Poněvadž ϕ i ψ
jsou spojité funkce na intervalu 〈x0, x0 + ε〉 , existuje

δ = max
x∈〈x0,x0+ε〉

|ϕ(x)− ψ(x) | > 0 .

Nav́ıc je δ = |ϕ(ξ)− ψ(ξ) | pro nějaké ξ ∈ (x0, x0 + ε〉 . Nyńı je

|ϕ(x)− ψ(x) | ≤ δ = |ϕ(ξ)− ψ(ξ) | ≤
ξ∫

x0

| f(t, ϕ(t))− f(t, ψ(t)) | dt ≤

≤ K

ξ∫
x0

|ϕ(t)− ψ(t) | dt ≤ K

ξ∫
x0

δ dt = Kδ(ξ − x0) ≤ Kδε .

Odtud plyne, že Kε ≥ 1 . To je však spor, poněvadž stač́ı zvolit ε > 0 tak, aby platilo Kε < 1 .

Poznámky: 1. Kdo zat́ım neńı seznámen s teoríı funkčńıch řad, může d̊ukaz existenčńı věty
přeskočit a vrátit se k němu po přečteńı následuj́ıćı kapitoly, věnované právě těmto řadám.

2. Důkaz jednoznačnosti řešeńı ukazuje, že je někdy třeba zmenšit interval
〈x0 − α, x0 + α〉 . To však neńı nic překvapivého, poněvadž celá věta o existenci a jednoznačnosti
řešeńı Cauchyovy úlohy má lokálńı charakter. Můžeme se však zeptat, zda tento výsledek neńı
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možno rozš́ı̌rit na daný interval, tedy źıskat globálńı výsledek. Takové metody existuj́ı, my se jimi
však nebudume zabývat. Ukáže se, že pro př́ıpad lineárńı rovnice dostaneme tento výsledek př́ımo.

3. Situace je značně komplikovaněǰśı v okoĺı bod̊u, kde f neńı spojitá nebo nesplňuje Lipschit-
zovu podmı́nku. Jednoduchý př́ıklad uvedeme v následuj́ıćım paragrafu; trochu systematičtěji se
j́ı budeme zabývat v kapitole věnované otázkám stability.

4. Právě dokázaná existenčńı věta ukazuje též možnost přibližného řešeńı Cauchyovy úlohy.
Uchýĺıme se k ńı však pouze v tom př́ıpadu, kdy nám jiné metody selžou. S jinými možnostmi
řešeńı se budeme postupně seznamovat. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že to však možné je.

Př́ıklad: Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy y′ = y , y(0) = 1 .

Řešeńı: Metoda postupných aproximaćı dává

ϕ0(x) = 1 , ϕ1(x) = 1 +

x∫
0

ϕ0(t) dt = 1 + x , ϕ2(x) = 1 +

x∫
0

ϕ1(t) dt = 1 + x+
x2

2
,

ϕ3(x) = 1+
∫ x

0

ϕ2(t) dt = 1+
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
, ϕ4(x) = 1+

∫ x

0

ϕ3(t) dt = 1+
x1

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
.

Jestliže budeme pokračovat dále, je vidět, že hledané řešeńı ϕ(x) = lim
n→∞

ϕn(x) = ex . To však
bylo zřejmé od samého začátku.

Poznámka: Ukazuje se, že d̊ukaz o existenci a jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy lze
zopakovat i pro obecněǰśı rovnici dy

dx = f(x, y, µ) , kde µ je jistý parametr (může nastat
i µ = (µ1, . . . , µk)).

Věta: Bud’ dána diferenciálńı rovnice

dy

dx
= f(x, y, µ) ,

kde f vyhovuje podmı́nkám věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy a konstanta
K v Lipschitzově podmı́nce nezáviśı na parametru µ ∈ 〈µ1, µ2〉 . Potom je řešeńı y(x, µ) dané
rovnice, vyhovuj́ıćı podmı́nce y(x0) = y0 spojitě závislé na parametru µ .

Důkaz: Důkaz můžeme provést analogicky jako d̊ukaz hlavńı věty.

Poznámka: Jak již bylo řečeno, parametr̊u může býti v́ıce. Jestliže za parametry zvoĺıme
počátečńı podmı́nky x0, y0 , dostaneme, že řešeńı spojitě záviśı na x0 a y0 , neboli y = y(x, x0, y0) .
To je možno zformulovat následuj́ıćım zp̊usobem. K libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že
jakmile

|x0 − x0| < δ , |y0 − y0| < δ , pak |y(x, x0, y0)− y(x, x0, y0)| < ε .

Situace je načrtnuta na následuj́ıćım obrázku.

Je však třeba znovu upozornit na to, že předchoźı tvrzeńı plat́ı pouze lokálně, kdežto globálně
může být situace značmě komplikovaněǰśı.
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5.1.2 Rovnice rozřešené vzhledem k 1. derivaci.

Poznámka: Tento paragraf bude věnován technice řešeńı některých typ̊u diferenciálńıch
rovnic 1. řádu a nebudeme se v detailech zaj́ımat o hledáńı obor̊u, ve kterých řešeńı existuj́ı,
ani o problém existence, po př́ıpadě jednoznačnosti řešeńı.

Definice: Obecným řešeńım nebo obecným integrálem obyčejné diferenciálńı rovnice 1. řádu

y′ = f(x, y) , (x, y) ∈ D = I ×H

rozumı́me funkci y = ϕ(x,C) , kde C je reálný parametr (libovolná konstanta), která má následuj́ıćı
vlastnosti.

1. Je řešeńım dané rovnice pro libovolné C .
2. Pro libovolný bod (x0, y0) ∈ D existuje taková hodnota C0 , že funkce y(x) = ϕ(x,C0)

splňuje podmı́nku y(x0) = y0 .

Funkci y(x) = ϕ(x, C̃) , kde C̃ je zvoleno pevně, nazýváme partikulárńım řešeńım nebo par-
tikulárńım integrálem dané rovnice.

A. Rovnice se separovatelnými proměnnými.

Definice: Rovnici tvaru dy
dx = f1(x) f2(y) , kde f1, f2 jsou spojité funkce, nazýváme rovnićı se

separovatelnými proměnnými.

Řešeńı: Pro potřeby výpočtu této rovnice vycháźıme z předpokladu, že symbol dy
dx je pod́ılem

dvou diferenciál̊u. Separace znamená odděleńı, tedy naṕı̌seme v rovnici dy
dx = f1(x) f2(y) na jednu

stranu výrazy,které obsahuj́ı proměnnou y a na druhou stranu výrazy, obsahuj́ıćı proměnnou x .
Tedy

dy

f2(y)
= f1(x) dx , f2(x) 6= 0 .

T́ım jsme dostali rovnost dvou diferenciál̊u, tedy př́ıslušné funkce se lǐśı o konstantu.∫
dy

f2(y)
=
∫

f1(x) dx+ C =⇒ ψ(y) = ϕ(x) + C .

Výsledně dostáváme funkci, zadanou implicitně a v tomto tvaru většina řešeńı z̊ustává. Výhoda
takového vyjádřeńı spoč́ıvá v symetrii, tedy neńı a priori zřejmé, která z proměnných je nezávislá
a která závislá.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice y′ = −x(y2−1)
y(x2−1) .

Řešeńı: Jestliže v rovnici dy
dx = −x(y2−1)

y(x2−1) odseparujeme proměnné, dostaneme

y dy

y2 − 1
= − x dx

x2 − 1
a odtud

1
2

ln | y2 − 1 | = −1
2

ln |x2 − 1 |+ 1
2

ln |C | .

Odlogaritmováńım této rovnosti dostaneme obecné řešeńı ve tvaru

(y2 − 1)(x2 − 1) = C ,

kde C je libovolná konstanta. Na prvý pohled může překvapit předvedený postup, tedy, že in-
tegračńı konstantu ṕı̌seme ve tvaru 1

2 ln |C | . Tento postup budeme v daľśım výkladu použ́ıvat
poměrně často; jeho účelnost je zřejmá, ušetř́ıme si komplikace při následné úpravě, tedy odloga-
ritmováńı a oprávněnost tohoto vyjádřeńı plyne ze skutečnosti, že obor hodnot funkce ln je interval
(−∞,+∞) , neboli 1

2 ln |C | je libovolná konstanta.
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Poznámka: Na rovnici se separovatelnými proměnnými převedeme snadno rovnici tvaru
y′ = f(ax + by + c) , kde f je spojitá funkce a, b, c jsou konstanty, a, b 6= 0 . Stač́ı zavést novou
neznámou funkci předpisem z = ax+ by + c . Potom plat́ı z′ = a+ by′ , neboli y′ = 1

b (z′ − a) a po
dosazeńı do rovnice dostáváme

1
b
z′ =

a

b
+ f(z) a tedy z′ = a+ b f(z) ,

což je rovnice se separovatelnými proměnnými.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice y′ = cos(x− y) .

Řešeńı: Zavedeme-li substituci x− y = z , dostaneme

z′ = 1− y′ , 1− z′ = cos z , z′ = 1− cos z ,
∫

dz

1− cos z
= x+ C .

Poněvadž je ∫
dz

1− cos z
=
∫

dz

2 sin2 z
2

= −cotg
z

2
,

plyne odtud, že hledané řešeńı je

cotg
x− y

2
+ x+ C = 0 .

B. Homogenńı rovnice.

Definice: Řekneme, že funkce f(x, y) je homogenńı, nebo homogenńı nultého stupně, jestliže
pro libovolné α 6= 0 plat́ı f(αx, αy) = f(x, y) .

Diferenciálńı rovnici tvaru dy
dx = f(x, y) nazveme homogenńı, je-li f homogenńı funkce.

Poznámky: 1. Pojem homogenity můžeme zobecnit na libovolný počet proměnných a pro
libovolné reálné č́ıslo r . Řekneme, že funkce f(x1, x2, . . . , xn) , n ∈ N je homogenńı stupně r ,
jestliže pro libovolné α > 0 plat́ı

f(αx1, αx2, . . . , αxn) = αr f(x1, x2, . . . , xn) .

2. Homogenńı rovnici můžeme převést na rovnici se separovatelnými proměnnými, jak ukážeme
v následuj́ıćım výpočtu.

Řešeńı: Zvolme α = 1
x . Potom plat́ı

dy

dx
= f(x, y) = f

(
1,
y

x

)
= g

(y
x

)
.

To tedy znamená, že homogenńı rovnici můžeme vždy převést na tvar dy
dx = g

(
y
x

)
, neboli pravá

strana záviśı pouze na pod́ılu y
x .

Do rovnice dy
dx = g

(
y
x

)
zavedeme novou neznámou funkci předpisem y

x = u . Odtud dostaneme

y = xu , y′ = u+ xu′

a po dosazeńı do rovnice
u+ xu′ = g(u) , x u′ = g(u)− u .
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Dostáváme t́ım rovnici se separovatelnými proměnnými; je totiž

du

g(u)− u
=
dx

x
, g(u) 6= u .

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice dy
dx = 2xy

x2−y2 .

Řešeńı: Snadno se přesvědč́ıme, že daná rovnice je homogenńı. Jestliže zavedeme novou
neznámou funkci y

x = u , dostaneme

y = xu , y′ = u+ xu′ , u+ xu′ =
2u

1− u2
, xu′ =

2u− u+ u3

1− u2
.

Po separaci proměnných dostáváme dále

1− u2

u(u2 + 1)
du =

dx

x
.

Poněvadž je

1− u2

u(u2 + 1)
=
A

u
+
Bu+ C

u2 + 1
a odtud 1−u2 = A(u2+1)+Bu2+Cu =⇒ A = 1 , B = −2 , C = 0 .

Po integraci tedy máme

ln |u | − ln(u2 + 1) = ln |x |+ ln |C | =⇒ u

u2 + 1
= Cx .

a po dosazeńı za u = y
x dostaneme

y
x

y2+x2

x2

= Cx , neboli y = C(x2 + y2) .

Je-li C = 0 , je y = 0 řešeńı, jak se snadno přesvědč́ıme.
Pro C 6= 0 položme K = 1

C . Potom je K 6= 0 libovolná konstanta a integrálńı křivky maj́ı tvar
x2+y2 = Ky , což jsou kružnice se středem v bodě S

[
0, K

2

]
a poloměrem R = |K |

2 . Pro zaj́ımavost
ověř́ıme, že křivky x2 + y2 = Ky jsou skutečně řešeńım dané rovnice. Plat́ı 2x + 2y y′ = K y′ ,
tedy y′ = 2x

K−2y . Dále z rovnosti x2 + y2 = Ky plyne, že x2 = K y − y2 a po dosazeńı do p̊uvodńı
rovnice dostáváme

2x
K − 2y

= y′ =
2xy

x2 − y2
=

2xy
Ky − y2 − y2

=
2x

K − 2y

a rovnice je splněna.
Jestliže si načrtneme několik integrálńıch křivek

x2 +
(
y − K

2

)2

=
K2

4
,

je vidět, že vyplňuj́ı celou rovinu. Nav́ıc všechny procházej́ı bodem [0, 0] , což je právě ten bod,
kde nejsou splněny předpoklady o existenci a jednoznačnosti řešeńı. Takových bod̊u je sice v́ıce
(obě př́ımky y = ±x), ale ukazuje se, že to nemuśı vždy vadit. Jak se snadno můžeme přesvědčit,
každým bodem [x0, y0] , kde [x0, y0] 6= [0, 0] procháźı právě jedna integrálńı křivka. Situace je
ilustrována na následuj́ıćım obrázku.
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Poznámka: Ukazuje se, že na homogenńı rovnici můžeme převést rovnici tvaru

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
,

kde f je daná spojitá funkce jedné proměnné a a1, b1, c1, a2, b2, c2 dané konstanty. Je-li
c1 = c2 = 0 , dostaneme rovnou homogenńı rovnici. Jestliže tomu tak neńı, budeme rozeznávat
dva př́ıpady.

1. Necht’ a1b2 − a2b1 = 0 . Potom existuje λ tak, že a2 = λa1 , b2 = λb1 a rovnice je tvaru

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1

λ(a1x+ b1y) + c2

)
.

Do této rovnice stač́ı zavést novou neznámou funkci předpisem z = a1x + b1y , abychom dostali
rovnici se separovatelnými proměnnými. Skutečně

z′ = a1 + b1y
′ , y′ =

1
b1

(z′ − a1) =⇒ 1
b1
z′ =

a1

b1
+ f

(
z + c0
λz + c2

)
,

což je rovnice se separovatelnými proměnnými.

2. Je-li a1b2 − a2b1 6= 0 , pak zavedeme novou nezávisle proměnnou i novou neznámou funkci
předpisem x = ξ + h , dx = dξ ; y = η + k , dy = dη , kde h a k jsou zat́ım neznámé parametry.
Odtud dostaneme, že

dη

dξ
= f

(
a1ξ + b1η + a1h+ b1k + c1
a2ξ + b2η + a2h+ b2k + c2

)
.

Nyńı stač́ı volit h a k tak, aby splňovaly soustavu lineárńıch rovnic

a1h+ b1k + c1 = 0 , a2h+ b2k + c2 = 0 ,

což můžeme vzhledem k podmı́nce a1b2 − a2b1 6= 0 splnit a dostaneme homogenńı rovnici.

Př́ıklady: 1. Najděte obecné řešeńı rovnice (2x+ y + 1)dx− (4x+ 2y − 3)dy = 0 .

Řešeńı: Poněvadž je
dy

dx
=

2x+ y + 1
4x+ 2y − 3

,

stač́ı zavést novou neznámou funkci

z = 2x+ y , y′ = z′ − 2 =⇒ z′ − 2 =
z + 1
2z − 3

=⇒ z′ =
5(z − 1)
2z − 3

.

Jestliže odseparujeme proměnné, dostaneme dále

2z − 3
5(z − 1)

dz =
1
5
· 2(z − 1)− 1

z − 1
dz = dx =⇒ 2

5
z − 1

5
ln | z − 1 | = x+

1
5

ln |C | .

Po dosazeńı je tedy

4x+ 2y − ln | 2x+ y − 1 | = 5x+ ln |C | =⇒ 2y − x = ln |C(2x+ y − 1) |

a obecné řešeńı je
e2y−x = C(2x+ y − 1) .
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2. Řešte rovnici
dy

dx
=
−7x+ 3y + 7
3x− 7y − 3

.

Řešeńı: Položme x = ξ + h , y = η = k . Jestliže dosad́ıme do dané rovnice, dostaneme

dη

dξ
=
−7ξ + 3η − 7h+ 3k + 7
3ξ − 7η + 3h− 7k − 3

a odtud −7h+ 3k + 7 = 0 , 3h− 7k − 3 = 0 s řešeńım h = 1 , k = 0 . Do rovnice

dη

dξ
=
−7ξ + 3η
3ξ − 7η

zavedeme substituci

η

ξ
= u , η = ξ u ,

dη

dξ
= u+ ξ

du

dξ
=⇒ u+ ξ

du

dξ
=
−7 + 3u
3− 7u

=⇒ ξ
du

dξ
=

7(u2 − 1)
3− 7u

.

Jestliže odseparujeme proměnné, dostaneme dále

3− 7u
7(u2 − 1)

du =
dξ

ξ
,

3− 7u
u2 − 1

=
A

u− 1
+

B

u+ 1
=⇒ 3− 7u = A(u+ 1) +B(u− 1) ,

což pro u = 1 dává −4 = 2A ⇒ A = −2 a pro u = −1 dostaneme 10 = −2B ⇒ B = −5 . Po
intergaci máme

−2
7

ln |u−1 |−5
7

ln |u+1 | = ln | ξ |+1
7

ln |C | =⇒ Cξ7(u−1)2(u+1)5 = 1 =⇒ C(η−ξ)2(η+ξ)5 = 1 .

Poněvadž je ξ = x− 1 , η = y , dostaneme, že obecné řešeńı má tvar

C(y − x+ 1)2(y + x− 1)5 = 1 .

Snadno se přesvědč́ıme, že tato implicitně zadaná funkce je skutečně řešeńım dané rovnice. Je

2C(y − x+ 1)(y + x− 1)5(y′ − 1) + 5C(y − x+ 1)2(y + x− 1)4(y′ + 1) = 0

a odtud

y′ {2(y + x− 1) + 5(y − x+ 1)} = 2(y + x− 1)− 5(y − x+ 1) , neboli y′ =
7x− 3y − 7
−3x+ 7y + 3

.

C. Lineárńı rovnice prvého řádu.

Definice: Lineárńı rovnićı prvého řádu nazýváme diferenciálńı rovnici tvaru

y′ = p(x)y + q(x) ,

kde p(x) a q(x) jsou dané spojité funkce.

Řešeńı: Řešeńı lineárńı rovnice rozděĺıme do dvou krok̊u.
1. Nejdř́ıve řeš́ıme tzv. zkrácenou rovnici nebo rovnici bez pravé strany

y′ = p(x)y .

To je rovnice se separovatelnými proměnnými. Jestliže ji tedy vyřeš́ıme, dostaneme

dy

dx
= p(x)y ,

dy

y
= p(x)dx , ln | y | =

∫
p(x) dx+ ln |C | =⇒ y = Ce

∫
p(x) dx .
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Posledńı rovnost representuje obecné řešeńı rovnice bez pravé strany.

2. V daľśım kroku použijeme postupu, který se nazývá metoda variace konstanty. Jej́ım účelem
je nalezeńı jednoho partikulárńıho řešeńı p̊uvodńı rovnice. Konstantu C v obecném řešeńı zkrácené
rovnice nahrad́ıme neznámou funkćı proměnné x a budeme požadovat, aby funkce

y = C(x)e
∫

p(x) dx

vyhovovala p̊uvodńı rovnici. Plat́ı tedy

y′ = C ′(x)e
∫

p(x) dx + C(x)e
∫

p(x) dx p(x)

a dosad́ıme-li do p̊uvodńı rovnice, dostaneme

C ′(x)e
∫

p(x) dx+C(x)e
∫

p(x) dx p(x) = p(x)C(x)e
∫

p(x) dx+q(x) a odtud C ′(x) = q(x)e−
∫

p(x) dx .

Tedy

C(x) =
∫
q(x)e−

∫
p(x) dxdx+K , neboli y =

{ ∫
q(x)e−

∫
p(x) dxdx+K

}
e
∫

p(x) dx .

Obecné řešeńı dané rovnice je tedy tvaru

y = ŷ + yp = Ke
∫

p(x) dx + e
∫

p(x) dx ·
∫
q(x)e−

∫
p(x) dxdx .

Poznámka: Ukazuje se, že obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice prvého řádu je součtem
obecného řešeńı rovnice bez pravé strany ŷ a jednoho pevného (partikulárńıho) řešeńı p̊uvodńı
rovnice yp . V následuj́ıćı kapitole bude tato záležitost formulována přesně a nav́ıc ukážeme, že
takováto situace je typická pro lineárńı diferenciálńı (a nejen diferenciálńı) rovnice, po př́ıpadě
soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

Př́ıklad: Řešte rovnici y′ = y
2(x+1) + ex

√
x+ 1 .

Řešeńı: 1. Rovnice bez pravé strany je

y′ =
y

2(x+ 1)
,

dy

y
=

dx

2(x+ 1)
, ln | y | = 1

2
ln |x+ 1 |+ ln |C | , neboli y = C

√
x+ 1

je obecné řešeńı zkrácené rovnice.
2. Jestliže využijeme metodu variace konstanty, můžeme psát

y = C(x)
√
x+ 1 =⇒ y′ = C ′(x)

√
x+ 1 +

C(x)
2
√
x+ 1

a po dosazeńı do dané rovnice máme

C ′(x)
√
x+ 1 +

C(x)
2
√
x+ 1

=
C(x)

√
x+ 1

2(x+ 1)
+ ex

√
x+ 1 , neboli C ′(x) = ex =⇒ C(x) = ex +K

a obecné řešeńı je
y = (ex +K)

√
x+ 1 .

Definice: Rovnici tvaru
y′ = p(x) y + q(x) yα ,

kde p(x) a q(x) jsou dané spojité funkce a α ∈ R je libovolné, nazýváme Bernoulliho rovnićı.
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Poznámka: Je-li α = 0 , dostaneme lineárńı rovnici prvého řádu, je-li α = 1 , je dané rovnice
rovnićı se separovatelnými proměnnými.

Ukazuje se však, že pro libovolnou hodnotu α můžeme Bernoulliho rovnici převést na lineárńı
rovnici prvého řádu. Skutečně, jestliže rovnici y′ = p(x) y + q(x) yα vyděĺıme yα , dostaneme

y′ y−α = p(x) y1−α + q(x) .

do této rovnice zavedeme novou neznámou funkci z = y1−α . Potom plat́ı

z′ = (1− α)y−α y′ tedy z′ = (1− α)p(x) z + (1− α)q(x) = 0 ,

což je lineárńı rovnice.

Př́ıklad: Řešte rovnici y′ = 1
2x y −

1
2y .

Řešeńı: Daná rovnice je Bernoulliho (α = −1) a nejdř́ıve ji uprav́ıme. Je y y′ = y2

2x −
1
2 a

tedy zavedeme novou neznámou funkci předpisem z = y2 . Poněvadž je z′ = 2y y′ , dostaneme po
dosazeńı rovnici z′ = z

x − 1 . To je lineárńı rovnice se zkrácenou rovnićı z′ = z
x a řešeńım z = Cx .

Jestliže použijeme variace konstanty, dostaneme dále

z′ = C ′(x)x+ C(x) =⇒ C ′(x)x+ C(x) = C(x)− 1 =⇒ C ′(x) = − 1
x

=⇒ C(x) = − ln |x |+K

a obecné řešeńı je tedy
z = y2 = x(K − ln |x | ) .

D. Exaktńı rovnice.

Definice: Exaktńı diferenciálńı rovnićı nazýváme rovnici tvaru

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 ,

kde levá strana je totálńım diferenciálem nějaké funkce F (x, y) .

Poznámka: Obecné řešeńı exaktńı diferenciálńı rovnice má tvar

F (x, y) = C ,

kde F (x, y) je tzv. primitivńı funkce k totálńımu diferenciálu P (x, y) dx+Q(x, y) dy . To je zřejmé.
Co však neńı na prvý pohled jasné je zp̊usob, jak máme poznat, že výraz P (x, y) dx+Q(x, y) dy
je skutečně totálńı diferenciál. Odpověd’ na tuto otázku nám dá následuj́ıćı věta.

Věta: Předpokládejme, že funkce P (x, y) a Q(x, y) maj́ı spojité parciálńı derivace prvého
řádu. Potom je výraz

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

totálńım diferenciálem nějaké funkce F (x, y) právě když

∂ P (x, y)
∂ y

=
∂ Q(x, y)
∂ x

.

Důkaz: Necht’ existuje funkce F (x, y) tak, že

dF (x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy .
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Potom plat́ı
∂ F (x, y)
∂ x

= P (x, y) a
∂ F (x, y)
∂ y

= Q(x, y) .

Odtud plyne, že
∂ P (x, y)
∂ y

=
∂2F (x, y)
∂ x ∂ y

=
∂2F (x, y)
∂ y ∂ x

=
∂ Q(x, y)
∂ x

.

Obrácenou implikaci nebudeme dokazovat, poněvadž vyžaduje znalost křivkového integrálu. S ńım
se seznámı́me v textu MA3.

Př́ıklad: Najděte řešeńı rovnice

x(x2 + y2 − a2) + y(x2 + y2 + a2)y′ = 0 .

Řešeńı: Je

P (x, y) = x(x2 + y2 − a2) , Q(x, y) = y(x2 + y2 + a2) a odtud
∂ P (x, y)
∂ y

= 2xy =
∂ Q(x, y)
∂ x

.

Jedná se tedy o exaktńı diferenciálńı rovnici a potřebujeme vypoč́ıtat primitivńı funkci (potenciál)
F (x, y) . Poněvadž je P (x, y) = ∂ F (x,y)

∂ x , plyne odtud, že

F (x, y) =
∫
P (x, y) dx =

x4

4
+
x2y2

2
− a2x2

2
+ L(y) .

Integračńı konstanta záviśı na proměnné y , vzhledem k tomu, že se chová při derivováńı podle x
jako konstanta. Dále muśı platit

∂ F (x, y)
∂ y

= x2y + L′(y) = Q(x, y) = y(x2 + y2 + a2) , tedy L′(y) = y(y2 + a2) .

Odtud dostaneme L(y) = y4

4 + a2y2

2 +K , kde K je konstanta. Tedy funkce F (x, y) je tvaru

F (x, y) =
(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2)

4
+K

a obecné řešeńı je
(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = C .

Poznámka: Neńı-li výraz P (x, y) dx + Q(x, y) dy totálńım diferenciálem, můžeme si někdy
pomoci tak, že rovnici P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 vynásob́ıme tzv. integračńım faktorem, což je
funkce µ(x, y) taková, že rovnice

µ(x, y)P (x, y) dx+ µ(x, y)Q(x, y) dy = 0

je již exaktńı. Muśı tedy platit

∂(µP )
∂ y

=
∂(µQ)
∂ x

tj. P
∂ µ

∂ y
+ µ

∂ P

∂ y
= Q

∂ µ

∂ x
+ µ

∂ Q

∂ x

a dostaneme parciálńı diferenciálńı rovnici 1. řádu

Q
∂ µ

∂ x
− P

∂ µ

∂ y
+ µ

(
∂ Q

∂ x
− ∂ P

∂ y

)
= 0 .

Vyřešit tuto rovnici se nám ve většině př́ıpad̊u nepodař́ı, jediný př́ıpad, kdy máme šanci na úspěch,
je, pokud náhodou funkce µ je funkćı pouze jedné proměnné. Dostaneme totiž obyčejnou dife-
renciálńı rovnici prvého řádu.
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5.1.3 Rovnice nerozřešené vzhledem k 1. derivaci.

Poznámka: V tomto paragrafu si všimneme rovnice tvaru f(x, y, y′) = 0 , tedy rovnice
nerozřešené vzhledem k 1. derivaci. Ukazuje se, že v těchto př́ıpadech bývá často porušena podmı́nka
jednoznačnosti a objevuje se tzv. fenomen singulárńıho řešeńı. Následuj́ıćı definice nám situaci
trochu přibĺıž́ı.

Definice: Bud’ dána diferenciálńı rovnice f(x, y, y′) = 0 . Soustavu řešeńı tvaru F (x, y, C) = 0 ,
kde C je libovolná konstanta, nazveme obecným řešeńım dané rovnice. Je-li hodnota C zvolena
pevně (např. C = C0), pak křivku F (x, y, C0) = 0 nazveme partikulárńım řešeńım.

Řešeńı G(x, y) = 0 , které nelze źıskat z obecného řešeńı žádnou volbou parametru C , nazveme
singulárńım řešeńım dané diferenciálńı rovnice.

Poznámka: Je-li G(x, y) = 0 řešeńım rovnice f(x, y, y′) = 0 , které nemůžeme źıskat
z obecného řešeńı žádnou volbou konstanty, bude mı́t toto řešeńı společný bod s každým řešeńım
F (x, y, C) = 0 , bude tedy tato řešeńı ”obalovat.“ Řekneme, že je obálkou jednoparametrické
soustavy křivek F (x, y, C) = 0 . Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta: Diferenciálńı rovnice f(x, y, y′) = 0 má singulárńı řešeńı právě když má soustava jej́ıch
partikulárńıch integrál̊u obálku.

Př́ıklad: Soustava parabol y = 1
2 (x − a)2 , a ∈ R má obálku y = 0 . Je totiž y′ = x − a

a odtud y = 1
2y

′2 , což má řešeńı y = 0 . viz obrázek.

Rovnice y = 1
2y

′2 je tzv. Lagrangeova rovnice, jak uvedeme později, ale již nyńı stoj́ı za to se
na ni pod́ıvat trochu podrobněji. Paraboly y = 1

2 (x − a)2 maj́ı tu vlastnost, že každým bodem
[x0, y0] , y0 > 0 procházej́ı právě dvě. Skutečně, je-li y0 = 1

2 (x0 − a)2 , pak

a2 − 2ax0 + x2
0 − 2y0 = 0 =⇒ a1,2 = x0 ±

√
2y0 .

Jestliže se zeptáme, za jakých podmı́nek existuje jediné řešeńı, muśıme danou rovnici vyřešit
vzhledem k y′ . Dostaneme dvě rovnice

1. y′ =
√

2y s řešeńım
√

2y = x+ C pro x ∈ 〈−C,+∞) a
2. y′ = −

√
2y s řešeńım

√
2y = K − x pro x ∈ (−∞,K〉 .

Poznámka: V daľśım se budeme zabývat otázkou nalezeńı obálky jednoparametrické soustavy
křivek F (x, y, α) = 0 .

Věta: Bud’ dána jednoparametrická soustava křivek F (x, y, α) = 0 . Potom obálku dané
sostavy źıskáme vyloučeńım parametru α ze soustavy rovnic

F (x, y, α) = 0 ,
∂ F (x, y, α)

∂ α
.

Důkaz: Jsou-li F (x, y, α) a F (x, y, α+ h) dvě křivky daného systému, potom je

1
h
{F (x, y, α+ h)− F (x, y, α)} = 0 a tedy

∂ F (x, y, α)
∂ α

= lim
h→0

1
h
{F (x, y, α+ h)− F (x, y, α)} = 0 .
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Př́ıklad: Najděte obálku soustavy kružnic x2 + (y − a)2 − 1
2 a

2 = 0 .

Řešeńı: Muśı platit

F (x, y, a) = x2 + (y − a)2 − 1
2
a2 = 0 ,

∂ F (x, y, a)
∂ a

= −2(y − a)− a = 0 .

Z druhé rovnice dostaneme a = 2y a dosazeńım do prvé rovnice

x2 + y2 − 2y2 = 0 =⇒ y2 = x2 a obálkou je tedy dvojice př́ımek y = ±x .

A. Clairautova rovnice.

Definice: Diferenciálńı rovnici tvaru

y = x y′ + f(y′) ,

kde f je diferencovatelná funkce, nazýváme Clairautovou rovnićı.

Řešeńı: Položme y′ = p . Potom je

y = xp+ f(p) a po zderivováńı p = p+ xp′ + f ′(p) p′ , neboli p′(x+ f ′(p)) = 0 .

1. Necht’ p′ = 0 . Potom je y′ = C a obecné řešeńı je jednoparametrická soustava př́ımek

y = Cx+ f(C) .

2. Singulárńı řešeńı dané rovnice dostaneme řešeńım rovnice x+ f ′(p) = 0 .

Věta: Obecným řešeńım Clairautovy rovnice je jednoparametrický systém př́ımek, který má
vždy obálku, tvoř́ıćı singulárńı řešeńı dané rovnice.

Př́ıklad: Řešte rovnici y = xy′ + y′2 .

Řešeńı: Obecné řešeńı je tvaru y = Cx + C2 , kde C je libovolná konstanta. Jestliže tuto
rovnost zderivujeme podle parametru C , dostaneme x + 2C = 0 a po dosazeńı do prvńı rovnice
y = −x2

2 + x2

4 = −x2

4 , což je singulárńı řešeńı. Jak je vidět z obrázku, jednotlivé partikulárńı
integrály tvoř́ı tečny k singulárńımu řešeńı.

B. Lagrangeova rovnice.

Definice: Diferenciálńı rovnici tvaru

y = xϕ(y′) + ψ(y′) ,

kde ϕ a ψ jsou diferencovatelné funkce, nazýváme Lagrangeovou rovnićı.
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Řešeńı: Při řešeńı Lagrangeovy rovnice postupujeme analogicky jako v př́ıpadě rovnice
Clairautovy. Označ́ıme-li opět y′ = p , dostaneme

y = xϕ(p) + ψ(p) =⇒ p = ϕ(p) + xϕ′(p)
dp

dx
+ ψ′(p)

dp

dx
.

Odtud plyne
dx

dp
= x · ϕ′(p)

p− ϕ(p)
+

ψ′(p)
p− ϕ(p)

.

To je lineárńı rovnice prvého řádu pro nezávisle proměnnou p a neznámou funkci x . Po vyřešeńı
této rovnice dosad́ıme do rovnice y = xϕ(p)+ψ(p) a dostaneme parametrické rovnice integrálńıch
křivek. Výsledek nyńı shrneme do věty.

Věta: Řešeńı Lagrangeovy rovnice lze převést na řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice pro
neznámou funkci x .

Př́ıklad: Řešte rovnici y = (x+ 1)y′2 .

Řešeńı: Jestliže polož́ıme y′ = p , dostaneme

y = (x+ 1)p2 =⇒ p = p2 + 2p (x+ 1)
dp

dx
.

Je-li p = 0 , dostáváme řešeńı y = 0 a ukážeme, že to je singulárńı integrál. Jinak pro p 6= 0 máme

(1− p)
dx

dp
= 2x+ 2 a pro p 6= 1 plat́ı

dx

dp
=

2x
1− p

+
2

1− p
.

Je-li p = 1 , potom y = x+ 1 je řešeńı, jak se ukáže, partikulárńı.

1. Necht’ dx
dp = 2x

1−p . Potom

dx

x
=

2dp
1− p

=⇒ ln |x | = ln |C | − 2 ln | 1− p | =⇒ x(p) =
2

(1− p)2
.

2. Předpokládejme, že x(p) = C(p)
(1−p)2 . Pak

x′(p) =
C ′(p)

(1− p)2
+

2C(p)
(1− p)3

a po dosazeńı
C ′(p)

(1− p)2
=

2
1− p

⇒ C ′(p) = 2(1−p) ; C(p) = K−(1−p)2 .

Obecné řešeńı v parametrickém tvaru je tedy

x(p) =
K

(1− p)2
− 1 , y(p) =

K p2

(1− p)2
.

Jestliže se budeme zaj́ımat o to, zda lze nalézt řešeńı v explicitńım tvaru, muśıme rozeznávat
několik možnost́ı. Je

y′2 =
y

x+ 1
a odtud y′ = ±

√
y

x+ 1
.

1. Bud’ y′ =
√

y
x+1 a necht’

α) x > −1 , y > 0 . Potom

dy
√
y

=
dx√
x+ 1

, 2
√
y = 2

√
x+ 1 + 2C , y = (

√
x+ 1 + C)2 .

Pro C = 0 dostaneme řešeńı y = x+ 1 .
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β) Je-li x < −1 , y < 0 , pak

dy√
−y

=
dx√

−(x+ 1)
, −2

√
−y = −2

√
−(x+ 1)− 2K , y = −

(√
−(x+ 1) +K

)2

a pro K = 0 dostaneme opět y = x+ 1 .
2. Necht’ y′ = −

√
y

x+1 a předpokládejme, že

α) x > −1 , y > 0 . Potom

dy
√
y

= − dx√
x+ 1

, 2
√
y = −2

√
x+ 1 + 2L , y = (L−

√
x+ 1)2 .

Pro L = 0 dostaneme řešeńı y = x+ 1 .
β) Je-li x < −1 , y < 0 , pak

dy√
−y

= − dx√
−(x+ 1)

, −2
√
−y = 2

√
−(x+ 1)− 2M , y = −

(
M −

√
−(x+ 1)

)2

a pro M = 0 dostaneme opět y = x+ 1 .
Vyloučeńım parametru ze soustavy rovnic

F (x, y, α) = 0 ,
∂ F (x, y, α)

∂ α
= 0

dostaneme ve všech čtyřech př́ıpadech singulárńı řešeńı y = 0 . (α je postupně rovno C,K,L,M ) .
Můžeme se též pokusit o vyloučeńı parametru p z rovnic

x+ 1 =
K

(1− p)2
; y =

K p2

(1− p)2
.

To již nebudeme provádět detailně, plat́ı však, že pro př́ıpad K > 0 dostaneme př́ıpady 1α) a 2α) ,
pro K < 0 nastávaj́ı př́ıpady 1β) a 2β) .

Uvedený př́ıklad ukazuje s jakými problémy se setkáváme, jestliže se snaž́ıme řešit rovnici
tvaru f(x, y, y′) = 0 . I když bylo zadáńı poměrně jednoduché, řešeńı neńı zcela triviálńı. Ve
většině př́ıpad̊u se nám však nepodař́ı v̊ubec takovou rovnici vyřešit.

5.2 Lineárńı rovnice n−tého řádu.

5.2.1 Struktura řešeńı.

Definice: Diferenciálńı rovnici tvaru

an(t)y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·+ a1(t)y′ + a0(t)y = f(t) ,

kde a0(t), a1(t), . . . , an(t), g(t) jsou dané komplexńı funkce, definované v jistém intervalu I ,
an(t) 6= 0 v I , nazveme lineárńı diferenciálńı rovnićı n−tého řádu. Je-li f(t) ≡ 0 v I , řekneme,
že daná rovnice je homogenńı (nebo bez pravé strany, po př́ıpadě zkrácená).

Poznámky: 1. Poněvadž je an(t) 6= 0 , můžeme lineárńı diferenciálńı rovnici n−tého řádu
vždy převézt na tvar

y(n) + pn−1(t)y(n−1) + · · ·+ p1(t)y′ + p0(t)y = g(t) .

V tomto tzv. normovaném tvaru se lineárńı rovnice n−tého řádu také nejčastěji vyskytuje.
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2. V následuj́ıćı větě uvedeme bez d̊ukazu existenčńı větu.

Věta: Necht’ jsou funkce a0(t), a1(t), . . . , an(t), f(t) spojité v intervalu I . Bud’ t0 ∈ I a
y0, y

′
0, . . . y

(n−1)
0 daná komplexńı č́ısla. Potom plat́ı

1. Rovnice
an(t)y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·+ a1(t)y′ + a0(t)y = f(t)

má řešeńı y = y(t) (komplexńı) v intervalu I takové, že plat́ı

y(t0) = y0, y
′(t0) = y′0, . . . , y

(n−1)(t0) = y
(n−1)
0 .

2. Toto řešeńı je jediné v intervalu I , tj. je-li z(t) řešeńım dané rovnice v intervalu I1 ⊂ I .
pro něž

z(t0) = y0, z
′(t0) = y′0, . . . , z

(n−1)(t0) = y
(n−1)
0 ,

pak z(t) = y(t) v I1 .

Jsou-li a0(t), a1(t), . . . , an(t), f(t) reálné funkce, y0, y′0, . . . y
(n−1)
0 reálná č́ısla, je i řešeńı y(t) reálné.

Poznámka: Funkce y(t) , vyhovuj́ıćı předchoźı větě, se nazývá řešeńı počátečńı nebo Cauchy-
ovy úlohy.

Definice: Symbol

L = an(t)
dn

dtn
+ an−1(t)

dn−1

dtn−1
+ · · ·+ a1(t)

d

dt
+ a0(t)

nazveme lineárńım diferenciálńım operátorem a výraz L[y] , definujeme předpisem

L[y] = an(t)y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·+ a1(t)y′ + a0(t)y .

Lemma: Jsou-li y1, y2, . . . , yr funkce, které maj́ı n−tou derivaci, C1, C2, . . . , Cr konstanty,
potom

L

 r∑
j=1

Cjyj

 =
r∑

j=1

CjL[ yj ] .

Důkaz: Je zřejmý; stač́ı použ́ıt vlastnost́ı derivováńı.

Poznámka: V daľśım výkladu si všimneme vlastnost́ı homogenńı rovnice. Tu můžeme pomoćı
našeho zápisu vyjádřit stručně ve tvaru L[y] = 0 .

Věta: Jsou-li y1, y2, . . . , yr řešeńı diferenciálńı rovnice L[y] = 0 , C1, C2, . . . , Cr libovolné

konstanty (komplexńı), pak je i funkce y =
r∑

j=1

Cjyj řešeńım dané rovnice.

Důkaz: Plyne okamžitě z vlastnost́ı diferencovatelných funkćı.

Věta: Má-li lineárńı diferenciálńı rovnice L[y] = 0 s reálnými koeficienty aj(t) komplexńı
řešeńı y(t) = u(t) + iv(t) , pak jsou funkce u(t) a v(t) řešeńım dané rovnice.

Důkaz: Plat́ı 0 = L[y] = L[u + iv] = L[u] + iL[v] a vzhledem k tomu, že L[u] i L[v] jsou
reálná, plyne odtud, že L[u] = L[v] = 0 .
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Definice: Bud’te f1(t), f2(t), . . . , fr(t) funkce, které jsou definovány v intervalu I . Řekneme,
že jsou tyto funkce lineárně závislé na I , jestliže existuj́ı konstanty C1, C2, . . . , Cr , které nejsou
všechny nulové tak, že pro všechna t ∈ I plat́ı

C1f1(t) + C2f2(t) + · · ·+ Crfr(t) = 0 .

Jestliže je tuto rovnost možné splnit jedině tak, že C1 = C2 = · · · = Cr = 0 , pak řekneme, že jsou
tyto funkce lineárně nezávislé.

Definice: Necht’ maj́ı funkce f1(t), f2(t), . . . , fn(t) v intervalu I derivace až do řádu n − 1 .
Potom funkci

W (t) = Wf1,..., fr (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(t), f2(t), . . . , fn(t)
f ′1(t), f ′2(t), . . . , f ′n(t)
. . . . . . . . . . . .

f
(n−1)
1 (t), f

(n−1)
2 (t), . . . , f

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
nazýváme Wronského determinantem nebo wronskiánem.

Věta: Jsou-li funkce f1(t), f2(t), . . . , fn(t) lineárně závislé v intervalu I , je W (t) ≡ 0 v I .

Důkaz: Zřejmý.

Poznámka: Obrácené tvrzeńı neplat́ı. Je-li např. f1(t) = t3 , f2(t) = |t|3 , I = (−a, a) a > 0 ,
je W (t) ≡ 0 v I , i když jsou funkce f1, f2 lineárně nezávislé v I . Jak však ukazuje následuj́ıćı věta,
toto se nemůže stát, jestliže jsou funkce f1, f2, . . . , fn lineárně nezávislá řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice.

Věta: Jsou-li y1, y2, . . . , yn lineárně nezávislá řešeńı rovnice L[y] = 0 v intervalu I , kde
a0(t), a1(t), . . . , an(t) jsou spojité v I , pak je wronskián

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1, y2, . . . , yn

y′1, y′2, . . . , y′n
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 , y

(n−1)
2 , . . . , y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 pro všechna t ∈ I .

Důkaz: Předpokládejme, že W (t0) = 0 a zvolme č́ısla α1, α2, . . . , αn tak aby tvořila netriviálńı
řešeńı soustavy

α1 y1(t0) +α2 y2(t0) + . . . +αn yn(t0) = 0
α1 y

′
1(t0) +α2 y

′
2(t0) + . . . +αn y

′
n(t0) = 0

. . . . . . . . . . . . . . .

α1 y
(n−1)
1 (t0) +α2 y

(n−1)
2 (t0) + . . . +αn y

(n−1)
n (t0) = 0 .

Označme y = α1 y1 + α2 y2 + · · · + αn yn . Potom je y řešeńım rovnice L[y] = 0 , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(t0) = y′(t0) = · · · = y(n−1)(t0) = 0 . Podle věty o existenci a jed-
noznačnosti řešeńı Cauchovy úlohy je y ≡ 0 v I . To je však spor s lineárńı nezávislost́ı funkćı
y1, y2, . . . , yn .

Věta: Bud’
L[y] = y(n) + p1(t)y(n−1) + · · ·+ pn−1(t)y′ + pn(t)y = 0
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diferenciálńı rovnice n−tého řádu, y1, y2, . . . , yn n jej́ıch řešeńı v intervalu I , t0 ∈ I . Potom plat́ı

W (t) = W (t0)e
−

t∫
t0

p1(τ) dτ

.

Důkaz: Plat́ı

W ′(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 . . . yn

y′1 y′2 . . . y′n
. . . . . . . . . . . .

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 . . . y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 . . . y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 . . . yn

y′1 y′2 . . . y′n
. . . . . . . . . . . .

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 . . . y

(n−2)
n

−
n∑

j=1

pj(t)y
(n−j)
1 −

n∑
j=1

pj(t)y
(n−j)
2 . . . −

n∑
j=1

pj(t)y
(n−j)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −p1(t)W (t) .

Jestliže vyřeš́ıme tuto diferenciálńı rovnici se separovatelnými proměnnými, dostaneme tvrzeńı
věty.

Poznámka: Důkaz předchoźı věty se oṕırá o základńı vlastnosti determinant̊u a větu o de-
rivováńı determinantu. Tuto větu pro osvěžeńı zopakujeme. Je-li

F (t) =

∣∣∣∣∣∣
f11(t) . . . f1n(t)
. . . . . . . . .
fn1(t) . . . fnn(t)

∣∣∣∣∣∣ ,
kde funkce fij(t) maj́ı derivaci, potom

F ′(t) =
n∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) . . . f1n(t)
. . . . . . . . .
f ′k1(t) . . . f ′kn(t)
. . . . . . . . .
fn1(t) . . . fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Pro d̊ukaz tohoto tvrzeńı si stač́ı vzpomenout na definici determinantu a pravidlo pro derivováńı
součinu n funkćı.

Definice: Bud’te y1, y2, . . . , yn řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého řádu L]y] = 0
v intervalu I . Řekneme, že tato řešeńı tvoř́ı fundamentálńı systém, jsou-li v intervalu I lineárně
nezávislá.

Věta: Necht’ y1, y2, . . . , yn tvoř́ı v intervalu I fundamentálńı systém řešeńı rovnice L[y] = 0 .
Potom lze každé řešeńı y této rovnice vyjádřit jako lineárńı kombinaci funkćı y1, y2, . . . , yn ve tvaru

y =
n∑

j=1

Cj yj ,

kde konstanty Cj jsou určeny jednoznačně.
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Důkaz: Označme ŷ(t) libovolné řešeńı v intervalu I a bud’ t0 ∈ I . Potom má soustava
lineárńıch rovnic

ŷ(t0) = c1 y1(t0) + c2 y2(t0) + · · ·+ cn yn(t0)

ŷ′(t0) = c1 y
′
1(t0) + c2 y

′
2(t0) + · · ·+ cn y

′
n(t0)

. . . . . . . . .

ŷ(n−1)(t0) = c1 y
(n−1)
1 (t0) + c2 y

(n−1)
2 (t0) + · · ·+ cn y

(n−1)
n (t0)

jediné řešeńı α1 , α2 , . . . , αn a stač́ı položit

ŷ(t) =
n∑

j=1

αj yj .

Důsledek: Všechna řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n− tého řádu L[y] = 0 tvoř́ı vektorový
prostor dimense n . Libovolný fundamentálńı systém řešeńı tvoř́ı v tomto prostoru bázi.

Poznámka: Někdy se nám podař́ı pomoćı r̊uzných metod nalézt partikulárńı řešeńı rovnice
L[y] = 0 . To nám pak umožńı sńıžit řád dané rovnice o jednu. Popis tohoto sńıžeńı je dán
v d̊ukazu následuj́ıćı věty.

Věta: Je-li y1 nenulové řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého řádu L[y] = 0 , pak je
možmo řešeńı této rovnice převézt na řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (n− 1)−ho řádu.

Důkaz: Bud’ rovnice tvaru

an(t) y(n) + an−1 (t)y(n−1) + · · ·+ a1(t) y′ + a0(t) y = 0 .

Substitućı y = y1 z zavedeme novou neznámou funkci z . Plat́ı

y′ = y′1z + y1z
′ , y′′ = y′′1 z + 2y′1z

′ + y1z
′′ , . . . , y(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
y
(n−k)
1 z(k) .

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice dostaneme

an(t) y1z(n) + {nan(t) y′1 + an−1(t) y1} z(n−1) + · · ·+

+
{
an(t) y(n)

1 + an−1(t) y
(n−1)
1 + · · ·+ a1(t) y′1 + a0(t) y1

}
z = 0 .

Vzhledem k tomu, že koeficient u z je roven 0 (y1 je řešeńı), dostaneme rovnici

bn(t) z(n) + bn−1(t) z(n−1) + · · ·+ b1(t) z′ = 0 .

Polož́ıme-li nyńı z′ = u , dostáváme lineárńı rovnici (n− 1)−ho řádu.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ + 2
x y

′ + y = 0 , jestliže v́ıte, že y1 = sin x
x je

partikulárńı integrál.

Řešeńı: Poněvadž je

y′1 =
cosx
x

− sinx
x2

, y′′1 = − sinx
x

− 2 cosx
x2

+
2 sinx
x3

,

snadno zjist́ıme, že y1 je skutečně partikulárńı řešeńı. Jestliže označ́ıme y = y1 z , potom je

y′ = y′1 z + y1 z
′ , y′′ = y′′1 z + 2y′1 z

′ + y1 z
′′
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a po dosazeńı do rovnice dostaneme

y1 z
′′ +

{
2y′1 +

2
x
y1

}
z′ +

{
y′′1 +

2
x
y′1 + y1

}
z = 0 .

Polož́ıme-li z′ = u , dostaneme

y1 u
′ +
{

2y′1 +
2
x
y1

}
u = 0 , neboli

sinx
x

u′ +
{

2 cosx
x

− 2 sinx
x2

+
2 sinx
x2

}
u = 0 .

Odtud dále

u′ sinx+ 2u cosx = 0 ,
du

u
= −2 cosx

sinx
dx , ln |u| = ln |C| − 2 ln | sinx| ,

tedy

z′ = u =
C

sin2 x
=⇒ z = −Ccotg x

a pro C = −1 dostaneme druhé řešeńı y2 = cos x
x . Obecné řešeńı má tedy tvar

y = C1
sinx
x

+ C2
cosx
x

.

Poznámka: Ve zbývaj́ıćı části tohoto paragrafu se budeme zabývat rovnićı L[y] = f(t) , kde
f(t) je spojitá funkce v intervalu I , která neńı identicky rovna 0. Ukážeme, jak vypadá struktura
řešeńı takové rovnice.

Lemma: Bud’te y1, y2 dvě řešeńı rovnice L[y] = f(t) . Potom je funkce y = y1 − y2 řešeńım
rovnice homogenńı L[y] = 0 .

Důkaz: Tvrzeńı je zřejmé.

Věta: Bud’ y1, y2, . . . , yn fundamentálńı systém řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého
řádu L[y] = 0 . Potom má obecné řešeńı rovnice L[y] = f(t) tvar

y = yp +
n∑

j=1

Cj yj ,

kde yp je jedno pevné partikulárńı řešeńı rovnice L[y] = f(t) .

Důkaz: Je-li y libovolné řešeńı rovnice L[y] = f(t) , pak z = y − yp je řešeńım rovnice
homogenńı L]y] = 0 , tedy

z =
n∑

k=1

Ck yk a odtud y = yp +
n∑

j=1

Cj yj .

Poznámka: Předchoźı věta ukazuje, před jakým úkolem stoj́ıme, když chceme vyřešit lineárńı
diferenciálńı rovnici n−tého řádu L[y] = f(t) . Úloha má dvě části:

1. Muśıme nalézt fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice L[y] = 0 . Tento úkol se
nám však obecně vyřešit nepodař́ı. V následuj́ıćım paragrafu ukážeme, jak toho lze dosáhnout pro
rovnice s konstantńımi koeficienty a v kapitole, věnované metodám řešeńı lineárńıch diferenciálńıch
rovnic pomoćı řad, ukážeme, jak postupovat v některých př́ıpadech u rovnice druhého řádu.
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2. Muśıme nalézt jedno partikulárńı řešeńı rovnice s pravou stranou L]y] = f(t) . Tuto úlohu lze
sice úplně vyřešit, jak bude ukázáno v následuj́ıćı větě, popsaná metoda je však početně těžkopádná
a tedy ne ve všech př́ıpadech vhodná. Proto ukážeme v následuj́ıćım paragrafu efektivněǰśı postup
odhadu partikulárńıho integrálu. Zaplat́ıme však za to t́ım, že tuto metodu budeme moci použ́ıt
pouze pro tzv. ”harmonické“ pravé strany.

Lemma: Je-li y1 partikulárńı řešeńı rovnice L[y] = f1(t) a y2 partikulárńı řešeńı rovnice
L[y] = f2(t) , potom je z = y1 + y2 partikulárńı řešeńı rovnice L[y] = f1(t) + f2(t) .

Důkaz: Zřejmý.

Věta: Je-li y1, y2, . . . , yn fundamentálńı systém řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého
řádu L[y] = f(t) , pak existuj́ı funkce α1(t), α2(t), . . . , αn(t) (určené jednoznačně až na aditivńı
konstantu) tak, že

yp = α1(t) y1 + α2(t) y2 + · · ·+ αn(t) yn

je partilulárńı řešeńı rovnice L[y] = f(t) .

Důkaz: Hledejme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yp = C1(t) y1 + C2(t) y2 + · · ·+ Cn(t) yn ,

kde Cj(t) jsou zat́ım neznámé funkce. Jediná podmı́nka, kterou máme k disposici, je, že yp muśı
splňovat danou rovnici L[y] = f(t) . Zbývaj́ıćıch n − 1 podmı́nek si dodáme sami tak, abychom
si nekoplikovali postupné derivováńı funkce yp . Chceme se zbavit derivaćı funkćı Cj(t) , což lze
realizovat následuj́ıćım zp̊usobem. Požadujeme, aby platilo

C ′
1(t) y1 +C ′

2(t) y2 + . . . +C ′
n(t) yn = 0

C ′
1(t) y

′
1 +C ′

2(t) y
′
2 + . . . +C ′

n(t) y′n = 0
. . . . . . . . . . . . . . .

C ′
1(t) y

(n−2)
1 +C ′

2(t) y
(n−2)
2 + . . . +C ′

n(t) y(n−2)
n = 0

C ′
1(t) y

(n−1)
1 +C ′

2(t) y
(n−1)
2 + . . . +C ′

n(t) y(n−1)
n = f(t)

Tato soustava má jediné řešeńı C ′
1(t), C

′
2(t), . . . , C

′
n(t) , poněvadž jej́ı determinant je wronskián

W (t) 6= 0 . Stač́ı nyńı položit αj(t) =
∫
C ′

j(t) dt+Kj .

Poznámka: Metoda výpočtu partikulárńıho integrálu, předvedená v d̊ukazu předchoźıho
tvrzeńı, se nazývá metoda variace konstant.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ + y = 1
sin x .

Řešeńı: Nejdř́ıve řeš́ıme odpov́ıdaj́ıćı rovnici bez pravé strany y′′ + y = 0 , která má zřejmě 2
nezávislá řešeńı y1 = cosx , y2 = sinx , která tedy tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı. Zp̊usob, jak
se k těmto řešeńım dostat, si ukážeme v následuj́ıćım paragrafu. Obecné řešeńı homogenńı rovnice
je tedy ŷ = C1 cosx+ C2 sinx .

Předpokládejme nyńı, že
yp = C1(x) cosx+ C2(x) sinx .

Potom je
y′p = C ′

1(x) cosx+ C ′
2(x) sinx− C1(x) sinx+ C2(x) cosx

a jestliže polož́ıme
C ′

1(x) cosx+ C ′
2(x) sinx = 0 ,
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dostaneme dále

y′′p = −C ′
1(x) sinx+ C ′

2(x) cosx− C1(x) cosx− C2(x) sinx .

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice źıskáme soustavu lineárńıch rovnic

C ′
1(x) cosx+ C ′

2(x) sinx = 0

−C ′
1(x) sinx+ C ′

2(x) cosx =
1

sinx
.

Pro determinant této soustavy plat́ı

D =
∣∣∣∣ cosx sinx
− sinx cosx

∣∣∣∣ = 1

a odtud

C ′
1(x) =

∣∣∣∣ 0 sinx
1

sin x cosx

∣∣∣∣ = −1 , C ′
2(x) =

∣∣∣∣ cosx 0
− sinx 1

sin x

∣∣∣∣ = cotg x

s řešeńım C1(x) = K1 − x , C2(x) = K2 + ln | sinx| . Obecné řešeńı je tedy tvaru

y = (K1 − x) cosx+ (K2 + ln | sinx|) sinx = K1 cosx+K2 sinx+ sinx ln | sinx| − x cosx .

5.2.2 Rovnice s konstantńımi koeficienty.

Poznámky: 1. Tento paragraf bude věnován vyšetřováńı lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého
řádu s konstantńımi koeficienty, tedy rovnici

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f(t) ,

kde a0, a1, . . . , an jsou konstanty. Tuto rovnici budeme opět pro stručnost označovat L[y] = f(t) .
2. Začneme vyšetřováńım rovnice homogenńı, neboli L[y] = 0 a pokuśıme se nalézt řešeńı ve

tvaru y = eλt . Jestliže dosad́ıme do rovnice L[y] = 0 , dostaneme L
[
eλt
]

= eλt F (λ) = 0 , kde
F (λ) = anλ

n + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 . Poněvadž je vždy eλt 6= 0 , muśı platit F (λ) = 0 .

Definice: Polymon

F (λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0

nazýváme charakteristickým polynomem, př́ıslušným lineárńı diferenciálńı rovnici

L[y] = any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0

a algebraickou rovnici F (λ) = 0 charakteristickou rovnićı př́ıslušné diferenciálńı rovnice.

Poznámka: Předchoźı obrat ukazuje, že hledáńı fundamentálńıho systému řešeńı rovnice
L[y] = 0 lze pro rovnice s konstantńımi koeficienty převézt na řešeńı algebraické rovnice F (λ) = 0 .
Základńı věta algebry zaručuje, že každá takováto rovnice má právě n kořen̊u, jestliže každý
poč́ıtáme tolikrát, kolik je jeho násobnost, ale už neř́ıká nic o tom, jak tyto kořeny nalézt. Nav́ıc
je známo, že rovnice stupně pátého a vyšš́ıho nelze obecně algebraicky řešit. To je daľśı praktické
omezeńı naš́ı snahy o řešeńı rovnice L[y] = 0 , ale poskytuje nám alespoň možnost popsat strukturu
řešeńı. Jak se v daľśım ukáže, bude jistý rozd́ıl mezi př́ıpadem, kdy charakteristická rovnice má
pouze jednonásobné kořeny a př́ıpadem v́ıcenásobných kořen̊u.
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Věta: Předpokládejme, že charakteristická rovnice F (λ) = 0 lineárńı diferenciálńı rovnice
n−tého řádu L[y] = 0 má jednonásobné kořeny λ1, λ2, . . . , λn . Potom jsou funkce

y1 = eλ1t , y2 = eλ2t , . . . , yn = eλnt

lineárně nezávislé a tvoř́ı tedy fundamentálńı systém řešeńı.

Důkaz: Jestliže vypočteme wronskián, dostaneme

W (t) = e(λ1+λ2+···+λn)t

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn

. . . . . . . . . . . .
λn−1

1 λn−1
2 . . . λn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = e(λ1+λ2+···+λn)t(λ2 − λ1) . . . (λn − λn−1) .

Determinant, který jsme dostali je totiž van der Mond̊uv determinant.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice yIV − y = 0 .

Řešeńı: Charakteristická rovnice je tvaru

λ4 − 1 = 0 s kořeny λ1 = 1 , λ2 = −1 , λ3 = i , λ4 = −i

a tedy fundamentálńı systém řešeńı má tvar

y1 = et , y2 = e−t , ỹ3 = eit , ỹ4 = e−it .

Tyto funkce jsou podle předchoźı věty skutečně lineárně nezávislé, maj́ı však jednu vadu na
kráse. Dvě řešeńı jsou komplexńı, i když daná rovnice má reálné koeficienty. Jak bylo ukázáno
v předchoźım paragrafu, reálná i imaginárńı část ỹ3 jsou též řešeńım dané rovnice. Poněvadž jsou
nav́ıc funkce ỹ3 a ỹ4 komplexně sdružené, dostaneme odtud, že reálný fundamentálńı systém řešeńı
je

y1 = et , y2 = e−t , y3 = cos t , y4 = sin t

a tedy obecné řešeńı má tvar

y = C1e
t + C2e

−t + C3 cos t+ C4 sin t .

Poznámky: 1. Pokud má rovnice L[y] = 0 reálné koeficienty, má charakteristická rovnice
F (λ) = 0 též reálné koeficienty a všechny jej́ı komplexńı kořeny se vyskytuj́ı ve dvojićıch tj.
s každým komplexńım kořenem α , Imα 6= 0 má daná rovnice i kořen α , včetně př́ıslušných
násobnost́ı. To dále znamená, že dvojice funkćı eαt , eαt jsou funkce komplexně sdružené a odpov́ıda-
j́ıćı reálnou dvojici dostaneme tak, že najdeme Re {eαt} a Im {eαt} . Obě tyto funkce jsou řešeńım
dané rovnice a jsou nav́ıc lineárně nezávislá. Plat́ı totiž

Re
{
eαt
}

=
1
2
(
eαt + eαt

)
, Im

{
eαt
}

=
1
2i
(
eαt − eαt

)
.

Tato transformace má nenulový determinant

D =

∣∣∣∣∣
1
2

1
2

1
2i − 1

2i

∣∣∣∣∣ = − 1
2i
6= 0

a převád́ı tedy lineárně nezávislé funkce na lineárně nezávislé funkce.
2. Reálnou a imaginárńı část funkce eαt nejdeme snadno, jestliže využijeme Eulerovu identitu.

Bud’ α = a+ bi , b 6= 0 . Potom je

eαt = e(a+bi)t = eat · eibt = eat(cos bt+ i sin bt)
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a tedy
Re
{
eαt
}

= eat cos bt , Im
{
eαt
}

= eat sin bt .

3. Před t́ım, než budeme schopni popsat obecnou situaci s násobnými kořeny, muśıme nejdř́ıve
odvodit, jak se transformuje diferenciálńı operátor L při zavedeńı nové neznámé funkce.

Lemma: Bud’
L[y] = any

(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y

lineárńı diferenciálńı operátor s konstantńımi koeficienty a charakteristickým polynomem F (λ) .
Zavedeme-li novou neznámou funkci z předpisem y(t) = eµt z(t) , kde µ je komplexńı č́ıslo, potom
je L[y] = eµtM [z] , kde M [z] je opět lineárńı diferenciálńı operátor. Jeho charakteristický polynom
G je dán vztahem G(λ) = F (λ+ µ) .

Důkaz: Je

L[y] =
n∑

k=0

an y
(k) =

n∑
k=0

an

k∑
j=0

(
k

j

)
µj eµt z(k−j) = eµt

n∑
k=0

ak

k∑
j=0

(
k

j

)
µj z(k−j) = eµtM [z] .

Dále

G(λ) =
n∑

k=0

ak

k∑
j=0

(
k

j

)
µj λk−j = F (λ+ µ) .

Lemma: Je-li λ k−násobným kořenem polynomu F , je λ − µ k−násobným kořenem poly-
nomu G .

Důkaz: Je F (λ) = F (λ− µ+ µ) = G(λ− µ) .

Věta: Bud’ L[y] = 0 lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého řádu s konstantńımi koeficienty
a necht’ má př́ıslušná charakteristická rovnice F (λ) = 0 p r̊uzných kořen̊u λ1, λ2, . . . , λp

s násobnostmi k1, k2, . . . , kp . Potom plat́ı:
1. Rovnice L[y] = 0 má těchto n r̊uzných řešeńı

eλ1t , t eλ1t , . . . , tk1−1 eλ1t

eλ2t , t eλ2t , . . . , tk2−1 eλ2t

. . . . . . . . . . . .
eλpt , t eλpt , . . . , tkp−1 eλpt .

2. Tato řešeńı jsou lineárně nezávislá v libovolném intervalu (a, b) .

Důkaz: 1. Uvažme kořen λ1 a položme y(t) = eλ1t z(t) . Potom je L[y] = eλ1tM [z] a pro
charakteristické polynomy plat́ı G(λ) = F (λ+ λ1) . Odtud plyne, že 0 je k1−násobným kořenem
rovnice G(λ) = 0 a G(λ) je tedy tvaru

G(λ) = An λ
n +An−1 λ

n−1 + · · ·+Ak1 λ
k1 ; Ak1 6= 0 .

Odtud
M [z] = Anz

(n) +An−1z
(n−1) + · · ·+Ak1z

(k1)

a tud́ıž rovnice M [z] = 0 má řešeńı z1 = 1 , z2 = t , . . . , zk1 = tk1−1 . Odtud dostaneme, že rovnice
L[y] = 0 má řešeńı

y1 = eλ1t , y2 = t eλ1t , . . . , yk1 = tk1−1 eλ1t .

Analogicky se dokáže tvrzeńı pro ostatńı kořeny.
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2. Předpokládejme, že dané funkce jsou lineárně závislé, tj. existuj́ı polynomy P1(t), P2(t), . . . , Pp(t)
tak, že plat́ı identicky

P1(t) eλ1t + P2(t) eλ2t + · · ·+ Pp(t) eλpt = 0

a necht’ na př́ıklad Pp(t) 6= 0 . Odtud dostaneme

P1(t) + P2(t) e(λ2−λ1)t + · · ·+ Pp(t) e(λp−λ1)t = 0 .

Jestliže tuto identitu k1−krát zderivujeme, dostaneme dále

0 = Q2(t) e(λ2−λ1)t + · · ·+Qp(t) e(λp−λ1)t = Q2(t) eλ2t + · · ·+Qp(t) eλpt .

Takto budeme pokračovat dále, až dojdeme k rovnosti

Rp(t) e(λp−λp−1)t = 0 ,

kde Rp(t) je nenulový polynom. To však neńı možné a dostáváme spor s lineárńı závislost́ı daných
funkćı.

Př́ıklad: Najděte fundamentálńı systém řešeńı rovnice

y(15) + 2y(12) − y(11) + y(9) − 2y(8) − y(5) = 0 .

Řešeńı: Charakteristická rovnice je

λ15 + 2λ12 − λ11 + λ9 − 2λ8 − λ5 = 0

s kořeny
kořeny 0 1 −1 i −i 1+i

√
3

2
1−i

√
3

2

násobnost 5 1 3 1 1 2 2

Hledaný fundamentálńı systém řešeńı je tedy

y1 = 1 , y2 = t , y3 = t2 , y4 = t3 , y5 = t4 , y6 = et , y7 = e−t , y8 = t e−t , y9 = t2 e−t ,

y10 = cos t , y11 = sin t , y12 = e
1
2 t cos

√
3

2
t , y13 = e

1
2 t sin

√
3

2
t ,

y14 = t e
1
2 t cos

√
3

2
t , y15 = t e

1
2 t sin

√
3

2
t .

Poznámky: 1. Předchoźı př́ıklad p̊usob́ı trochu uměle, ale pokud máme ilustrovat situaci,
popsanou ve větě, tedy máme uvážit jednonásobné i v́ıcenásobné reálné i komplexńı kořeny, nic
jiného nám nezbývá. Vzniká otázka, jak danou charakteristickou rovnici

λ15 + 2λ12 − λ11 + λ9 − 2λ8 − λ5 = 0

řešit. Je zřejmé, že λ1,2,3,4,5 = 0 . Po vyděleńı λ5 dostaneme rovnici

λ10 + 2λ7 − λ6 + λ4 − 2λ3 − 1 = 0 ,

která má kořeny λ5 = 1 , λ7,8,9 = −1 . Po postupném vyděleńı př́ıslušnými kořenovými činiteli
dostaneme algebraickou rovnici 6. stupně

λ6 − 2λ5 + 4λ4 − 4λ3 + 4λ2 − 2λ+ 1 = 0 .
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To je reciproká rovnice 1. druhu a sudého stupně, kterou vyděĺıme λ3 a do výsledné rovnice
zavedeme substituci λ+ 1

λ = µ . Po dosazeńı dostaneme rovnici µ3−2µ2 +µ = 0 , která má kořeny
µ1 = 0 , µ2,3 = 1 a stač́ı vyřešit dvě kvadratické rovnice λ+ 1

λ = 0 , λ+ 1
λ = 1 .

2. Zbývaj́ıćı část tohoto paragrafu (s výjimkou posledńı části) bude věnována metodě hledáńı
partikulárńıho integrálu nehomogenńı rovnice L[y] = f(t) , kde f(t) je speciálńıho tvaru
f(t) = P (t) eµt , P (t) je polynom a µ komplexńı parametr, nebo pro reálný př́ıpad

f(t) = eαt (P1(t) cosβt+ P2(t) sinβt) .

Takové pravé strany nazýváme harmonické a v praktických aplikaćıch se vyskytuj́ı nejčastěji.
Ukážeme, že partikulárńı integrál se v tomto př́ıpadě hledá v analogickém tvaru.

Věta: Bud’ dána diferenciálńı rovnice tvaru L[y] = P (t) eµt , kde P (t) je polynom s−tého
stupně, µ komplexńı č́ıslo. Necht’ µ je k−násobným kořenem charakteristické rovnice F (λ) = 0 .
Potom má partikulárńı integrál tvar

yp(t) = Q(t) tk eµt ,

kde Q(t) je polynom s−tého stupně.

Důkaz: Do rovnice L[y] = P (t) eµt zavedeme novou neznámou funkci y(t) = eµt z(t) .
Poněvadž je L[y] = eµtM [z] , dostaneme rovnici M [z] = P (t) . Pro charakteristické polynomy
plat́ı vztah G(λ) = F (λ+µ) a při tom G(λ) = Anλ

n +An−1λ
n−1 + · · ·+Akλ

k , kde Ak 6= 0 . Tedy
transformovaná diferenciálńı rovnice má tvar

Anz
(n) +An−1z

(n−1) + · · ·+Akz
(k) = ps t

s + ps−1 t
s−1 + · · ·+ p1 t+ p0 .

Hledejme nyńı partikulárńı integrál ve tvaru

z = qs
ts+k

(s+ k)!
+ qs−1

ts+k−1

(s+ k − 1)!
+ · · ·+ q1

tk+1

(k + 1)!
+ q0

tk

k!
.

Po dosazeńı do dané diferenciálńı rovnice dostaneme

Ak

(
qs
ts

s!
+ · · ·+ q0

)
+Ak+1

(
qs

ts−1

(s− 1)!
+ · · ·+ q1

)
+ · · · = ps t

s + ps−1 t
s−1 + · · ·+ p1 t+ p0 .

Začneme-li srovnávat koeficienty od nejvyšš́ı mocniny, dostaneme

Ak
qs
s!

= ps a odtud qs =
s! ps

Ak
6= 0 , Ak

qs−1

(s− 1)!
+Ak+1

qs
(s− 1)!

= ps−1 .

Z posledńı rovnosti můžeme vypoč́ıtat qs−1 a takto pokračovat dále. Poněvadž je y(t) = eµt z(t) ,
dostaneme odtud, že

yp(t) = Q(t) tk eµt ,

kde Q(t) je polynom stupně s−tého.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice y′′′ − 5y′′ + 6y′ = e2x .

Řešeńı: Nejdř́ıve vyřeš́ıme odpov́ıdaj́ıćı rovnici bez pravé strany y′′′−5y′′+6y′ = 0 . Charak-
teristická rovnice je λ3 − 5λ2 + 6λ = 0 , která má kořeny λ1 = 0 , λ2 = 2 , λ3 = 3 . Fundamentálńı
systém řešeńı je tedy y1 = 1 , y2 = e2x , y3 = e3x a obecné řešeńı zkrácené rovnice

ŷ = C1 + C2 e
2x + C3 e

3x .
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Poněvadž je pravá strana harmonická, můžeme odhadnout partikulárńı integrál podle tvaru pravé
strany a kořen̊u charakteristické rovnice. Pravá strana je součin polynomu nultého stupně a expo-
nenciely, nav́ıc 2 je jednonásobným kořenem charakteristické rovnice. Partikulárńı integrál je tedy
tvaru

yp = a · x · e2x . Odtud y′p = (a+ 2ax)e2x , y′′p = (4a+ 4ax)e2x , y′′′p = (12a+ 8ax)e2x

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice a zkráceńı e2x dostaneme

12a+ 8ax− 5(4a+ 4ax) + 6(a+ 2ax) = 1 , neboli − 2a = 1 , a = −1
2
.

Hledané obecné řešeńı je tedy tvaru

y = ŷ + yp = C1 + C2 e
2x + C3 e

3x − 1
2
x e2x .

Důsledek: Bud’
L[y] = p(t) cosβt

diferenciálńı rovnice n−tého řádu s reálnými konstantńımi koeficienty, p(t) reálný polynom s−tého
stupně, β reálné č́ıslo. Necht’ iβ je k−násobným kořenem charakteristické rovnice F (λ) = 0 . Potom
má partikulárńı integrál tvar

y(t) = tk {P (t) cosβt+Q(t) sinβt } ,

kde P a Q jsou polynomy takové, že stP ≤ s , stQ ≤ s .

Důkaz: Je

L[y] =
p(t)
2
eiβt +

p(t)
2
e−iβt .

Poněvadž L má reálné koeficienty, má charakteristická rovnice též k−násobný kořen −iβ . Par-
tikulátńı integrál má tedy tvar

y = P̃ (t) eiβt tk + Q̃(t) e−iβt tk .

Jestliže zpětně vyjádř́ıme eiβt a e−iβt pomoćı Eulerovy identity, dostaneme požadovaný tvar.

Poznámka: Analogický tvar má odhad partikulárńıho integrálu pro pravou stranu p(t) sinβt .
Všimněte si, že v odhadu partikulárńıho integrálu figuruj́ı obě funkce sin , cos , i když na pravé
straně je pouze jedna. Může se dokonce stát, že na pravé straně je pouze funkce cos a v par-
tikulárńım integrálu pouze funkce sin . To však předem neumı́me rozhodnout.

Lemma: Bud’
L[y] = eαt { p1(t) cosβt+ p2(t) sinβt}

lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého řádu s konstantńımi reálnými koeficienty α , β reálná č́ısla,
p1(t) , p2(t) reálné polynomy. Necht’ α+ iβ je k−násobný kořen charakteristické rovnice F (λ) = 0 .
Potom je partikulárńı integrál tvaru

y(t) = tk · eαt · { q1(t) cosβt+ q2(t) sinβt } ,

kde q1 , q2 jsou polynomy takové, že

st q1 , st q2 ≤ max{ st p1 , st p2} .
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Důkaz: Odhad partikulárńıho integrálu rozděĺıme na dvě části

L[y] = p1(t) eαt cosβt =
p1(t)

2
e(α+iβ)t +

p1(t)
2

e(α−iβ)t a

L[y] = p2(t) eαt sinβt =
p2(t)
2i

e(α+iβ)t − p2(t)
2i

e(α−iβ)t .

Ty budou mı́t tvar

y1(t) = P1(t) tk e(α+iβ)t + P2(t) tk e(α−iβ)t , y2(t) = Q1(t) tk e(α+iβ)t +Q2(t) tk e(α−iβ)t .

Jestliže nyńı opět použijeme Eulerovu identitu pro vyjádřeńı e(α+iβ)t a e(α−iβ)t , dostaneme tvrzeńı
lemmatu.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice

y′′′ − y′′ + y′ − y = cosx+ 2x− 1 .

Řešeńı: Charakteristická rovnice λ3 − λ2 + λ − 1 = 0 má kořeny λ1 = 1 , λ2 = i , λ3 = −i
a tedy obecné řešeńı rovnice bez pravé strany je

ŷ = C1 e
x + C2 cosx+ C3 sinx .

Vzhledem k tomu, že pravá strana je součtem dvou harmonických pravých stran, budeme par-
tikulárńı integrál také hledat ve tvaru

yp = yp1 + yp2 , kde yp1 = x(a1 cosx+ a2 sinx) (pro cosx) a yp2 = b1x+ b0 (pro 2x− 1) .

Tedy

yp = x{a1 cosx+ a2 sinx}+ b1x+ b0 , y′p = a1 cosx+ a2 sinx+ x{−a1 sinx+ a2 cosx}+ b1 ,

y′′p = 2{−a1 sinx+ a2 cosx} − x{a1 cosx+ a2 sinx} ,

y′′′p = −3{a1 cosx+ a2 sinx}+ x{a1 sinx− a2 cosx}

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice dostaneme

−2(a1 + a2) cosx+ 2(a1 − a2) sinx− b1x+ b1 − b0 = cosx+ 2x− 1

a odtud srovnáńım koeficient̊u dvě jednoduché soustavy rovnic

−2a1 −2a2 = 1
2a1 −2a2 = 0

−b1 = 2
b1 −b0 = −1 s řešeńım a1 = a2 = −1

4
, b1 = −2 , b0 = −1 .

Obecné řešeńı dané rovnice je tedy

y = ŷ + yp = C1 e
x + C2 cosx+ C3 sinx− 1

4
x(cosx+ sinx)− 2x− 1 .

Poznámka: Posledńı část tohoto paragrafu věnujeme Eulerově rovnici, což je lineárńı rovnice,
která sice nemá konstantńı koeficienty, ale velmi snadno se na rovnici s konstantńımi koeficienty
převede.

Definice: Diferenciálńı rovnici tvaru

an x
n y(n) + an−1 x

n−1 y(n−1) + · · ·+ a1 x y
′ + a0 y = f(x) ,
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kde a0, a1, . . . , an jsou konstanty, f daná spojitá funkce, nazýváme Eulerovou rovnićı.

Věta: Eulerovu rovnici je možno substitućı x = et převést na rovnici s konstantńımi koefi-
cienty.

Důkaz: Je
dy

dt
=
dy

dx

dx

dt
=
dy

dx
et a odtud

dy

dx
=
dy

dt
e−t ,

d2y

dt2
=
d2y

dx2
e2t +

dy

dx
et =

d2y

dx2
e2t +

dy

dt
=⇒ d2y

dx2
=
(
d2y

dt2
− dy

dt

)
e−2t .

Použit́ım indukce odtud plyne, že

dky

dxk
= e−kt

{
β1
dy

dt
+ β2

d2y

dt2
+ · · ·+ βk

dky

dtk

}
.

Jestliže nyńı dosad́ıme do dané rovnice, dostaneme rovnici s konstantńımi koeficienty.

Poznámka: Při řešeńı homogenńı Eulerovy rovnice je možno vycházet z předpokladu, že
řešeńı je ve tvaru y = xλ , kde λ je parametr. Dostaneme tak algebraickou rovnici pro neznámou
λ a jak se ukazuje, tato rovnice je právě charakteristická rovnice př́ıslušné transformované rovnice
s konstantńımi koeficienty.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice x2 y′′ − x y′ + 2y = x lnx .

Řešeńı: Jestliže zavedeme novou nezávisle proměnnou předpisem x = et , dostaneme

dy

dx
=
dy

dt
e−t ,

d2y

dx2
=
(
d2y

dt2
− dy

dt

)
e−2t

a po dosazeńı do rovnice
d2y

dt2
− 2

dy

dt
+ 2y = t et .

Charakteristická rovnice je λ2 − 2λ+ 2 = 0 s kořeny λ1,2 = 1± i a tedy obecné řešeńı homogenńı
rovnice je

ŷ(t) = et{C1 cos t+ C2 sin t } .

Partikulárńı integrál je tvaru yp(t) = (a+bt)et a odtud y′p(t) = (a+b+bt)et , y′′p (t) = (a+2b+bt)et .
Jestliže dosad́ıme do rovnice (v proměnné t) dostaneme rovnost a + bt = t a tedy a = 0 , b = 1
a obecné řešeńı dané rovnice je

y(t) = ŷ(t) + yp(t) = et{C1 cos t+ C2 sin t }+ t et ,

v p̊uvodńı proměnné
y(x) = x{C1 cos lnx+ C2 sin lnx }+ x lnx .

Kdybychom začali hledat řešeńı ve tvaru y = xλ , nebude výpočet o mnoho kratš́ı. Je-li
y = xλ , potom y′ = λxλ−1 , y′′ = λ(λ − 1)xλ−2 a po dosazeńı dostaneme charakteristickou
rovnici λ(λ − 1) − λ + 2 = 0 neboli λ2 − 2λ + 2 = 0 a stoj́ıme před problémem, co znamená
x1+i . Z předchoźıho výpočtu plyne, že x1+i = e(1+i) ln x ; v daľśım kroku však muśıme použ́ıt
metody variace konstant k nalezeńı partikulárńıho integrálu, což je daľśı komplikace. Zdá se tedy,
že nejrychleǰśı postup je v kombinaci předpokladu, že y = xλ spolu se skutečnost́ı, že x = et .
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5.3 Okrajová ůloha.

Poznámka: V celém paragrafu budeme uvažovat lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu tvaru

p0(x) y′′ + p1(x) y′ + p2(x) y = f(x) ,

kde p0(x), p1(x), p2(x) jsou spojité funkce proměnné x na intervalu 〈a, b〉 . Obecné řešeńı této
rovnice má tvar

y = C1y1 + C2y2 + yp ,

kde y1, y2 tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice, tedy dvojici lineárně nezávislých
řešeńı rovnice bez pravé strany a yp je jedno pevné řešeńı p̊uvodńı rovnice.

Cauchyova úloha pro rovnici

p0(x) y′′ + p1(x) y′ + p2(x) y = f(x)

spoč́ıvá v nalezeńı takového řešeńı y(x) , pro něž y(x0) = y0 , y
′(x0) = y′0 , kde x0 ∈ 〈a.b〉 a y0 , y′0

jsou dané konstanty. Existenčńı věta pro tuto rovnici zaručuje jednoznačnost řešeńı této úlohy.
Poněkud jiná je situace, jestliže požadujeme, aby dané řešeńı vyhovovalo jiným podmı́nkám,

které se v aplikaćıch vyskytuj́ı velmi často. Na př́ıklad budeme vyžadovat, aby dané řešeńı mělo
předepsané hodnoty ve dvou r̊uzných bodech intervalu 〈a, b〉 , tedy, aby hledaná integrálńı křivka
procházela dvěma danými body. T́ım se dostaneme k formulaci okrajové úlohy. Ukazuje se, že v
tomto př́ıpadě nelze dokázat žádnou analogii věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı.

Definice: Bud’ L[y] = p0(x) y′′ + p1(x) y′ + p2(x) y diferenciálńı operátor se spojitými koefi-
cienty p0(x) , p1(x) , p2(x) na intervalu 〈a, b〉 . Potom okrajovou úlohou nazýváme problém stanoveńı
funkce y(x) , která vyhovuje rovnici L[y] = f(x) pro x ∈ (a, b) a danou spojitou funkci f(x)
a podmı́nkám

α1 y(a) + α2 y
′(a) = A , β1 y(b) + β2 y

′(b) = B ,
kde α2

1 + α2
2 6= 0 , β2

1 + β2
2 6= 0 .

Výše uvedené podmı́nky nazýváme okrajovými podmı́nkami.
Je-li f(x) ≡ 0 na 〈a, b〉 a A = B = 0 , pak danou okrajovou úlohu nazýváme homogenńı.

Poznámky: 1. Nejd̊uležitěǰśı bude pro nás v daľśım homogenńı okrajová úloha, kterou se
budeme také zabývat podrobněji.

2. Okrajové podmı́nky nemuśı mı́t vždy tvar, uvedený v předchoźı definici, ale mohou mı́t třeba
tvar

y(a) = y(b) , y′(a) = y′(b) požadavky periodičnosti

nebo
y(x) je omezená pro x→ a+ , β1 y(b) + β2 y

′(b) = B , β2
1 + β2

2 6= 0 .

a podobně.
3. Ukazuje se, že okrajová úloha může být jednoznačně řešitelná, může však mı́t též nekonečně

mnoho řešeńı nebo v̊ubec žádné. Situace bude ilustrována na následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklady: 1. Okrajová úloha

y′′ + y = 0 , y(0) = 1 , y
(π

2

)
= 0 , x ∈

〈
0,
π

2

〉
má jediné řešeńı y = cosx .

Důkaz: Obecné řešeńı je tvaru y = C1 cosx + C2 sinx a odtud po dosazeńı okrajových
podmı́nek dostaneme C1 = 1 , C2 = 0 .
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2. Úloha
y′′ + y = 0 , y(0) = 0 , y(π) = 1 , x ∈ 〈0, π〉

nemá řešeńı.
3. Úloha

y′′ + y = 0 , y(0) = 0 , y(π) = 0 , x ∈ 〈0, π〉

má nekonečně mnoho řešeńı y = C sinx , kde C je libovolná konstanta.

Poznámka: V daľśım zavedeme pojem adjungovaného operátotu k danému diferenciálńımu
operátotu L .

Uvažme prostor L2(a, b) , (pro definici a základńı vlastnosti odkazujeme na paragraf, věnovaný
Fourierovým řadám) operátor L[y] = p0(x) y′′ + p1(x) y′ + p0(x) y a necht’ uvedené funkce maj́ı
tolik derivaćı, kolik je třeba. Potom pro u, v ∈ L2(a, b) plat́ı

(Lu, v) =

b∫
a

[ p0u
′′ + p1u

′ + p2u ] v dx =

b∫
a

[u′′(p0v) + u′(p1v) + u(p2v) ] dx =

=
∣∣∣∣ u′′ = f ′ p0v = g ; u′ = h′ p1v = l
u′ = f (p0v)′ = g′ ; u = h (p1v)′ = l′

∣∣∣∣ = [u′p0v + up1v ]ba−

−
b∫

a

[u′(p0v)′ + u(p1v)′ − u(p2v) ] dx =
∣∣∣∣ u′ = f ′ (p0v)′ = g
u = f (p0v)′′ = g′

∣∣∣∣ = [u′p0v + up1v − u(p0v)′ ]
b
a +

+

b∫
a

u [ (p0v)′′ − (p1v)′ + p2v ] dx = [u′p0v + up1v − u(p0v)′ ]
b
a + (u, L∗v)

Odtud dostaneme

Definice: Bud’ L[y] = p0(x) y′′+p1(x) y′+p0(x) y diferenciálńı operátor druhého řádu. Potom
operátor L∗ , definovaný předpisem

L∗[y] = [p0(x) y(x)]′′ − [p1(x) y(x)]′ + p2(x) y(x)

nazýváme adjungovaným operátorem. Řekneme, že operátor L je symetrický, jestliže plat́ı

(Lu, v) = (u, Lv) ∀u, v .

Poznámka: Ze zp̊usobu, jak byl odvozen tvar adjungovaného operátoru, vyplývá, že vlastnost
symetrie daného operátoru L nezáviśı pouze na jeho formálńım předpisu, ale i na tvaru okrajových
podmı́nek, které se při integraci per partes objev́ı. Nicméně je zaj́ımavé se pod́ıvat, jaký tvar má
operátor, pro nějž plat́ı L = L∗ . Poněvadž

L[y] = p0y
′′+p1y

′+p2y a L∗[y] = (p0y)′′− (p1y)′+p2y = p0y
′′+y′(2p′0−p1)+y(p′′0 −p′1 +p2) ,

muśı platit
2p′0 − p1 = p1 ; p′′0 − p′1 + p2 = p2 , neboli p1 = p′0 .

Odtud dostaneme

Věta: Operátor
L[y] = p0y

′′ + p1y
′ + p2y ,

pro nějž plat́ı L = L∗ je tvaru
L[y] = (p(x)y′)′ + q(x)y .
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Důkaz: Stač́ı položit p0 = p ; p2 = q .

Poznámka: Ukazuje se, že každý operátor lze převést na formálńı symetrický, jak bude
ukázáno v následuj́ıćı větě. Tvar, se kterým budeme v daľśım pracovat, se historicky ustálil na
formě −(py′)′ + qy = 0 . Toho snadno dosáhneme, jestliže v předchoźı větě polož́ıme p = −p0 .

Věta: Bud’ dána lineárńı homogenńı rovnice 2. řádu

p0(x) y′′ + p1(x) y′ + p2(x) y = 0

a předpokládejme, že koeficienty p0, p1, p2 jsou spojité na intervalu 〈a, b〉 . Necht’ p0 má spojitou
1. derivaci na intervalu 〈a, b〉 a bud’ p0 6= 0 na 〈a, b〉 . Potom je možno danou rovnici převést na
tvar

−[ py′ ]′ + qy = 0 .

Důkaz: Rovnici p0y
′′ + p1y

′ + p2y = 0 vynásob́ıme jistou funkćı ρ tak, aby platilo

ρ p0 = −p , ρ p1 = −p′ , neboli − p′ = ρ′ p0 + ρ p′0 = ρ p1 .

To dává diferenciálńı rovnici 1.̌rádu pro neznámou funkce ρ

ρ′ p0 = ρ(p1 − p′0) s řešeńım ρ(x) = C e
∫ p1−p′0

p0
dx =

C

p0
· e

∫ p1
p0

dx .

Stač́ı tedy položit

ρ(x) =
1
p0
· e

∫ p1
p0

dx .

Př́ıklad: Převed’te na symetrický tvar Besselovu rovnici

x2 y′′ + x y′ + (x2 − ν2)y = 0 , x ≥ a > 0 .

Řešeńı: Plat́ı

p0(x) = x2 ; p1(x) = x ; p2(x) = x2 − ν2 a tedy ρ(x) =
1
x2

· e
∫

dx
x =

1
x
.

Odtud

(xy′)′ +
(
x− ν2

x

)
y = 0 , nebo − (xy′)′ +

(
ν2

x
− x

)
y = 0 .

Poznámka: V daľśım výkladu se zaměř́ıme na tzv. spektrálńı vlastnosti diferenciálńıho
operátoru L . Zavedeme pojem vlastńıho č́ısla a vlastńı funkce (vektoru) analogicky tomu, jak
jste se s těmito pojmy seznámili v lineárńı algebře.

Definice: Bud’ L lineárńı diferenciálńı operátor. Č́ıslo λ (obecně komplexńı) nazveme vlastńım
č́ıslem operátoru L , jestliže má rovnice

L[y] = λ y
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nenulové řešeńı. Každé nenulové řešeńı této rovnice nazveme vlastńı funkćı operátoru L , př́ıslušnou
vlastńımu č́ıslu λ .

Věta: Jsou-li y1, y2 vlastńı funkce operátotu L , př́ıslušné vlastńımu č́ıslu λ , pak je i funkce
y = C1y1 + C2y2 vlastńı funkćı L , př́ıslušnou λ .

Důkaz: Tvrzeńı je zřejmé.

Věta: Je-li operátor L symetrický, pak jsou všechna jeho vlastńı č́ısla reálná a vlastńı funkce
př́ıslušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı.

Důkaz: Poněvadž (Lu, v) = (u, Lv) , dostaneme pro vlastńı funkci y :

λ(y, y) = (λ y, y) = (Ly, y) = (y, Ly) = (y, λ y) = λ(y, y) a odtud λ = λ .

Necht’ nyńı Ly1 = λ1y1 , Ly2 = λ2y2 a předpokládejme, že λ1 6= λ2 . Potom plat́ı

λ1(y1, y2) = (λ1y1, y2) = (Ly1, y2) = (y1, Ly2) = (y1, λ2y2) = λ2(y1, y2) .

Vzhledem k tomu, že λ1 6= λ2 , plyne odtud, že (y1, y2) = 0 .

Poznámka: Z předchoźıch vět je zřejmé, že neńı třeba rozlǐsovat mezi vlastńımi funkcemi
y a Cy , (C je konstanta) a stač́ı se zabývat pouze nezávislými vlastńımi funkcemi. Nejčastěji se
vyskytuj́ıćı problém je Sturm-Liouvillova úloha, kterou budeme nyńı definovat.

Definice: Bud’ operátor L[y] = −(py′)′ + qy definován na tř́ıdě funkćı, splňuj́ıćıch homogenńı
okrajové podmı́nky

α1y(a) + α2y
′(a) = 0 , β1y(b) + β2y

′(b) = 0 , kde |α1 |+ |α2 | > 0 , |β1 |+ |β2 | > 0 .

Potom úlohu nalézt vlastńı č́ısla a vlastńı funkce tohoto operátoru nazýváme Sturm-Liouvilleovou
úlohou. Př́ıslušný diferenciálńı operátor nazveme Sturm-Liouvilleovým operátorem.

Věta: Sturm-Liouville̊uv operátor je symetrický.

Důkaz: Plat́ı

(Lu, v)−(u, Lv) =

b∫
a

[ vqu−v(pu′)′ ] dx−
b∫

a

[uqv−u(pv′)′ ] dx =

b∫
a

[ p(uv′′−vu′′)+p′(uv′−vu′) ] dx =

=

b∫
a

[ p(uv′ − vu′) ]′ dx = p(b)[u(b)v′(b)− v(b)u′(b) ]− p(a)[u(a)v′(a)− v(a)u′(a) ] .

Poněvadž plat́ı
α1u(a) + α2u

′(a) = 0 α1v(a) + α2v
′(a) = 0

β1u(b) + β2u
′(b) = 0 β1v(b) + β2v

′(b) = 0 ,

je možno vyjádřit (na př́ıklad)

u′(a) = −α1

α2
u(a) , v′(a) = −α1

α2
v(a) , u(b) = −β2

β1
u′(b) , v(b) = −β2

β1
v′(b) .
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Po dosazeńı dostaneme

(Lu, v)−(u, Lv) = p(b)
[
−β2

β1
u′(b) v′(b) +

β2

β1
v′(b)u′(b)

]
−p(a)

[
−α1

α2
u(a) v(a) +

α1

α2
v(a)u(a)

]
= 0

Věta: Každému vlastńımu č́ıslu Sturm-Liouvilleovy úlohy odpov́ıdá právě jedna vlastńı
funkce.

Důkaz: Předpokládejme, že vlastńımu č́ıslu λ odpov́ıdaj́ı dvě lineárně nezávislé vlastńı funkce
y1, y2 . Potom plat́ı

α1y1(a) + α2y
′
1(a) = 0

α1y2(a) + α2y
′
2(a) = 0 , kde |α1|+ |α2| > 0 .

Poněvadž y1 i y2 jsou řešeńımi rovnice L[y] = λ y , muśı platit

W (a) =
∣∣∣∣ y1(a) y′1(a)
y2(a) y′2(a)

∣∣∣∣ = 0 a tedy W (x) ≡ 0 .

To je však spor s lineárńı nezávislost́ı funkćı y1, y2 .

Věta: (Stěklov)
Vlastńıch č́ısel Sturm-Liouvilleovy úlohy je nekonečně mnoho a tvoř́ı posloupnost č́ısel tak, že

min
x∈〈a,b〉

q(x) ≤ λ1 < λ2 < · · · < λn < . . . lim
n→∞

λn = +∞ .

Je-li ϕn(x) vlastńı funkce, př́ıslušná vlastńımu č́ıslu λn , pak {ϕn}∞n=1 tvoř́ı ortogonálńı systém
funkćı. Je-li nav́ıc f(x) funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉 , která má po částech spojitou derivaci
a vyhovuje okrajovým podmı́nkám

α1f(a) + α2f
′(a) = 0 , β1f(b) + β2f

′(b) = 0 ,

potom

f(x) =
∞∑

n=1

cn ϕn(x) , kde cn =
(f, ϕn)
‖ϕn‖2

a daná řada konverguje absolutně a stejnoměrně na intervalu 〈a, b〉 .

Důkaz: Nebudeme provádět. Pro bližš́ı informaci o ortogonálńıch systémech funkćı se můžete
pod́ıvat na paragraf, věnovaný Fourierovým řadám nebo do textu MA5.

Poznámka: Ukazuje se, že vlastńı funkce Sturm-Liouvilleovy úlohy tvoř́ı úplný ortogonálńı
systém funkćı ve tř́ıdě funkćı, které splňuj́ı dané homogenńı okrajové podmı́nky. Tato vlastnost
bude využita v daľśım při řešeńı úloh parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Př́ıklad: Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı funkce úlohy

y′′ + λ y = 0 , y(0) = y(π) = 0 ; x ∈ 〈0, π〉 .

Řešeńı: Poněvadž se jedná o Sturm-Liouvilleovu úlohu (q = 0), stač́ı uvažovat pouze λ ≥ 0 .
Pro tato λ má obecné řešeńı tvar

y = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx .
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Jestliže užijeme okrajových podmı́nek, dostaneme y(0) = C1 = 0 , y(π) = C2 sin
√
λπ = 0 .

Máme-li dostat netriviálńı řešeńı, muśı být sin
√
λπ = 0 a tedy

√
λπ = kπ (k ∈ N) . Vlastńı

č́ısla jsou tedy λk = k2 k = 1, 2, . . . a vlastńı funkce ϕk(x) = sin kx .

Poznámky: 1. Jestliže použijeme Stěklovovy věty, dostáváme, že systém funkćı

sinx , sin 2x , sin 3x , . . .

je ortogonálńı na intervalu 〈0, π〉 . To je však známý výsledek z teorie Fourierových řad.
2. Jestliže se nechceme spolehnout na Stěklovovu větu, můžeme v předchoźı úloze vyšetřit

všechny možné př́ıpady. Ukáže se, že netriviálńı řešeńı dává pouze př́ıpad λ > 0 . Pro λ = 0 je
obecné řešeńı tvaru y = C1 + C2x a pro λ < 0 plat́ı y = C1e

√
−λ x + C2e

−
√
−λ x .

5.4 Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

Poznámka: Uváž́ıme-li diferenciálńı rovnici n−tého řádu, rozřešenou vzhledem k nejvyšš́ı
derivaci

x(n) = f
(
t, x, x′, . . . , x(n−1)

)
,

ukazuje se, že tato soustava je ekvivalentńı s jistou soustavou diferenciálńıch rovnic prvého řádu.
Plat́ı totiž následuj́ıćı lemma.

Lemma: Diferenciálńı rovnice n−tého řádu tvaru

x(n) = f
(
t, x, x′, . . . , x(n−1)

)
je ekvivalentńı se soustavou n diferenciálńıch rovnic prvého řádu.

Důkaz: Polož́ıme-li x = x1 , x2 = x′1 , . . . , x
′
n−1 = xn , pak ekvivalentńı soustava má tvar

x′1 = x2

x′2 = x3

. . . . . .
x′n−1 = xn

x′n = f(t, x1, x2, . . . , xn) .

Poznámka: Vyšetřováńım soustav diferenciálńıch rovnic zahrneme i jednu rovnici n−tého
řádu a můžeme se zeptat, proč to neudělat od samého začátku. Důvod je jednoduchý. Vyšetřováńı
jedné rovnice je formálně i myšlenkově jednodušš́ı.

Definice: Bud’te f1, f2, . . . , fn funkce n + 1 proměnných t, x1, x2, . . . , xn . Potom soustavu
diferenciálńıch rovnic

dx1
dt = f1(t, x1, x2, . . . , xn)

dx2
dt = f2(t, x1, x2, . . . , xn)
. . . . . . . . .
dxn

dt = fn(t, x1, x2, . . . , xn)

nazveme soustavou v normálńım tvaru.
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Bud’te
t0, x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)

n

daná č́ısla. Potom problém nalezeńı řešeńı x1(t), x2(t), . . . , xn(t) dané soustavy diferenciálńıch
rovnic takového, že

x1(t0) = x
(0)
1 , x2(t0) = x

(0)
2 , . . . , xn(t0) = x(0)

n

nazýváme Cauchyovou úlohou.

Poznámka: Ukazuje se, že pro soustavu diferenciálńıch rovnic v normálńım tvaru a Cauchyovu
úlohu lze vyslovit a dokázat analogickou existenčńı větu jako pro jednu rovnici tvaru

dx

dt
= f(t, x) .

Je však třeba ř́ıci, co to znamená, že funkce fi splňuj́ı Lipschitzovu podmı́nku v dané oblasti.

Definice: Bud’

D : t0 − a ≤ t ≤ t0 + a , x
(0)
i − b ≤ xi ≤ x

(0)
i + b ; a, b > 0 (i = 1, 2, . . . , n)

podmnožina (n + 1)−rozměrného prostoru Rn+1 . Řekneme, že funkce f(t, x1, . . . , xn) splňuje
v oboru D Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k proměnným x1, x2, . . . , xn , jestliže existuje kon-
stanta K > 0 tak, že pro libovolné dva body (t, x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) , (t, x∗∗1 , x

∗∗
2 , . . . , x

∗∗
n ) ∈ D plat́ı

| f(t, x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)− f(t, x∗∗1 , x

∗∗
2 , . . . , x

∗∗
n ) | ≤ K ( |x∗1 − x∗∗1 |+ |x∗2 − x∗∗2 |+ · · ·+ |x∗n − x∗∗n | ) .

Věta: Necht’ jsou funkce fi(t, x1, . . . , xn) (i = 1, 2, . . . , n) spojité v uzavřené množině

D : t0 − a ≤ t ≤ t0 + a , x
(0)
i − b ≤ xi ≤ x

(0)
i + b ; a, b > 0 (i = 1, 2, . . . , n)

a splňuj́ı v D Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k proměnným x1, x2, . . . , xn .
Potom existuje takové č́ıslo α > 0 , že pro t ∈ 〈t0 − α, t0 + α〉 existuje jediné řešeńı soustavy

dx1
dt = f1(t, x1, x2, . . . , xn)

dx2
dt = f2(t, x1, x2, . . . , xn)
. . . . . . . . . . . . . . .
dxn

dt = fn(t, x1, x2, . . . , xn) ,

vyhovuj́ıćı počátečńım podmı́nkám

x1(t0) = x
(0)
1 , x2(t0) = x

(0)
2 , . . . , xn(t0) = x(0)

n .

Poznámky: 1. Analogicky jako v př́ıpadě jedné rovnice je možno ukázat, že α = min
(
a, b

M

)
,

kde M je taková konstanta, že | fi | ≤M pro všechny body D a pro všechna i = 1, 2, . . . , n .

2. Důkaz je zcela analogický jako pro jednu rovnici, tedy řešeńı se sestroj́ı pomoćı metody
postupných aproximaćı. Poněvadž je formálně složitěǰśı, nebudeme jej provádět.

3. Zbytek tohoto paragrafu bude věnován metodám řešeńı lineárńıch soustav. K obecným
soustavám se vrát́ıme v paragrafu, který bude věnován základ̊um teorie stability.
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Definice: Soustavu diferenciálńıch rovnic nazvene lineárńı, je-li tvaru

dx1
dt = a11(t)x1 + a12(t)x2 + · · ·+ a1n(t)xn + f1(t)

dx2
dt = a21(t)x1 + a22(t)x2 + · · ·+ a2n(t)xn + f2(t)

. . . . . . . . . . . . . . .
dxn

dt = an1(t)x1 + an2(t)x2 + · · ·+ ann(t)xn + fn(t) ,

kde a11(t), a12(t), . . . , ann(t), f1(t), . . . , fn(t) jsou dané spojité funkce, x1, x2, . . . , xn neznámé funkce.
Řekneme, že soustava je homogenńı, je-li f1(t) = f2(t) = · · · = fn(t) ≡ 0 .

Poznámka: Pro soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic jako speciálńı př́ıpad soustavy
diferenciálńıch rovnic v normálńım tvaru plat́ı věta o existenci a jednoznačnosti řešeńı, která byla
uvedena v úvodu tohoto paragrafu.

Označeńı: Pro stručnost a přehlednost využijeme vektorového zápisu. Bud’

X =


x1

x2

...
xn

 dX

dt
=


dx1
dt

dx2
dt
...

dxn

dt

 A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥ F =


f1
f2
...
fn

 .

Pak lze danou soustavu

dxi

dt
=

n∑
j=1

aij(t)xj + fi(t) , i = 1, 2, . . . , n

zapsat stručně ve tvaru
dX

dt
= AX + F .

Všechny vektory jsou brány jako sloupce, tedy matice typu (n, 1) . Formálně je tento zápis stejný
jako zápis jedné lineárńı rovnice.

Zavedeme dále tzv. lineárńı operátor L předpisem

L[X] =
dX

dt
−AX .

Pak má daná soustava tvar L[X] = F a je-li F ≡ 0 , je tato soustava homogenńı.

Lemma: Operátor L má následuj́ıćı vlastnosti:

a) L[cX] = cL[X] b) L[X1 +X2] = L[X1] + L[X2]

a odtud

L

[
p∑

i=1

ciXi

]
=

p∑
i=1

ciL[Xi] ,

kde p ∈ N , a c, c1, . . . , cp jsou konstanty.

Důkaz: Zřejmý.

Poznámka: V daľśım si všimneme vlastnost́ı homogenńı soustavy L[X] = 0 . Ukazuje se, že
celá řada vlastnost́ı lineárńı diferenciálńı rovnice n−tého řádu je shodná s vlastnostmi soustavy,
jen řešeńımi jsou vektotové funkce.
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Věta: Jsou-li X1, X2, . . . , Xk řešeńı homogenńı soustavy L[X] = 0 , c1, c1, . . . , ck libovolné

konstanty, pak je i funkce X =
k∑

i=1

ciXi řešeńım dané soustavy.

Důkaz: Podle předchoźıho lemmatu plat́ı

L[X] = L

[
k∑

i=1

ciXi

]
=

k∑
i=1

ci L[Xi] = 0 .

Důsledek: Je-li L[X] = 0 homogenńı soustava s reálnými koeficienty aij(t) a X = U + iV
komplexńı řešeńı, pak jsou i funkce U a V řešeńım dané soustavy.

Důkaz: Poněvadž plat́ı

0 = L[X] = L[U + iV ] = L[U ] + iL[V ] ,

plyne odtud, že L[U ] = L[V ] = 0 .

Definice: Bud’

Xi =


x1i

x2i

...
xni

 i = 1, 2, . . . , n

systém n řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic L[X] = 0 . Potom determinant

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
nazýváme Wronského determinantem (nebo wronskiánem) dané soustavy řešeńı.

Věta: Předpokládejme, že funkce aij(t) jsou spojité na intervalu 〈a, b〉 a bud’ X1, X2, . . . , Xn

n řešeńı homogenńı soustavy L[X] = 0 . Necht’ je wronskián W těchto řešeńı roven 0 v bodě
t0 ∈ 〈a, b〉 . Potom jsou řešeńı X1, X2, . . . , Xn lineárně závislá v intervalu 〈a, b〉 a tedy W ≡ 0
v 〈a, b〉 .

Důkaz: Poněvadž je W (t0) = 0 , má homogenńı soustava lineárńıch rovnic

c1 x11(t0) + c2 x12(t0) + . . . + cn x1n(t0) = 0
c1 x21(t0) + c2 x22(t0) + . . . + cn x2n(t0) = 0

. . . . . . . . . . . . . . .
c1 xn1(t0) + c2 xn2(t0) + . . . + cn xnn(t0) = 0

netriviálńı řešeńı c̃1 , c̃2 , . . . , c̃n . Tuto soustavu lze zapsat vektorově ve tvaru

c1X1(t0) + c2X2(t0) + · · ·+ cnXn(t0) = 0 .

Označme nyńı X(t) =
n∑

i=1

c̃iXi(t) . Potom je X(t) řešeńım soustavy L[X] = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám X(t0) = O = (0, 0, . . . , 0) . Podle věty o existenci a jednoznačnosti
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řešeńı muśı být X(t) = 0 ∀ t ∈ 〈a, b〉 . Odtud plyne, že
n∑

i=1

c̃iXi(t) = 0 ∀ t ∈ 〈a, b〉 a funkce

X1, X2, . . . , Xn jsou lineárně závislé.

Definice: Libovolný systém n lineárně nezávislých řešeńı X1, X2, . . . , Xn soustavy L[X] = 0
nazveme fundamentálńı systém řešeńı.

Poznámka: Je-li X1, X2, . . . , Xn fundamentálńı systém řešeńı pro t ∈ 〈a, b〉 , potom je W 6= 0
pro všechna t ∈ 〈a, b〉 .

Věta: Bud’ X libovolné řešeńı soustavy L[X] = 0 , X1, X2, . . . , Xn fundamentálńı systém
řešeńı této soustavy. Potom existuj́ı jednoznačně určené konstanty c1, c2, . . . , cn tak, že

X =
n∑

i−1

ciXi .

Důkaz: Necht’ řešeńı X vyhovuje počátečńı podmı́nce X(t0) = X0 . Poněvadž je W 6= 0 ,
existuje jediné řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

n∑
i=1

ciXi(t0) = X0 , tedy X =
n∑

i=1

ciXi .

Poznámka: Předchoźı věta ukazuje, že k tomu, abychom našli obecné řešeńı soustavy
L[X] = 0 , stač́ı naj́ıt nějaký fundamentálńı systém řešeńı. Otázkou nalezeńı takového funda-
mentálńıho systému se budeme zabývat v daľśım pro speciálńı př́ıpad soustavy s konstantńımi
koeficienty.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı soustavy dx
dt = y ; dy

dt = −x .

Řešeńı: Je-li daná soustava tak jednoduchá jako je tato, můžeme z ńı jednu (nebo v́ıce)
neznámých funkćı vyloučit a řešit jednu rovnici druhého (nebo vyšš́ıho) řádu. Jestliže prvou rovnici
znovu zderivujeme, dostaneme

d2x

dt2
=
dy

dt
= −x , tedy

d2x

dt2
+ x = 0 .

Odtud plyne, že

x(t) = c1 cos t+ c2 sin t ; y(t) =
dx(t)
dt

= −c1 sin t+ c2 cos t .

Později se seznámı́me se standardńım postupem. Toto vyjádřeńı je ve složkách, neboli vektorově

X = (c1 cos t+ c2 sin t , −c1 sin t+ c2 cos t) .

Odtud také źıskáme fundamentálńı systém řešeńı jestliže postupně voĺıme (na př́ıklad)

c1 = 1 , c2 = 0 a c1 = 0 , c2 = 1 ,

tedy
X1 = (cos t,− sin t) ; X2 = (sin t, cos t) .
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Wronskián je roven W =
∣∣∣∣ cos t sin t
− sin t cos t

∣∣∣∣ = 1 6= 0 , což znovu potvrzuje, že se jedná o funda-

mentálńı systém řešeńı.

Poznámka: Zbývá odpověd’ na otázku, jak nalézt obecné řešeńı nehomogenńı soustavy
L[X] = F .

Lemma: Bud’te X1, X2 dvě řešeńı soustavy L[X] = F . Potom je X = X1 − X2 řešeńım
odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustavy L[X] = 0 .

Důkaz: Plat́ı L[X1 −X2] = L[X1]− L[X2] = F − F = 0 .

Věta: Obecné řešeńı soustavy L[X] = F je tvaru

X = Xp +
n∑

i=1

ciXi ,

kde Xp je jedno partikulárńı řešeńı dané soustavy a
n∑

i=1

ciXi je obecné řešeńı homogenńı soustavy

L[X] = 0 .

Důkaz: Bud’ X libovolné řešeńı soustavy L[X] = F . Potom je X − Xp řešeńım soustavy
homogenńı L[X] = 0 . Existuj́ı tedy jednoznačně určené konstanty c1, c2, . . . , cn tak, že

X −Xp =
n∑

i=1

ciXi , neboli X = Xp +
n∑

i=1

ciXi .

Věta: (Princip superpozice řešeńı)

Řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic L[X] =
k∑

i=1

Fi je tvaru Xp =
k∑

i=1

Xpi
, kde Xpi

je řešeńı

soustavy L[X] = Fi , i = 1, 2, . . . , k .

Důkaz: Plat́ı

L

[
k∑

i=1

Xpi

]
=

k∑
i=1

L [Xpi
] =

k∑
i=1

Fi .

Poznámka: Problém nalezeńı obecného řešeńı soustavy L[X] = F se tedy skládá ze dvou
část́ı.

1. Nalezeńı fundamentálńıho systému řešeńı homogenńı soustavy L[X] = 0 .
2. Nalezeńı jednoho partikulárńıho řešeńı soustavy L[X] = F .
Prvý problém bude řešen později pro soustavy rovnic s konstantńımi koeficienty, druhý problém

se řeš́ı metodou variace konstant.

Věta: Bud’ X1, X2, . . . , Xn fundamentálńı systém řešeńı homogenńı soustavy L[X] = 0 .
Potom existuj́ı funkce c1(t), c2(t), . . . , cn(t) tak, že

X =
n∑

i=1

ci(t)Xi
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je řešeńım soustavy L[X] = F .

Důkaz: Bud’ X =
n∑

i=1

ci(t)Xi . Potom po dosazeńı do rovnice dX
dt = AX + F dostaneme

dX

dt
=

n∑
i=1

c′i(t)Xi +
n∑

i=1

ci(t)
dXi

dt
= A

n∑
i=1

ci(t)Xi + F =
n∑

i=1

ci(t)AXi + F .

Poněvadž dXi

dt = AXi , dostaneme, že plat́ı

n∑
i=1

c′i(t)Xi = F .

To je soustava n lineárńıch rovnic pro n neznámých c′1(t) , c
′
2(t) , . . . , c

′
n(t) , která má nenulový de-

terminant (wronskián) a tedy jediné řešeńı. Jestliže si př́ıslušnou soustavu rozeṕı̌seme, dostaneme

c′1(t)x11 + c′2(t)x12 + . . . + c′n(t)x1n = f1(t)
c′1(t)x21 + c′2(t)x22 + . . . + c′n(t)x2n = f2(t)
. . . . . . . . . . . . . . .

c′1(t)xn1 + c′2(t)xn2 + . . . + c′n(t)xnn = fn(t)

.

Hledané funkce c1(t), c2(t), . . . , cn(t) źıskáme pak integraćı.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı soustavy dx
dt = y ; dy

dt = −x+ 1
cos t .

Řešeńı: Jak již bylo ukázáno, obecné řešeńı odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustavy je tvaru

x = c1 cos t+ c2 sin t ; y = −c1 sin t+ c2 cos t

Jestliže tedy hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

x(t) = c1(t) cos t+ c2(t) sin t ; y(t) = −c1(t) sin t+ c2(t) cos t ,

dostaneme po dosazeńı do p̊uvodńı soustavy rovnice

c′1(t) cos t+ c′2(t) sin t = 0 ; −c′1(t) sin t+ c′2(t) cos t =
1

cos t

s řešeńım c′1(t) = − sin t
cos t , c

′
2(t) = 1 . Odtud c1(t) = ln | cos t | + k1 , c2(t) = t + k2 a obecné řešeńı

je tvaru
x = k1 cos t+ k2 sin t+ cos t ln | cos t |+ t sin t ;

y = −k1 sin t+ k2 cos t− sin t ln | cos t |+ t cos t .

Definice: Lineárńı soustavou s konstantńımi koeficienty nazveme soustavu diferenciálńıch
rovnic tvaru

dxi

dt
=

n∑
j=1

aij xj + fi(t) , i = 1, 2, . . . , n ,

kde všechny koeficienty aij jsou konstanty.

Poznámka: Zápis takové soustavy bude stejný, jen př́ıslušná matice A je konstantńı, tedy

dX

dt
= AX + F .

86



Stač́ı nyńı nalézt obecné řešeńı homogenńı soustavy dX
dt = AX . Tato soustava bude řešena ana-

logicky jako jedna rovnice (lineárńı) n−tého řádu.

Řešeńı: Uvažme soustavu

(1)

dx1
dt = a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn

dx2
dt = a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn

. . . . . . . . . . . . . . .
dxn

dt = an1 x1 + an2 x2 + . . . + ann xn

a předpokládejme řešeńı ve tvaru

x1 = α1 e
λt , x2 = α2 e

λt , . . . , xn = αn e
λt ,

kde α1, α2, . . . , αn jsou konstanty, λ parametr. Dosazeńım do dané soustavy a zkráceńım eλt

dostáváme dále

(2)

(a11 − λ)α1 + a12 α2 + . . . + a1n αn = 0
a21 α1 +(a22 − λ)α2 + . . . + a2n αn = 0
. . . . . . . . . . . . . . .

an1 α1 + an2 α2 + . . . +(ann − λ)αn = 0

Abychom dostali netriviálńı řešeńı této soustavy lineárńıch algebraických rovnic, muśı být deter-
minant této soustavy roven 0 . Odtud dostaneme definici tzv. charakteristické rovnice.

Definice: Rovnici

4(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

nazýváme charakteristickou rovnićı dané soustavy.

Poznámky: 1. Kořeny charakteristické rovnice jsou vlastńı nebo charakteristická č́ısla matice
A , jak je dobře známo z lineárńı algebry.

2. Charakteristická rovnice 4(λ) = 0 je algebraická rovnice n−tého stupně a má tedy
v oboru komplexńıch č́ısel právě n kořen̊u, ovšem každý kořen je třeba poč́ıtat tolikrát, kolik je
jeho násocnost. Podle toho budeme též rozlǐsovat dva př́ıpady.

I. Charakteristická rovnice má jednonásobné kořeny.

Necht’ jsou tyto kořeny λ1, λ2, . . . , λn . Dosad́ıme-li do soustavy (2) kořen λj , dostaneme

(3)

(a11 − λj)α1 + a12 α2 + . . . + a1n αn = 0
a21 α1 +(a22 − λj)α2 + . . . + a2n αn = 0
. . . . . . . . . . . . . . .

an1 α1 + an2 α2 + . . . +(ann − λj)αn = 0

a tato soustava má netriviálńı řešeńı

α
(j)
1 , α

(j)
2 , . . . , α(j)

n j = 1, 2, . . . , n .

(Vlastńı vektor matice A ). Jestliže tyto výsledky shrneme, dostaneme.
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Věta: Bud’ dX
dt = AX homogenńı soustava lineárńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi

koeficienty a předpokládejme, že jej́ı charakteristická rovnice 4(λ) = 0 má n r̊uzných kořen̊u
λ1, λ2, . . . , λn . Potom vektorové funkce

Xj =
(
α

(j)
1 eλjt , α

(j)
2 eλjt , . . . , α(j)

n eλjt
)

=
(
α

(j)
1 , α

(j)
2 , . . . , α(j)

n

)
eλjt ; j = 1, 2, . . . , n ,

kde α(j)
1 , α

(j)
2 , . . . , α

(j)
n je netiviálńı řešeńı soustavy (3) , tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı sous-

tavy (1).

Důkaz: Z předchoźıch úvah plyne, že Xj jsou řešeńı soustavy (1), zbývá pouze ukázat, že
tato řešeńı jsou lineárně nezávislá. Necht’ tedy

n∑
j=1

%j Xj = 0 , neboli
n∑

j=1

%j α
(j)
1 eλjt = 0 ,

n∑
j=1

%j α
(j)
2 eλjt = 0 , . . . ,

n∑
j=1

%j α
(j)
n eλjt = 0 .

Poněvadž jsou funkce eλ1t , eλ2t , . . . , eλnt lineárně nezávislé, plyne odtud, že

%1 α
(1)
1 = 0 , %2 α

(2)
1 = 0 , . . . , %n α

(n)
1 = 0

%1 α
(1)
2 = 0 , %2 α

(2)
2 = 0 , . . . , %n α

(n)
2 = 0

. . . . . . . . . . . .

%1 α
(1)
n = 0 , %2 α

(2)
n = 0 , . . . , %n α

(n)
n = 0 .

Vzhledem k tomu, že α(j)
1 , α

(j)
2 , . . . , α

(j)
n je netriviálńı řešeńı soustavy (3), muśı být

%1 = %2 = · · · = %n = 0 .

Poznámka: Kdybychom využili věty z lineárńı algebry, že vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı
r̊uzným vlastńım č́ısl̊um, jsou lineárně nezávislé, mohli jsme si předchoźı d̊ukaz ušetřit. Plat́ı totiž

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α

(1)
1 α

(2)
1 . . . α

(n)
1

α
(1)
2 α

(2)
2 . . . α

(n)
2

. . . . . . . . . . . .

α
(1)
n α

(2)
n . . . α

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e(λ1+λ2+···+λn)t 6= 0

a ve sloupćıch př́ıslušného determinantu figuruj́ı vlastńı vektory matice A . Nebo to můžeme také
chápat tak, že d̊ukazem předchoźı věty jsme mimochodem dokázali př́ıslušnou větu z lineárńı
algebry. V daľśım se pokuśıme minimálně odkazovat na lineárńı algebru, i když to bude někdy
znamenat o něco deľśı výpočty.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı soustavy dx
dt = 2x+ y ; dy

dt = 3x+ 4y .

Řešeńı: Charakteristická rovnice má tvar

0 =
∣∣∣∣ 2− λ 1

3 4− λ

∣∣∣∣ , neboli (2− λ)(4− λ)− 3 = 0 , λ2 − 6λ+ 5 = 0 ; λ1 = 1 , λ2 = 5 .

Je-li λ = 1 , dostaneme pro výpočet 1. vlastńıho vektoru soustavu

α1 + α2 = 0
3α1 + 3α2 = 0 s řešeńım α

(1)
1 = 1 , α(1)

2 = −1 .

Pro λ = 5 soustavu
−3α1 + α2 = 0
3α1 − α2 = 0 s řešeńım α

(2)
1 = 1 , α(2)

2 = 3 .
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Fundamentálńı systém je tedy

X1 =
(
et , −et

)
= (1,−1) et ; X2 =

(
e5t , 3 e5t

)
= (1, 3) e5t

a obecné řešeńı

X = c1X1 + c2X2 neboli
x = c1 e

t + c2 e
5t

y = −c1 et + 3c2 e5t .

Poznámka: V př́ıpadě, že je některý kořen charakteristické rovnice 4(λ) = 0 komplexńı, pak
dostaneme také komplexńı řešeńı. Jsou-li však všechna č́ısla aij i, j = 1, 2, . . . , n reálná a je-li
na př́ıklad λ = α + iβ (β 6= 0) komplexńı kořen, má charakteristická rovnice i kořen komplexně
sdružený λ = α− iβ . Této dvojici komplexně sdružených kořen̊u odpov́ıdá dvojice řešeńı tvaru

X̃1 =
(
α

(1)
1 e(α+iβ)t , α

(1)
2 e(α+iβ)t , . . . , α(1)

n e(α+iβ)t
)

;

X̃2 =
(
α

(2)
1 e(α−iβ)t , α

(2)
2 e(α−iβ)t , . . . , α(2)

n e(α−iβ)t
)
.

Ukazuje se, že i č́ısla α
(1)
j a α

(2)
j (vlastńı vektory) lze zvolit tak, aby byla komplexně sdružená.

Mı́sto komplexńıch řešeńı X̃1 a X̃2 = X̃1 lze zvolit reálná řešeńı

X1 =
1
2

(
X̃1 + X̃1

)
=
(
Re
{
α

(1)
1 e(α+iβ)t

}
, Re

{
α

(1)
2 e(α+iβ)t

}
, . . . , Re

{
α(1)

n e(α+iβ)t
})

,

X2 =
1
2i

(
X̃1 − X̃1

)
=
(
Im
{
α

(1)
1 e(α+iβ)t

}
, Im

{
α

(1)
2 e(α+iβ)t

}
, . . . , Im

{
α(1)

n e(α+iβ)t
})

.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı soustavy
dx
dt = x+ y
dy
dt = 3y − 2x

.

Řešeńı: Charakteristická rovnice má tvar∣∣∣∣ 1− λ 1
−2 3− λ

∣∣∣∣ = 0 , neboli λ2 − 4λ+ 5 = 0 s kořeny λ1,2 = 2± i .

Pro λ1 = 2 + i dostaneme soustavu

(−1− i)α1 + α2 = 0
−2α1 + (1− i)α2 = 0 s řešeńım α

(1)
1 = 1 , α(1)

2 = 1 + i .

Pro λ2 = 2− i dostaneme soustavu

(−1 + i)α1 + α2 = 0
−2α1 + (1 + i)α2 = 0 s řešeńım α

(2)
1 = 1 , α(2)

2 = 1− i .

Tedy př́ıslušný komplexńı fundamentálńı systém je

X̃1 =
(
e(2+i)t , (1 + i)e(2+i)t

)
; X̃2 =

(
e(2−i)t , (1− i)e(2−i)t

)
.

Odtud dostaneme reálný fundamentálńı systém

X1 =
(
e2t cos t , e2t(cos t− sin t)

)
; X2 =

(
e2t sin t , e2t(cos t+ sin t)

)
a obecné řešeńı je tedy tvaru

x = e2t (c1 cos t+ c2 sin t) ; y = e2t { (c1 + c2) cos t+ (c2 − c1) sin t } .
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II. Charakteristická rovnice má v́ıcenásobné kořeny.

Necht’ je třeba λ1 k−násobným kořenem charakteristické rovnice 4(λ) = 0 . Potom má sou-
stava rovnic

(4)

(a11 − λ1)α1 + a12 α2 + . . . + a1n αn = 0
a21 α1 +(a22 − λ1)α2 + . . . + a2n αn = 0
. . . . . . . . . . . . . . .

an1 α1 + an2 α2 + . . . +(ann − λ1)αn = 0

netriviálńı řešeńı.
a) Jestliže existuje k lineárně nezávislých řešeńı této soustavy (vlastńıch vektor̊u), na př́ıklad(

α
(1)
1 , α

(1)
2 , . . . , α(1)

n

)
;
(
α

(2)
1 , α

(2)
2 , . . . , α(2)

n

)
; . . . ;

(
α

(k)
1 , α

(k)
2 , . . . , α(k)

n

)
,

je situace jednoduchá v tom smyslu, že źıskáme k lineárně nezávislých řešeńı

X1 =
(
α

(1)
1 , α

(1)
2 , . . . , α(1)

n

)
eλ1t ; X2 =

(
α

(2)
1 , α

(2)
2 , . . . , α(2)

n

)
eλ1t ; . . . ;

Xk =
(
α

(k)
1 , α

(k)
2 , . . . , α(k)

n

)
eλ1t .

b) V př́ıpadě, že existuje méně než k lineárně nezávislých řešeńı soustavy (4), je situace poněkud
komplikovaněǰśı. V tomto př́ıpadě je možno hledat řešeńı podobným zp̊usobem jako v př́ıpadě
v́ıcenásobného kořene charakteristické rovnice diferenciálńı rovnice n−tého řádu. Hledejme v tom
př́ıpadě řešeńı, odpov́ıdaj́ıćı kořenu λ1 ve tvaru

X(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) , kde xj(t) =
(
α

(j)
0 + α

(j)
1 t+ · · ·+ α

(j)
k−1 t

k−1
)
eλ1t

pro j = 1, 2, . . . , n , kde koeficienty

α
(j)
l j = 1, 2, . . . , n ; l = 0, 1, . . . , k − 1 .

jsou zat́ım neurčité. Dosad́ıme-li do soustavy (1), ukazuje se, že tyto koeficienty lze vypoč́ıtat.
Tuto situaci nebudeme vyšetřovat obecně, předvedeme ji jen na př́ıkladech.

Poznámka: Ten, kdo se seznámil s Jordanovým tvarem matice, v́ı, že výše uvedeným postu-
pem vlastně hledáme zobecněné vlastńı vektory matice A a tedy ne vždy muśıme j́ıt až k polynomu
stupně (k−1)−vého. Skutečný stupeň neznámého polynomu je roven l−1 , kde l je délka př́ıslušné
Jordanovy klece. (Přidat tvar těchto řešeńı.) To však bude zřejmé i z postupu, který předvedeme
i za cenu toho, že výpočet bude v tom př́ıpadě nepř́ıjemně dlouhý.

Př́ıklady: 1. Najděte obecné řešeńı soustavy

dx
dt = 2x− y − z

dy
dt = 3x− 2y − 3z
dz
dt = 2z − x+ y

.

Řešeńı: Charakteristická rovnice je∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 −1

3 −2− λ −3
−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 , neboli λ(λ2 − 2λ+ 1) = 0 s kořeny λ1 = 0 , λ2,3 = 1 .

Je-li λ = 0 , dostáváme soustavu

2α1 − α2 − α3 = 0
3α1 − 2α2 − 3α3 = 0
−α1 + α2 + 2α3 = 0

s řešeńım u = (1, 3,−1)
(
α

(1)
1 = 1 , α(1)

2 = 3 , α(1)
3 = −1

)
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Tomu odpov́ıdá řešeńı X1 = (1, 3,−1) .
Je-li λ = 1 , dostaneme soustavu

α1 − α2 − α3 = 0
3α1 − 3α2 − 3α3 = 0
−α1 + α2 + α3 = 0

,

která má dvě lineárně nezávislá řešeńı v = (1, 1, 0) a w = (1, 0, 1) . Tomu odpov́ıdaj́ı řešeńı

X2 = v · et =
(
et, et, 0

)
; X3 = w · et = (et, 0, et) .

Pro kontrolu, vypočteme-li wronskián, dostaneme

W =

∣∣∣∣∣∣
1 3 −1
et et 0
et 0 et

∣∣∣∣∣∣ = −e2t 6= 0 .

Obecné řešeńı je tedy tvaru

x = c1 + c2 e
t + c3 e

t ; y = 3c1 + c2 e
t ; z = −c1 + c3 e

t .

2. Řešte soustavu

dx

dt
= 2x− y − z ;

dy

dt
= 2x− y − 2z ;

dz

dt
= 2z − x+ y .

Řešeńı: Charakteristické rovnice je∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 −1

2 −1− λ −2
−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 neboli (λ− 1)3 = 0 s kořeny λ1,2,3 = 1 .

Této hodnotě odpov́ıdá soustava lineárńıch rovnic tvaru

α1 − α2 − α3 = 0
2α1 − 2α2 − 2α3 = 0
− α1 + α2 + α3 = 0

se dvěma nezávislými řešeńımi (1, 1, 0) , (1, 0, 1) . Jim odpov́ıdaj́ıćı řešeńı dané soustavy jsou

X1 = (et, et, 0) ; X2 = (et, 0, et) .

Třet́ı řešeńı budeme nyńı hledat ve tvaru

x(t) = (α0 + α1t)et ; y(t) = (β0 + β1t)et ; z(t) = (γ0 + γ1t)et .

Je evidentńı, že nemuśıme vyžadovat polynomy 2. stupně, i když je daný kořen trojnásobný. Odtud

dx

dt
= (α0 + α1 + α1t)et ;

dy

dt
= (β0 + β1 + β1t)et ;

dz

dt
= (γ0 + γ1 + γ1t)et .

Dosazeńım do dané soustavy a zkráceńım et dostaneme dále

α0 + α1 + α1t = 2α0 + 2α1t− β0 − β1t− γ0 − γ1t
β0 + β1 + β1t = 2α0 + 2α1t− β0 − β1t− 2γ0 − 2γ1t
γ0 + γ1 + γ1t = −α0 − α1t+ β0 + β1t+ 2γ0 + 2γ1t
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neboli 2 soustavy
α1 = α0 − β0 − γ0

β1 = 2(α0 − β0 − γ0)
γ1 = −α0 + β0 + γ0

α1 − β1 − γ1 = 0
α1 − β1 − γ1 = 0
α1 − β1 − γ1 = 0

Z prvé soustavy plyne, že β1 = 2α1 , γ1 = −α1 a stač́ı tedy položit

α1 = 1 , β1 = 2 , γ1 = −1 , α0 = 1 , β0 = 0 , γ0 = 0 .

Třet́ı řešeńı je tedy tvaru X3 = ((1 + t)et, 2t et,−t et) . Snadno se přesvědč́ıme, že wronskián je
roven

W =

∣∣∣∣∣∣∣
et et 0
et 0 et

(1 + t)et 2t et −t et

∣∣∣∣∣∣∣ = e3t 6= 0 .

obecné řešeńı je tedy

x(t) = c1 e
t + c2 e

t + c3(1 + t)et ; y(t) = c1 e
t + 2c3t et ; z(t) = c2 e

t − c3t e
t .

Poznámka: Ukazuje se, že v některých př́ıpadech při speciálńım tvaru dané soustavy se
můžeme vyhnout nepř́ıjemnému poč́ıtáńı se součiny polynomu a exponenciely. Je to tehdy, když
se nám bez velkých pot́ıž́ı podař́ı převést danou soustavu na jednu rovnici vyšš́ıho řádu. Následuj́ıćı
př́ıklad tuto situaci ilustruje.

3. Řešte soustavu dx
dt = 2x+ y ; dy

dt = 2y + z ; dz
dt = 2z .

Řešeńı: Charakteristická rovnice je∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 0

0 2− λ 1
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 neboli (2− λ)3 = 0 a λ1,2,3 = 2 .

Po dosazeńı této hodnoty dostaneme soustavu α2 = 0 ; α3 = 0 , která má jediné nezávislé řešeńı
(1, 0, 0) . Dostaneme tedy pouze jediné řešeńı

(
e2t, 0, 0

)
. Zbývaj́ıćı dvě nezávislá řešeńı bychom

tedy museli hledat ve tvaru součinu polynomů 2. stupně a exponenciely.
Na druhé straně je však vidět, že 3. rovnice dává okamžitě z(t) = c1 e

2t . Dosazeńım do
2. rovnice dostaneme

dy

dt
= 2y + c1 e

2t s řešeńım y(t) = (c2 + c1t)e2t

a opětovným dosazeńım do 1. rovnice dostáváme

dx

dt
= 2x+ (c2 + c1t)e2t s řešeńım x(t) =

(
c3 + c2t+

c1
2
t2
)
e2t .

Tato trojice tvoř́ı obecné řešeńı dané soustavy. Jestliže nyńı postupně voĺıme

c1 = c2 = 0, c3 = 1 ; c1 = c3 = 0, c2 = 1 ; c2 = c3 = 0, c1 = 2 ,

dostaneme fundamentálńı systém řešeńı

X1 =
(
e2t , 0 , 0

)
; X2 =

(
t e2t , e2t , 0

)
; X3 =

(
t2 e2t , 2t e2t , 2 e2t

)
.

4. Řešte soustavu
dx

dt
= 4x− y ;

dy

dt
= 3x+ y − z ;

dz

dt
= x+ z .
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Řešeńı: Charakteristická rovnice je∣∣∣∣∣∣
4− λ −1 0

3 1− λ −1
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 neboli λ3 − 6λ2 + 12λ− 8 = 0 ; λ1,2,3 = 2 .

Odpov́ıdaj́ıćı soustava lineárńıch algebraických rovnic má tvar

2α1 − α2 = 0
3α1 − α2 − α3 = 0
α1 − α3 = 0 ,

která má pouze jediné nezávislé řešeńı (1, 2, 1) . Daľśı řešeńı muśıme tedy hledat ve tvaru

x(t) =
(
α0 + α1t+ α2t

2
)
e2t ; y(t) =

(
β0 + β1t+ β2t

2
)
e2t ; z(t) =

(
γ0 + γ1t+ γ2t

2
)
e2t .

Pro derivace tedy plat́ı

dx

dt
=
(
2α0 + α1 + (2α1 + 2α2)t+ 2α2t

2
)
e2t ;

dy

dt
=
(
2β0 + β1 + (2β1 + 2β2)t+ 2β2t

2
)
e2t ;

dz

dt
=
(
2γ0 + γ1 + (2γ1 + 2γ2)t+ 2γ2t

2
)
e2t .

Dosazeńı do soustavy a zkráceńım e2t dostaneme

2α0 + α1 + (2α1 + 2α2)t+ 2α2t
2 = 4α0 + 4α1t+ 4α2t

2 − β0 − β1t− β2t
2 ;

2β0 + β1 + (2β1 + 2β2)t+ 2β2t
2 = 3α0 + 3α1t+ 3α2t

2 + β0 + β1t+ β2t
2 − γ0 − γ1t− γ2t

2 ;

2γ0 + γ1 + (2γ1 + 2γ2)t+ 2γ2t
2 = α0 + α1t+ α2t

2 + γ0 + γ1t+ γ2t
2 .

Srovnáńım koeficient̊u dostaneme soustavy

α1 = 2α0 − β0

β1 = 3α0 − β0 − γ0

γ1 = α0 − γ0

2α2 = 2α1 − β1

2β2 = 3α1 − β1 − γ1

2γ2 = α1 − γ1

0 = 2α2 − β2

0 = 3α2 − β2 − γ2

0 = α2 − γ2 .

Je-li α2 = β2 = γ2 = α1 = β1 = γ1 = 0 , dostaneme vlastńı vektor α0 = 1 , β0 = 2 , γ0 = 1 , který
již známe. Odpov́ıdá mu řešeńı

X1 =
(
e2t , 2e2t , e2t

)
.

Bud’ nyńı α2 = β2 = γ2 = 0 . Potom je γ1 = α1 , β1 = 2α1 , tedy
α1 = 2α0 − β0

2α1 = 3α0 − β0 − γ0

α1 = α0 − γ0 .
Pro α1 = 1 , β1 = 2 , γ1 = 1 dostaneme α0 = 1 , β0 = 1 , γ0 = 0 . To dává daľśı řešeńı

X2 =
(
(1 + t)e2t , (1 + 2t)e2t , t e2t

)
.

Polož́ıme-li nyńı α2 = 1 ; β2 = 2 ; γ2 = 1 , dostaneme
2 = 2α1 − β1

2 = α1 − γ1
, tedy na př́ıklad

α1 = 2 , β1 = 2 , γ1 = 0 . Dále
2 = 2α0 − β0

0 = α0 − γ0
a odtud např α0 = γ0 = 0 , β0 = 2 . Třet́ı

řešeńı má nyńı tvar
X3 =

(
(2t+ t2)e2t , (−2 + 2t+ 2t2)e2t , t2 e2t

)
.
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Jestliže výsledek rozeṕı̌seme do složek, dostaneme obecné řešeńı ve tvaru

x(t) =
{
c1 + c2(1 + t) + c3(2t+ t2)

}
e2t ;

y(t) =
{

2c1 + c2(1 + 2t) + c3(−2 + 2t+ 2t2)
}
e2t ;

z(t) =
{
c1 + c2t+ c3t

2
}
e2t .

Poznámka: Při řešeńı nehomogenńı soustavy bývá někdy prospěšné převedeńı na jednu
rovnici vyšš́ıho řádu, u které je pak možno partikulárńı integrál odhadnout. T́ım se vyhneme
nepř́ıjemněǰśı metodě variace konstant.

5. Řešte soustavu dx
dt = y + 2et ; dy

dt = x+ t2 .

Řešeńı: Jestliže 1. rovnici ještě jednou zderivujeme, dostaneme

d2x

dt2
=
dy

dt
+ 2et = x+ t2 + 2et .

Řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice je x̂(t) = c1 e
t + c2 e

−t , odhad partikulárńıho integrálu
xp(t) = a0 + a1t + a2t

2 + bt et . Jestliže vypoč́ıtáme neznámé konstanty a0, a1, a2, b dostaneme
obecné řešeńı ve tvaru

x(t) = c1e
t + c2e

−t − 2− t2 + t et ; y(t) = (c1 − 1)et − c2e
−t − 2t+ t et .

Poznámka: Je-li postup z předchoźıho př́ıkladu př́ılǐs komplikovaný nebo pravé strany nejsou
harmonické, nezbývá nic jiného než metoda variace konstant.

6. Řešte soustavu dx
dt = 2y − x ; dy

dt = 4y − 3x+ e3t

e2t+1 .

Řešeńı: Charakteristická rovnice odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustavy je∣∣∣∣ −1− λ 2
−3 4− λ

∣∣∣∣ = 0 neboli λ2 − 3λ+ 2 = 0 ; λ1 = 1 , λ2 = 2 .

Fundamentálńı systém řešeńı je X1 = (1, 1)et ; X2 = (2, 3)e2t a obecné řešeńı homogenńı soustavy

x̂(t) = c1e
t + 2c2e2t ; ŷ(t) = c1e

t + 3c2e2t .

Jestliže nyńı předpokládáme, že partikulárńı integrál je ve tvaru

xp(t) = c1(t)et + 2c2(t)e2t ; yp(t) = c1(t)et + 3c2(t)e2t

a dosad́ıme do dané soustavy, dostaneme

c′1(t) e
t + 2c′2(t) e

2t = 0 ; c′1(t) e
t + 3c′2(t) e

2t =
e3t

e2t + 1
.

Odtud c′2(t) = et

e2t+1 a tedy c2(t) = arctg et + k2 . Z prvé rovnice dále plyne, že c′1(t) = − 2e2t

e2t+1 ,

tedy c1(t) = k1 − ln
(
e2t + 1

)
. Obecné řešeńı dané soustavy má tedy tvar

x(t) = k1 e
t + 2k2 e

2t − et ln
(
e2t + 1

)
+ 2e2t arctg et ;

y(t) = k1 e
t + 3k2 e

2t − et ln
(
e2t + 1

)
+ 3e2t arctg et .
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Kapitola 6

Funkčńı řady.

6.1 Stejnoměrná konvergence.

Definice: Bud’ {fn(x)}∞n=1 posloupnost funkćı, definovaných na č́ıselné množině M. Řekneme,
že tato posloupnost je konvergentńı v M, jestliže pro každé x ∈M existuje vlastńı limita

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Poznámka: Je-li dána funkčńı řada
∞∑

k=1

uk(x), pak řekneme, že tato řada konverguje, je-li

konvergentńı posloupnost {fn(x)}∞n=1 jej́ıch částečných součt̊u

fn(x) =
n∑

k=1

uk(x).

Znamená to, že věty, které dokážeme pro funkčńı posloupnosti, můžeme okamžitě využ́ıt pro
funkčńı řady.

Př́ıklady: 1. Definujme

fn(x) =
1

1 + nx2
pro n ∈ N a x ∈ (−∞,+∞).

Všechny funkce fn(x) jsou spojité pro x ∈ (−∞,+∞) a jestliže označ́ıme f(x) = lim
n→∞

fn(x), je

f(0) = 1 a f(x) = 0 pro x 6= 0. Situace je znázorněna na následuj́ıćım obrázku.

2. Funkce f(x) = sgnx neńı spojitá pro x ∈ R, přesto ji lze napsat jako limitu posloupnosti
spojitých funkćı. Plat́ı

f(x) = lim
n→∞

fn(x), kde fn(x) =
2
π

arctg nx.

Načrtněte obrázek funkćı f1, f2, f3, f4.
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Poznámka: Jestliže budeme požadovat, aby si limitńı funkce f(x) = lim
n→∞

fn(x) zachovala
dobré vlastnosti funkćı fn, muśıme zavést silměǰśı pojem konvergence, t.zv. stejnoměrnou konver-
genci.

Definice: (Stejnoměrná konvergence.)
Bud’ {fn(x)}∞n=1 posloupnost funkćı, definovaných na č́ıselné množině M. Definujme funkci

f(x) předpisem f(x) = lim
n→∞

fn(x) pro všechna x ∈ M. Řekneme, že posloupnost {fn(x)}∞n=1 je
stejnoměrně konvergentńı na množině M, jestliže k libovolnému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro
všechna n ≥ n0 a pro všechna x ∈M plat́ı |f(x)− fn(x)| < ε.

O funkčńı řadě
∞∑

n=1
un(x) řekneme, že je stejnoměrně konvergentńı na množiněM, je-li posloup-

nost jej́ıch částečných součt̊u stejnoměrně konvergentńı na M.

Př́ıklady: 1. Bud’ fn(x) = x
1+n2x2 pro x ∈ 〈0, 1〉. Potom je f(x) = lim

n→∞
fn(x) = 0 pro

x ∈ 〈0, 1〉 a dále

0 ≤ fn(x) =
1
2n

· 2nx
1 + n2x2

≤ 1
2n

−→
n→∞

0

Tedy lim
n→∞

fn(x) = 0 stejnoměrně pro x ∈ 〈0, 1〉. Chováńı dané posloupnosti je ilustrováno na
následuj́ıćım obrázku.

2. Označme gn(x) = nx
1+n2x2 pro x ∈ 〈0, 1〉. Potom je opět f(x) = lim

n→∞
fn(x) = 0 pro všechna

x ∈ 〈0, 1〉. Poněvadž ale plat́ı fn

(
1
n

)
= 1

2 , nekonverguje daná posloupnost stejnoměrně. Rozd́ıl je
patrný, když srovnáme následuj́ıćı obrázek s obrázkem z předchoźıho př́ıkladu.

Poznámky: 1. V souvislosti s předchoźımi př́ıklady vzniká otázka, jak se máme v konkrétńıch
př́ıpadech rozhodnout, zda daná posloupnost konverguje stejnoměrně, či nikoliv. Uvedeme postup,
který vede ve většině praktických př́ıklad̊u k ćıli. Jestliže si pozorně přečteme definici stejnoměrné
konvergence, je vidět, že hlavńı úkol zpoč́ıvá v odhadu |f(x) − fn(x)| nezávisle na proměnné x.
Pro všechna x ∈M však plat́ı

|f(x)− fn(x)| ≤ sup
x∈M

|f(x)− fn(x)| = an

a jestliže an −→
n→∞

0, konverguje daná posloupnost stejnoměrně. Suprémum můžeme v celé řadě
př́ıklad̊u nahradit maximem.

2. Nejlépe můžeme porovnat obyčejnou, tedy bodovou konvergenci a stejnoměrnou konvergenci,
jestliže si jejich definice zaṕı̌seme pomoćı kvantifikátor̊u.

Bodová konvergence

∀ ε > 0 ∀x ∈M ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε.

Stejnoměrná konvergence

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∀x ∈M =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε.

96



Podstatný je rozd́ıl v závislosti n0. Zat́ımco pro bodovou konvergenci je n0 = n0(ε, x), pro ste-
jnoměrnou konvergenci plat́ı, že n0 = n0(ε).

Věta: (Bolzano-Cauchyovo kritérium.)
Posloupnost funkćı {fn(x)}∞n=1 je stejnoměrně konvergentńı na množině M právě když

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n0 a ∀x ∈M plat́ı |fm(x)− fn(x)| < ε.

Důkaz: 1. Necht’ lim
n→∞

fn(x) = f(x) stejnoměrně na M. Potom

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 a ∀x ∈M plat́ı |fn(x)− f(x)| < ε

2
.

Je-li nyńı m,n ≥ n0, potom pro všechna x ∈M plat́ı

|fm(x)− fn(x)| ≤ |fm(x)− f(x)|+ |fn(x)− f(x)| < ε.

2. Necht’

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n0 a ∀x ∈M plat́ı |fm(x)− fn(x)| < ε

2
.

Potom je pro každé x ∈M splněna Bolzano-Caucyova podmı́nka a tedy existuje f(x) = lim
n→∞

fn(x).
Neboli plat́ı

lim
n→∞

|fm(x)− fn(x)| = |fm(x)− f(x)| ≤ ε

2
< ε.

Poznámka: Pro nekonečné řady má toto kritérium tvar

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n0 (m ≤ n) a ∀x ∈M plat́ı |um+1(x) + · · ·+ un(x)| < ε.

Definice: Bud’
∞∑

n=1
vn(x) funkčńı řada. Řekneme, že tato řada je majorantńı k řadě

∞∑
n=1

un(x),

jestliže pro všechna n ∈ N a pro všechna x ∈M plat́ı |un(x)| ≤ vn(x).

Věta: Bud’
∞∑

n=1
vn(x) majorantńı k řadě

∞∑
n=1

un(x) v M. Je-li řada
∞∑

n=1
vn(x) stejnoměrně

konvergentńı v M, je i řada
∞∑

n=1
un(x) stejnoměrně konvergentńı v M.

Důkaz: Podle Bolzano-Cauchyovy podmı́nky plat́ı

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n0 (m ≤ n) a ∀x ∈M plat́ı

|vm+1(x) + · · ·+ vn(x)| = vm+1(x) + · · ·+ vn(x) < ε.

Tedy

|um+1(x) + · · ·+ un(x)| ≤ |um+1(x)|+ · · ·+ |un(x)| ≤ vm+1(x) + · · ·+ vn(x) < ε ∀x ∈M

a tvrzeńı věty je dokázáno.

! Důsledek: (Weierstrassovo kritérium)

Bud’
∞∑

n=1
an konvergentńı č́ıselná řada a necht’ |un(x)| ≤ an pro všechna n ∈ N a pro všechna

x ∈M. Potom je řada
∞∑

n=1
un(x) stejnoměrně konvergentńı v M.
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Př́ıklad: Ukažte, že jsou následuj́ıćı řady stejnoměrně konvergentńı pro x ∈ R.

a)
∞∑

n=1

sinnx
n2

b)
∞∑

n=1

nx

1 + n5x2
c)

∞∑
n=1

arctg
2x

x2 + n3
.

Řešeńı: a) Stač́ı si uvědomit, že
∣∣ sin nx

n2

∣∣ ≤ 1
n2 a řada

∞∑
n=1

1
n2 konverguje.

b) Využijeme-li známé nerovnosti 2|ab|
a2+b2 ≤ 1, dostaneme okamžitě∣∣∣∣ nx

1 + n5x2

∣∣∣∣ = n|x|
1 + n5x2

=
1

2n3/2
· 2n5/2|x|
1 + n5x2

≤ 1
2n3/2

.

Řada
∞∑

n=1

1
n3/2 je však konvergentńı, což dokazuje tvrzeńı.

c) Užit́ım odhadu |arctg t| ≤ |t|, který plat́ı pro všechna t ∈ R, dostaneme∣∣∣∣arctg
2x

x2 + n3

∣∣∣∣ ≤ 2|x|
x2 + n3

≤ 1
n3/2

a daná řada tedy konverguje stejnoměrně.

Poznámka: Se stejnoměrnou konvergenćı úzce souviśı slavná Weierstrassova věta o aproximaci
spojité funkce polynomem.

! Věta: (Weierstrass)
Bud’ f spojitá funkce v uzavřeném intervalu 〈a, b〉. Potom ke každému ε > 0 existuje polynom

Pn(x) stupně n = n(ε) tak, že pro všechna x ∈ 〈a, b〉 plat́ı |f(x)− Pn(x)| < ε.

Důkaz: Předvedený d̊ukaz pocháźı od Bernsteina z roku 1912. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že 〈a, b〉 = 〈0, 1〉. Jinak vezmeme funkci g(x) = f

(
x−a
b−a

)
, která je již definována na

〈0, 1〉. Pro n ≥ 1 definujme Bernsteinovy polynomy

Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−kf

(
k

n

)
.

Ukážeme, že lim
n→∞

Bn(x) = f(x) stejnoměrně na 〈0, 1〉. Plat́ı

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = 1.

Odtud zderivováńım dostaneme
n∑

k=0

k

(
n

k

)
xk−1(1− x)n−k −

n∑
k=0

(n− k)
(
n

k

)
xk(1− x)n−k−1 = 0

∣∣∣∣∣ · (1− x)

n∑
k=0

k

(
n

k

)
xk−1(1− x)n−k −

n∑
k=0

k

(
n

k

)
xk(1− x)n−k −

n∑
k=0

(n− k)
(
n

k

)
xk(1− x)n−k = 0

Jednoduchou úpravou odtud dostaneme

n∑
k=0

k

n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = x.
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Daľśım zderivováńım dostaneme
n∑

k=0

k2

n

(
n

k

)
xk−1(1− x)n−k −

n∑
k=0

k(n− k)
n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k−1 = 1

∣∣∣∣ · (1− x)

n∑
k=0

k2

n2

(
n

k

)
xk(1− x)n−k =

1
n
x+

(
1− 1

n

)
x2.

Tedy shrnut́ım těchto výraz̊u dostáváme

n∑
k=0

(
k

n
− x

)2(
n

k

)
xk(1− x)n−k =

x(1− x)
n

.

Dále plat́ı

f(x)−Bn(x) =
n∑

k=0

{
f(x)− f

(
k

n

)}(
n

k

)
xk(1− x)n−k =

∑ ′
+
∑ ′′

,

kde v sumě
∑ ′

sč́ıtáme přes ty indexy k, pro něž je∣∣∣∣kn − x

∣∣∣∣ ≤ 1
4
√
n

pro pevné x ∈ 〈0, 1〉.

a
∑ ′′

je sč́ıtáńı přes ostatńı indexy; pro tyto indexy je
∣∣ k
n − x

∣∣ > 1
4√n
. Poněvadž je f spojitá na

〈0, 1〉, existuje konstanta M tak, že |f(x)| ≤M pro všechna x ∈ 〈0, 1〉. Nyńı∣∣∣∑ ′′
∣∣∣ ≤ 2M

∑ ′′
(
n

k

)
xk(1− x)n−k = 2M

∑ ′′ (k − nx)2

(k − nx)2

(
n

k

)
xk(1− x)n−k ≤

≤ 2M
∑ ′′ (k − nx)2√

n3

(
n

k

)
xk(1−x)n−k ≤ 2M√

n3

n∑
k=0

(k−nx)2
(
n

k

)
xk(1−x)n−k =

2M√
n3
nx(1−x) ≤ 2M√

n
.

Dále ∣∣∣∑ ′
∣∣∣ ≤ εn

∑ ′
(
n

k

)
xk(1− x)n−k ≤ εn

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = εn,

kde

εn = max
| k

n−x|≤ 1
4√n

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣ .
Ze stejnoměrné spojitosti f na 〈0, 1〉 plyne, že εn −→

n→∞
0 a tedy

|f(x)−Bn(x)| ≤ εn +
2M√
n
.

Poznámka: V daľśı části uvedeme základńı věty, týkaj́ıćı se stejnoměrné konvergence.

Věta: Bud’ posloupnost {fn(x)}∞n=1 stejnoměrně konvergentńı v intervalu (c − δ, c + δ), kde
δ > 0. Pro x ∈ (c−δ, c+δ) definujme funkci f(x) předpisem f(x) = lim

n→∞
fn(x). Necht’ pro všechna

n ∈ N existuje vlastńı limita lim
x→c

fn(x) = bn. Potom existuj́ı též vlastńı limity

lim
x→c

f(x) , lim
n→∞

bn

a plat́ı
lim
x→c

f(x) = lim
n→∞

bn.
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Tento vztah je možno zapsat rovnost́ı

lim
x→c

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→c

fn(x).

Důkaz: 1. Existuje lim
n→∞

bn = b. Plat́ı totiž

|bn − bm| ≤ |fn(x)− bn|+ |fn(x)− f(x)|+ |fm(x)− f(x)|+ |fm(x)− bm|.

Nyńı ke každému ε > 0 existuj́ı n0 ∈ N a η > 0 tak, že pro všechna m,n ≥ n0 a pro všechna
x ∈ (c− η, c+ η) plat́ı

|fn(x)− bn| <
ε

4
, |fm(x)− bm| <

ε

4
a též |fn(x)− f(x)| < ε

4
, |fm(x)− f(x)| < ε

4
.

Prvé dvě nerovnosti plynou z existence lim
x→c

fn(x) = bn a zbývaj́ıćı dvě z předpokladu stejnoměrné

konvergence posloupnosti {fn(x)}∞n=1. Tedy posloupnost {bn}∞n=1 splňuje Bolzano-Cauchyovu pod-
mı́nku a lim

n→∞
bn = b existuje.

2. Je lim
x→c

f(x) = b. Můžeme psát

|f(x)− b| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− bn|+ |bn − b|.

Tedy ke každému ε > 0 existuj́ı n0 ∈ N a η > 0 tak, že pro všechna n ≥ n0 a pro všechna
x ∈ (c− η, c+ η) je

|f(x)− fn(x)| < ε

3
, |fn(x)− bn| <

ε

3
a |bn − b| < ε

3
.

T́ım je d̊ukaz věty dokončen.

Poznámka: Analogická věta plat́ı pro jednostranné limity.

Věta: Funkce f1(x), f2(x), . . . necht’ jsou spojité v intervalu I a předpokládejme, že posloup-
nost {fn(x)}∞n=1 konverguje stejnoměrně v I. Potom je v intervalu I spojitá také funkce

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Důkaz: Bud’ c ∈ I vnitřńı bod. Dokážeme, že lim
x→c

f(x) = f(c). Ze spojitosti funkćı fn plyne

existence lim
x→c

fn(x) = fn(c) pro všechna n ∈ N. Podle předchoźı věty existuj́ı lim
x→c

f(x) a lim
n→∞

fn(c)
a jsou si rovny. Tedy

f(c) = lim
n→∞

fn(c) = lim
x→c

f(x).

Analogicky se dokáže spojitost v krajńıch bodech intervalu I.

Věta: Funkce fn(x) (n = 1, 2, . . . ) necht’ maj́ı vlastńı derivace f ′n(x) v omezeném intervalu
(a, b). Předpokládejme, že posloupnost {fn(x)}∞n=1 konverguje alespoň v jednom bodě c ∈ (a, b)
a posloupnost {f ′n(x)}∞n=1 konverguje stejnoměrně v (a, b). Potom plat́ı

1. Posloupnost {fn(x)}∞n=1 konverguje stejnoměrně v (a, b).
2. Definujeme-li funkci f(x) rovnost́ı f(x) = lim

n→∞
fn(x) pro x ∈ (a, b), má funkce f v (a, b)

derivaci
f ′(x) = lim

n→∞
f ′n(x).
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Důkaz: 1. Podle předpokladu posloupnost {fn(x)}∞n=1 konverguje v bodě c ∈ (a, b), tedy

∀ ε > 0 ∃n1 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n1 plat́ı |fn(c)− fm(c)| < ε

2
.

Dále {f ′n(x)}∞n=1 konverguje stejnoměrně, tedy

∃n2 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n2 a ∀x ∈ (a, b) plat́ı |f ′n(x)− f ′m(x)| < ε

2(b− a)
.

Jestliže nyńı zvoĺıme n0 = max{n1, n2}, potom

∀m,n ≥ n0 a ∀x ∈ (a, b) plat́ı {fm(x)− fn(x)} − {fm(c)− fn(c)} = (x− c){f ′m(ξ)− f ′n(ξ)},

kde ξ lež́ı mezi body c a x. Tedy pro x ∈ (a, b) plat́ı

|fm(x)− fn(x)| ≤ |fm(c)− fn(c)|+ (b− a)|f ′m(ξ)− f ′n(ξ)| < ε,

a posloupnost {fn(x)}∞n=1 konverguje stejnoměrně v (a, b).

2. Označme

ϕn(h) =
fn(x0 + h)− fn(x0)

h
, ϕ(h) =

f(x0 + h)− f(x0)
h

,

kde x0, x0 + h ∈ (a, b). Je lim
n→∞

ϕn(h) = ϕ(h) a ukážeme, že tato limita existuje stejnoměrně
vzhledem k h. Plat́ı

ϕm(h)− ϕn(h) =
1
h
{[fm(x0 + h)− fn(x0 + h)]− [fm(x0)− fn(x0)]} = f ′m(ξ)− f ′n(ξ),

kde ξ lež́ı mezi x0 a x0 + h. Tedy

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n0 je |ϕm(h)− ϕn(h)| = |f ′m(ξ)− f ′n(ξ)| < ε.

Dále lim
h→0

ϕn(h) = f ′n(x0) existuje pro každé n ∈ N. Tedy existuj́ı i lim
n→∞

f ′n(x0) , lim
h→0

ϕ(h) a jsou

si rovny, neboli
lim

n→∞
f ′n(x0) = lim

h→0
ϕ(h) = f ′(x0).

Věta: Necht’ funkce fn(x) (n = 1, 2, . . . ) maj́ı v omezeném intervalu (a, b) primitivńı funkce
Fn(x), jež zvoĺıme tak, aby posloupnost {Fn(x)}∞n=1 konvergovala alespoň v jednom bodě
c ∈ (a, b). Předpokládejme, že posloupnost {fn(x)}∞n=1 konverguje stejnoměrně v (a, b). Potom je
též posloupnost {Fn(x)}∞n=1 stejnoměrně konvergentńı v (a, b) a polož́ıme-li

f(x) = lim
n→∞

fn(x) , F (x) = lim
n→∞

Fn(x),

je F primitivńı funkćı k f v (a, b).

Důkaz: Tvrzeńı věty plyne okamžitě z předchoźı věty. Zbývá pouze ukázat, že posloupnost
{Fn(x)}∞n=1 lze vždy zvolit tak, aby konvergovala v bodě c ∈ (a, b). To je ale snadné. Bud’te Gn(x)
nějaké primitivńı funkce k fn(x) a položme Fn(x) = Gn(x)−Gn(c).

Poznámka: Př́ıslušné věty pro nekonečné funkčńı řady dostaneme okamžitě z předchoźıch
vět. Jen pro úplnost je seṕı̌seme.
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Věta: Funkce u1(x) , u2(x) , . . . necht’ jsou spojité v intervalu I a řada
∞∑

n=1
un(x) stejnoměrně

konvergentńı v I. Potom je součet této řady spojitá funkce v I.

Věta: Funkce uk(x) , (k = 1, 2, . . . ) necht’ maj́ı v intervalu (a, b) derivace u′k(x). Předpokládej-

me, že řada
∞∑

n=1
un(x) konverguje alespoň v jednom bodě intervalu (a, b) a řada

∞∑
n=1

u′n(x) konver-

guje stejnoměrně v (a, b). Potom je též řada s(x) =
∞∑

n=1
un(x) stejnoměrně konvergentńı v (a, b)

a plat́ı s′(x) =
∞∑

n=1
u′n(x).

Věta: Funkce uk(x) , (k = 1, 2, . . . ) necht’ maj́ı v intervalu (a, b) primitivńı funkce Uk(x), jež

zvoĺıme tak, že řada
∞∑

n=1
Un(x) konverguje alespoň v jednom bodě (a, b). Předpokládejme, že řada

∞∑
n=1

un(x) konverguje stejnoměrně v (a, b). Potom je řada
∞∑

n=1
Un(x) stejnoměrně konvergentńı v

(a, b) a jej́ı součet je v (a, b) primitivńı funkćı k součtu řady
∞∑

n=1
un(x).

Př́ıklady: 1. Najděte rozvoj funkce y = arctg x v nekonečnou řadu.

Řešeńı: Je d
dx arctg x = 1

1+x2 = 1 − x2 + x4 − . . . a tato řada konverguje pro x ∈ (−1, 1).
(Je to geometrická řada s kvocientem −x2). Je-li nyńı x ∈ (−1, 1) libovolné a q ∈ (0, 1) pevné

a takové, že |x| ≤ q, pak je řada 1 + q2 + q4 + · · · =
∞∑

n=0
q2n majorantńı č́ıselné řada k řadě

1−x2 +x4−· · · =
∞∑

n=0
(−1)nx2n a podle Weierstrassova kritéria je tedy stejnoměrně konvergentńı.

Podle předchoźı věty je tedy řada x − x3

3 + x5

5 − · · · =
∞∑

n=0
(−1)n x2n+1

2n+1 stejnoměrně konvergentńı

(konverguje pro x = 0) v intervalu (−1, 1) a jej́ı součet je primitivńı funkćı k funkci 1
1+x2 . Tedy

arctg x+ C = x− x3

3 + x5

5 − . . . . Jestliže dosad́ıme x = 0, dostaneme, že C = 0. Tedy

arctg x =
∞∑

n=0

(−1)n x
2n+1

2n+ 1
, x ∈ (−1, 1).

Poznámka: V následuj́ıćım paragrafu uvedeme efektivněǰśı metodu pro vyjádřeńı funkce
pomoćı nekonečné řady. K tomu však muśıme vybudovat základy teorie nekonečných mocninných
řad.

2. Ukažte, že posloupnost fn(x) = 1
narctg xn , n = 1, 2, . . . , konverguje stejnoměrně pro x ∈ R,

ale [
lim

n→∞
fn(x)

]′
x=1

6= lim
n→∞

f ′n(1).

Řešeńı: Zřejmě plat́ı |fn(x)| ≤ π
2n −→

n→∞
0, tedy lim

n→∞
fn(x) = 0 stejnoměrně pro x ∈ R. Dále

f ′n(x) = xn−1

1+x2n ; tato posloupnost se však nechová již pěkně. Plat́ı

lim
n→∞

fn(x) = 0 a tedy
[

lim
n→∞

fn(x)
]′

x=1
= 0 .

Na druhé straně je

f ′n(1) =
1
2
∀n ∈ N a odtud lim

n→∞
f ′n(1) =

1
2
.
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6.2 Mocninné řady.

Definice: Bud’te z0, a0, a1, a2, . . . komplexńı č́ısla. Mocninnou řadou se středem v bodě z0
nazveme každou řadu tvaru

a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + a3(z − z0)3 + · · · =
∞∑

n=0

an(z − z0)n.

Poznámky: 1. Pro začátek budeme uvažovat mocninné řady v komplexńım oboru, vzhledem
k tomu, že hlavńı věta o konvergenci takové řady plat́ı i v komplexńım oboru. Nav́ıc je jej́ı geo-
metrická interpretace názorněǰśı a při d̊ukazu nic neźıskáme, pokud se omeźıme pouze na reálný
obor. Až budeme tyto řady derivovat, z̊ustaneme již v reálném oboru.

2. Mocninná řada je speciálńım př́ıpadem funkčńı řady
∞∑

n=0
un(z), kde un(z) = an(z − z0)n.

Věta: Existuje č́ıslo R ∈ 〈0,+∞) [ resp. R = +∞], nazývané poloměrem konvergence dané

mocninné řady
∞∑

n=0
an(z − z0)n tak, že tato řada konverguje pro |z − z0| < R a diverguje pro

|z − z0| > R.
V daném kruhu |z − z0| < R konverguje řada absolutně a v každém kruhu |z − z0| ≤ r, kde

r < R konverguje stejnoměrně.

Důkaz: Jestliže si načrtneme obrázek, Obrázek je vidět, že věta má velmi názornou geomet-
rickou interpretaci.

Dále je zřejmé, že stač́ı předpokládat, že z0 = 0, jinak zavedeme substituci z − z0 = u.
1. Označme

R = sup

{
|z| ; řada

∞∑
n=0

anz
n konverguje

}
Je zřejmé, že řada diverguje pro |z| > R. Bud’ nyńı z takové, že |z| < R. Potom existuje z1 tak,

že |z| < |z1| ≤ R a řada
∞∑

n=0
anz

n
1 konverguje. Existuje tedy konstanta M tak, že |anz

n
1 | ≤M pro

všechna n ∈ N. Dále

|anz
n| = |anz

n
1 | ·

∣∣∣∣ zz1
∣∣∣∣n ≤M

∣∣∣∣ zz1
∣∣∣∣n .

Poněvadž je
∣∣∣ z
z1

∣∣∣ < 1, řada
∞∑

n=0
anz

n konverguje absolutně.

2. Bud’ r < R. Potom existuje z1 tak, že |z1| > r a řada
∞∑

n=0
anz

n
1 konverguje. Dále pro |z| ≤ r

plat́ı

|anz
n| = |anz

n
1 | ·

∣∣∣z
r

∣∣∣n · ∣∣∣∣ rz1
∣∣∣∣n ≤M

∣∣∣∣ rz1
∣∣∣∣n .

Poněvadž je
∣∣∣ r
z1

∣∣∣ < 1, dostáváme konvergentńı č́ıselnou majorantu a podle Weierstrassova kritéria
daná řada konverguje stejnoměrně.

Poznámka: V daľśım se budeme věnovat pouze mocninným řadám v reálném oboru, i když
většina tvrzeńı plat́ı i v komplexńım oboru. Museli bychom však zavést pojem spojitosti, derivace
a integrálu pro funkce komplexńı proměnné. Obor konvergence se nyńı redukuje na interval
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(x0 −R, x0 +R), kde x0 ∈ R je střed dané mocninné řady a R je poloměr konvergence.

Věta: Součet mocninné řady

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− x0)n

je funkce spojitá v libovolném uzavřeném intervalu, obsaženém v intervalu konvergence.

Důkaz: Tvrzeńı je zřejmé, poněvadž je každá z funkćı an(x−x0)n spojitá a řada
∞∑

n=0
an(x−x0)n

konverguje stejnoměrně.

Věta: Součet mocninné řady

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− x0)n

je funkce, která má uvnitř intervalu konvergence derivace všech řád̊u, které dostaneme derivováńım
dané mocninné řady člen po členu. Přitom poloměr konvergence každé řady, vyjadřuj́ıćı př́ıslušnou
derivaci, je roven poloměru konvergence p̊uvodńı řady.

Důkaz: Předpokládejme opět, že x0 = 0. Řadu f(x) =
∞∑

n=0
anx

n formálně zderivujeme, tedy

f ′(x) =
∞∑

n=0
nanx

n−1 a ukážeme, že tato řada konverguje stejnoměrně v intervalu 〈−r, r〉, kde

r < R. Bud’ r < R1 < R a |x| ≤ r. Potom plat́ı

|nanx
n−1| ≤ n|an|rn−1 =

n|an|Rn
1

r

(
r

R1

)n

.

Poněvadž je řada
∞∑

n=0
anR

n
1 konvergentńı, existuje M ≥ 0 tak, že

|anR
n
1 | ≤M ∀n ∈ N a odtud |nanx

n−1| ≤ n
M

r
qn, kde q =

r

R1
< 1.

Ukážeme, že řada
∞∑

n=0
nM

r q
n konverguje. Podle d’Alembertova kritéria plat́ı

M
r (n+ 1)qn+1

M
r nq

n
=
n+ 1
n

· q −→
n→∞

q < 1

a podle Weierstrassova kritéria řada
∞∑

n=0
nanx

n konverguje stejnoměrně.

Poznámky: 1. Předchoźı věta umožňuje psát rovnou tvar libovolné derivace

f (k)(x) =
∞∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)an(x− x0)n−k pro k = 1, 2, . . . .

Přitom je poloměr konvergence každé z výše uvedených řad stejný jako poloměr konvergence
p̊uvodńı řady.
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2. Je-li f(x) =
∞∑

n=0
an(x − x0)n mocninná řada s poloměrem konvergence R > 0, potom plat́ı

f (k)(x0) = k! ak, neboli ak = f(k)(x0)
k! . Tedy daná řada má pro |x− x0| < R tvar

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n,

což je Taylorova řada.

Věta: Bud’ f(x) =
∞∑

n=0
an(x− x0)n mocninná řada s poloměrem konvergence R > 0. Potom

pro |x− x0| < R plat́ı
x∫

x0

f(t) dt =
∞∑

n=0

an

n+ 1
(x− x0)n+1.

Důkaz: Plyne okamžitě z př́ıslušné obecné věty o integraci nekonečné funkčńı řady.

Poznámka: Jestliže potřebujeme pro danou mocninnou řadu
∞∑

n=0
an(x − x0)n nalézt jej́ı

poloměr konvergence, můžeme využ́ıt skutečnosti, že pro mocninné řady je konvergence a absolutńı
konvergence totéž. To nám dovoluje použit́ı některého kritéria pro konvergenci řad s nezápornými
členy.

Věta: Bud’
∞∑

n=0
an(x−x0)n mocninná řada a necht’ existuje % = lim

n→∞
n
√
|an|. Potom je poloměr

konvergence R této mocninné řady roven R = 1
% , kde R = 0, je-li % = +∞ a R = +∞, je-li % = 0.

Důkaz: Užijeme-li Cauchyova limitńıho kritéria na řadu
∞∑

n=0
un, kde un = |an(x − x0)n|,

dostaneme
lim

n→∞
n
√
un = lim

n→∞
n
√
|an(x− x0)n| = % |x− x0|.

a odtud plyne tvrzeńı věty.

Věta: Bud’
∞∑

n=0
an(x−x0)n mocninná řada a necht’ existuje % = lim

n→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣ . Potom je poloměr

konvergence R této řady roven R = 1
% , kde R = 0, je-li % = +∞ a R = +∞, je-li % = 0.

Důkaz: Výsledek dostaneme okamžitě, využijeme-li d’Alembertova kritéria na řadu
∞∑

n=0
un

z předchoźı věty.

Poznámky: 1. Je-li
∞∑

n=0
an řada s nezápornými členy taková, že lim

n→∞
n
√
an neexistuje, ale

lim
n→∞

n
√
an < 1, potom je daná řada konvergentńı. Odtud dostaneme předpis pro poloměr konver-

gence mocninné řady
∞∑

n=0
an(x− x0)n. Plat́ı R = 1

lim
n→∞

n
√
|an|

.

2. Na závěr uvedeme bez d̊ukazu Abelovu větu, která nám dovoluje rozš́ı̌rit obor stejnoměrné
konvergence mocninné řady až do krajńıho bodu oboru konvergence.
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Věta: (Abel)

Předpokládejme, že řada f(x) =
∞∑

n=0
anx

n má poloměr konvergence R = 1. Potom plat́ı

1. Je-li řada
∞∑

n=0
an konvergentńı, je řada

∞∑
n=0

anx
n stejnoměrně konvergentńı v intervalu 〈0, 1〉.

Dále existuje lim
x→1−

f(x) =
∞∑

n=0
an.

2. Jestliže nav́ıc lim
n→∞

nan = 0 a existuje lim
x→1−

f(x), je řada
∞∑

n=0
an konvergentńı ( a jej́ı součet

je samozřejmě roven lim
x→1−

f(x)).

Poznámky: 1. Prvá část předchoźı věty je prototypem tzv. vět Abelova typu, druhá část je
nazývána větou Tauberova typu. Ta ukazuje, za jakých podmı́nek lze prvou část tvrzeńı obrátit.
Jak ukazuje př́ıslušná podmı́nka, stač́ı k tomu, aby posloupnost {an}∞n=0 konvergovala dostatečně
rychle k 0.

2. Ukazuje se, že předpoklad R = 1 neńı v předchoźı větě podstatný, stač́ı totiž zavést novou
proměnnou y = x

R . Stejně tak substitućı y = −x můžeme dostat analogický výsledek v levém
krajńım bodě. Pro př́ıpad, že x0 6= 0 , můžeme odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı formulovat pro bod x0 + 1 ,
resp. x0 +R .

Př́ıklady: 1. Najděte poloměr konvergence následuj́ıćıch řad

a)
∞∑

n=1

(−1)n

[
2n(n!)2

(2n+ 1)!

]p

xn b)
∞∑

n=1

(−1)n

n!

(n
a

)n

xn , a > 0.

Řešeńı: a) Podle d’Alembertova kritéria plat́ı

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

[
2n(n!)2

(2n+ 1)!
· (2n+ 3)!
2n+1 [(n+ 1)!]2

]p

= lim
n→∞

[
(2n+ 2)(2n+ 3)

2(n+ 1)2

]p

= 2p .

b) Podle téhož kritéria dostaneme

R = lim
n→∞

1
n!

(n
a

)n

· (n+ 1)!
(

a

n+ 1

)n+1

= a lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n

=
a

e
.

2. Najděte poloměr konvergence následuj́ıćıch řad

a)
∞∑

n=1

(
an

n
+
bn

n2

)
xn , (a, b > 0) b)

∞∑
n=1

2nx2n

3n + 4n
.

Řešeńı: a) Užijeme-li Cauchyova kritéria, dostaneme

1
R

= lim
n→∞

n

√
an

n
+
bn

n2
=


a lim

n→∞
n

√
1
n +

(
b
a

)n 1
n2 = a pro a ≥ b

b lim
n→∞

n

√(
a
b

)n 1
n + 1

n2 = b pro a ≤ b .

Jestliže výsledek shrneme, dostaneme, že R = min
{

1
a ; 1

b

}
.

b) Poněvadž je a2n−1 = 0 pro ∀n ∈ N , neexistuje lim
n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ ani lim
n→∞

n
√
|an| . Je však

2n−1
√
|an2−1| = 0 , lim

n→∞
2n
√
|a2n| = lim

n→∞
2n

√
2n

3n + 4n
= lim

n→∞
2n

√
1
2n

· 4n

3n + 4n
=

1√
2
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a tedy R = 1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

=
√

2 . Jestliže se chceme vyhnout použit́ı lim sup , můžeme postupovat

následuj́ıćım zp̊usobem. Označme u = x2 . Potom má řada
∞∑

n=1

2n

3n+4n · un poloměr konvergence

% = 2 a tedy x2 ∈ (−2, 2) , neboli x ∈
(
−
√

2,
√

2
)
.

Poznámka: V daľśım se budeme zaj́ımat o vyjádřeńı funkce f(x) pomoćı Taylorovy řady.
Plat́ı

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

xk +Rn+1(x) (Maclaurin̊uv vzorec).

Jestliže pro |x| < R plat́ı lim
n→∞

Rn+1(x) = 0, lze psát

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

xk pro |x| < R.

Lemma: Pro každé a ∈ (−∞,+∞) plat́ı lim
n→∞

an

n! = 0.

Důkaz: Poněvadž plat́ı | an | = | a |n , stač́ı předpokládat, že a > 0 . Dále je

n! = 1 · 2 · . . . · n
2
· . . . · (n− 1)n nebo n! = 1 · 2 · . . . · n− 1

2
· n+ 1

2
· . . . · (n− 1)n ,

podle toho, je-li n sudé nebo liché. V obou př́ıpadech však plat́ı, že n! ≥
(

n
2

)n
2 . Dále

an

n!
≤ an(

n
2

)n
2

a odtud lim
n→∞

an(
n
2

)n
2

= lim
n→∞

en ln a

e
n
2 ln n

2
= lim

n→∞
en{ln a− 1

2 ln n
2 } = 0 .

Věta: Má-li funkce f(x) v intervalu (−R,R) (R > 0) derivace všech řád̊u a tyto derivace jsou
pro x ∈ (−R,R) omezeny č́ıslem, nezávislým na n, tj. existuje M > 0 tak, že |f (n)(x)| ≤M plat́ı
pro všechna n = 1, 2, . . . a pro všechna x ∈ (−R,R), potom v celém intervalu (−R,R) plat́ı

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

xn.

Důkaz: Pro zbytek v Maclaurinově vzorci plat́ı

|Rn+1(x)| =
∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ ≤M · Rn+1

(n+ 1)!

a poněvadž je lim
n→∞

Rn+1

(n+1)! = 0 podle předchoźıho lemmatu, plat́ı tvrzeńı věty.

Poznámka: Pro funkce ex, sinx, cosx plat́ı pro x ∈ (−∞,+∞)

f (n)(x) = ex , sin
(
x+ n

π

2

)
, cos

(
x+ n

π

2

)
,

a odtud plyne okamžitě zněńı následuj́ıćı věty.

Věta: Pro všechna x ∈ (−∞,+∞) plat́ı

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .
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sinx =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

cosx =
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

Poznámka: Jestliže do vzorce pro rozvoj funkce ex dosad́ıme x = iϕ, dostaneme

eiϕ =
∞∑

n=0

(iϕ)n

n!
= 1 +

iϕ

1!
− ϕ2

2!
− i

ϕ3

3!
+
ϕ4

4!
+ i

ϕ5

5!
− ϕ6

6!
− i

ϕ7

7!
+
ϕ8

8!
+ · · · =

= 1− ϕ2

2!
+
ϕ4

4!
− ϕ6

6!
+ . . . + i

{
ϕ

1!
− ϕ3

3!
+
ϕ5

5!
− ϕ7

7!
+ . . .

}
= cosϕ+ i sinϕ.

T́ım jsme dokázali Eulerovu identitu eiϕ = cosϕ+ i sinϕ. Provedené přerovnáńı řady si můžeme
dovolit, poněvadž je absolutně konvergentńı.

Př́ıklady: 1. Ukažte, že pro x ∈ (−∞,+∞) plat́ı

shx =
∞∑

n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
, chx =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
.

Řešeńı: Plat́ı

shx =
ex − e−x

2
=

1
2

{ ∞∑
n=0

xn

n!
−

∞∑
n=0

(−1)nxn

n!

}
=

=
1
2

{
1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · −

[
1− x

1!
+
x2

2!
− x3

3!
+ . . .

]}
=

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
.

Analogicky

chx =
ex + e−x

2
=

1
2

{ ∞∑
n=0

xn

n!
+

∞∑
n=0

(−1)nxn

n!

}
=

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
.

2. Ukažte, že pro x ∈ (−1, 1〉 plat́ı

ln(1 + x) =
∞∑

n=0

(−1)n x
n+1

n+ 1
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . .

Řešeńı: Označ́ıme-li f(x) = ln(1 + x), potom plat́ı

f ′(x) =
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · =

∞∑
n=0

(−1)nxn , x ∈ (−1, 1).

Odtud integraćı dostaneme

ln(1 + x) + C = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n x
n+1

n+ 1
, x ∈ (−1, 1).

Jestliže dosad́ıme x = 0, dostaneme, že C = 0. Pro x = 1 dostáváme řadu
∞∑

n=0

(−1)n

n+1 , která

konverguje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy věty tedy plat́ı ln 2 =
∞∑

n=0

(−1)n

n+1 a daná

mocninná řada konverguje v intervalu (−1, 1〉.
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3. Binomický rozvoj .

Ukažte, že pro m ∈ R a x ∈ (−1, 1) plat́ı

(1 + x)m = 1 +
∞∑

k=1

(
m

k

)
xk , kde

(
m

k

)
=
m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
.

Řešeńı: Podle Taylorova vzorce (MA1) plat́ı

(1 + x)m =
n∑

k=0

(
m

k

)
xk +Rn+1(x), kde Rn+1(x) = (n+ 1)

(
m

n+ 1

)
xn+1(1− ϑ)n (1 + ϑx)m−n−1;

ϑ ∈ (0, 1) , (Cauchẙuv tvar zbytku). Bud’ nyńı x ∈ (−1, 1) . Potom plat́ı

|Rn+1(x) | = |x |n+1(1 + ϑx)m−1

(
1− ϑ

1 + ϑx

)n ∣∣∣∣ m(m− 1) . . . (m− n)
n!

∣∣∣∣ .
Poněvadž (1 + ϑx)m−1 lež́ı mezi 1 a (1 + x)m−1 a 0 < 1−ϑ

1+ϑ x < 1 , dostaneme dále

|Rn+1(x) | ≤ max
{
1 , (1 + x)m−1

}
|x |n+1

∣∣∣∣ m(m− 1) . . . (m− n)
n!

∣∣∣∣ = αn .

Vzhledem k tomu, že αn > 0 a

lim
n→∞

αn+1

αn
= |x | lim

n→∞

∣∣∣∣ n+ 1−m

n+ 1

∣∣∣∣ = |x | < 1 ,

Plyne odtud, že lim
n→∞

Rn+1(x) = 0 pro x ∈ (−1, 1) .

4. Ukažte, že plat́ı

a) (1 + x2)arctg x = x+ 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

4n2−1 x2n+1 pro x ∈ 〈−1, 1〉,

b) ln(1+x)
1+x =

∞∑
n=1

(−1)n+1
(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n

)
xn pro x ∈ (−1, 1) ,

c) ex sinx =
∞∑

n=1

2n/2 sin nπ
4

n! xn pro x ∈ (−∞,+∞) .

Řešeńı: a) V předchoźım paragrafu jsme ukázali, že pro x ∈ (−1, 1) plat́ı

arctg x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n+ 1
.

Jestliže tento rozvoj vynásob́ıme výrazem 1 + x2 , dostaneme pro x ∈ (−1, 1)

(1 + x2)arctg x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n+ 1
+

∞∑
n=0

(−1)n x2n+3

2n+ 1
= x+

∞∑
n=1

(−1)n x2n+1

2n+ 1
+

+
∞∑

k=1

(−1)k−1 x2k+1

2k − 1
= x+

∞∑
n=1

(−1)n−1

{
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

}
x2n+1 =

= x+
∞∑

n=1

(−1)n−1 2
4n2 − 1

x2n+1 = x+ 2
∞∑

n=1

(−1)n+1 x2n+1

4n2 − 1
.
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Jestliže dosad́ıme krajńı body, dostaneme pro x = 1 řadu
∞∑

n=1

(−1)n+1

4n2−1 a pro x = −1 řadu
∞∑

n=1

(−1)n

4n2−1 ,

které jsou obě konvergentńı (dokonce absolutně) a tedy daný rozvoj konverguje pro x ∈ 〈−1, 1〉 .
b) Využit́ım rozvoj̊u funkćı ln(1 + x) a 1

1+x dostaneme pro x ∈ (−1, 1)

ln(1 + x)
1 + x

=
(
x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .

)
(1− x+ x2 − x3 + x4 − x5 + . . . ) =

= x− x2

(
1 +

1
2

)
+ x3

(
1 +

1
2

+
1
3

)
− x4

(
1 +

1
2

+
1
3

+
1
4

)
+ . . .

a odtud indukćı dostaneme, že

ln(1 + x)
1 + x

=
∞∑

n=1

(−1)n+1

(
1 +

1
2

+ · · ·+ 1
n

)
xn =

∞∑
n=1

(−1)n+1
n∑

k=1

1
k
· xn .

c) Jestliže opět využijeme rozvoj̊u funkćı ex a sinx , můžeme pro x ∈ (−∞,+∞) psát

ex sinx =
(

1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ . . .

)(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

)
=

=
x

0! · 1!
+

x2

1! · 1!
+x3

(
1

1! · 2!
− 1

0! · 3!

)
+x4

(
1

1! · 3!
− 1

1! · 3!

)
+x5

(
1

1! · 4!
− 1

2! · 3!
+

1
0! · 5!

)
+. . .

a máme problém. Předpis pro n−tý koeficient budeme hledat jen se značnými pot́ıžemi. Existuje
však jiná, efektivněǰśı metoda postupu. Užit́ım Eulerovy identity dostaneme

ex · sinx = ex · e
ix − e−ix

2i
=

1
2i

{
e(1+i)x − e(1−i)x

}
=

=
1
2i

{ ∞∑
n=0

(1 + i)n xn

n!
−

∞∑
n=0

(1− i)n xn

n!

}
=

1
2i

∞∑
n=0

{ (1 + i)n − (1− i)n } x
n

n!
.

Dále plat́ı

1 + i =
√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=
√

2e
iπ
4 ; 1− i =

√
2
(
cos

π

4
− i sin

π

4

)
=
√

2e−
iπ
4 ,

neboli
1
2i

∞∑
n=0

2
n
2

{
e

inπ
4 − e

−inπ
4

} xn

n!
=

∞∑
n=1

2n/2 sin nπ
4

n!
xn .

5. Ukažte, že

a)
∞∑

n=0

n2+1
2nn! x

n = ex/2
(

x2

4 + x
2 + 1

)
,

b)
∞∑

n=1

(−1)n−1

n(2n−1) x
2n = 2x arctg x− ln(1 + x2) .

Řešeńı: a) Neńı těžké se přesvědčit, že poloměr konvergence dané řady je R = +∞ . Dále
plat́ı

∞∑
n=0

n2 + 1
2nn!

xn =
∞∑

n=0

n2 + 1
n!

(x
2

)n

=
∞∑

n=1

n

(n− 1)!

(x
2

)n

+
∞∑

n=0

(
x
2

)n
n!

=

=
∞∑

k=0

k + 1
k!

(x
2

)k+1

+ e
x
2 =

∞∑
k=1

1
(k − 1)!

(x
2

)k+1

+
x

2

∞∑
k=0

(
x
2

)k
k!

+ e
x
2 =
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=
∞∑

m=0

(
x
2

)m+2

m!
+ e

x
2

( x
2

+ 1
)

=
x2

4

∞∑
m=0

(
x
2

)m
m!

+ e
x
2

( x
2

+ 1
)

= e
x
2

(
x2

4
+
x

2
+ 1
)
.

b) Poloměr konvergence dané řady je roven 1. Označme nyńı

f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n(2n− 1)
x2n .

Potom pro x ∈ (−1, 1) plat́ı

f ′(x) = 2
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
x2n−1 ; f ′′(x) = 2

∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−2

a dostáváme geometrickou řadu se součtem 2
1+x2 . Plat́ı tedy f ′(x) = 2arctg x + C a poněvadž

f ′(0) = 0 , plyne odtud, že C = 0 . Dále

f(x) = 2
∫

arctg x dx =

∣∣∣∣∣ u = arctg x v′ = 1
u′ = 1

1+x2 v = x

∣∣∣∣∣ = 2x arctg x− 2
∫

x dx

1 + x2
=

= 2x arctg x− ln(1 + x2) +K .

Plat́ı opět, že f(0) = 0 , tedy K = 0 . T́ım dostáváme požadované vyjádřeńı. Nav́ıc je tento rozvoj
konvergentńı stejnoměrně v intervalu 〈−1, 1〉 , což mimo jiné znamená, že řada

∞∑
n=1

(−1)n−1

n(2n− 1)
má součet 2arctg 1− ln 2 =

π

2
− ln 2 .

6. Vypočtěte integrály

a)

x∫
0

e−t2 dt b)

x∫
0

dt√
1− t4

.

Řešeńı: a) Je známo, že tento integrál existuje (integrál ze spojité funkce), ale nelze jej
vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı. Nicméně snadno jej vyjádř́ıme pomoćı nekonečné mocninné
řady. Pro t ∈ (−∞,+∞) plat́ı

e−t2 =
∞∑

n=0

(
−t2

)n
n!

=
∞∑

n=0

(−1)n t
2n

n!

a odtud
x∫

0

e−t2 dt =
∞∑

n=0

(−1)n

x∫
0

t2n

n!
dt =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

n!(2n+ 1)
.

b) Jestliže využijeme binomický rozvoj
(
m = − 1

2

)
, můžeme pro t ∈ (−1, 1) psát

1√
1− t4

= 1 +
∞∑

k=1

(
− 1

2

k

)(
−t4

)k
= 1 +

∞∑
k=1

(
− 1

2

k

)
(−1)k t4k .

Pro výpočet binomického koeficientu plat́ı(
− 1

2

k

)
=
− 1

2

(
− 1

2 − 1
)
. . .
(
− 1

2 − k + 1
)

k!
=

(−1)k · 1 · 3 . . . (2k − 1)
2k k!

=
(−1)k(2k − 1)!!

(2k)!!
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a tedy
1√

1− t4
= 1 +

∞∑
k=1

(2k − 1)!!
(2k)!!

t4k .

Integraćı této řady člen po členu dostaneme

x∫
0

dt√
1− t4

= x+
∞∑

k=1

(2k − 1)!!
(2k)!!

x∫
0

t4k dt = x+
∞∑

k=1

(2k − 1)!!
(2k)!!

x4k+1

4k + 1
.

Jestliže dosad́ıme krajńı body x = ±1 , dostaneme řadu
∞∑

k=1

(2k−1)!!
(4k+1)(2k)!! , pro niž plat́ı podle

Raabeova kritéria

lim
k→∞

k

(
ak

ak+1
− 1
)

= lim
k→∞

k

(
(2k − 1)!!

(4k + 1)(2k)!!
· (4k + 5)(2k + 2)!!

(2k + 1)!!
− 1
)

=

= lim
k→∞

k

(
(4k + 5)(2k + 2)
(4k + 1)(2k + 1)

− 1
)

= lim
k→∞

12k2 + 9k
(4k + 1)(2k + 1)

=
12
8

=
3
2
> 1

a daný rozvoj tedy konverguje pro x ∈ 〈−1, 1〉 . O Raabeově kritériu se můžete poučit v textu
Seminář z matematické analýzy II, který bude brzy k disposici.

6.3 Fourierovy řady.

6.3.1 Ortogonálńı systémy funkćı.

Definice: Množinu všech reálných nebo komplexńıch funkćı takových, že
b∫

a

| f(x) |2 dx <∞ ,

označ́ıme L2(a, b) a nazveme Hilbertovým prostorem funkćı na intervalu 〈a, b〉 .

Definice: Jsou-li f, g ∈ L2(a, b) , potom jejich skalárńım součinem (f, g) rozumı́me výraz

(f, g) =

b∫
a

f(x) g(x) dx .

Normou funkce f ∈ L2(a, b) nazveme výraz

‖ f ‖ =
√

(f, f) =


b∫

a

| f(x) |2 dx


1
2

.

Poznámky: 1. Polož́ıme-li si otázku, jaké funkce tvoř́ı Hilbert̊uv prostor L2(a, b) , zjist́ıme
velmi brzy, že nejsme schopni uspokojivě na tuto otázku odpovědět. Ta totiž vyžaduje zave-
deńı obecněǰśıho pojmu integrálu, tzv. Lebesgueova integrálu, což přesahuje zat́ım naše možnosti.
Zájemce se může poučit v textu MA5 Lebesgue̊uv integrál. Pro naši potřebu bude stačit, když si
pod prvky L2(a, b) představ́ıme libovolnou funkci f , pro niž daný Newton̊uv integrál konverguje,
at’ vlastńı nebo nevlastńı.

2. Z definice skalárńıho součinu neplyne, že integrál
b∫

a

f(x) g(x) dx v̊ubec existuje. Je to však

d̊usledek Hölderovy nerovnosti pro integrály. (p = q = 2).
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Věta: Skalárńı součin má následuj́ıćı vlastnosti:
1. (f1 + f2, g) = (f1, g) + (f2, g) ∀ f1, f2, g ∈ L2(a, b) .
2. (α f, g) = α (f, g) ∀ f, g ∈ L2(a, b) ; ∀α ∈ C .

3. (g, f) = (f, g) ∀ f, g ∈ L2(a, b) .
4. (f, α g) = α (f, g) ∀ f, g ∈ L2(a, b) ; ∀α ∈ C .

5. (f, g1 + g2) = (f, g1) + (f, g2) ∀ f, g1, g2 ∈ L2(a, b) .

Důkaz: Všechna tvrzeńı se snadno ověř́ı př́ımým výpočtem a nebudeme je provádět. Jedinou
výjimkou je tvrzeńı 3, v souvislosti s ńımž je třeba si uvědomit, že

(g, f) =

b∫
a

g(x) f(x) dx =

b∫
a

f(x) g(x) dx =

b∫
a

f(x) g(x) dx = (f, g) .

Přechod k ”pruhu“ nad celým integrálem, tedy třet́ı rovnost je možná proto, že integrál jako takový
je definován jako limita integrálńıch součt̊u.

Věta: Jsou-li f, g ∈ L2(a, b) , potom je i f + g ∈ L2(a, b) a plat́ı
1. ‖ f + g ‖ ≤ ‖ f ‖+ ‖ g ‖ - trojúhelńıková nerovnost
2. | (f, g) | ≤ ‖ f ‖ · ‖ g ‖ - Cauchyova nerovnost.

Důkaz: Skutečnost, že f + g ∈ L2(a, b) jakmile je f, g ∈ L2(a, b) je d̊usledek Minkowského
nerovnosti pro integrály. Ta nám též zároveň dokazuje platnost trojúhelńıkové nerovnosti. Stejně
tak z poznámky za definićı skalárńıho součinu plyne platnost Cauchyovy nerovnosti.

Poznámky: 1. Pro osvěžeńı uvedeme integrálńı tvary Hölderovy a Minkowského nerovnosti.
Plat́ı

b∫
a

| f(x) g(x) | dx ≤


b∫

a

| f(x) |p dx


1
p


b∫
a

| g(x) |q dx


1
q

, kde p > 1 ,
1
p

+
1
q

= 1 ,

jakmile je pravá strana konečná.
b∫

a

| f(x) + g(x) |p dx


1
p

≤


b∫

a

| f(x) |p dx


1
p

+


b∫

a

| g(x) |p dx


1
p

, kde p ≥ 1 ,

jakmile je pravá strana konečná. Důkaz obou nerovnost́ı se provede analogicky jako pro konečné
součty.

2. Z předchoźı věty plyne, že s libovolnou dvojićı f, g ∈ L2(a, b) je f + g ∈ L2(a, b) . Dále je
zřejmé, že α f ∈ L2(a, b) pro libovolný skalár α ∈ C . To však znamená, že L2(a, b) tvoř́ı vektorový
prostor. Je samozřejmě dimL2(a, b) = +∞ .

Definice: Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}∞n=1 , fn ∈ L2(a, b) konverguje k funkci
f ∈ L2(a, b) , podle středu, jestliže plat́ı

lim
n→∞

‖ fn − f ‖ = 0 .
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Definice: O dvou funkćıch f, g ∈ L2(a, b) řekneme, že jsou ortogonálńı, jestliže (f, g) = 0 .
O posloupnosti {ϕn}∞n=1 , ϕn ∈ L2(a, b) řekneme, že tvoř́ı ortogonálńı systém funkćı, jestliže

plat́ı
(ϕn, ϕm) = 0 pro n 6= m.

Tento systém nazveme ortonormálńı, jestliže nav́ıc

‖ϕn ‖ = 1 pro n = 1, 2, . . . .

Poznámka: Ortonormálńı systém funkćı {ϕn}∞n=1 lze charakterizovat předpisem

(ϕn, ϕm) = δn,m ,

kde δn,m je tzv. Croneckerovo delta, tedy č́ıslo, které je rovno 0 pro n 6= m a rovno 1 pro n = m.

Definice: Ortogonálńı systém funkćı {ϕn}∞n=1 nazveme úplný v L2(a, b) , jestliže plat́ı:
Je-li pro nějakou funkci f ∈ L2(a, b) (f, ϕn) = 0 pro n = 1, 2, . . . , potom je ‖ f ‖ = 0 .

Poznámky: 1. Požadavek ‖ f ‖ = 0 neznamená, že f je identicky nulová funkce, ale pouze to,

že
b∫

a

| f(x) |2 dx = 0 . Tedy na př́ıklad dvě funkce, které se od sebe lǐśı v konečně mnoha bodech,

maj́ı tu vlastnost, že ‖ f − g ‖ = 0 . To mimo jiné znamená, že prvky L2(a, b) nejsou funkce, ale
tř́ıdy funkćı, které se od sebe ”př́ılǐs nelǐśı“. Přesto s nimi budeme zacházet jako s funkcemi. Pro
přesný výklad muśıme opět sahnout po Lebesgueově integrálu.

2. V daľśım výkladu ukážeme, že je-li {ϕn}∞n=1 úplný ortonormálńı systém funkćı v L2(a, b) ,
potom je možné každou funkci f ∈ L2(a, b) vyjádřit ve tvaru

f =
∞∑

k=1

ck ϕk ,

kde daná řada konverguje podle středu, tedy

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ f −
n∑

k=1

ck ϕk

∥∥∥∥∥ = 0 .

To odpov́ıdá v konečnědimensionélńım eukleidovském prostoru vlastnosti, že každý vektor lze jed-
noznačně vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u ortonormálńı báze. Fourierovy řady můžeme
tedy z tohoto hlediska chápat jako př́ımé zobecněńı těchto vlastnost́ı na prostory nekonečné di-
mense. Jejich uplatněńı však bude mnohem širš́ı.

3. Je-li {fn}∞n=1 ortogonálńı systém funkćı v L2(a, b) , který neobsahuje nulovou funkci

(‖fn‖ 6= 0) , potom {ϕn}∞n=1 , kde ϕn = fn

‖fn‖ tvoř́ı ortonormálńı systém.

4. Položme si následuj́ıćı otázku. Jak máme aproximovat danou funkci f ∈ L2(a, b) pomoćı
ortonormálńıho systému {ϕk}∞k=1 ? Bud’ n ∈ N a označme

σn =
n∑

k=1

γk ϕk .

Budeme hledat podmı́nky na koeficienty γk (zat́ım neznámé) tak, aby odchylka δn = ‖ f − σn ‖2
byla minimálńı. Plat́ı

δn = (f −σn, f −σn) = ‖ f ‖2− (f, σn)− (σn, f)+‖σn ‖2 = ‖ f ‖2−
n∑

k=1

γk(f, ϕk)−
n∑

k=1

γk(ϕk, f)+
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+
n∑

k=1

n∑
j=1

γkγj(ϕk, ϕj) = ‖ f ‖2 −
n∑

k=1

γk(f, ϕk)−
n∑

k=1

γk(ϕk, f) +
n∑

k=1

| γk |2 ‖ϕk ‖2 =

= ‖ f ‖2 −
n∑

k=1

ck γk −
n∑

k=1

γk ck +
n∑

k=1

| γk|2 = ‖ f ‖2 −
n∑

k=1

(ck − γk)(ck − γk)−
n∑

k=1

| ck|2 ,

kde ck = (f, ϕk) . Vzhledem k tomu, že prostředńı člen v posledńım součtu je vždy nezáporný,
bude δn minimálńı, jestliže

γk = ck = (f, ϕk) =

b∫
a

f(x)ϕk(x) dx .

Definice: Bud’ {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém funkćı v L2(a, b) , f ∈ L2(a, b) . Potom č́ısla

ck = (f, ϕk) =

b∫
a

f(x)ϕk(x) dx

nazýváme Fourierovými koeficienty funkce f vzhledem k ortonormálńımu systému {ϕk}∞k=1 .

Věta: Je-li f ∈ L2(a, b) , {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém funkćı v L2(a, b) , n ∈ N , potom

mnohočlen n−tého řádu
n∑

k=1

γk ϕk , který f nejlépe aproximuje, je Fourier̊uv mnohočlen. Aprox-

imaci rozumı́me ve smyslu normy v L2(a, b) , tedy
∥∥∥∥ f − n∑

k=1

γk ϕk

∥∥∥∥ je pro Fourier̊uv mnohočlen

minimálńı.

Důkaz: Plyne okamžitě z poznámky 4.

Věta: Bud’ f ∈ L2(a, b) , {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém funkćı v L2(a, b) , n ∈ N , ck Fourierovy
koeficienty f vzhledem k systému {ϕk}∞k=1 . Potom plat́ı tzv. Besselova nerovnost

b∫
a

| f(x) |2 dx ≥
∞∑

k=1

| ck |2 , neboli ‖ f ‖2 ≥
∞∑

k=1

| ck |2 .

Důkaz: Pro každé n ∈ N plat́ı podle poznámky 4

0 ≤

∥∥∥∥∥ f −
n∑

k=1

ck ϕk

∥∥∥∥∥
2

= ‖ f ‖2 −
n∑

k=1

| ck |2

a odtud přechodem k limitě pro n→∞ dostaneme ‖ f ‖2 ≥
∞∑

k=1

| ck |2 .

Důsledky: 1. Jsou-li {ck}∞k=1 Fourierovy koeficienty funkce f ∈ L2(a, b) vzhledem k ortonormálńımu
systému funkćı {ϕk}∞k=1 , potom je lim

k→∞
ck = 0 .

2. Je-li {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém funkćı v L2(a, b) , pak Fourierova řada libovolné funkce
f ∈ L2(a, b) konverguje podle středu, tedy existuje

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ck ϕk

∥∥∥∥∥ =

{ ∞∑
k=1

| ck |2
} 1

2

.
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Věta: Bud’ {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém funkćı v L2(a, b) . Potom je tento systém úplný
právě když pro každou funkci f ∈ L2(a, b) plat́ı tzv. Parsevalova rovnost

‖ f ‖2 =
∞∑

k=1

| ck |2 ,

kde ck jsou Fourierovy koeficienty funkce f .

Důkaz: 1. Bud’ {ϕk}∞k=1 úlpný systém, f ∈ L2(a, b) . Označme g =
∞∑

k=1

ck ϕk . Potom plat́ı

(f − g, ϕj) =

(
f −

∞∑
k=1

ck ϕk, ϕj

)
= (f, ϕj)−

∞∑
k=1

ck(ϕk, ϕj) = (f, ϕj)− cj = 0 pro j = 1, 2, . . . .

Z úplnosti systému {ϕk}∞k=1 plyne, že ‖ f − g ‖ = 0 , tedy ‖ f ‖2 =
∞∑

k=1

| ck |2 .

2. Necht’ (f, ϕk) = 0 pro k = 1, 2, . . . . Potom je ck = (f, ϕk) = 0 , neboli ‖ f ‖2 =
∞∑

k=1

| ck |2 = 0

a {ϕk}∞k=1 je úlpný ortonormálńı systém funkćı.

Př́ıklady úplných ortogonálńıch systémů funkćı.

Poznámka: Ověřit skutečnost, že daný systém je ortogonálńı, je rutinńı záležitost a u několika
následuj́ıćıch systémů tuto skutečnost opravdu ověř́ıme. Dokázat, že takový systém je úplný,
přesahuje zat́ım naše možnosti a nebudeme jej provádět.

1. Systém
{
einx

}+∞
n=−∞ je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2π .

Systém
{

1√
2π
einx

}+∞

n=−∞
je ortonormálńı. Je-li

f ∼
+∞∑

n=−∞
cn e

inx Fourierova řada f , potom cn =
1
2π

a+2π∫
a

f(t) e−int dt .

Důkaz: Plat́ı

(einx, eikx) =

a+2π∫
a

einx e−ikx dx =


1

i(n−k) e
i(n−k)x

∣∣∣a+2π

a
= 0 je-li n 6= k ,

a+2π∫
a

dx = 2π = ‖ einx‖2 je-li n = k .

Je totiž

ei(n−k)(a+2π) = cos(n− k)(a+ 2π) + i sin(n− k)(a+ 2π) = cos(n− k)a+ i sin(n− k)a = ei(n−k)a .

Označme nyńı

ϕn(x) =
1√
2π

einx , c∗n = (f, ϕn) =
1√
2π

a+2π∫
a

f(t) e−int dt .
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Potom můžeme psát

f ∼
+∞∑

n=−∞
c∗n ϕn =

+∞∑
n=−∞

1√
2π

a+2π∫
a

f(t) e−int dt · 1√
2π

einx =

=
+∞∑

n=−∞

1
2π

a+2π∫
a

f(t) e−int dt · einx =
+∞∑

n=−∞
cn e

inx ,

kde cn = 1
2π

a+2π∫
a

f(t) e−int dt je tvar Fourierova koeficientu.

Poznámky: 1. Fourier̊uv koeficient cn , se kterým budeme dále poč́ıtat, neńı sice přesně
skalárńı součin (f, ϕn) , ale má tu výhodu, že v sobě zahrne konstanty, které by se jinak objevovaly
ve vyjádřeńı. Stejný postup zvoĺıme i pro následuj́ıćı systémy.

2. Jestliže se vám zápis
+∞∑

n=−∞
cn e

inx zdá nesrozumitelný, stač́ı si uvědomit, že

+∞∑
n=−∞

an =
−1∑

n=−∞
an +

+∞∑
n=0

an ,

kde obě řady na pravé straně muśı konvergovat.

3. V daľśım postupu si formálně zjednoduš́ıme značeńı a budeme předpokládat, že a = −π .
Jak se ukazuje, neńı to žádné omezeńı obecnosti, poněvadž dané funkce budou 2π−periodické, po
př́ıpadě 2l−periodické (l > 0) .

2. Systém {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . } je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2π .
Systém

{
1√
2π
, 1√

π
cosx , 1√

π
sinx , 1√

π
cos 2x , 1√

π
sin 2x , . . .

}
je ortonormálńı. Je-li

f ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

( ak cos kx+ bk sin kx )

Fourierova řada funkce f , potom

ak =
1
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt ; k = 0, 1, 2, . . . , bk =
1
π

π∫
−π

f(t) sin kt dt ; k = 1, 2, . . . .

Důkaz: Je třeba dokázat, že

∀n, k ∈ N plat́ı (1, cosnx) = (1, sinnx) = (sinnx, cos kx) = 0

a dále
(sinnx, sin kx) = (cosnx, cos kx) = π δn,k ,

kde δn,k je Croneckerovo delta. Skutečně plat́ı

‖ 1 ‖2 = (1, 1) =

π∫
−π

1 · dx = 2π ;

‖ cos kx ‖2 = (cos kx, cos kx) =

π∫
−π

cos2 kx dx =
1
2

π∫
−π

(1 + cos 2kx) dx = π +
1
4k

sin 2kx
∣∣∣∣π
−π

= π .
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Analogicky ‖ sin kx ‖2 =
π∫

−π

sin2 kx dx = 1
2

π∫
−π

(1− cos 2kx) dx = π . Dále

(sin kx, cosnx) =

π∫
−π

sin kx cosnx dx =
1
2

π∫
−π

{ sin(k + n)x+ sin(k − n)x } dx = 0 ;

(cos kx, cosnx) =

π∫
−π

cos kx cosnx dx =
1
2

π∫
−π

{ cos(k + n)x+ cos(k − n)x } dx = 0 , n 6= k ;

(sin kx, sinnx) =

π∫
−π

sin kx sinnx dx =
1
2

π∫
−π

{ cos(k − n)x− cos(k + n)x } dx = 0 , k 6= n .

Označme nyńı

ϕ0(x) =
1√
2π

, ϕk(x) =
1√
π

cos kx , ψk(x) =
1√
π

sin kx ; k = 1, 2, . . . ;

a∗k = (f, ϕk) k = 0, 1, 2, . . . ; b∗k = (f, ψk) k = 1, 2, . . . .

Nyńı plat́ı

f ∼ a∗0 ϕ0(x) +
∞∑

k=1

(a∗k ϕk(x) + b∗k ψk(x)) =
1√
2π

π∫
−π

f(t) dt · 1√
2π

+

+
∞∑

k=1

 1√
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt · 1√
π

cos kx+
1√
π

π∫
−π

f(t) sin kt dt · 1√
π

sin kx

 =

=
1
2
· 1
π

π∫
−π

f(t) dt+
∞∑

k=1

 1
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt · cos kx+
1
π

π∫
−π

f(t) sin kt dt · sin kx

 =

=
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) .

Poznámka: Mezi systémy 1 a 2 existuje vzájemná souvislost, kterou dostaneme okamžitě
využit́ım Eulerovy identity. Plat́ı

f ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
a0

2
+

∞∑
k=1

{
ak

eikx + e−ikx

2
+ bk

eikx − e−ikx

2i

}
=

=
a0

2
+

∞∑
k=1

{
ak

eikx + e−ikx

2
− ibk

eikx − e−ikx

2

}
=
a0

2
+

∞∑
k=1

{
ak − ibk

2
eikx +

ak + ibk
2

e−ikx

}
a odtud c0 = a0

2 , ck = ak−ibk

2 , c−k = ak+ibk

2 . Obráceně, jestliže známe koeficienty ck , snadno
vypočteme koeficienty ak a bk . Plat́ı totiž a0 = 2c0 , ak = ck + c−k , bk = i(ck − c−k) .

Při praktickém rozhodováńı, který ze systémů použ́ıt k vyjádřeńı dané funkce, se většinou
rozhodneme tak, že pro komplexńı funkci f použijeme systému {einx}=∞n=−∞ a pro reálnou f systém
{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . } .
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3. Systém { cosnx }∞n=0 je ortogonálńı na intervalu (0, π) .

Systém 1√
π
,
√

2
π cosx ,

√
2
π cos 2x , . . . je ortonormálńı. Je-li

f ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx , potom an =
2
π

π∫
0

f(t) cosnt dt pro n = 0, 1, 2, . . . .

Důkaz: Snadno ověř́ıme, že (cos kx, cosnx) = 0 pro k, n = 0, 1, 2, . . . , n 6= k . Je-li k = n ,
dostaneme

‖ cosnx ‖2 = (cosnx, cosnx) =

π∫
0

cos2 nx dx =
1
2

π∫
0

(1 + cos 2nx) dx =
π

2
.

Použijeme-li postupu z předchoźıho př́ıkladu, odvod́ıme bez problémů tvar Fourierovy řady
i Fourierových koeficient̊u.

Poznámka: Předchoźı systém můžeme též chápat jako rozvoj sudé funkce na intervalu
(−π, π) . Skutečně, bud’ f funkce, definovaná na intervalu (0, π) a rozšǐrme ji na interval (−π, π)
tak, aby byla sudá. Označme toto rozš́ı̌reńı f̃ . Potom pro Fourierovy koeficienty f̃ plat́ı

ãn =
1
π

π∫
−π

f̃(t) cosnt dt =
2
π

π∫
0

f̃(t) cosnt dt =
2
π

π∫
0

f(t) cosnt dt = an n = 0, 1, 2, . . . .

(Integrand je sudá funkce). Podobně

b̃n =
1
π

π∫
−π

f̃(t) sinnt dt = 0 n = 1, 2, . . . ,

poněvadž integrand je lichá funkce.

4. Systém {sinnx}∞n=1 je ortogonálńı na intervalu (0, π) .

Systém
{√

2
π sinnx

}∞
n=1

je ortonormálńı. Je-li

f ∼
∞∑

n=1

bn sinnx , potom bn =
2
π

π∫
0

f(t) sinnt dt pro n = 1, 2, . . . .

Důkaz: Provede se analogicky jako v předchoźım př́ıpadu. Stejně tak můžeme zopakovat
poznámku k předchoźımu př́ıkladu s t́ım rozd́ılem, že tentokrát se jedná o Fourier̊uv rozvoj lichého
pokračováńı funkce f na intervalu (−π, π) .

5. Systém
{
ein πx

l

}+∞
n=−∞ je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2l (l > 0) .

Systém
{

1√
2l
ein πx

l

}+∞

n=−∞
je ortonormálńı. Je-li

f ∼
+∞∑

n=−∞
cn e

in πx
l , potom cn =

1
2l

l∫
−l

f(t) e−in πt
l dt ; n ∈ Z .
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Důkaz: Provedeme zcela analogicky jako v př́ıkladu 1. Stač́ı si uvědomit, že

∥∥ ein πx
l

∥∥2
=
(
ein πx

l , ein πx
l

)
=

l∫
−l

ein πx
l e−in πx

l dx = 2l .

6. Systém
{
1, cos nπx

l , sin nπx
l

}
; n ∈ N je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2l (l > 0) .

Systém
{

1√
2l
, 1√

l
cosx , 1√

l
sinx , 1√

l
cos 2x , 1√

l
sin 2x , . . .

}
je ortonormálńı. Je-li

f ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos

kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)
Fourierova řada funkce f , potom

ak =
1
l

l∫
−l

f(t) cos
kπt

l
dt ; k ∈ N ∪ {0} bk =

1
l

l∫
−l

f(t) sin
kπt

l
dt ; k ∈ N .

7. Systém
{
cos nπx

l

}∞
n=0

je ortogonálńı na intervalu (0, l) (l > 0) .

Systém
{

1√
l
,
√

2
l cos πx

l ,
√

2
l cos 2πx

l , . . .
}

je ortonormálńı. Je-li

f ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos
kπx

l
, potom je ak =

2
l

l∫
0

f(t) cos
kπt

l
dt pro k = 0, 1, 2, . . . .

8. Systém
{
sin nπx

l

}∞
n=1

je ortogonálńı na intervalu (0, l) (l > 0) .

Systém
{

1√
l
,
√

2
l sin πx

l ,
√

2
l sin 2πx

l , . . .
}

je ortonormálńı. Je-li

f ∼
∞∑

k=1

bk sin
kπx

l
, potom je bk =

2
l

l∫
0

f(t) sin
kπt

l
dt pro k = 1, 2, . . . .

Poznámka: Systémy 5 - 8 jsou analogíı systémů 1 - 4 pro funkce, které maj́ı libovolnou
periodu 2l (l > 0) a neńı na nich nic principiálně nového. Mohl by tedy vzniknout mylný dojem, že
všechny ortogonálńı systémy funkćı jsou v́ıce či méně tvořeny goniometrickými funkcemi. Existuje
však mnoho daľśıch systémů, jejichž základ neńı tvořen funkcemi goniometrickými, i když systémy
1 - 8 jsou použ́ıvány nejčastěji. Na ukázku uvedeme jeden systém tvořený polynomy.

9. Systém Legendreových polynomů Pn(x) = 1
2n n!

(
d
dx

)n
(x2 − 1)n tvoř́ı pro n = 0, 1, 2, . . .

úplný ortogonálńı systém funkćı na intervalu (−1, 1) .

Systém
{√

2n+1
2 Pn(x)

}∞
n=0

je ortonormálńı.
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6.3.2 Klasická teorie Fourierových řad.

Poznámka: Konvergence Fourierovy řady podle středu nezaručuje konvergenci dané řady pro
konkrétńı hodnotu x , neboli konvergenci bodovou. Touto otázkou se budeme zabývat ve zbývaj́ıćı
části. Pro zjednodušeńı řady výpočt̊u zvoĺıme opět výchoźı interval 〈−π, π〉 , i když závěry budou
většinou platit na libovolném intervalu délky 2π .

Lemma: Pro každé n ∈ N plat́ı

1
2

+ cosx+ · · ·+ cosnx =
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

;
1
π

π∫
−π

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

dx = 1 .

Důkaz: Jestliže využijeme Eulerovy identity, dostaneme

1
2

+ cosx+ · · ·+ cosnx =
1
2
(
1 + eix + e−ix + · · ·+ einx + e−inx

)
=

=
1
2
(
e−inx + · · ·+ e−ix + 1 + eix + · · ·+ einx

)
.

V závorce posledńıho členu figuruje součet 2n+ 1 člen̊u geometrické posloupnosti s prvým členem
e−inx a kvocientem q = eix , tedy

1
2

+ cosx+ · · ·+ cosnx =
1
2
e−inx ei(2n+1)x − 1

eix − 1
=

=
1
2
ei(n+1)x − e−inx

eix − 1
=

1
2
ei(n+ 1

2 )x − e−i(n+ 1
2 )x

ei x
2 − e−i x

2
=

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

.

Jestliže obě strany dané rovnosti vynásob́ıme 1
π a zintegrujeme přes interval 〈−π, π〉 , dostaneme

na levé straně 1
2π

π∫
−π

dx = 1 , což je jediný nenulový integrál.

Lemma: Bud’

s(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

( ak cos kx+ bk sin kx )

Fourierova řada 2π−periodické funkce f na intervalu (−π, π) . Položme

sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

( ak cos kx+ bk sin kx ) .

Potom plat́ı

sn(x) =
1
π

π∫
−π

f(x+ u)
sin
(
n+ 1

2

)
u

2 sin u
2

du .

Tento integrál nazýváme Dirichletovým integrálem.

Důkaz: Dosazeńım za Fourierovy koeficienty do sn(x) dostaneme

sn(x) =
1
2π

π∫
−π

f(t) dt+
n∑

k=1

 1
π

π∫
−π

f(t) cos kt cos kx dt+
1
π

π∫
−π

f(t) sin kt sin kx dt

 =
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=
1
π

π∫
−π

{
1
2

+
n∑

k=1

( cos kt cos kx+ sin kt sin kx )

}
f(t) dt =

=
1
π

π∫
−π

{
1
2

+
n∑

k=1

cos k(t− x)

}
f(t) dt =

1
π

π∫
−π

f(t)
sin
(
n+ 1

2

)
(t− x)

2 sin t−x
2

dt .

Jestliže zavedeme substituci t− x = u , dostaneme

sn(x) =
1
π

π−x∫
−π−x

f(x+ u)
sin
(
n+ 1

2

)
u

2 sin u
2

du =
1
π

π∫
−π

f(x+ u)
sin
(
n+ 1

2

)
u

2 sin u
2

du ,

poněvadž integrand je 2π−periodická funkce.

Poznámka: K odvozeńı alespoň jedné z vět o bodové konvergenci budeme potřebovat tzv.
Riemannovo lemma, jednu ze základńıch vět teorie Fourierových řad. Vzhledem k tomu, že jej́ı
d̊ukaz přesahuje naše možnosti, bude uvedena bez d̊ukazu.

! Věta: (Riemannovo lemma)
Bud’ f integrovatelná funkce na intervalu 〈a, b〉 ; (−∞ ≤ a < b ≤ +∞ ) . Potom je

lim
t→∞

β∫
α

f(x) sin tx dx = lim
t→∞

β∫
α

f(x) cos tx dx = 0

stejnoměrně pro a ≤ α < β ≤ b .

Věta: Bud’ f funkce, která má v intervalu 〈−π, π〉 omezenou derivaci a necht’

s(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

( ak cos kx+ bk sin kx )

je jej́ı Fourierova řada. Potom pro každé x ∈ (−π, π) plat́ı s(x) = f(x) .

Důkaz: Podle předchoźıho lemmatu stač́ı dokázat, že pro x ∈ (−π, π) je

f(x) = lim
n→∞

1
π

π∫
−π

f(x+ u)
sin
(
n+ 1

2

)
u

2 sin u
2

du ,

neboli

lim
n→∞

1
π

π∫
−π

[f(x+ u)− f(x)]
sin
(
n+ 1

2

)
u

2 sin u
2

du = 0 .

Z předpokladu existence derivace funkce f plyne, že existuje konstanta M > 0 tak, že plat́ı∣∣∣∣f(x+ u)− f(x)
2 sin u

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x+ u)− f(x)
u

·
u
2

sin u
2

∣∣∣∣ ≤M na (−π, π)

a tvrzeńı nyńı plyne z Riemannova lemmatu.
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Poznámka: V daľśım výkladu zformulujeme Dirichlet-Jordanovo kritérium, které nám poskyt-
ne uspokojivou odpověd’ na problém bodové a stejnoměrné konvergence Fourierovy řady. Budeme
k tomu však potřebovat pojem funkce s konečnou variaćı, který nyńı zavedeme a stručně poṕı̌seme
vlastnosti funkćı s konečnou variaćı.

Definice: Bud’ f funkce, definovaná na intervalu 〈a, b〉 (a, b ∈ R) a označme

D : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

děleńı intervalu 〈a, b〉 . Necht’

v(D) =
n∑

i=1

| f(xi)− f(xi−1) | a označme V (f) = V (f ; 〈a, b〉) = sup
D
v(D) ,

kde suprémum bereme přes všechna děleńı D intervalu 〈a, b〉 . Č́ıslo V (f) nazveme variaćı funkce
f na intervalu 〈a, b〉 . Je-li V (f) <∞ , řekneme, že f má konečnou variaci.

Věta: Plat́ı: 1. Je-li f monotonńı, je V (f) <∞ .
2. f má konečnou variaci v 〈a, b〉 právě když f = f1 − f2 , kde f1 a f2 jsou neklesaj́ıćı funkce
v 〈a, b〉 .
3. Je-li V (f ; 〈a, b〉) <∞ , pak f má nejvýše spočetnou množinu bod̊u nespojitosti. Všechny body
nespojitosti jsou 1. druhu.
4. Má-li f v intervalu 〈a, b〉 omezenou derivaci, potom V (f ; 〈a, b〉) <∞ .

Důkaz: Nebudeme provádět, zájemce se může poučit v textu MA5, věnovanému Lebesgueovu
integrálu. Pro zaj́ımavost uvád́ıme, že existuje spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉 , která nemá
konečnou variaci. Stejně tak existuje spojitá funkce na intervalu 〈−π, π〉 , tak, že jej́ı Fourierova
řada nekonverguje k funčńı hodnotě f(x) .

Věta: (Dirichlet-Jordanovo kritérium)
Bud’ f 2π−periodická funkce, která má v intervalu 〈−π, π〉 konečnou variaci a necht’

s(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

( ak cos kx+ bk sin kx )

je jej́ı Fourierova řada. Potom plat́ı

1. s(x) konverguje v každém bodě intervalu 〈−π, π〉 a je

α)
s(x) =

f(x+) + f(x−)
2

pro x ∈ (−π, π) ,

kde f(x+) = lim
t→x+

f(t) , f(x−) = lim
t→x−

f(t) .

β)
s(x) =

f(−π+) + f(π−)
2

pro x = ±π .

Speciálně je s(x) = f(x) v každém bodě spojitosti f .

2. Je-li f spojitá v intervalu 〈a, b〉 ⊂ (−π, π) , potom s(x) konverguje stejnoměrně v 〈a, b〉 .

Důkaz: Přesahuje naše současné možnosti a nebudeme jej provádět.

Poznámka: Na závěr uvedeme větu o integraci Fourierovy řady člen po členu, vzhledem k
tomu, že ji lze výhodně použ́ıt při praktickém výpočtu Fourierovy řady.
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Věta: (Integrace Fourierovy řady)
Bud’ f 2π−periodická absolutně integrovatelná funkce na intervalu 〈−π, π〉 a necht’

s(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

( ak cos kx+ bk sin kx )

je jej́ı Fourierova řada. Potom je funkce F (x) =
x∫
0

{
f(t)− a0

2

}
dt 2π−periodická a pro jej́ı

Fourierovu řadu plat́ı

F (x) =
A0

2
+

∞∑
k=1

−bk cos kx+ ak sin kx
k

, kde
A0

2
=

∞∑
k=1

bk
k
.

Fourierova řada funkce F konverguje nav́ıc stejnoměrně pro všechna x ∈ R .

Důkaz: Plat́ı

F (x+ 2π) =

x+2π∫
0

{
f(t)− a0

2

}
dt =

x∫
0

{
f(t)− a0

2

}
dt+

x+2π∫
x

{
f(t)− a0

2

}
dt =

= F (x) +

x+2π∫
x

f(t) dt− π a0 = F (x) .

Poněvadž je F (x) spojitá, plyne odtud podle Dirichlet-Jordanova kritéria, že jej́ı Fourierova řada
konverguje stejnoměrně na celé reálné př́ımce. Dále pro k ∈ N plat́ı

Ak =
1
π

π∫
−π

F (x) cos kx dx =
1
kπ

F (x) sin kx
∣∣∣∣π
−π

− 1
kπ

π∫
−π

{
f(x)− a0

2

}
sin kx dx = −bk

k
.

Analogicky

Bk =
1
π

π∫
−π

F (x) sin kx dx = − 1
kπ

F (x) cos kx
∣∣∣∣π
−π

+
1
kπ

π∫
−π

{
f(x)− a0

2

}
cos kx dx =

ak

k

a plat́ı tedy

F (x) =
A0

2
+

∞∑
k=1

−bk cos kx+ ak sin kx
k

.

Dále F (0) = 0 = A0
2 −

∞∑
k=1

bk

k , což je posledńı tvrzeńı věty.

Př́ıklad: Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = x pro x ∈ (−π, π) a načrtněte jej́ı graf.
Výsledku využijte k nalezeńı Fourierovy řady funkce g(x) = x2 a načrtněte též jej́ı graf. Užit́ım

tohoto rozvoje sečtěte řady
∞∑

k=1

1
k2 ,

∞∑
k=1

(−1)k+1

k2 .

Řešeńı: f je lichá funkce a tedy ak = 0 , k = 0, 1, 2, . . . . Dále

bk =
1
π

π∫
−π

x sin kx dx =
2
π

π∫
0

x sin kx dx =

∣∣∣∣∣ u = x v′ = sin kx

u′ = 1 v = − 1
k cos kx

∣∣∣∣∣ =
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= − 2x
kπ

cos kx
∣∣∣∣π
0

+
2
kπ

π∫
0

cos kx dx =
2(−1)k+1

k
,

tedy

x ∼ 2
∞∑

k=1

(−1)k+1 sin kx
k

.

Grafem je 2π−periodická funkce, která je rovna x pro x ∈ (−π, π) a rovna 0 pro x = ±π . graf

Integraćı této řady dostaneme

x2

2
=
A0

2
+ 2

∞∑
k=1

(−1)k cos kx
k2

, kde A0 =
1
π

π∫
−π

x2

2
dx =

1
π

π∫
0

x2 dx =
π2

3
.

Fourierova řada funkce g je tedy

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k cos kx
k2

.

To je opět 2π−peridická funkce, která je rovna x2 pro x ∈ 〈−π, π〉 . Jej́ı graf vypadá následovně.
graf

Jestliže využijeme Dirichlet-Jordanova kritéria, dostaneme

g(π) = π2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k cos kπ
k2

=
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1
k2

a tedy
∞∑

k=1

1
k2

=
π2

6
.

Analogicky

g(0) = 0 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k cos 0
k2

=
π2

3
− 4

∞∑
k=1

(−1)k+1

k2
a odtud

∞∑
k=1

(−1)k+1

k2
=
π2

12
.
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Kapitola 7

Cvičeńı.

7.1 Vektorové funkce.

7.2 Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných.

1. Bud’ z = x cos y−y cos x
1+sin x+sin y . Najděte ∂ z(0,0)

∂ x a ∂ z(0,0)
∂ y . [ 1 ; −1 ]

2. Bud’ u =
√

sin2 x+ sin2 y + sin2 z . Najděte
∂ u(0,0, π

4 )
∂ z .

[ √
2

2

]
3. Bud’ z = x3y − y3x . Najděte

∂ z
∂ x + ∂ z

∂ y
∂ z
∂ x ·

∂ z
∂ y

pro x = 1 , y = 2 .
[
− 13

22

]
4. Vypočtěte parciálńı derivace prvého řádu pro následuj́ıćı funkce.

(a) z = x3+y3

x2+y2

[
∂ z
∂ x = x4+3x2y2−2xy3

(x2+y2)2 ; ∂ z
∂ y = y4+3x2y2−2x3y

(x2+y2)2

]
(b) z = x

√
y + y

3√x

[
∂ z
∂ x =

√
y − y

3
3√

x4
; ∂ z

∂ y = x
2
√

y + 1
3√x

]
(c) z = ln

(
x+

√
x2 + y2

) [
∂ z
∂ x = 1√

x2+y2
; ∂ z

∂ y = y

x2+y2+x
√

x2+y2

]
(d) z = arctg x

y

[
∂ z
∂ x = y

x2+y2 ; ∂ z
∂ y = − x

x2+y2

]
(e) z = arcsin

√
x2−y2√
x2+y2

[
∂ z
∂ x =

√
2 xy

(x2+y2)
√

x2−y2
; ∂ z

∂ y = −
√

2 x2

(x2+y2)
√

x2−y2

]
(f) z = ln tgx

y

[
∂ z
∂ x = 2

y sin 2x
y

; ∂ z
∂ y = − 2x

y2 sin 2x
y

]
(g) u = arctg v+w

v−w

[
∂ u
∂ v = − w

v2+w2 ; ∂ u
∂ w = v

v2+w2

]
(h) z = (1 + xy)y

[
∂ z
∂ x = y2(1 + xy)y−1 ; ∂ z

∂ y = xy(1 + xy)y−1 + (1 + xy)y · ln(1 + xy)
]

(i) u =
√
x2 + y2 + z2

[
1
x

∂ u
∂ x = 1

y
∂ u
∂ y = 1

z
∂ u
∂ z = 1√

x2+y2+z2

]
(j) u = sin(x2 + y2 + z2)

[
1
x

∂ u
∂ x = 1

y
∂ u
∂ y = 1

z
∂ u
∂ z = 2 cos(x2 + y2 + z2)

]
(k) u = 1−

√
x2+y2+z2

1+
√

x2+y2+z2

[
1
x

∂ u
∂ x = 1

y
∂ u
∂ y = 1

z
∂ u
∂ z = 2

r(r2−1) , kde r =
√
x2 + y2 + z2

]
5. Najděte totálńı diferenciál funkce

(a) z = x+y
x−y

[
2(x dy−y dx)

(x−y)2

]
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(b) z = 1
2 ln(x2 + y2)

[
x dx+y dy

x2+y2

]
(c) z = arctg x

y

[
y dx−x dy

y
√

y2−x2

]
(d) z = arctg x+y

1−xy

[
dx

1+x2 + dy
1+y2

]
(e) u = z

x2+y2

[
(x2+y2)dz−2z(x dx+y dy)

(x2+y2)2

]
(f) u = xyz

[
xyz−1 (yz dx+ xz lnx dy + xy lnx dz)

]
6. Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně

(a) ln
(

3
√

1, 03 + 4
√

0, 98− 1
)

[ 0, 005 ]

(b) 1, 002 · 2, 0032 · 3, 0043 [ 108, 972 ]

(c)
√

1, 023 + 1, 973 [ 2, 95 ]

(d) 1,032

3
√

0,98· 4
√

1,053
[ 1, 055 ]

(e) 0, 971,05 [ 0, 97 ]

(f) sin 29o · tg 46o [ 0, 502 ]

7. Najděte rovnici tečné roviny a normály plochy v bodě.

(a) z = xy ; [1, 1, ?] [x+ y − z = 1 ; x− 1 = y − 1 = 1− z ]

(b) z = x2 + y2 ; [1, 2, ?]
[
2x+ 4y − z − 5 = 0 ; x−1

2 = y−2
4 = 5− z

]
(c) z = arctg y

x ; [1, 1, ?]
[
2x− 2y + 4z = π ; x− 1 = 1− y = 4z−π

8

]
(d) z = x3−3axy+y3

a2 ; [a, a, ?] [ z + a = 0 ; x = a , y = a ]

8. Ukažte, že tečné roviny k ploše xyz = a3 (a > 0) tvoř́ı s rovinami souřadnými jehlan

o konstantńım objemu.

9. Najděte př́ıslušné parciálńı derivace.

(a) z = 1
3

√
(x2 + y2)3 ; (druhé derivace)[

∂2z
∂ x2 = 2x2+y2√

x2+y2
, ∂2z

∂ y2 = x2+2y2√
x2+y2

, ∂2z
∂ x ∂ y = xy√

x2+y2

]
(b) z = ln

(
x+

√
x2 + y2

)
; (druhé derivace)[

∂2z
∂ x2 = −x√

(x2+y2)3
, ∂2z

∂ y2 = x3+(x2−y2)
√

x2+y2

√
(x2+y2)3

{
x+
√

x2+y2
}2 ,

∂2z
∂ x ∂ y = −y√

(x2+y2)3

]
(c) z = e(xey) ; (druhé derivace)[

∂2z
∂ x2 = exey+2y , ∂2z

∂ y2 = x(1 + xey)exey+y , ∂2z
∂ x ∂ y = (1 + xey)exey+y

]
(d) z = x−y

x+y ; (druhé derivace)
[

∂2z
∂ x2 = − 4y

(x+y)3 ,
∂2z
∂ y2 = 4x

(x+y)3 ,
∂2z

∂ x ∂ y = 2(x−y)
(x+y)3

]
(e) u =

√
x2 + y2 + z2 − 2xz ;

(
∂2u

∂ y ∂ z

) [
(x−z)y√

(x2+y2+z2−2xz)3

]
(f) z = ln(x2 + y2) ;

(
∂3z

∂ x ∂ y2

) [
4x(3y2−x2)
(x2+y2)3

]
(g) u = x3 sin y + y3 sinx ;

(
∂6z

∂ x3 ∂ y3

)
[−6(cosx+ cos y) ]
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(h) u = arctg x+y+z−xyz
1−xy−xz−yz ;

(
∂3u

∂ x ∂ y ∂ z

)
[ 0 ]

(i) u = exyz ;
(

∂3u
∂ x ∂ y ∂ z

) [
(1 + 3xyz + x2y2z2) exyz

]
(j) u = (x− x0)p(y − y0)q ; p, q ∈ N ;

(
∂p+qu

∂ xp ∂ yq

)
[ p! q! ]

(k) u = (x2+y2)ex+y ;
(

∂m+nu
∂ xm ∂ yn

) [ {
x2 + y2 + 2(mx+ ny) +m(m− 1) + n(n− 1)

}
ex+y

]
(l) u = xyz ex+y+z ;

(
∂p+q+ru

∂ xp ∂ yq ∂ zr

)
[ (x+ p)(y + q)(z + r)ex+y+z ]

10. Ukažte, že dané funkce vyhovuj́ı uvedené rovnici.

(a) z = ln(ex + ey) ; ∂ z
∂ x + ∂ z

∂ y = 1 , ∂2z
∂ x2 · ∂2z

∂ y2 −
(

∂2z
∂ x ∂ y

)2

= 0 .

(b) u = ex (x cos y − y sin y) ; ∂2z
∂ x2 + ∂2z

∂ y2 = 0 .

(c) u = ln 1√
x2+y2

; ∂2u
∂ x2 + ∂2u

∂ y2 = 0 .

(d) u = 1√
x2+y2+z2

; ∂2u
∂ x2 + ∂2u

∂ y2 + ∂2u
∂ z2 = 0 .

(e) r =
√
x2 + y2 + z2 ; ∂2r

∂ x2 + ∂2r
∂ y2 + ∂2r

∂ z2 = 2
r ,

∂2(ln r)
∂ x2 + ∂2(ln r)

∂ y2 + ∂2(ln r)
∂ z2 = 1

r2 .

(f) z = y
y2−a2x2 ; ∂2z

∂ x2 = a2 ∂2z
∂ y2 .

(g) v = 1
x−y + 1

y−z + 1
z−x ; ∂2v

∂ x2 + ∂2v
∂ y2 + ∂2v

∂ z2 + 2
(

∂2v
∂ x ∂ y + ∂2v

∂ y ∂ z + ∂2v
∂ z ∂ x

)
= 0 .

(h) v = x ln(x+ r)− r , kde r2 = x2 + y2 ; ∂2v
∂ x2 + ∂2v

∂ y2 = 1
x+r .

(i) u = x ey + y ex ; ∂3u
∂ x3 + ∂3u

∂ y3 = x ∂3u
∂ x ∂ y2 + y ∂3u

∂ x2 ∂ y .

(j) u = ln x2−y2

xy ; ∂3u
∂ x3 + ∂3u

∂ x2 ∂ y −
∂3u

∂ x ∂ y2 − ∂3u
∂ y3 = 2

(
1
y3 − 1

x3

)
.

11. Vypočtěte uvedené diferenciály.

(a) d2z ; z = ln(x− y)
[
− (dx−dy)2

(x−y)2

]
(b) d2z ; z = x sin2 y

[
2 sin 2y dx dy + 2x cos 2y dy2

]
(c) d3u ; u = x3 + y3 − 3xy(x− y)

[
6(dx3 − 3dx2 dy + 3dx dy2 + dy3)

]
(d) d3u ; u = sin(x2 + y2)[

−8(x dx+ y dy)3 cos(x2 + y2)− 12(x dx+ y dy)(dx2 + dy2) sin(x2 + y2)
]

(e) d10u ; u = ln(x+ y)
[
− 9! (dx+dy)10

(x−y)10

]
(f) d3u ; u = xyz [ 6dx dy dz ]

(g) d4u ; u = ln (xx yy zz )
[
2
(

dx4

x3 + dy4

y3 + dz4

z3

) ]
(h) dnu ; u = eax+by

[
(adx+ bdy)n eax+by

]
(i) dnu ; u = X(x) · Y (y)

[
n∑

k=0

(
n
k

)
X(n−k)(x)Y (k)(y) dxn−k dyk

]
12. Najděte totálńı diferenciál složených funkćı.

(a) u = f (t) ; t = x+ y [ (dx+ dy) f ′(t) ]

(b) u = f
(√

x2 + y2
) [

x dx+y dy√
x2+y2

f ′
(√

x2 + y2
)]
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(c) u = f (xyz) [ (yz dx+ zx dy + xy dz) f ′(xyz) ]

(d) u = f (ax, by) [ a f ′1(ax, by) dx+ b f ′2(ax, by) dy ]

(e) u = f
(
xy, x

y

) [
(y dx+ x dy)f ′1 + y dx−x dy

y2 f ′2

]
(f) u = f

(
x+ y + y, x2 + y2 + z2

)
[ (dx+ dy + dz) f ′1 + 2(x dx+ y dy + z dz) f ′2 ]

(g) u = f
(
x2 + y2, x2 − y2, 2xy

)
[ 2 {(x dx+ y dy) f ′1 + (x dx− y dy) f ′2 + (y dx+ x dy) f ′3} ]

13. Užit́ım věty o derivaćıch složené funkce najděte:

(a) du
dt , kde u = ex−2y , x = sin t , y = t3

[
esin t−2t3 (cos t− 6t2)

]
(b) du

dt , kde u = z2 + y2 + yz , z = sin t , y = et
[
sin 2t+ 2e2t + et(sin t+ cos t)

]
(c) ∂ z

∂ u ,
∂ z
∂ v , kde z = x2y − y2x , x = u cos v , y = u sin v[

∂ z
∂ u = 3u2 sin v cos v(cos v − sin v) , ∂ z

∂ v = u3(sin v + cos v)(1− 3 sin v cos v)
]

(d) ∂ z
∂ x ,

∂ z
∂ y , kde z = u e

u
v , u = x2 + y2 , v = xy[

∂ z
∂ x = 1

x2y e
x2+y2

xy (x4 − y4 + 2x3y) , ∂ z
∂ y = 1

x y2 e
x2+y2

xy (y4 − x4 + 2xy3)
]

14. Bud’te f a g dvě libovolné jednou nebo dvakrát diferencovatelné funkce. Ukažte, že plat́ı:

(a) y ∂ z
∂ x − x ∂ z

∂ y = 0 , kde z = f
(
x2 + y2

)
(b) x2 ∂ z

∂ x − xy ∂ z
∂ y + y2 = 0 , kde z = y2

3x + f(xy)

(c) (x2 − y2) ∂ z
∂ x + xy ∂ z

∂ y = xyz , kde z = ey f

(
y e

x2

2y2

)
(d) ∂2u

∂ t2 = a2 ∂2u
∂ x2 , kde u = f(x− at) + g(x+ at)

(e) ∂2u
∂ x2 − 2 ∂2u

∂ x ∂ y + ∂2u
∂ y2 = 0 , kde u = x f(x+ y) + y g(x+ y)

(f) ∂ u
∂ x

∂2u
∂ x ∂ y = ∂ u

∂ y
∂2u
∂ x2 , kde z = f {x+ g(y) }

15. Zavedeńım nové nezávisle proměnné transformujte rovnici:

(a) x2 y′′ + x y′ + y = 0 ; x = et
[

d2y
dt2 + y = 0

]
(b) x2 y′′ − 4x y′ + y = 0 ; x = ez

[
d2y
dz2 − 5dy

dz + y = 0
]

(c) x4 d2y
dx2 + 2x3 dy

dx + y = 0 ; x = 1
t

[
d2y
dt2 + y = 0

]
(d) y′′′ = 6y

x3 ; t = ln |x|
[

d3y
dt3 − 3d2y

dt2 + 2dy
dt − 6y = 0

]
(e) (1− x2)y′′ − xy′ + λ2y = 0 ; x = cos t

[
d2y
dt2 + λ2y = 0

]
(f) y′′ + y′ thx+ µ2

ch2x
y = 0 ; x = ln tg t

2[
d2y
dt2 + µ2 y = 0 ; vypočtěte t ze vztahu x = ln tg t

2

]
16. Zavedeńım nových nezávisle proměnných transformujte a řešte následuj́ıćı rovnice.

(a) ∂ z
∂ x = ∂ z

∂ y ; ξ = x+ y , η = x− y

[ z = ϕ(x+ y) , kde ϕ je libovolná diferencovatelná funkce ]

(b) y ∂ z
∂ x − x ∂ z

∂ y = 0 ; ξ = x , η = x2 + y2
[
z = ϕ

(
x2 + y2

) ]
(c) x ∂ z

∂ x + y ∂ z
∂ y = z ; ξ = x , η = y

x

[
z = xϕ

(
y
x

) ]
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17. Zavedeńım nových nezávisle proměnných transformujte rovnici.

(a) x ∂ z
∂ x +

√
1 + y2 ∂ z

∂ y = xy ; u = lnx , v = ln
(
y +

√
1 + y2

) [
∂ z
∂ u + ∂ z

∂ v = eu shv
]

(b) (x+ y) ∂ z
∂ x − (x− y) ∂ z

∂ y = 0 ; u = ln
√
x2 + y2 , v = arctg y

x

[
∂ z
∂ u −

∂ z
∂ v = 0

]
(c)

(
∂ z
∂ x

)2
+
(

∂ z
∂ y

)2

= 0 ; x = uv , y = 1
2 (u2 − v2)

[ (
∂ z
∂ u

)2
+
(

∂ z
∂ v

)2
= 0

]
(d) ∂ u

∂ x + ∂ u
∂ y + ∂ u

∂ z = 0 ; u = x , v = y − x , w = z − x
[

∂ u
∂ u = 0

]
(e) 2 ∂2z

∂ x2 + ∂2z
∂ x ∂ y −

∂2z
∂ y2 + ∂ z

∂ x + ∂ z
∂ y = 0 ; u = x+ 2y+ 2 , v = x− y− 1

[
3 ∂2z

∂ u ∂ v + ∂ z
∂ u = 0

]
(f) ∂2z

∂ x2 + ∂2z
∂ y2 = 0 ; u = x

x2+y2 , v = − y
x2+y2

[
∂2z
∂ u2 + ∂2z

∂ v2 = 0
]

(g) ∂2z
∂ x2 − y ∂2z

∂ y2 = 1
2

∂ z
∂ y (y > 0) ; u = x− 2

√
y , v + x+ 2

√
y

[
∂2z

∂ u ∂ v = 0
]

(h) x2 ∂2z
∂ x2 − 2x sin y ∂2z

∂ x ∂ y + sin2 y ∂2z
∂ y2 = 0 ; u = x tg y

2 , v = x
[

∂2z
∂ v2 = 2u

u2+v2
∂ z
∂ u

]
18. Transformujte následuj́ıćı operátory do polárńıch souřadnic x = r cosϕ , y = r sinϕ .

(a) x ∂ u
∂ y − y ∂ u

∂ x

[
∂ u
∂ ϕ

]
(b) x ∂ u

∂ x + y ∂ u
∂ y

[
r ∂ u

∂ r

]
(c)

(
∂ u
∂ x

)2
+
(

∂ u
∂ y

)2
[ (

∂ u
∂ r

)2
+ 1

r2

(
∂ u
∂ ϕ

)2
]

(d) ∂2u
∂ x2 + ∂2u

∂ y2

[
∂2u
∂ r2 + 1

r
∂ u
∂ r + 1

r2
∂2u
∂ ϕ2

]
19. Najděte dy

dx a d2y
dx2 pro následuj́ıćı implicitně zadané funkce.

(a) x2 + y2 = 25
[
−x

y , −
25
y3

]
(b) x2 + 2xy − y2 = a2

[
−x+y

x−y ,
2a2

(x−y)3

]
(c) x2 + y2 = a earctg

y
x ; a > 0

[
x+y
x−y ,

2(x2+y2)
(x−y)3

]
(d) y = 2x arctg y

x

[
y
x , 0

]
(e) y = tg(x+ y)

[
−1− 1

y2 , − 2(y2+1)
y5

]
(f) x3 + y3 − 3axy = 0

[
ay−x2

y2−ax , −
2a3xy

(y2−ax)3

]
(g) (x2 + y2)2 − a2(x2 − y2) = 0 (jen y′)

[
−x

y ·
2(x2+y2)−a2

2(x2+y2)+a2

]
(h) x

2
3 + y

2
3 = a

2
3

[
− 3
√

y
x ,

3√
x2+ 3

√
y2

3x 3√xy

]
20. Najděte rovnici tečny k dané křivce v bodě T .

(a) x2

100 + y2

64 = 1 ; T [6 ; 6, 4] [3x+ 5y − 50 = 0]

(b) xy + ln y = 1 ; T [1, 1] [x+ 2y − 3 = 0]

21. Ukažte, že tečna ke křivce (x−m)2

a2 ± (y−n)2

b2 = 1 v jej́ım bodě T [x0, y0] má tvar

(x−m)(x0 −m)
a2

± (y − n)(y0 − n)
b2

= 1 .
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22. Ukažte, že u astroidy x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0 je úsek tečny, omezený osami souřadnými,

konstantńı.

23. Ukažte, že množiny hyperbol x2 − y2 = a2 a xy = b tvoř́ı tzv. ortogonálńı śıt’, tj. systém
navzájem kolmých křivek.

24. Najděte parciálńı derivace prvého a druhého řádu následuj́ıćıch implicitně zadaných funkćı.

(a) x2 + y2 + z2 = a2
[
zx = −x

z , zy = −y
z , zxx = −x2+z2

z3 , zxy = −xy
z3 , zyy = −y2+z2

z3

]
(b) z3 − 3xyz = a3[

zx = yz
z2−xy , zy = xz

z2−xy , zxx = − 2xy3z
(z2−xy)3 , zxy = z(z4−2xyz2−x2y2)

(z2−xy)3 , zyy = − 2x3yz
(z2−xy)3

]
(c) z =

√
x2 − y2 · tg z√

x2−y2[
zx = xz

x2−y2 , zy = − yz
x2−y2 , zxx = − y2z

(x2−y2)2 , zxy = xyz
(x2−y2)2 , zyy = − x2z

(x2−y2)2 ,
]

25. Najděte rovnici tečné roviny a normály plochy v daném bodě.

(a) x2 + y2 + z2 = 169 ; [3, 4, 12]
[
3x+ 4y + 12z = 169 ; x

3 = y
4 = z

12

]
(b) x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 ;
[

a
√

3
3 , b

√
3

3 , c
√

3
3

]
[

x
a + y

b + z
c =

√
3 ; a

(
x− a

√
3

3

)
= b

(
y − b

√
3

3

)
= c

(
z − c

√
3

3

) ]
(c) 2

x
z + 2

y
z = 1 ; [2, 2, 1]

[
x+ y − 4z = 0 ; x− 2 = y − 2 = 1−z

4

]
(d) x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 ; [1, 2,−1]

[
x+ 11y + 5z − 18 = 0 ; x− 1 = y−2

11 = z+1
5

]
(e) 4 +

√
x2 + y2 + z2 = x+ y + z ; [2, 3, 6]

[
5x+ 4y + z − 28 = 0 ; x−2

5 = y−3
4 = z − 6

]
(f) z = y + ln x

z ; [1, 1, ?]
[
x+ y − 2z = 0 ; x− 1 = y − 1 = 1−z

2

]
26. Najděte tečnou rovinu plochy, rovnoběžnou s danou rovinou.

(a) x2 + 2y2 + 3z2 = 21 ; x+ 4y + 6z = 0 [x+ 4y + 6z = ±21 ]
(b) x2 + 4y2 + z2 = 36 ; x+ y − z = 0 [x+ y − z = ±9 ]

27. Rozložte funkci f podle Taylorova vzorce x okoĺı bodu a .

(a) f(x, y) = 2x2 − xy − y2 − 6x− 3y + 5 ; a = (1,−2)[
5 + 2(x− 1)2 − (x− 1)(y + 2)− (y + 2)2

]
(b) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz ; a = (1, 1, 1)[

3
{
(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 − (x− 1)(y − 1)− (x− 1)(z − 1)− (y − 1)(z − 1)

}
+

+(x− 1)3 + (y − 1)3 + (z − 1)3 − 3(x− 1)(y − 1)(z − 1)
]

28. Funkci f rozložte v okoĺı bodu a podle Taylorova vzorce až do daného stupně. Výsledku
použijte k přibližnému výpočtu funkčńı hodnoty.

(a) f(x, y) = ex sin y ; a = (0, 0) ; do 5. stupně ; e0,1 sin 0, 49π[
y + xy + 1

2x
2y − 1

6y
3 + 1

6x
3y − 1

6xy
3 + 1

24x
4y − 1

12x
2y3 + 1

120y
5 ; 1, 1015

]
(b) f(x, y) = ex ln(1 + y) ; a = (0, 0) ; do 3. stupně ; e0,05 ln 1, 01[

y + 1
2! (2xy − y2) + 1

3! (3x
2y − 3xy2 + 2y3) ; 0, 0104603

]
(c) f(x, y) = xy ; a = (1, 1) ; do 3. stupně ; 1, 11,02[

1 + (x− 1) + (x− 1)(y − 1) + 1
2! (x− 1)2(y − 1) ; 1, 1021

]
(d) f(x, y) =

√
1− x2 − y2 ; a = (0, 0) ; do 4. stupně ;

√
0, 9899[

1− 1
2 (x2 + y2)− 1

8 (x2 + y2)2 ; 0, 99493725
]

(e) f(x, y) = ex sin y ; a =
(
0, π

2

)
; do 3. stupně ; e0,1 sin 0, 49π[

1 + x+ 1
2x

2 − 1
2

(
y − π

2

)3 + 1
6x

3 − 1
2x
(
y − π

2

)2 ; 1, 104624
]
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7.3 Optimalizace.

1. Najděte extrémy následuj́ıćıch funkćı.

(a) z = x2 + (y − 1)2 [minimum z = 0 v bodě (0, 1) ]

(b) z == x2 − (y − 1)2 [ nemá extrém ]

(c) z = (x− y + 1)2 [ neostré minimum z = 0 v bodech př́ımky x− y + 1 = 0 ]

(d) z = x3 + y3 − 3xy [minimum z = −1 v bodě (1, 1) ]

(e) z = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2 [minimum z = 0 v bodech (1, 1) , (−1,−1) ]

(f) z = 2x4 + y4 − x2 − 2y2[
maximum v bodě (0, 0) ; minimum z = − 9

8 pro x = ± 1
2 , y = ±1

]
(g) z = xy

√
1− x2

a2 − y2

b2 a, b > 0[
maximum z = ab

3
√

3
pro x

a = y
b = ± 1√

3
; minimum z = − ab

3
√

3
pro x

a = −y
b = ± 1√

3

]
(h) z = (8x2 − 6xy + 3y2) e2x+3y [minimum z = 0 v bodě (0, 0) ]

(i) z = sinx sin y sin(x+ y)
[
maximum z = 3

√
3

8 v bodech
[

π
3 + kπ π

3 + lπ
]
, k, l ∈ Z ;

minimum z = −3
√

3 v bodech
[
2π
3 + kπ, 2π

3 + lπ
]
, k, l ∈ Z

]
(j) u = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z [minimum u = −14 v bodě (−1,−2, 3) ]

(k) u = x y2 z3(a− x− 2y − 3z) , a > 0
[
maximum u =

(
a
7

)7 v bodě
(

a
7 ,

a
7 ,

a
7

)
;

neostrý extrém u = 0 pro y = 0 , x 6= 0 , z 6= 0 , x+ 2y + 3z 6= a ]

2. Najděte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce na dané množině.

(a) z = x− 2y − 3 ; x ≥ 0 , y ≥ 0 , x+ y ≤ 1 [−2 ; −5 ]

(b) z = x2 + y2 − 12x+ 16y ; x2 + y2 ≤ 25 [ 125 ; −75 ]

(c) z = x2 − xy + y2 ; |x |+ | y | ≤ 1 [ 1 ; 0 ]

3. Řešte následuj́ıćı úlohy na extrém

(a) V rovině 3x − 2z = 0 najděte bod trak, aby součet druhých mocnin jeho vzdálenost́ı
od bod̊u A[1, 1, 1] , B[2, 3, 4] byl minimálńı.

[ [
21
13 , 2,

63
26

] ]
(b) Najděte objem největš́ıho kvádru, který je možno vepsat do elipsoidu o poloosách a, b, c .[

8 abc
3
√

3

]
(c) Vana ve tvaru kvádru má objem V . Určete jej́ı rozměry tak, aby měla minimálńı povrch.[

3
√

2V , 3
√

2V , 1
2

3
√

2V
]

(d) Těleso se skládá z rotačńıho válce ukončeného kuželem. Najděte jeho rozměry tak, aby
jeho objem byl maximálńı, jestliže v́ıte, že jeho povrch je S .[

r =
√

S√
π(3+

√
5)
, v = 2

√
S√

5 π(3+
√

5)
, h =

√
S
5

√
5+1√

π(3+
√

5)
,

kde r je poloměr podstavy, v výška válce a h výška kužele ]

(e) Kolmý pr̊uřez zavodňovaćım kanálem má tvar rovnoramenného lichoběžńıka daného
obsahu S . Najděte jeho rozměry tak, aby plocha smáčená vodou byla minimálńı.[

a = l = 2
√

S
4√

33
, α = π

3 , kde l je rameno, a základna a α úhel odklonu ramena
]
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7.4 Regulárńı zobrazeńı.

1. Ukažte, že jsou následuj́ıćı zobrazeńı regulárńı a najděte jejich jakobiány.

(a) x = ar cosϕ , y = br sinϕ , z = z ; a, b > 0 konstanty ;
r > 0 , ϕ ∈ (0, 2π) , z ∈ R [ abr ]

(b) x = ar cosα ϕ , y = br sinα ϕ ; a, b konstanty ; r > 0 , ϕ ∈
(
0, π

2

)[
αabr cosα−1 ϕ sinα−1 ϕ

]
(c) x = ar cosϕ cosϑ , y = br sinϕ cosϑ , z = cr sinϑ ; a, b.c konstanty ;

r > 0 , ϕ ∈ (0, 2π) , ϑ ∈
(
−π

2 ,
π
2

) [
abcr2 cosϑ

]
(d) x = a chu sin v , y = a shu sin v ; a konstanta ; u > 0 , v ∈ (0, 2π)

[
a2(sh2u+ sin2 v)

]
(e) x = eu cos v , y = eu sin v ; u ∈ R , v ∈ (0, 2π)

[
e2u
]

7.5 Obyčejné diferenciálńı rovnice.

7.5.1 Rovnice prvého řádu.

1. Řešte rovnice

(a) (xy2 + x) dx+ (y − x2y) dy = 0
[
1 + y2 = C(1− x2)

]
(b) x y y′ = 1− x2

[
x2 + y2 = ln

(
|C |x2

) ]
(c) y′ tg x− y = a [ y = C sinx− a ]

(d) x y dx+ (x+ 1) dy = 0 [ y = C(x+ 1)e−x ]

(e)
√
y2 + 1 dx = x y dy

[
ln |x | = C +

√
y2 + 1

]
(f) ey(1 + x2) dy − 2x(1 + ey) dx = 0

[
1 + ey = C(1 + x2)

]
(g) (x2 − 1) y′ + 2x y2 = 0 ; y(0) = 1

[
y
{

ln(1− x2) + 1
}

= 1
]

(h) y′ sinx = y ln y ; y
(

π
2

)
= e

[
y = etg

x
2
]

(i) sin y cosx dy = cos y sinx dx = 0 ; y(0) = π
4

[
cosx =

√
2 cos y

]
(j) y′ cotg x+ y = 2 ; y

(
π
3

)
= 0 [ y = 2− 4 cosx ]

2. Převedeńım na rovnici se separovatelnými proměnnými řešte

(a) y′ − y = 2x− 3 [ 2x+ y − 1 = Cex ]

(b) y′ = sin(x− y)
[
x+ C = cotg

(
y−x

2 + π
4

) ]
(c) y′ =

√
4x+ 2y − 1

[√
4x+ 2y − 1− 2 ln

(√
4x+ 2y − 1 + 2

)
= x+ C

]
(d) y′ = cos(x− y − 1) [ y = x− 1− 2arctg (C − x) + 2kπ ; k ∈ Z ]

(e) y′
√

1 + x+ y = x+ y − 1 [
x+ C = 2u+ 2

3 ln |u− 1 | − 8
3 ln(u+ 2 ) ; u =

√
1 + x+ y

]
3. Řešte rovnice

(a) y′ = x+y
x−y

[
arctg y

x = ln
(
|C|
√
x2 + y2

) ]
(b) x y′ − y =

√
x2 + y2

[
x2 = C2 + 2C y

]
(c) (3y2 + 3xy + x2) dx = (x2 + 2xy) dy

[
(x+ y)2 = Cx3e−

x
x+y

]
(d) (x2 + y2) y′ = 2xy

[
y2 − x2 = Cy ; y = 0

]
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(e) x y′ = y cos ln y
x

[
ln (|C|x) = cotg

(
1
2 ln y

x

)
; y = x e2kπ , k ∈ Z

]
(f) y +

√
x2 + y2 − x y′ = 0 ; y(1) = 0

[
y = x2−1

2

]
(g) (x y′ − y)arctg y

x = x ; y(1) = 0
[√

x2 + y2 = e
y
x arctg y

x

]
(h) (y2 − 3x2) dy + 2xy dx = 0 ; y(0) = 1

[
y3 = y2 − x2

]
(i) y′ = y2−2xy−x2

y2+2xy−x2 ; y(1) = 1 [ y = −x ]

4. Převedeńım na homogenńı rovnici řešte

(a) (2x− 4y + 6) dx+ (x+ y − 3) dy = 0
[
(y − 2x)3 = C(y − x− 1)2

]
(b) (x+ 4y) y′ = 2x+ 3y − 5

[
(y − x+ 5)5 (x+ 2y − 2) = C

]
(c) y′ = 2

(
y+2

x+y−1

)2 [
y + 2 = Ce−2arctg y+2

x−3

]
(d) (x+ y + 1) dx+ (2x+ 2y − 1) dy = 0 [x+ 2y + 3 ln |x+ y − 2 | = C ]

5. Řešte rovnice

(a) x y′ − 2y = 2x4
[
y = Cx2 + x4

]
(b) x y′ + y + 1 = 0 [xy = C − ln |x | ]
(c) x y′ + (x+ 1) y = 3x2 e−x

[
xy = (x3 + C)e−x

]
(d) (xy + ex) dx− x dy = 0 [ y = ex( ln |x |+ C ) ]

(e) y = x(y′ − x cosx) [ y = x(C + sinx) ]

(f) (xy′ − 1) lnx = 2y
[
y = C ln2 x− lnx

]
(g) y sinx+ y′ cosx = 1 [ y = sinx+ C cosx ]

(h) (2ey − x) y′ = 1 [x = ey + Ce−y ]

(i) y′ = y
3x−y2

[
x = Cy3 + y2

]
(j) y′ = 1

x sin y+2 sin 2y

[
x = 8 sin2 y

2 + Ce− cos y
]

(k) y′ + 3
x y = 2

x3 ; y(1) = 1
[
y = − 1

x3 + 2
x2

]
(l) y′ − 2xy = 1 ; y(0) = 0

[
y = ex2

x∫
0

e−t2 dt

]
(m) 2

√
x y′ − y = − sin

√
x− cos

√
x ; y je omezená pro x→∞ [ y = cos

√
x ]

(n) 2x2 y′ − xy = 2x cosx− 3 sinx ; y −→
x→∞

0
[
y = sin x

x

]
(o) (1 + x2) ln(1 + x2) y′ − 2xy = ln(1 + x2)− 2x arctg x ; y −→

x→−∞
−π

2 [ y = arctg x ]

6. Převedeńım na lineárńı rovnici řešte

(a) y′ + 2y = y2 ex
[
y
(
ex + Ce2x

)
= 1 , y = 0

]
(b) x y′ − 2x2√y = 4y

[
y = x4 ln2 (|C|x) , y = 0

]
(c) x y′ + 2y + x5 y3 ex = 0

[
y−2 = x4(2ex + C) , y = 0

]
(d) (1 + x2)y′ = xy + x2 y2

[
1
y = 1√

1+x2

(
C − x

2

√
1 + x2 − 1

2 ln
(
x+

√
1 + x2

))
, y = 0

]
7. Řešte rovnice

(a) 2xy dx+ (x2 − y2) dy = 0
[
3x2 y − y3 = C

]
(b) e−y dx− (2y + x e−y) dy = 0

[
x e−y − y2 = C

]
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(c) 2x
(
1 +

√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − y dy = 0

[
x2 + 2

3 (x2 − y)3/2 = C
]

(d) (1 + y2 sin 2x) dx− 2y cos2 x dy = 0
[
x− y2 cos2 x = C

]
(e)

(
x

sin y + 2
)
dx+ (x2+1) cos y

cos 2y−1 dy = 0
[
x2 + 1 = 2(C − 2x) sin y

]
(f) 3x2(1 + ln y) dx =

(
2y − x3

y

)
dy

[
x3 + x3 ln y − y2 = C

]
(g) x dx+y dy√

x2+y2
= y dx−x dy

x2

[√
x2 + y2 + y

x = C
]

(h) y+sin x cos2(xy)
cos2(xy) dx+ x

cos2(xy) dy + sin y dy = 0 [ tg(xy)− cosx− cos y = C ]

(i)
(
1 + x

√
x2 + y2

)
dx+

(
−1 +

√
x2 + y2

)
y dy = 0

[
1
3

√
(x2 + y2)3 + x− 1

2y
2 = C

]
(j)
(

1
y sin x

y −
y
x2 cos y

x + 1
)
dx+

(
1
x cos y

x −
x
y2 sin x

y + 1
y2

)
dy = 0[

sin y
x − cos x

y + x− 1
y = C

]
8. Najděte obálku soustavy křivek

(a) y = Cx2 − C2
[
4y = x4

]
(b) C y = (x− C)2 [ y = 0 , y = −4x ]

(c) y = C(x− C)
[
y = 0 , 27y = 4x3

]
(d) xy = Cy − C2 [ y = 4x ]

9. Řešte rovnice

(a) y = x y′ +
√

1 + y′2
[
y = C x+

√
1 + C2 ; x2 + y2 = 1

]
(b) y = x y′ − y′2

[
y = C x− C2 ; 4y = x2

]
(c) x y′ − y = ln y′ [ y = C x− lnC ; y = lnx+ 1 ]

(d) y = y′(x+ 1) + y′2
[
y = C x+ C + C2 ; y = − 1

4 (x+ 1)2
]

(e) y = x y′ + sin y′
[
y = C x+ sinC ; y = x(π − arccosx) +

√
1− x2

]
(f) y = x y′ + ay′√

1+y′2

[
y = C x+ C a√

1+C2 ; x
2
3 + y

2
3 = a

2
3

]
10. Řešte rovnice

(a) 2y′2(y − xy′) = 1
[
2C2(y − Cx) = 1 ; 8y3 = 27x2

]
(b) y = 2xy′ − 4y′3

[
x = 3p2 + Cp−2 , y = 2p3 + 2Cp−1 ; y = 0

]
(c) 2xy′ − y = ln y′

[
xp2 = p+ C , y = 2 + 2Cp−1 − ln p

]
(d) y = x(1 + y′) + y′2

[
x = 2(1− p) + Ce−p , y = {2(1− p) + Ce−p} (1 + p) + p2

]
7.5.2 Lineárńı rovnice n−tého řádu.

1. Rozhodněte o lineárńı závislosti nebo nezávislosti systémů funkćı

(a) 4 ; x [ nezávislé ]

(b) 1 ; 2 ; x ; x2 [ závislé ]

(c) ex ; x ex ; x2 ex [ nezávislé ]

(d) sinx ; cosx ; cos 2x [ nezávislé ]

(e) 5 ; cos2 x ; sin2 x [ závislé ]
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(f) cosx ; cos(x+ 1) ; cos(x− 2) [ závislé ]

(g) 1 ; arcsinx ; arccosx [ závislé ]

2. Najděte wronskián funkćı

(a) 1 ; x [ 1 ]

(b) e−x ; x e−x [ e−x ]

(c) 2 ; cosx ; cos 2x
[
−8 sin3 x

]
(d) 4 ; sin2 x ; cos 2x [ 0 ]

(e) e−3x sin 2x ; e−3x cos 2x
[
−2e−6x

]
3. Najděte obecné řešeńı následuj́ıćıch rovnic, jestliže znáte partikulárńı integrál

(a) (sinx− cosx) y′′ − 2 sinx y′ + (cosx+ sinx) y = 0 ; y1 = ex [ y = C1e
x + C2 sinx ]

(b) (1− x2) y′′ − x y′ + 1
4 y = 0 ; y1 =

√
1 + x

[
y = C1

√
1 + x+ C2

√
1− x

]
(c) x2(x+ 1) y′′ − 2y = 0 ; y1 = 1 + 1

x

[
y = C1

(
1 + 1

x

)
+ C2

(
x
2 + 1− x+1

x ln |x+ 1|
) ]

(d) x y′′ + 2y′ − x y = 0 ; y1 = ex

x [xy = C1e
−x + C2e

x ]

(e) y′′ − 2(1 + tgx) y = 0 ; y1 = tg x [ y = C1tg x+ C2(1 + x tg x) ]

(f) (ex + 1) y′′ − 2y′ − ex y = 0 ; y1 = ex − 1
[
y = C1(ex − 1) + C2

ex+1

]
(g) x2(2x− 1) y′′′ + (4x− 3) y′′ − 2x y′ + 2y = 0 ; y1 = x , y2 = 1

x[
y = C1x+ C2

x + C3(x ln |x|+ 1)
]

(h) (x2 − 2x+ 3) y′′′ − (x2 + 1)y′′ + 2x y′ − 2y = 0 ; y1 = x , y2 = ex[
y = C1x+ C2e

x + C3(x2 − 1)
]

4. Najděte obecné řešeńı následuj́ıćıch rovnic. Hledejte partikulárńı integrál ve tvaru y = eλx

nebo ve tvaru polynomu.

(a) (2x+ 1) y′′ + 4x y′ − 4y = 0 [ y = C1x+ C2e
−x ]

(b) x y′′ − (2x+ 1) y′ + (x+ 1) y = 0
[
y =

(
C1x

2 + C2

)
ex
]

(c) x(x− 1) y′′ − x y′ + y = 0 [ y = C1(1 + x ln |x|) + C2x ]

(d) (x2 − 1) y′′ + (x− 3) y′ − y = 0
[
y = C1(x− 3) + C2

x+1

]
(e) x y′′ − (x+ 1) y′ − 2(x− 1) y = 0

[
y = C1e

2x + C2(3x+ 1)e−x
]

5. Řešte rovnice

(a) 3y′′ − 2y′ − 8y = 0
[
y = C1e

2x + C2e
− 4

3 x
]

(b) y′′′ + 6y′′ + 11y′ + 6y = 0
[
C1e

−x + C2e
−2x + C3e

−3x
]

(c) y′′ − 4y′ + 3y = 0 ; y(0) = 6 , y′(0) = 10
[
y = 4ex + 2e3x

]
(d) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0 ; y(0) = 1 , y′(0) = 2 , y′′(0) = 3 [ y = (1 + x)ex ]

(e) y(6) + 2y(5) + y(4) = 0
[
y = C1 + C2x+ C3x

2 + C4x
3 + (C5 + C6x)e−x

]
(f) 4y′′ − 8y′ + 5y = 0

[
y = ex

(
C1 cos x

2 + C2 sin x
2

) ]
(g) y′′′ − 8y = 0

[
y = C1e

2x + e−x
(
C2 cos

√
3x+ C3 sin

√
3x
) ]

(h) y(4) + 4y′′′ + 10y′′ + 12y′ + 5y = 0 [ y = (C1 + C2x)e−x + (C3 cos 2x+ C4 sin 2x)e−x ]

(i) y′′ − 2y′ + 2y = 0 ; y(0) = 0 , y′(0) = 1 [ y = ex sinx ]

(j) y′′ − 2y′ + 3y = 0 ; y(0) = 1 , y′(0) = 3
[
y = ex

(
cos

√
2x+

√
2 sin

√
2x
) ]
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6. Sestavte lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnici s konstantńımi koeficienty, je-li jej́ı funda-
mentálńı systém

(a) e−x ; ex [ y′′ − y = 0 ]

(b) 1 ; ex [ y′′ − y′ = 0 ]

(c) e−2x ; xe−2x [ y′′ + 4y′ + 4y = 0 ]

(d) sin 3x ; cos 3x [ y′′ + 9y = 0 ]

(e) ex ; xex ; e2x [ y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 0 ]

(f) 1 ; e−x sinx ; e−x cosx [ y′′′ + 2y′′ + 2y′ = 0 ]

7. Napǐste lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnici s reálnými konstantńımi koeficienty nej-
menš́ıho možného řádu tak, aby měla řešeńı

(a) y1 = x2ex [ y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0 ]

(b) y1 = e2x cosx [ y′′ − 4y′ + 5y = 0 ]

(c) y1 = x sinx
[
yIV + 2y′′ + y = 0

]
(d) y1 = x ex cos 2x

[
yIV − 4y′′′ + 14y′′ − 20y′ + 25y = 0

]
(e) y1 = x , y2 = sinx

[
yIV + y′′ = 0

]
8. Řešte rovnice

(a) y′′ − 2y′ + y = f(x) , kde

i. f(x) = ex

x [ y = ex(x ln |x|+ C1x+ C2) ]

ii. f(x) = ex

x2+1

[
y = ex

(
C1x+ C2 − ln

√
x2 + 1 + x arctg x

) ]
(b) y′′ + 3y′ + 2y = 1

ex+1

[
y =

(
e−x + e−2x

)
ln(ex + 1) + C1e

−x + C2e
−2x

]
(c) y′′ + y + cotg2x = 0

[
y = 2 + C1 cosx+ C2 sinx+ cosx ln

∣∣ tgx
2

∣∣ ]
(d) y′′ − y′ = f(x) , kde

i. f(x) = ex

ex+1 [ y = ex(x+ C1)− (ex + 1) ln(ex + 1) + C2 ]

ii. f(x) = e2x
√

1− e2x[
y = 1

2e
x
{
arcsin ex + ex

√
1− e2x + C1

}
+ 1

3

√
(1− e2x)3 + C2

]
iii. e2x cos ex [C1e

x − cos ex + C2 ]

9. Řešte rovnice

(a) y′′ + y = 4x ex [ y = C1 cosx+ C2 sinx+ (2x− 2)ex ]

(b) y′′ − y = 2ex − x2
[
y = C1e

x + C2e
−x + x ex + x2 + 2

]
(c) y′′ + y′ − 2y = 3x ex

[
y = C1e

x + C2e
−2x +

(
x2

2 − x
3

)
ex
]

(d) y′′ − 3y′ + 2y = sinx
[
y = C1e

x + C2e
2x + 1

10 (sinx+ 3 cosx)
]

(e) y′′ + y = 4 sinx [ y = C1 cosx+ C2 sinx− 2x cosx ]

(f) y′′−3y′+2y = x cosx
[
y = C1e

x + C2e
2x + (0, 1x− 0, 12) cosx− (0, 3x+ 0, 34) sinx

]
(g) y′′ + 3y′ − 4y = e−4x + x e−x

[
y = C1e

x + C2e
−4x − x

5 e
−4x − 1

36 (6x+ 1)e−x
]

(h) y′′ − 9y = e3x cosx
[
y = C1e

3x + C2e
−3x + 1

37 e
3x(6 sinx− cosx)

]
(i) y′′ − 2y′ + y = 6x ex

[
y = (C1 + C2x+ x3)ex

]
(j) y′′ + y = x sinx

[
y =

(
C1 − x2

4

)
cosx+

(
C2 + x

4

)
sinx

]
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10. Řešte úlohy

(a) y′′ + 9y = 6e3x ; y(0) = y′(0) = 0
[

1
3 (e3x − cos 3x− sin 3x

]
(b) y′′ − 4y′ + 5y = 2x2ex ; y(0) = 2 , y′(0) = 3

[
y = e2x(cosx− 2 sinx) + (x+ 1)2ex

]
(c) y′′ + 6y′ + 9y = 10 sinx ; y(0) = y′(0) = 0

[
y =

(
x+ 3

5

)
e−3x + 1

5 (4 sinx− 3 cosx)
]

(d) y′′ + 4y = sinx ; y(0) = y′(0) = 1
[
y = cosx+ 1

3 (sin 2x+ sinx)
]

(e) y′′ + y = 2 cosx ; y(0) = 1 , y′(0) = 0 [ y = cosx+ x sinx ]

11. Odhadněte partikulárńı integrály následuj́ıćıch rovnic

(a) y′′ − 7y′ = (x− 1)2
[
yp = A1x

3 +A2x
2 +A3x

]
(b) y′′ + 7y′ = e−7x

[
yp = Axe−7x

]
(c) y′′ − 8y′ + 16y = (10− x)e4x

[
yp =

(
A1x

3 +A2x
2
)
e4x
]

(d) y′′ + 25y = cos 5x [ yp = x(A cos 5x+B sin 5x) ]

(e) y′′ + 4y′ + 8y = e2x(sin 2x+ cos 2x)
[
yp = (A cos 2x+B sin 2x)e2x

]
(f) y′′ − 4y′ + 8y = e2x(sin 2x+ cos 2x)

[
yp = x(A cos 2x+B sin 2x)e2x

]
(g) y′′ + 4y = sinx sin 2x [ yp = A1 cosx+B1 sinx+A2 cos 3x+B2 sin 3x ]

(h) yIV − y′′′ = 4
[
yp = Ax3

]
(i) y′′′ + 2y′′ + y′ = (2x+ 1) sinx+ (x2 − 4x) cosx[

yp = (Ax2 +Bx+ C) cosx+ (Dx2 + Ex+ F ) sinx
]

(j) y′′′ − y′ = ex sinx+ 2x2
[
yp = ex(A cosx+B sinx) + x(Cx2 +Dx+ E)

]
(k) y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = ex(x cosx+ sinx) ; λ1 = 1 + i[

yp = x2ex {(Ax+B) cosx+ (Cx+D) sinx}
]

(l) y(5) − y(4) + 8y′′′ − 8y′′ + 16y′ − 16y = 3 cos 2x+ 1
[
yp = x2(A cos 2x+B sin 2x) + C

]
12. Vypočtěte partikulárńı integrál rovnice y′′ − 3y′ + 2y = f(x) , je-li

(a) f(x) = 10e−x
[
yp = 5

3e
−x
]

(b) f(x) = 3e2x
[
yp = 3xe2x

]
(c) f(x) = 2 sinx

[
yp = 1

5 (3 cosx+ sinx)
]

(d) f(x) = 2x3 − 30
[
yp = 1

4 (4x3 + 18x2 + 42x− 15)
]

(e) f(x) = 2ex cos x
2

[
yp = − 8

5e
x
(
cos x

2 + 2 sin x
2

) ]
(f) f(x) = x− e−2x + 1

[
yp = 1

12 (6x+ 15− e−2x)
]

(g) f(x) = ex(3− 4x)
[
yp = (2x2 + x)ex

]
(h) f(x) = 3x+ 5 sin 2x

[
yp = 3

2x+ 1
4 (9 + 3 cos 2x− sin 2x)

]
(i) f(x) = 2ex − e−2x

[
yp = −2xex − 1

12e
−2x

]
(j) f(x) = sinx sin 2x

[
yp = 1

20 (cosx− 3 sinx) + 1
260 (7 cos 3x+ 9 sin 3x)

]
(k) f(x) = shx

[
yp = − 1

12e
−x − 1

2x e
x
]

13. Vypočtěte partikulárńı integrál rovnice 2y′′ + 5y′ = f(x) , je-li

(a) f(x) = 5x2 − 2x− 1
[
yp = 1

3x
3 − 3

5x
2 + 7

25x
]

(b) f(x) = ex
[
yp = 1

7e
x
]

(c) f(x) = 29 cosx [ yp = 5 sinx− 2 cosx ]
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(d) f(x) = cos2 x
[
yp = 1

10x+ 5
164 sin 2x− 1

41 cos 2x
]

(e) f(x) = 0, 1 e−2,5x − 25 sin 2, 5x
[
yp = cos 2, 5x+ sin 2, 5x− 0, 02x e−2,5x

]
(f) f(x) = 29x sinx

[
yp = −

(
5x+ 16

29

)
cosx−

(
2x− 185

29

)
sinx

]
(g) f(x) = 100x e−x cosx

[
yp = 1

169e
−x{ (650x+ 2650) sinx− (3250x− 400) cosx }

]
(h) f(x) = 3ch5

2x
[
yp = 3

10

{
1
5e

5x/2 − x e−5x/2
} ]

14. Vypočtěte partikulárńı integrál rovnice y′′ − 4y′ + 4y = f(x) , je-li

(a) f(x) = 1
[
yp = 1

4

]
(b) f(x) = e−x

[
yp = 1

9e
x
]

(c) f(x) = 3e2x
[
yp = 3

2 x
2 e2x

]
(d) f(x) = 2(sin 2x+ x)

[
yp = 1

4 (cos 2x+ 2x+ 2)
]

(e) f(x) = sinx cos 2x
[
yp = 1

338 (12 cos 3x− 5 sin 3x) + 1
50 (4 cosx+ 3 sinx)

]
(f) f(x) = sin3 x

[
yp = 3

100 (3 sinx+ 4 cosx) + 1
676 (5 sin 3x− 12 cos 3x)

]
(g) f(x) = 8(x2 + e2x + sin 2x)

[
yp = 2x2 + 4x+ 3 + 4x2 e2x + cos 2x

]
(h) f(x) = sh2x

[
yp = 1

32 (8x2 e2x − e−2x)
]

(i) f(x) = shx+ sinx
[
yp = 1

18 (9ex − e−x) + 1
25 (3 sinx+ 4 cosx)

]
(j) f(x) = ex − sh(x− 1)

[
yp = ex − 1

2e
x−1 + 1

18e
1−x

]
15. Vypočtěte partikulárńı integrál rovnice 5y′′ − 6y′ + 5y = f(x) , je-li

(a) f(x) = 5 e3x/5
[
yp = 25

16 e
3x/5

]
(b) f(x) = sin 4

5x
[
yp = 15

219 sin 4
5x+ 40

219 cos 4
5x
]

(c) f(x) = e2x + 2x3 − x+ 2
[
yp = 1

13e
2x + 1

5

(
2x3 + 36

5 x2 + 107
25 x− 1118

25

) ]
(d) f(x) = e3x/5 cosx

[
yp = − 5

9 e
3x/5 cosx

]
(e) f(x) = e3x/5 sin 4

5x
[
yp = − 1

8 x e
3x/5 cos 4

5x
]

(f) f(x) = ex chx
[
yp = 1

26 e
2x + 1

10

]
16. Řešte rovnice

(a) x2 y′′ − 3x y′ + 3y = 0
[
y = C1x+ C2x

3
]

(b) x y′′′ + y′′ = 0 [ y = C1 + x(C2 + C3 lnx) ]

(c) x3 y′′′ − 3x2 y′′ + 6x y′ − 6y = x
[
y = C1x+ C2x

2 + C3x
3 + 1

2 x lnx
]

(d) x2 y′′ − x y′ + y = 6x lnx
[
y = x ln3 x+ x(C1 + C2 lnx)

]
(e) x2 y′′ + x y′ + y = 2 sin(lnx) [ y = − lnx cos(lnx) + C1 cos(lnx) + C2 sin(lnx) ]

7.5.3 Okrajová úloha.

1. Převed’te následuj́ıćı rovnice na symetrický tvar

(a) y′′ + 3y′ = 0
[ (
e3x y′

)′ = 0
]

(b) y′′ − 7y′ = 0
[ (
e−7x y′

)′ = 0
]

(c) 4y′′ − 3y′ = 0
[(
e−

3
4 x y′

)′
= 0

]
(d) y′′ + 25y = 0 [ y′′ + 25y = 0 ]
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(e) ay′′ + by′ + cy = 0 ; a, b jsou konstanty
[(
e

b
a x y′

)′
+ c

a e
b
a x = 0

]
(f) x2y′′ + xy′ − y = 0

[
(xy′)′ − y

x = 0
]

(g) x2y′′ + 3xy′ + y = 0
[(
x3 y′

)′ + xy = 0
]

(h) ax2 y′′ + bx y′ + cy = 0 ; a, b jsou konstanty
[(
a x

b
a y′
)′

+ c x
b−2a

a = 0
]

(i) (2x+ 1)2y′′ + 2(2x+ 1)y′ + y = 0
[
{(2x+ 1)y′}′ + y

2x+1 = 0
]

(j) (x2 − 1)y′′ − 6y = 0
[
y′′ − 6

x2−1 = 0
]

(k) x2 lnx y′′ − xy′ + y = 0
[(

y′

ln x

)′
+ y

x2 ln2 x
= 0

]
(l) y′′ − y′ tg x = 0 [ (y′ cosx)′ = 0 ]

2. Řešte následuj́ıćı okrajové úlohy.

(a) y′′ − y = 0 ; y(0) = 0 , y(2π) = 1
[
y = shx

sh2π

]
(b) y′′ + y = 0 ; y(0) = 0 , y(2π) = 1 [ nemá řešeńı ]

(c) y′′ − k2 y = 0 ; y(0) = v1 , y(x0) = v2

[
y = 1

shkx0
(v1 shk(x0 − x) + v2 shkx)

]
(d) y′′ − α2 y = 0 ; y(0) = v , y′(x0) = 0

[
y = v · ch α(x0−x)

ch αx0

]
(e) y′′α2 s y = 0 ; y(0) = 1

s , y
′(x0) = 0[

s < 0 ; y = cos α
√
−s (x0−x)

s cos α
√
−s x0

pro x0 6= (2k+1)π

2α
√
−s

k ∈ N ∪ {0} ;

pro x0 = (2k+1)π

2α
√
−s

nemá řešeńı : s > 0 ; y = ch α
√

s (x0−x)
s ch α

√
s x0

]
(f) y′′ − λ2 y = 0 ; λ 6= 0 , y(0) = 0 , y(1) = 1

λ

[
y = 1

λ
sh λ x
sh λ

]
(g) y′′ − λ2 y = 0 ; λ 6= 0 , y(0) = 0 , y′(1) = 1

λ

[
y = 1

λ2
sh λ x
ch λ

]
(h) y′′ − λ2 y = 0 ; λ 6= 0 , y′(0) = 0 , y(1) = 1

λ

[
y = 1

λ
ch λ x
ch λ

]
(i) y′′ − α2 s2 y = α2 gl ; y(0) = y(x0) = 0[

y = gl
s2 sh α s x0

( shα sx− shα sx0 + shα s(x0 − x))
]

(j) x y′′ + y′ = 0 ; y(1) = α y′(1) , y(x) je omezená pro x→∞ [ y = 0 ]

(k) yIV − λ4 y = 0 ; y(0) = y′′(0) = 0 , y(π) = y′′(π) = 0
[ y = C sin kx pro λ = k (k ∈ N) ; y = 0 pro ostatńı λ ]

3. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı funkce úlohy y′′ + λ y = 0 , je-li

(a) x ∈ 〈0, π〉 ; y(0) = y(π) = 0
[
λk = k2 , yk = sin kx , k ∈ N

]
(b) x ∈ 〈0, π〉 ; y(0) = y′(π) = 0

[
λk = (2k−1)2

4 , yk = sin 2k−1
2 x , k ∈ N

]
(c) x ∈ 〈0, π〉 ; y′(0) = y(π) = 0

[
λk = (2k−1)2

4 , yk = cos 2k−1
2 x , k ∈ N

]
(d) x ∈ 〈0, π〉 ; y′(0) = y′(π) = 0

[
λk = k2 , yk = cos kx , k ∈ N ∪ {0}

]
(e) x ∈ 〈1, 2〉 ; y(1) = y(2) = 0

[
λk = k2π2 , yk = sin kπx , k ∈ N

]
(f) x ∈ 〈1, 2〉 ; y(1) = y′(2) = 0

[
λk = (2k−1)2π2

4 , yk = cos 2k−1
2 πx , k ∈ N

]
(g) x ∈ 〈1, 2〉 ; y′(1) = y(2) = 0

[
λk = (2k−1)2π2

4 , yk = sin 2k−1
2 πx , k ∈ N

]
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(h) x ∈ 〈1, 2〉 ; y′(1) = y′(2) = 0
[
λk = k2π2 , yk = cos kπx , k ∈ N ∪ {0}

]
(i) x ∈ 〈a, b〉 ; y(a) = y(b) = 0

[
λk = k2π2

(b−a)2 , yk = sin kπ(x−a)
b−a , k ∈ N

]
(j) x ∈ 〈a, b〉 ; y(a) = y′(b) = 0

[
λk = (2k−1)2π2

4(b−a)2 , yk = sin (2k−1)π(x−a)
2(b−a) , k ∈ N

]
(k) x ∈ 〈a, b〉 ; y′(a) = y(b) = 0

[
λk = (2k−1)2π2

4(b−a)2 , yk = cos (2k−1)π(x−a)
2(b−a) , k ∈ N

]
(l) x ∈ 〈a.b〉 ; y′(a) = y′(b) = 0

[
λk = k2π2

(b−a)2 , yk = cos kπ(x−a)
b−a , k ∈ N ∪ {0}

]
4. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı funkce následuj́ıćıch okrajových úloh

(a) y′′ + 2y′ + λ y = 0 , x ∈ 〈0, l〉 ; y(0) = y(l) = 0[
λk = 1 + k2π2

l2 , yk = e−x sin kπx
l , k ∈ N

]
(b) x2 y′′ + x y′ + λ y = 0 , x ∈ 〈1, l〉 ; y(1) = y(l) = 0

[
λk = k2π2

ln2 l
, yk = sin kπ ln x

ln l , k ∈ N
]

(c) y′′ + (λ+ 1)y = 0 , x ∈ 〈0, 1〉 ; y(0)− y′(0) = 0 , y(1) = y′(1) = 0[
λk = k2π2 − 1 , yk = sin(arctg kπ + kπx) , k ∈ N

]
(d) y′′ + 2

x y
′ + λ y = 0 , x ∈ (0, l〉 ; y(l) = 0 , y je omezená pro x→ 0+[

λk = k2π2

l2 , yk = 1
x sin kπx

l ; převed’te danou rovnici na symetrický tvar
]

7.5.4 Soustavy lineárńıch rovnic.

1. Řešte následuj́ıćı soustavy diferenciálńıch rovnic.

(a)
x′ = 2x+ y
y′ = 3x+ 4y

[
x = C1e

t + C2e
5t

y = −C1e
t + 3C2e

5t

]
(b)

x′ = x− y
y′ = y − 4x

[
x = C1e

−t + C2e
3t

y = 2C1e
−t − 2C2e

3t

]
(c)

x′ + x− 8y = 0
y′ − x− y = 0

[
x = 2C1e

3t − 4C2e
−3t

y = C1e
3t + C2e

−3t

]
(d)

x′ = x+ y
y′ = 3y − 2x

[
x = e2t(C1 cos t+ C2 sin t)
y = e2t { (C1 + C2) cos t+ (C2 − C1) sin t }

]
(e)

x′ = x− 3y
y′ = 3x+ y

[
x = et(C1 cos 3t+ C2 sin 3t)
y = et(C1 sin 3t− C2 cos 3t)

]
(f)

x′ + x+ 5y = 0
y′ − x− y = 0

[
x = (2C2 − C1) cos 2t− (2C1 + C2) sin 2t
y = C1 cos 2t+ C1 sin 2t

]
(g)

x′ = 2x+ y
y′ = 4y − x

[
x = (C1 + C2t)e3t

y = (C1 + C2 + C2t)e3t

]
(h)

x′ = 3x− y
y′ = 4x− y

[
x = (C1 + C2t)et

y = (2C1 − C2 + 2C2t)et

]

(i)
x′ = x+ z − y
y′ = x+ y − z
z′ = 2x− y

 x = C1e
t + C2e

2t + C3e
−t

y = C1e
t − 3C3e

−t

z = C1e
t + C2e

2t − 5C3e
−t


(j)

x′ = 3x− y + z
y′ = x+ y + z
z′ = 4x− y + 4z

 x = C1e
t + C2e

2t + C3e
5t

y = C1e
t − 2C2e

2t + C3e
5t

z = −C1e
t − 3C2e

2t + 3C3e
5t


(k)

x′ = 4y − 2z − 3x
y′ = z + x
z′ = 6x− 6y + 5z

 x = C1e
t + C3e

−t

y = C1e
t + C2e

2t

z = 2C2e
2t − C3e

−t


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(l)
x′ = x− y − z
y′ = x+ y
z′ = 3x+ z

 x = et(2C2 sin 2t+ 2C3 cos 2t)
y = et(C1 − C2 cos 2t+ C3 sin 2t)
z = et(−C1 − 3C2 cos 2t+ 3C3 sin 2t)


(m)

x′ = 4x− y − z
y′ = x+ 2y − z
z′ = x− y + 2z

 x = C1e
2t + (C2 + C3)e3t

y = C1e
2t + C2e

3t

z = C1e2t+ C3e
3t


(n)

x′ = x− y + z
y′ = x+ y − z
z′ = 2z − y

 x = (C1 + C2t)et + C3e
2t

y = (C1 − 2C2 + C2t)et

z = (C1 − C2 + C2t)et + C3e
2t


(o)

x′ = 4x− y
y′ = 3x+ y − z
z′ = x+ z

 x = (C1 + C2t+ C3t
2)e2t

y =
{
2C1 − C2 + (2C2 − 2C3)t+ 2C3t

2
}
e2t

z =
{
C1 − C2 + 2C3 + (C2 − 2C3)t+ C3t

2
}
e2t


2. Řešte následuj́ıćı soustavy diferenciálńıch rovnic.

(a)
x′ = y + 2et

y′ = x+ t2

[
x = C1e

t + C2e
−t + tet − t2 − 2

y = C1e
t − C2e

−t + (t− 1)et − 2t

]
(b)

x′ = y − 5 cos t
y′ = 2x+ y

[
x = C1e

2t + C2e
−t − 2 sin t− cos t

y = 2C1e
2t − C2e

−t + sin t+ 3 cos t

]
(c)

x′ = 4x+ y − e2t

y′ = y − 2x

[
x = C1e

2t + C2e
3t + (t+ 1)e2t

y = −2C1e
2t − C2e

3t − 2te2t

]
(d)

x′ = 2y − x+ 1
y′ = 3y − 2x

[
x = (C1 + 2C2t)et − 3
y = (C1 + C2 + 2C2t)et − 2

]
(e)

x′ = 5x− 3y + 2e3t

y′ = x+ y + 5e−t

[
x = C1e

2t + 3C2e
4t − e−t − 4e3t

y = C1e
2t + C2e

4t − 2e−t − 2e3t

]
(f)

x′ = 2x− 4y
y′ = x− 3y + 3et

[
x = 4C1e

t + C2e
−2t − 4tet

y = C1e
t + C2e

−2t − (t− 1)et

]
(g)

x′ = 2x− y
y′ = y − 2x+ 18t

[
x = C1e

3t + 3t2 + 2t+ C2

y = −C1e
3t + 6t2 − 2t+ 2C2 − 2

]
(h)

x′ = x+ 2y + 16tet

y′ = 2x− 2y

[
x = 2C1e

2t + C2e
−3t − (12t+ 13)et

y = C1e
2t − 2C2e

−3t − (8t+ 6)et

]
(i)

x′ = 2x− y
y′ = x+ 2et

[
x =

(
C1 + C2t− t2

)
et

y =
{
C1 − C2 + (C2 + 2)t− t2

}
et

]
(j)

x′ = x− y + 8t
y′ = 5x− y

[
x = C1 cos 2t− C2 sin 2t+ 2t+ 2
y = (C1 + 2C2) cos 2t+ (2C1 − C2) sin 2t+ 10t

]
(k)

x′ = 2x− y
y′ = 2y − x− 5et sin t

[
x = C1e

t + C2e
3t + et(2 cos t− sin t)

y = C1e
t − C2e

3t + et(3 cos t+ sin t)

]
(l)

x′ = y + tg2t− 1
y′ = −x+ tg t

[
x = C1 cos t+ C2 sin t+ tg t
y = −C1 sin t+ C2 cos t+ 2

]
(m)

x′ = −4x− 2y + 2
et−1

y′ = 6x+ 3y − 3
et−1

[
x = C1 + 2C2e

−t + 2e−t ln | et − 1 |
y = −2C1 − 3C2e

−t − 3e−t ln | et − 1 |

]
(n)

x′ = x− y + 1
cos t

y′ = 2x− y [
x = C1 cos t+ C2 sin t+ t(cos t+ sin t) + (cos t− sin t) ln | cos t |
y = (C1 − C2) cos t+ (C1 + C2) sin t+ 2 cos t ln | cos t |+ 2t sin t

]

(o)
x′ = 2x+ y − 2z − t+ 2
y′ = 1− x
z′ = x+ y − z − t+ 1

 x = C1e
t + C2 sin t+ C3 cos t

y = t− C1e
t + C2 cos t− C3 sin t

z = 1 + C2 sin t+ C3 cos t


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3. Řešte následuj́ıćı Cauchyovy úlohy.

(a)
y′ = y + z ; y(0) = 0
z′ = −2y + 4z ; z(0) = −1

[
y = e2t − e3t

z = e2t − 2e3t

]
(b)

y′ = 3y − z ; y(0) = 1
z′ = 10y − 4z ; z(0) = 5

[
y = e−2t

z = 5e−2t

]
(c)

x′ = 3x+ 8y ; x(0) = 6
y′ = −3y − x ; y(0) = −2

[
x = 2(2et + e−t)
y = −et − e−t

]
(d)

x′ = et − y − 5x ; x(0) = 119
900

y′ = e2t + x− 3y ; y(0) = 211
900

[
x = 4

25e
t − 1

36e
2t

y = 1
25e

t + 7
36e

2t

]

(e)
x′ = y ; x(0) = 1
y′ = −x ; y(0) = 1

[
x = cos t+ sin t
y = cos t− sin t

]
(f)

x′ = 4x− 5y ; x(0) = 0
y′ = x ; y(0) = 1

[
x = (1− 2t)e−2t

y = t e−2t

]
(g)

x′ = x+ y + t ; x(0) = − 7
9

y′ = x− 2y + 2t ; y(0) = − 5
9

[
x = − 4

3 t−
7
9

y = 1
3 t−

5
9

]

(h)
x′ = x+ 5y ; x(0) = −2
y′ = −3y − x ; y(0) = 1

[
x = (sin t− 2 cos t)e−t

y = e−t cos t

]
(i)

2x′ = 6x− y − 6t2 − t+ 3 ; x(0) = 2
y′ = 2y − 2t− 1 ; y(0) = 3

[
x = e2t + e3t + t2 + t
y = 2e2t + t+ 1

]

7.6 Funkčńı řady.

7.6.1 Základńı vlastnosti.

1. Najděte obor konvergence řady
∞∑

n=1
un(x) , je-li

(a) un(x) = lnn x
[

1
e < x < e

]
(b) un(x) = (−1)n

2n+1

(
1−x
1+x

)n

[x ∈ 〈0,+∞) ]

(c) un(x) = 1
1+xn [x ∈ R− 〈−1, 1〉 ]

(d) un(x) = xn

1+x2n [x ∈ R− {−1, 1} ]

(e) un(x) = (−1)n+1

xn [ |x | > 1 ]

(f) un(x) = e−nx [x > 0 ]

(g) un(x) = cos nx
enx [x ∈ (0,+∞) ]

(h) un(x) =
(
5− x2

)n [
2 < |x |

√
6
]

(i) un(x) = n− ln x2
[ |x | >

√
e ]

(j) un(x) = n2 e−nx2
[x ∈ R− {0} ]

(k) un(x) = xn

1−xn [x ∈ (−1, 1) ]

2. Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci posloupnosti {fn(x)}∞n=1 , je-li

(a) fn(x) = n2

n2+x2 ; x ∈ R , x ∈ 〈−1, 1〉 [ nestejnoměrně ; stejnoměrně ]

(b) fn(x) = xn ; x ∈ 〈0, 1〉 , x ∈
〈
0, 1

2

〉
[ nestejnoměrně ; stejnoměrně ]

(c) fn(x) = arctg nx√
n+x

; x ∈ 〈0,+∞) [ stejnoměrně ]
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(d) fn(x) = xn − xn+1 ; x ∈ 〈0, 1〉 [ stejnoměrně ]

(e) fn(x) = xn − x2n ; x ∈ 〈0, 1〉 [ nestejnoměrně ]

(f) fn(x) = nx
1+n2x2 ; x ∈ 〈0, 2〉 [ nestejnoměrně ]

(g) fn(x) = 2x
1+n2x2 ; x ∈ R [ stejnoměrně ]

(h) fn(x) =
√
x+ 1

n −
√
x ; x ∈ 〈0,+∞) [ stejnoměrně ]

(i) fn(x) = en(x−1) ; x ∈ (0, 1) [ nestejnoměrně ]

(j) fn(x) = arctg nx ; x ∈ (0,+∞) [ nestejnoměrně ]

(k) fn(x) = x arctg nx ; x ∈ (0,+∞) [ stejnoměrně ]

3. Dokažte stejnoměrnou konvergenci řady
∞∑

n=1
un(x) , je-li

(a) un(x) = 1
x2+n2 ; x ∈ R

(b) un(x) = (−1)n

x+2n ; x ∈ 〈0,+∞)

(c) un(x) = x
1+n4x2 ; x ∈ R

(d) un(x) = sin nx
3√n4+x4 ; x ∈ R

(e) un(x) = nx
1+n5x2 ; x ∈ R

(f) un(x) = arctg 2x
x2+n3 ; x ∈ R

(g) un(x) = cos nx
n2 ; x ∈ R

(h) un(x) = x2 sin n
√

x
1+n3x4 ; x ∈ 〈0,+∞)

(i) un(x) =
(
arctg x

x2+n2

)2

; x ∈ 〈0,+∞)

(j) un(x) = ln
(
1 + x2

n ln2 n

)
; n ≥ 2 ; |x | ≤ a , (a > 0)

(k) un(x) = sin x2
n

x2
√

n+1
; |x | ≤ a , (a > 0)

(l) un(x) = sin x
n sin 2nx

x2+4n ; x ∈ R

(m) un(x) = n2
√

n!
(xn + x−n) ; 1

2 ≤ |x | ≤ 2

(n) un(x) = x2 e−nx ; ε ≤ x ≤ a (ε, a > 0 , ε < a)

7.6.2 Mocninné řady.

1. Najděte poloměr konvergence řady
∞∑

n=1
anx

n , je-li

(a) an = 1
n2 [ 1 ]

(b) an = 1
n! [ +∞ ]

(c) an = (1+i)n

n 2n

[√
2
]

(d) an = αn2
, (0 < α < 1) [ +∞ ]

(e) an = an

n + bn

n2 , (a, b > 0)
[
min

(
1
a ,

1
b

) ]
(f) an = 3−

√
n

√
n2+1

[ 1 ]

(g) an = 1
an+bn , (a, b > 0) [ max(a, b) ]

(h) an = (−1)n−1
{

2n(n!)2

(2n+1)!

}p

[ 2p ]

144



(i) an = (−1)n−1

n!

(
n
e

)n [ 1 ]

(j) an = a(a+1)· ... ·(a+n−1)·b(b+1)· ... ·(b+n−1)
n! c(c+1)· ... ·(c+n−1) , c /∈ Z−N [ 1 ]

2. Najděte poloměr konvergence následuj́ıćı řady.

(a)
∞∑

n=1

[ 3+(−1)n]n

n xn
[

1
4

]
(b)

∞∑
n=0

5n x3n
[

1
3√5

]
(c)

∞∑
n=1

2n n!
nn x2n

[√
e
2

]
(d)

∞∑
n=0

3n(n3 + 2)x2n
[

1√
3

]
3. Najděte obor konvergence mocninné řady

∞∑
n=1

an(x− x0)n , je-li

(a) an = 1
n
√

n
; x0 = 1 [ 〈0, 2〉 ]

(b) an =
(

2n−1
3n+2

)n

; x0 = −1
[ (
− 7

2 ,−
1
2

) ]
(c) an = (−1)n

2n+1 ; x0 = 0 [ (−1, 1〉 ]

(d) an = 1
3√n 3n ; x0 = 1 [ 〈−1, 4) ]

(e) an =
√

n4+3
n3+4n ; x0 = −2 [ (−3,−1) ]

(f) an = 5n+(−3)n

n+1 ; x0 = 0
[ 〈
− 1

5 ,
1
5

) ]
(g) an = 1√

n+1
ln 3n−2

3n+2 ; x0 = −1 [ 〈−2, 0〉 ]

(h) an =
3√2n+1− 3√2n−1√

n
; x0 = −3 [ 〈−4,−2〉 ]

(i) an = n
√
a− 1 ; x0 = 0 ; a > 0 , a 6= 1 [ 〈−1, 1) ]

(j) an = 3−
√

n
√

n2+n+1
; x0 = 1 [ 〈0, 2〉 ]

4. Najděte rozvoj funkce f(x) v mocninnou řadu, je-li

(a) f(x) = e−x2
[ ∞∑

n=0

(−1)n

n! x2n ; x ∈ R
]

(b) f(x) = cos2 x
[

1 +
∞∑

n=1
(−1)n 22n−1

(2n)! x
2n ; x ∈ R

]
(c) f(x) = sin 3x sin 5x

[ ∞∑
n=1

(−1)n 22n−1

(2n)!

(
1− 24n

)
x2n ; x ∈ R

]
(d) f(x) = sin3 x

[
3
4

∞∑
n=1

(−1)n+1 32n−1
(2n+1)! x

2n+1 ; x ∈ R
]

(e) f(x) = x2

(1+x)2

[ ∞∑
n=0

(−1)n (n+ 1)xn+2 ; x ∈ (−1, 1)
]

(f) f(x) = 5x−4
x+2

[
−2 + 7

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n xn ; x ∈ (−2, 2)
]

(g) f(x) = 1
x2−2x−3

[
− 1

4

∞∑
n=0

1+(−1)n 3n+1

3n+1 xn ; x ∈ (−1, 1)
]
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(h) f(x) = ln
√

1+x
1−x

[ ∞∑
n=0

x2n+1

2n+1 ; x ∈ (−1, 1)
]

(i) f(x) = ln 3−2x
2+3x

[
ln 3

2 +
∞∑

n=1

{ (
− 3

2

)n − ( 2
3

)n } xn

n ; x ∈
(
− 2

3 ,
2
3

〉 ]
(j) f(x) = 1√

1−x2

[
1 +

∞∑
n=1

(2n−1)!!
(2n)!! x2n ; x ∈ (−1, 1)

]
(k) f(x) =

√
1 + x2

[
1 + x2

2 +
∞∑

n=2
(−1)n−1 (2n−3)!!

(2n)!! x2n ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

(l) f(x) = (1− x2)−
3
2

[ ∞∑
n=0

(2n+1)!!
(2n)!! x2n ; x ∈ (−1, 1)

]
(m) f(x) = x√

1−2x

[
x+

∞∑
n=1

(2n−1)!!
n! xn+1 ; x ∈

(
− 1

2 ,
1
2

) ]
(n) f(x) = (1 + x2)arctg x

[
x+ 2

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2−1 x2n+1 ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

5. Najděte rozvoj funkce f(x) v mocninnou řadu, je-li

(a) f(x) = ln
(
x+

√
1 + x2

) [
x+

∞∑
n=1

(−1)n (2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1 ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

(b) f(x) = arcsinx
[
x+

∞∑
n=1

(2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1 ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

(c) f(x) = arctg x+3
x−3

[
−π

4 +
∞∑

n=0

(−1)n+1

32n+1
x2n+1

2n+1 ; x ∈ 〈−3, 3〉
]

(d) f(x) = 1
1−x−x2[ ∞∑

n=0
anx

n , kde an = 1√
5

{(√
5+1
2

)n+1

+ (−1)n
(√

5−1
2

)n+1
}

; |x | <
√

5−1
2

]
(e) f(x) = 1

1+x+x2

[
2√
3

∞∑
n=0

xn · sin 2π(n+1)
3 ; x ∈ (−1, 1)

]
(f) f(x) = x cos α−x2

1−2x cos α+x2

[ ∞∑
n=1

xn · cosnα ; x ∈ (−1, 1)
]

(g) f(x) = 1
4 ln 1+x

1−x + 1
2arctg x

[ ∞∑
n=0

x4n+1

4n+1 ; x ∈ (−1, 1)
]

(h) f(x) = x arctg x− ln
√

1 + x2

[ ∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n

2n(2n−1) ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

(i) f(x) = x arcsinx+
√

1− x2

[
1 + x2

2 +
∞∑

n=1

(2n−1)!!
(2n+2)!!

x2n+2

2n+1 ; ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

(j) f(x) = ln(1+x)
1+x

[ ∞∑
n=1

(−1)n−1
(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n

)
xn ; x ∈ (−1, 1)

]
(k) f(x) = ex

1−x

[ ∞∑
n=0

n∑
k=0

1
k! · x

n ; x ∈ (−1, 1)
]

(l) f(x) = arctg 2x

[ ∞∑
n=1

(−1)n−1
(
1 + 1

3 + · · ·+ 1
2n−1

)
x2n

n ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

(m) f(x) = ex sinx
[ ∞∑

n=1

2
n
2 sin nπ

4
n! xn ; x ∈ R

]
(n) f(x) = ex cosx

[ ∞∑
n=0

2
n
2 cos nπ

4
n! xn ; x ∈ R

]
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(o) f(x) =
(

arcsin x
x

)2 [ ∞∑
n=0

22n+1 (n!)2

(2n+2)! x2n ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

6. Vypočtěte následuj́ıćı integrály.

(a)
x∫
0

e−t2 dt

[ ∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n+1) x
2n+1 ; x ∈ R

]
(b)

x∫
0

sin t
t dt

[ ∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)(2n+1)! x
2n+1 ; x ∈ R

]
(c)

x∫
0

dt√
1−t4

[
x+

∞∑
n=1

(2n−1)!!
(4n+1)(2n)!! x

4n+1 ; x ∈ (−1, 1)
]

(d)
x∫
0

t2√
1+t2

dt

[
x3

3 +
∞∑

n=1
(−1)n (2n−1)!!

(2n+3)(2n)!! x
2n+3 ; x ∈ 〈−1, 1〉

]
7. Sečtěte následuj́ıćı řady.

(a)
∞∑

n=0

lnn x
n! [x ; x ∈ (0,+∞) ]

(b)
∞∑

n=0
(−1)n lnn x

2n n!

[
1√
x

; x ∈ (0,+∞)
]

(c)
∞∑

n=1

xn

n

[
ln 1

1−x ; x ∈ 〈−1, 1)
]

(d)
∞∑

n=1
nxn+1

[
x2

(1−x)2 ; x ∈ (−1, 1)
]

(e)
∞∑

n=1
(−1)n x2n

2n+1

[
arctg x

x ; x ∈ 〈−1, 1〉
]

(f)
∞∑

n=1
n(n+ 2)xn

[
x(3−x)
(1−x)3 ; x ∈ (−1, 1)

]
(g)

∞∑
n=0

3n+1
n! x3n

[
(1 + 3x2)ex3

; x ∈ R
]

(h)
∞∑

n=0
(−1)n 2n2+1

(2n)! x
2n

[ (
1− x2

2

)
cosx− x

2 sinx ; x ∈ R
]

(i)
∞∑

n=0

n2+1
2n n! x

n
[ (

x2

4 + x
2 + 1

)
e

x
2 ; x ∈ R

]
7.6.3 Fourierovy řady.

1. Najděte Fourierovu řadu funkćı fn(x) = sinn x a gn(x) = cosn x pro n = 2, 3, 4, 5 .[
f2(x) = 1

2 −
1
2 cos 2x ; g2(x) = 1

2 + 1
2 cos 2x ; f3(x) = 3

4 sinx− 1
4 sin 3x ;

g3(x) = 3
4 cosx+ 1

4 cos 3x ; f4(x) = 3
4 −

1
2 cos 2x+ 1

8 cos 4x ; g4(x) = 3
4 + 1

2 cos 2x+ 1
8 cos 4x ;

f5(x) = − 5
8 sinx+ 5

16 sin 3x− 1
16 sin 5x ; g5(x) = 5

8 cosx+ 5
16 cos 3x+ 1

16 cos 5x
]

2. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) na intervalu (−π, π) , je-li

(a) f(x) = x

[
2

∞∑
n=1

(−1)n+1 sin nx
n

]
(b) f(x) =

{
1 pro 0 ≤ x ≤ π
0 pro −π ≤ x ≤ 0

[
1
2 + 2

π

∞∑
n=1

sin(2n−1)x
2n−1

]
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(c) f(x) = |x | ; výsledku využijte k sečteńı řady
∞∑

n=0

1
(2n+1)2[

π
2 −

4
π

∞∑
n=0

cos(2n+1)x
(2n+1)2 ; π2

8

]
(d) f(x) = π2 − x2 ; výsledku využijte k sečteńı řad

∞∑
n=1

1
n2 ,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2[
2
3 π

2 + 4
∞∑

n=1

(−1)n+1

n2 cosnx ; π2

6 , π2

12

]
(e) f(x) = sgnx ; výsledku využijte k sečteńı řady

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1

[
4
π

∞∑
n=1

sin(2n−1)x
2n−1 ; π

4

]
(f) f(x) = sin ax , a /∈ Z

[
2 sin πa

π

∞∑
n=1

(−1)n+1 n sin nx
n2−a2

]
(g) f(x) = cos ax , a /∈ Z

[
2 sin πa

π

{
1
2a +

∞∑
n=1

(−1)n a cos nx
a2−n2

}]
(h) f(x) = eax , a 6= 0

[
2
π shaπ

{
1
2a +

∞∑
n=1

(−1)n

a2+n2 (a cosnx− n sinnx)
}]

(i) f(x) = q sin x
1−2q cos x+q2 , | q | < 1

[ ∞∑
n=1

qn sinnx ; zaved’te eix = z

]
3. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) , je-li

(a) f(x) = π−x
2 ; x ∈ (0, 2π)

[ ∞∑
n=1

sin nx
n

]
(b) f(x) = x ; x ∈ (a, a+ 2l)

[
a+ 1 + 2l

π

∞∑
n=1

1
n

(
sin nπa

l cos nπx
l − cos nπa

l sin nπx
l

) ]
(c) f(x) = x2 ; x ∈ (0, 2π)

[
4π2

3 + 4
∞∑

n=1

cos nx
n2 − 4π

∞∑
n=1

sin nx
n

]
(d) f(x) = eax ; x ∈ (−h, h)

[
2 sh ah

{
1

2ah +
∞∑

n=1
(−1)n ah cos nπx

h −n sin nπx
h

(ah)2+(πn)2

}]
(e) f(x) = x cosx ; x ∈

(
−π

2 ,
π
2

) [
16
π

∞∑
n=1

n (−1)n+1

(4n2−1)2
sin 2nx

]
(f) f(x) = ex − 1 ; x ∈ (0, 2π)

[
e2π−1

π

{
1
2

∞∑
n=1

(
cos nx
1+n2 − n sin nx

1+n2

)}
− 1

]
4. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) , je-li

(a) f(x) = π
4 −

x
2 ; x ∈ (0, π) (kosinová řada)

[
2
π

∞∑
n=0

cos(2n+1)x
(2n+1)2

]
(b) f(x) = x2 ; x ∈ (0, π) (sinová řada)

[
2
π

∞∑
n=1

(−1)n+1
{

π2

n + 2
n2 [ (−1)n − 1 ]

}
sinnx

]
(c) f(x) = sin ax , a ∈ Z ; x ∈ (0, π) (kosinová řada)[

4a
π

∞∑
n=0

cos(2n+1)x
a2−(2n+1)2 pro a sudé ; 4a

π

{
1

2a2 +
∞∑

n=1

cos 2nx
a2−4n2

}
pro a liché

]
(d) f(x) = cos ax , a ∈ Z ; x ∈ (0, π) (sinová řada)[

− 4
π

∞∑
n=0

sin(2n+1)x
a2−(2n+1)2 pro a sudé ; − 8

π

∞∑
n=1

n sin 2nx
a2−4n2 pro a liché

]

148



(e) f(x) = x
(

π
2 − x

)
; x ∈

(
0, π

2

)
(podle soustavy)

α) { cos(2n− 1)x } , n ∈ N
β) { sin(2n− 1)x } , n ∈ N α) − 2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2

{
1 + 4(−1)n

(2n−1)π

}
cos(2n− 1)x

β) 2
∞∑

n=1

1
(2n−1)2

{
(−1)n + 4

2n−1

}
sin(2n− 1)x


5. Integraćı Fourierova rozvoje funkce f(x) = x najděte postupně rozvoje funkćı

x2 , x3 , x4 , x5 pro x ∈ (−π, π) .[
x ∼ 2

∞∑
n=1

(−1)n+1 sin nx
n ; x2 ∼ π2

3 + 4
∞∑

n=1
(−1)n cos nx

n2 ; x3 ∼ 2
∞∑

n=1
(−1)n 6−π2n2

n3 sinnx ;

x4 ∼ π4

5 + 8
∞∑

n=1
(−1)n+1 6−π2n2

n4 cosnx ; x5 ∼ 2
∞∑

n=1
(−1)n+1 120−20π2n2+π4n4

n5 sinnx
]
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