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Kapitola 1

Metrické prostory.

1.1 Zakladni vlastnosti.

Definice: Mnozinu X nazveme metrickym prostorem, je-li na kartézském soucinu X x X
definovana redlna funkce d s nédsledujicimi vlastnostmi:

1.d(z,y) >0 Vaz,yeX; dz,y) =0 & z=y.

2. d(y,z) =d(z,y) Va,yeX.

3.d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) V a,y,z € X (trojihelnikovd nerovnost).
Funkci d nazgvame metrikou a metricky prostor X zna¢ime téz (X, d).

Priklady: 1. Eukleidovsky prostor R"™ je mnozina uspoiadanych n-tic redlnych ¢isel
x = (x1,22,...,2T,) s metrikou

d(z,y) = {Z |i — yi|2} :
i=1

Analogicky je definovén prostor C" , kde z = (21, 22,...,2,); z; € C.

2. Prostory 1) a 17, tvoif mnozina vSech usporadanych n-tic redlnych nebo komplexnich ¢isel
x = (x1,22,...,2T,) s metrikou

= T > 1: = s — Y.
dy(z,y) {sz yz} , P21 doo(z,y) = max |z —yi

=1

3. Ozna¢me C/(a, b) mnozinu vsech spojitych funkei na uzavieném intervalu (a,b) s metrikou

d(7.9) = mas 17(0) ~ g(0): Fog € Olab)
€(a,b)

4. Prostor s je mnozina viech posloupnost{ realnych nebo komplexnich éisel. Je-li z = {x}72 {,
¥ = {yx}zZ1, potom

Poznamka: K ovéfeni axiomt metrického prostoru pro metriku d,(x, y) z ptikladu 2 budeme
potiebovat Minkowského nerovnost, kterou nyni odvodime.



Lemma: Budte a,b >0, p> 1, ¢ takové, Ze 1% + % = 1. Potom plati

aP b
ab < — + —.
p q

Diikaz: Pro p = 2 dostaneme zndmou nerovnost 2ab < a? +b2. Je-li p > 1 libovolné, uvazime

funkei ¢(t) = % + % pro t > 0. Tato funkce ma pro t=1 minimum (1) = % + % =1 (ovéite si

detailng) a tedy 1 = ¢(1) < p(t) ¥Vt > 0. Jestlize polozime t = aib” v , dostaneme

P _ a
asb~t  a1lpr

1< +
p q
a po vynasobeni
a§+l b%+l
ab <
q

Ponévadz plati 1 + g =p, 1+ % = ¢ (ovéfte), plyne odtud tvrzeni lemmatu.

Véta: (Holderova nerovnost)
Budte ay,...,an, bi,...,b, (n € N) nezédporna &isla, p > 1,

1 1
Zakbkg{Zai} {ZbZ} .
k=1 k=1 k=1

+ & = 1. Potom plati

1.1
P q

Dukaz: Polozme Ay = n“k T, B = — be _ Podle predchoziho lemmatu plati
{£.) {0}
AP Bl
ApBrp < =k + =k (k=1,2,...,n),
p q
neboli
akbk ai bi
1 — n n :
P n p q
p q pY a;, q) b

a odtud plyne tvrzeni.

Véta: (Minkowského nerovnost)
Bud'te ay,...,an, b1,...,b, (n € N) nezdpornd, p > 1. Potom plat{

{i(ak+bk)p}P < {iaﬁ}p + {ibi}p :
k=1 k=1 k=1



Diikaz: Je-li p = 1, je nerovnost ziejm4. Necht je tedy p > 1 . Potom muZeme psat

n

Z(ak +0,)P = chak + Z kb,
k=1 k=1

k=1
kde ¢, = (ax + by)P~L. Podle Holderovy nerovnosti plati
1 1 1
n n q n P n P
(Gk-l-bk)pS{ZCZ} {Zai} —&-{Zbi}
k=1 k=1 k=1 k=1

a odtud

>
107

(ar + bg)P

{é(ak +bk)Q(p—1>}‘l’ - {’;az}

s =
_|_
—N—
S
i
(ot
>3
——
=

Ponévadz je % + é =1, plyne odtud, ze q(p — 1) = p,

coz je dand nerovnost.

Poznamka: Holderova i Minkowského nerovnost plati i pro nekoneéné rady nebo integraly.
Je vsak tfeba doplnit predpoklady o jejich konvergenci. Tyto skutecnosti pozdéji uptesnime, az je
budeme pouzivat. Tedy zatim formalné:

Holderova nerovnost

> larbi| < { |ak|p} {Dbm}
k=1 k=1 k=1
b

1@l < [ 15 i / lg() |7 de

a a a

(=l
o =
Q=

Minkowského nerovnost

(] (5] {5
k=1 k=1 k=1

b % b % b
/ @) + g de < / P + / g(@)P da

=

Definice: Bud {z,}2°; posloupnost bodi metrického prostoru X. Rekneme, ze posloupnost

{z,,} konverguje k bodu z, jestlize lim d(x,,z) = 0, nebo strucénéji zapséno d(z,,z) — 0.
n—oo n—oo




Pozndmka: Ukazuje se, ze v prostorech uspofddanych n-tic [R" =13, 1, 17 ] riizné predpisy

pro metriku neovlivni skutecnost, ze néjaka posloupnost bodu konverguje.

Definice: O dvou metrikdch d a d’ na prostoru X fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
existuji konstanty «, 5 > 0 tak, ze Vz,y € X plati

ad(z,y) < d'(z,y) < fd(x,y).

Poznamka: Je-li posloupnost {z,} bodu metrického prostoru X konvergentn{ v metrice d ,
je konvergentni i v metrice d’ a obrdcené.

Definice: Bud X metricky prostor, z € X bod, € > 0 realné &islo. Potom g-okolim bodu z
rozumime mnozinu

S(x;e) ={y € X;d(z,y) < &}.

Jsou-li A, B C X dvé nepréazdné mnoziny, pak jejich vzdédlenosti rozumime ¢&islo

d(A,B)= inf d .
(A, B) et (z,y)

Prumérem mnoziny A, ktery budeme znacit §(A) rozumime ¢islo

0(A) = sup d(z,y).

z,yeA

Je-li 0(A) < oo, fekneme, Ze A je omezend mnozina.

Pozndmky: 1. Mnozinu S(x;¢) nazyvame také nékdy kouli (nebo otevienou kouli) o stfedu
x a poloméru €.

2. Misto oznaceni S(x;¢€) se téz uz{va znaceni B(x;¢e) nebo U(x;e).

Lemma: Sjednoceni koneé¢ného poctu omezenych mnozin je omezend mnozina.

Diikaz: Budte z,y € AU B libovolné dva body, a € A, b € B pevné body.
Potom plati d(z,y) < 6(A), je-li z,y € A, d(z,y) < §(B), je-li z,y € B.
Pro x € A,y € B plati

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) + d(b,y) < §(A) +d(a,b) + §(B) < oco.

Definice: Bud X metricky prostor G, F C X jeho podmnoziny. Rekneme, ze G je oteviend,
jestlize ke kazdému bodu =z € G existuje okoli S(z;¢) takové, ze S(z;¢) C G. O mnoziné F'
rekneme, ze je uzaviend, je-li X — F' oteviend mnozina.

Poznamky: 1. Plati téz obricené: je-li G oteviend mnozina, potom je X — G uzaviena
mnozina. Skuteéné je X — (X — G) = G a tedy X — G je uzaviend mnozina.

2. Uzavienost a otevienost mnoziny se nevylucuji. Existuji tedy mnoziny, které jsou zaroven
uzaviené i oteviené. Piikladem je cely prostor X a prdzdnd mnozina 0.



Lemma: Mnozina S(z;¢) je oteviena.

Dukaz: Bud a € S(z;¢). Potom je d(z,a) < € a exis-
tuje tedy ¢islo 6 > 0 tak, ze d(z,a) + d < e. Déle plati,
ze S(a;0) C S(x;e). Skutecne, je-li y € S(a;0), plati
d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <d(z,a) +J <ea S(z;¢) je
oteviend mnozina.

! Véta: Sjednoceni libovolného systému a prunik konec¢ného systému otevienych mnozin
je oteviend mmnozina. Prunik libovolného systému a sjednoceni koneéného systému uzavienych

mnozin je mnozina uzaviena.

Dukaz: 1. a) Bud G,(a € A) systém otevienych mnozin a z € |J G,. Pak existuje g tak,

acA

ze x € Gy, atedy i
S(x;e) C Gy, C U Gao
acA

pro néjaké € > 0.

n
b) Je-lliz € (| G, pak x € G pro j =1,2,...,n a tedy existuji €1,€9,...,€, > 0 tak, ze
j=1

J

Polozime-li g = min{eq, €9, ..

S((L‘,Ej)CGj (j:l,?,...,n).

.,€n} , potom S(z;e0) C Gj pro j =1,2,...,n, tedy

n

S(x;e9) C ﬂ G,.

j=1

2. Tvrzen{ pro uzaviené mnoziny plyne z de Morganovych pravidel. Budte F, (a € A)
uzaviené mnoziny. Potom jsou G, = X — F|, oteviené a plati F, = X — G,. Odtud

() Fo=X-{JGa

aEA acA

a vzhledem k otevienosti mnoziny |J G, dostaneme okamzité tvrzeni. Analogicky plati

Poznamky:

a€EA
Un-x-(e,
j=1 j=1

1. Jestlize uvazujeme spocetné pruniky otevienych mnozin, nemusime jiz dos-

tat otevienou mnozinu. Analogicky spocetné sjednoceni uzavienych mnozin nemusi byt uzaviena
mnozina. Dostavame dalsi systémy mnozin t. zv. G5 a F, mnoziny. Tedy fekneme, ze A je mnozina

typu Gs , je-li



kde G,, jsou oteviené. Analogicky B je mnozina typu F , je-li

B= f_len,

kde F,, jsou uzaviené.

2. Predchozi véta ddva moznost zavedeni obecnéjsi struktury na dané mnoziné X, nez je
metrika, a sice topologie. Topologii 7 na mnoziné X budeme rozumét takovy systém podmnozin
X, ktery ma prvni vlastnost z predchozi véty; tedy sjednoceni libovolného systému mnozin
z 7 a prunik libovolného kone¢ného systému mnozin z 7 je opét mnozina z 7. Tyto mnoziny budeme
nazyvat oteviené a dvojici (X, 7) nazveme topologickym prostorem.

Definice: Bud X metricky prostor, A C X podmnozina. Rekneme, ze x € A je vnitinim bodem
A | jestlize existuje takové okoli S(z;¢), ze

S(x;e) C A.

Mnozinu v8ech vnitinich bodi mnoziny A nazyvame jejim vnitikem a ozna¢ime Int A. Uzdvérem
mnoziny A nazyvdme mnozinu vSech bodu z € X takovych, ze

d(z,A)=0
a zna¢ime A . Hranici mnoziny A nazveme mnozinu

F(A)=0(A)=ANn(X - A).
Véta: Int A je oteviend mnozina. Mnozina G je oteviend pravé kdyz G = Int G .

Dtkaz: Prva cast tvrzeni je ziejma.
a) Bud G oteviend mnozZina. Je zfejmé, Ze Int G C G. Déle je kazdy bod x € G vnitinim

bodem G, neboli
G CInt@G.

b) Nechf obrécené G C Int G. Potom s kazdym bodem x € G pati{ do G i jisté okoli S(z;¢e) a to
je charakterizace oteviené mnoziny.

Véta: A je uzaviend mnozina. Mnozina F je uzaviend pravé kdyz F = F.
Diitkaz: Bud G = X — A a € G libovolny bod. Potom je d(z, A) > 0 a na piiklad
1
S(x; §d(x,A)) CcG.
Mnozina G je tedy oteviend a A je uzaviend. Je ziejmé, ze F C F.

a) Je-li F = F, pak je F uzavieni. B
b) Obricené kdyby F byla uzaviend a existovalo © € F — F| je x € X — F a existuje okol{

S(z;e) c X —F.
Potom ale nemuze byt d(x, F) = 0 a to je spor s definici uzédvéru mnoziny.
Véta: Bud z € X, A C X podmnozina. Potom = € A pravé kdyz existuje posloupnost

(oo} ~
{zn}olq, on € A tak, ze x, a2



Dikaz: a) Je-li {z,,} posloupnost bodu z véty, potom d(z,,z) — 0 a tedy d(z, A) =0.
n—oo
b) Je-li d(x, A) = 0, potom ke kazdému n € N existuje takové x,, € A, ze d(x,,x) < %, neboli

T, — T.
n—oo

Definice: Bud X metricky prostor, A ¢ X podmnozina. Rekneme, ze bod z € X je
hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli bodu z obsahuje nekonetné mnoho bodu
mnoziny A. Bod mnoziny A, ktery neni jeho hromadnym bodem, nazyvame izolovanym bodem.

Véta: Bod z € X je hromadnym bodem mnoziny A C X pravé kdyz existuje posloupnost
bodu
Ty € A, x, #x tak, ze lim z, = z.

n—oo

Ditkaz: a) Bud z € X hromadny bod mnoziny A. Potom koule S(z; 1) obsahuje nekonecné
mnoho bodi A a zvolme

1
Tp € S(x; ﬁ)

Tim dostaneme pozadovanou posloupnost.
b) Je-li obréicené
T, €A, Ty 7é T, Tp =z
n—oo

potom je zfejmé x € X hromadny bod A.

Poznamka: Z predchoziho plyne, Ze mnozina A je uzaviend pravé kdyz obsahuje vSechny své
hromadné body.

1.2 f]plné, separabilni a kompaktni prostory.

Definice: Bud X metricky prostor, A C X podmnozina. Rekneme, ze A je hustd v X, je-li
A=X.

Piiklad: Bud X = R, A = Q (racionaln{ ¢fsla). Potom A = R. Existuji vak i jiné husté
podmnoziny (vlastn{). Je-li B mnozina vSech iraciondlnich &fsel, je opét B = R. Mezi témito
piiklady vsak existuje podstatny rozdil, ktery bude v dalsim dulezity. Mnozina A je spocetna,
zatimco B neni.

Definice: Bud X metricky prostor. Rekneme, ze posloupnost {z,,}5%, bodi prostoru X je
cauchyovska nebo fundamentdlni, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje pfirozené ¢islo ng tak, ze pro

v8echna n,m > ng plat{ d(x,, z;,) < e. Prostor X nazveme dplnym, jestlize kazda cauchyovska
posloupnost bodu prostoru X je konvergentni v X.

Poznamka: Neni tézké ukazat, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska, obracené
tvrzeni vSak neplati.



Priklad: Prostor R" je uplny.

Ditkaz: Bud {z(®}%2, cauchyovska posloupnost v R", (%) = (scgk)wék), e ,x%k)). Je-li

k,l—o0

I k) (DY — . k) Oy21h

m A, <0, tedy i (30—l <o
xl(k) — xgl)| =0 proi = 1,2,...,n. Tedy posloupnost {xgk)}gozl je cauchyovskd
(k)

%

potom je lim |
k,l—o0

pro i = 1,2,...,n a tudiz konvergentni. Ozna¢me z; = lim z;’, x = (z1,22,...,2,). Nyni je

k—o0

ziejmé, ze x = lim ().
k—o0

Véta: Bud X metricky prostor a nechf A C X je tiplnd mnoZina. Potom je A uzavieni.

Diikaz: Bud a € A. Potom existuje posloupnost

T, € A tak, ze x, — a.

n—oo

Ponévadz je A plnd mnozina a {r,} cauchyovskd, musi byt a € A, tedy A = A.

Poznamka: Priedchozi véta ukazuje, ze uplnost mnoziny je vlastnost nezavisla na prostoru,
ve kterém lezi. Obracené tvrzeni ale plati pouze v uplnych prostorech.

Véta: Bud X dplny metricky prostor, A C X. Potom je A uzaviend pravé kdyz je tplna.

Dikaz: a) Je-li A tplnd, je podle predchozi véty uzaviena.
b) Bud A uzaviend, tedy

A=A a {x,}°, cauchyovska posloupnost, x, € A.

Ponévadz X je uplny prostor, existuje a = lim z,, a € X. Z uzavienosti A plyne, ze a € A.

n—oo

Definice: Metricky prostor X nazveme separabilni, jestlize v X existuje hustd spocetna
podmnozina.

Piiklad: Prostor R" je separabilni.

Diukaz: Uvazme mnozinu vsech bodu tvaru r = (rq,72,...,7,), kder; € Qproi=1,2,...,n.
Tato mnozina je spocetnd (dokazte) a tvoii hustou podmnozinu.

Véta: Kazda podmnozina separabilniho metrického prostoru X je separabilni.

Ditkaz: Bud Y C X, A C X hustd spofetnd podmnoZina, neboli
Z:X, A:{l‘l,l‘g,...}.

Oznacme

1
Smn =S(@m;—) pro myn=1,2,....
n

)



Tento systém je spocetny. Je-li Y NS, ,, # 0, zvolme libovolné bod &, € Y NSy, . Mnozina
B vsech téchto bodil je spoéetné a ukazeme, Ze je hustd v Y. Bud 2 € Y libovolny bod a n € N
libovolné. Potom existuje x,, tak, ze

1
d(z,zm) < —, tedy £ € YN S, .
n
Pro pifslusné &, ., plati d(Zm, &mn) < % a odtud

A, ) < A, 2) + Al ) <

Lemma: Nechf mnoziny G (A € A) tvofi disjunktni systém neprazdnych otevienych mnozin
v separabilnim prostoru X. Potom je A spocetnd mnozina.

Diikaz: Bud A husté spoc¢etnd podmnozina X. Kazdému X € A pfifadme bod zy € A tak,
ze x5 € G. Tyto body tvofi spocetnou mnozinu B C A. Je-li nyni A\; # Aq, pak nutné Gy, # Ga,.
Kdyby bylo x), = x),, potom G, NGy, # 0 a tedy A\; = Aa. Tim dostaneme prosté zobrazeni A
na B a A je spocetna.

Definice: Bud A mnozina. Rekneme, Ze systém mnozin By (XA € A) tvoif pokryti A, jestlize
AC U By .
AEA

Véta: (Lindelofova pokryvaci véta)
Bud X metricky prostor, Y C X separabilni podmnoZina. Bud'te G () € A) oteviené mnoziny
pokryvajici Y. Potom existuje spocetna ¢ast

S CA tak,ze YC |Gy
AED

Diikaz: Bud A C Y hustd spocetnd podmnozina tvoifend body z1, s, ... a uvazme koule

Smn:S(xm,ﬁ) (m,n=1,2,...).

)

Tyto koule tvoii spocetny systém. Je-li z € Y, pak existuje Sy, tak, ze z € S, ,, C Gy pro
néjaké A (G jsou oteviené). Oznaéme odpovidajici mnozinu Gy jako G, ,. Ponévadz takto
vybrané koule pokryvaji Y, staci tedy vybrat piislusné mnoziny G, , z daného pokryti tak,
ze Sy C G-

Poznamka: Predchozi véta je topologicka charakterizace separabilniho prostoru. Tedy sepa-
rabilni topologicky prostor je takovy, ze z kazdého jeho pokryti otevienymi mnozinami je mozné

vybrat spocetné pokryti.

Definice: Metricky prostor X nazveme kompaktni, jestlize kazdd posloupnost bodu X ob-
sahuje vybranou posloupnost konvergentni v X.

Pi#iklad: Libovolny uzavieny interval (a,b) C R je kompaktni. Analogicky kazdy interval
1= <a1,b1> X <a2,b2> X oo X (an,bn>

je kompaktni v R".

10



Definice: Bud X metricky prostor. Rekneme, ze mnozina K (g) C X tvoii e-sit prostoru X,
je-li
d(z, K(e)) < ¢ pro kazdé = € X.

O mnozing A C X fekneme, Ze je totdlné omezend, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje konetnd
e-sit A.

Lemma: Kazda totalné omezenad podmnozina metrického prostoru je omezena.

Diitkaz: Bud A C X totalné omezena. Pak existuje kone¢nd 1-sit
K(l) = {al,ag,...,ak} CcCA
tak, ze d(z, K(1)) <1 Vz € A. Nyni plati

k

AC U S(aj;l)

Jj=1

a sjednoceni omezenych mnozin je omezend mnozina.
Lemma: Kazdy totalné omezeny metricky prostor je separabilni.

Diikaz: Bud X totdlné omezeny. Potom ke kazdému n € N existuje koneéna %—sit’ K (%)

oo J—
a oznacme A = |J K(1). A je spocetnd a ziejmé A = X.
n=1
! Véta: Metricky prostor X je kompaktni pravé kdyz je tiplny a totalné omezeny.

Dukaz: 1. Bud X kompaktni, {z,}5°; libovolnd cauchyovska posloupnost. Ta obsahuje kon-
vergentni podposloupnost a je tedy sama konvergentni. Odtud plyne, ze X je uplny metricky
prostor.

Necht pro néjaké € > 0 neexistuje koneéns e-sit X. Zvolme libovolné z; € X; potom existuje
zy € X tak, ze d(z1,22) > e. Bud 2,41 € X takovy bod, ze d(zy41,2;) > e proj=1,2,...,n.
Tim dostdvame posloupnost, ze které nelze vybrat konvergentni podposloupnost a to je spor
s kompaktnosti X.

2. Bud X 1plny a totdlné omezeny a necht
{3, 2, € X

je libovoln4 posloupnost. Ponévadz je X totalné omezeny, existuje koneénd 1-sif X a tedy koule
S1, kterd obsahuje nekoneéné mnoho bodu posloupnosti {x,}. Oznac¢me ji {xSS)}. Ponévadz S
je totalné omezend, existuje konecna %—si‘c7 S1 a tedy koule Ss, kterd obsahuje nekonetné mnoho

bodt {xg)} Ozna¢me ji {aaE?’} Jestlize budeme takto pokracovat déle, sestrojime posloupnost
{x%k)}, ktera lezi v kouli Sy o poloméru % Hledana vybrana posloupnost je nyni nasledujici:

{;vgl),xg)w..,m;"),...}7

kterd je zfejmé cauchyovska (odvod'te detailné) a tedy konvergentni, ponévadz X je tiplny prostor.
Dusledek: Mnozina K C R" je kompaktni pravé kdyz je omezend a uzaviena.

Dukaz: Ponévadz je R™ tplny prostor, je uzaviend podmnozina tplnd. Dalsi ¢4st plyne
z toho, Ze kazdd omezend podmnozina R" je totdlné omezend. To je ponechéno jako cviceni.
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Véta: Budte Xi, Xs,... neprézdné a kompaktni mnoziny a necht

X1 D Xs D---. Potom je ﬂX";é@.

n=1

Dikaz: Zvolme z, € X,, (n=1,2,...). Pak existuje vybrand posloupnost

{zk, 102, tak, ze xg, e X1

(X1 je kompaktni). Je-li nyni ng libovolné, pak pro k, > ng plati zx, € X, C X,, a tedy
oo
x € Xp,. Ponévadz ng bylo libovolné, je x € X;, Vn € N, tedy z € [ X,.

n=1

Piiklad: Jestlize budeme v predchozi vété predpokladat pouze uzavienost, véta jiz neplati.
Bud X,, = (n,o00). Potom je

X1DXyD-o, ale ()X, =0
n=1

Véta: (Borelova pokryvaci véta)
Bud’ X kompaktni metricky prostor, G5 (A € A) pokryt{ otevienymi mnoZinami. Potom exis-
tuje kone¢na cast X C A tak, ze
X = U Gy.

e
Dikaz: Ponévadz X je separabilni, je podle Lindel6fovy véty mozno z daného pokryti vybrat
spocetné pokryti. Oznacéme je .
Hy, Hy,--- , tedy | J H,=X.
p=1
Bud'te
Kn:Hlu"'Uan L,=X-K,.

Potom jsou mnoziny L, uzaviené a tedy kompaktni. Déle

Ly DLy D--- a pritom ﬁLp:X—GKp:X—GHp:(Z).

p=1 p=1 p=1

no
Podle pfedchozi véty musi tedy existovat ng tak, ze L,, = 0 a tedy X = |J Hp.
p=1

Poznamka: Borelova pokryvaci véta je topologické charakterizace kompaktnosti. Tedy topo-
logicky prostor je kompaktni, jestlize z kazdého otevieného pokryti je mozno vybrat konecné
pokryti.

1.3 Zobrazeni metrickych prostori.

Definice: Budte (X,d) a (Y, @) dva metrické prostory, f : X — Y zobrazeni. Rekneme, ze f
Je spojité v bodé z¢ € X, jestlize k libovolnému & > 0 existuje 0 > 0 tak, ze jakmile d(zx, z¢) < 4,
potom o(f(x), f(x0)) < e. Rekneme, Ze f je spojité na X, je-li spojité v kazdém bodé z € X.
Poznamka: Predchozi definice fiké, ze ke kazdému okoli

V={yeY;o(y, f(xo)) <e} bodu f(xo)
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existuje okoli
U ={zeX;d(x,z9) <} bodu z

tak, ze f(U) C V. Tim dostaneme ekvivalentni formulaci spojitosti f. Jestlize navic pfijmeme
dohodu, ze okolim bodu v topologickém prostoru budeme rozumét libovolnou otevienou mnozinu,
obsahujici x, dostaneme topologickou charakterizaci spojitosti.

Véta: Zobrazeni f: X — Y je spojité v bodé zy € X pravé kdyz ke kazdému okoli V' bodu
f(xo) existuje okoli U bodu xq tak, ze f(U) C V.

Poznamka: V metrickych prostorech je spojitost v bodé téz mozno formulovat pomoci
posloupnosti.
Véta: Zobrazeni f: X — Y je spojité v bodé xg € X pravé kdyz pro kazdou posloupnost
Tn € X» Lyn — X0 Plati f(.’l?n) - f({)i‘o) :
n—oo n—oo

Dukaz: a) Bud f spojité v bodé g € X, {z,} (z, € X) takova posloupnost, ze lim x, = zg
n—oo

a ¢ > 0 libovolné. Potom existuje § > 0 tak, ze jakmile

d(z,z0) < 9, pak o(f(x), f(zg)) <e.

Ponévadz x,, — ¢, existuje index ng tak, ze pro Vn > ng plati d(z,,z¢) < ¢ a tedy
(). £(z0)) < =, noboli Tim_ f(z) = f(zo).

b) Nechf f nenf spojité v bodé zg. Potom existuje ¢ > 0 tak, 7e ke kazdému &, = % > 0
existuje z,, € X tak, ze

Alan,0) < =, ale @(f(wn), f(z0)) 2 <.

Tedy posloupnost { f(z,)} nemuze konvergovat k f(xg).
Poznamka: V dalsim zformulujeme podminky spojitosti na celém prostoru X.

Definice: Bud f spojité zobrazeni metrického prostoru X na metricky prostor Y. Je-li zo-
brazeni f~1 (pokud existuje) spojité, fekneme, Ze f je homeomorfni nebo topologické zobrazeni.
O prostorech X a Y pak fekneme, ze jsou homeomorfni.

! Véta: Budte X a Y metrické prostory, f : X — Y zobrazeni. Potom jsou nésledujici
podminky ekvivalentni.

a) f je spojité na X.

b) Je-li G C Y libovolna oteviend mnozina, pak je f~!(G) oteviend v X. Tedy vzor kazdé
oteviené mnoziny je mnozina oteviena.

c) Je-li I C Y uzaviend mnozina, je f~1(F) uzaviend v X. Tedy vzor kazdé uzaviené mnoziny
je mnozina uzaviena.

Dukaz: 1. Bud f spojité na X, G C Y libovolné oteviend mnozina, f(x) € G, V okoli bodu
f(z) takové, ze V C G. Potom existuje okoli U bodu z tak, ze

f(U)YCV CG, tedy Uc fH4G)

a odtud plyne, ze f~1(G) je oteviend mnozina.
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2. Necht pro kazdou otevienou mnozinu G C Y je f~1(G) oteviend v X a bud V okoli bodu
f(x). Potom je f~1(V) oteviend mnozina a polozme U = f~1(V). Plati tedy f(U) C V, coz jsme
chtéli dokézat.

3) Ekvivalence b) < ¢) plyne okamzité ze vztahu
Y -G) =X~ f74G).

Poznamka: Vlastnost b) z predchozi véty je topologickd charakterizace spojitého zobrazeni
a slouzi v obecném topologickém prostoru za definici spojitosti.

! Véta: Budte X a’Y metrické prostory, f : X — Y spojité zobrazeni a nechf je X kompaktni.
Potom plati.

a) f(X) je kompaktni.

b) Je-li f prosté, jei f~! spojité, tedy f je homeomorfni zobrazeni.

Diikaz: a) Necht y,, € f(X) je libovolné posloupnost. Potom existuji z,, € X tak, ze f(z,) =
= yp. Posloupnost {z,} obsahuje konvergentni podposloupnost zp, — = € X. Ze spojitosti f
n—oo
plyne, ze

Yo = [(@r,) — f(@)

o0
a f(X) je kompaktni.
b) Je f~1: f(X) — X a bud F C X libovoln4 uzaviend mnozina (tedy kompaktn{). Potom
je [f7Y7Y(F) = f(F) a ponévadz je f(F) kompaktni, je automaticky uzaviena. Tedy vzor kazdé
uzaviené mnoziny je mnozina uzaviend a f~! je spojité.

Diisledek: Bud f spojité zobrazeni metrického prostoru X do R. Je-li X kompaktni, pak
f(X) obsahuje nejmensi a nejvétsi ¢islo. Jinymi slovy kazd4 spojitd redlnd funkce na kompaktnim
metrickém prostoru nabyva své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Diikaz: Bud
o= inf f(X), B =sup f(X).
Ponévadz je o(f(X),a) = 0, plati

ae f(X) = f(X).

Poznamka: V dalsim se budeme zabyvat otdzkou vnofeni metrického prostoru do tplného
metrického prostoru.

Definice: Bud f zobrazeni metrického prostoru (X, d) na metricky prostor (Y, @). Rekneme,
ze f je izometrické zobrazeni nebo izometrie, jestlize pro vsechna z,y € X plati

d(z,y) = o(f(z), f(y)) -

Poznamka: Je ziejmé, ze kazda izometrie je prosté zobrazeni. Jednoduché ukazky izometrif
jsou na piiklad shodné zobrazeni znama z elementarni geometrie.

Definice: Bud (X, d) libovolny metricky prostor. Uplny metricky prostor (X*,d*) nazveme
zuplnénim nebo Uplnym obalem prostoru X, jestlize plati

a) X je izometricky s podprostorem X prostoru X*.

b) Xy = X*, tedy Xj je husty v X*.
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b
Piiklad: Bud X = C(a,b) s metrikou d(z,y) = [|z(t) — y(¢)|dt a polozme a = —1,b = 1.

a
Ukézeme, ze X neni v této metrice uplny prostor. Uvazme posloupnost

0 pro —-1<ZtL0,
Tn(t) = nt pro 0<t<?i,
1 pro %<t§1.

Tm,

sie T
- 4

Necht n > m. Potom

0 pro —1<t<0,

(n—m)t pro 0<t<4i
1 1

1—mt pro = <t< o
1

0 pro E<t§1'

/\:vn(t)fszzm(t)|dt:——i — 0.

1
2m  2n m,n—oo

Tedy posloupnost {x,} je cauchyovskd, nekonverguje vsak v prostoru C(—1,1). Je totiz

. 0 pro —-1<Z<t<L0,
z(t) = nler;Oxn(t), kde z(t) = { 1 pro 0<t<1.

! Véta: Ke kazdému metrickému prostoru existuje tplny obal. VSechny tplné obaly k danému
metrickému prostoru jsou izometrické.

Dukaz: Dukaz véty je konstruktivni, tedy ukazuje, jak dplny obal vypadd a provedeme jej
v nékolika krocich. Bud X dany metricky prostor.

1. Mnozinu v8ech cauchyovskych posloupnosti prostoru X rozlozime na tiidy pomoci ekvi-
valence. Dvé posloupnosti {z,} a {y,} nazveme ekvivalentni a ozna¢ime {z,} ~ {y,}, jestlize
d(z,,yn) — 0. (Ukazte, ze tento vztah ekvivalence je reflexivni, symetricky a transitivni.) Tim

n—oo

se vS8echny cauchyovské posloupnosti X rozpadnou na ekvivalentni tfidy, které budeme znacit
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x*,y*,... a X* mnozinu vSech téchto tiid. Dale ' = {z,z,...}, kde € X znac¢ime tak zvané
staciondrni posloupnosti, nebo pfesnéji ekvivalentni tiidu posloupnosti, obsahujici z’.

2. V X* zavedeme metriku

d*(z*,y*) = lim d(zn,yn),

n—oo

kde {z,} € z*a{yn} € y* jsou libovolné cauchyovské posloupnosti. Ukézeme, ze d* nezdvisi na
vybéru {x,} a{y,} a ze tvori skuteéné metriku. Nejdfive vsak musime dokézat, ze limita na pravé
strané existuje. Plati

< |d(xn7yn) - d(xnaym” + |d(xn7ym) - d(mmaym)‘ < d(ynvym) + d(xnvl'm) — 0.

n,Mm—00

Je totiz

d(xmyn) < d(xmym) + d(y'rmyn) a d(mna ym) < d(l‘n,xm) + d(Imaym) .

Tedy ciselnd posloupnost s, = d(@n, yn) je cauchyovskd a existuje lim d(zn,yn).
n—oo
Bud'te
{xszl)}7 {%(12)} exr* a {yr(Ll)}7 {y1(12)} € y* '

Potom plati

A, y) - d@@, D)) < (), al) + dD,yP) — 0

n
n—oo

a d* nezdvisi na vybéru posloupnosti {z,}, {yn}. Je totiz
Az yV) < d(@ ) + d(@?,y?) + d(y? ).

Pokud se tyce ovéfeni axiomu metriky, je ziejmé, ze vlastnosti 1. a 2. plati. Ohledné trojihelni-
kové nerovnosti plati
Vn €N d(zn, 2n) < d(@n, yn) + d(Yn, Tn)

a odtud
lim d(z,,z,) < lim d(zn,yn) + lIm d(yn, 2,)

n—oo

neboli

3. Prostor X* obsahuje cast X, kterd je izometricka s X. Jestlize jako Xy oznac¢ime mnozinu
vsech staciondrnich posloupnosti ' = {z,x, ...} pro z € X, je zFejmé, ze

d(z,y) = lim d(z,y) =d"(z',y').
n—oo
Tedy zobrazen{ z — 2’ je izometrie.
4. Xg = X*. Je-li z* € X* libovolny bod a {x,,} € x*, pak
Ve >0 dng € N tak, ze Vm,n >ng je d(xn, xm) <&
a polozme 2’ = {x,,}. Potom plat{

¥ €Xp a d*(z*,2') = lim d(z,,x,,) <€

n—oo

a tedy Xy = X*.
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5. X* je uplny prostor. Pfipomenme nejdiive, ze kazda cauchyovskd posloupnost {z,} bodu
prostoru X reprezentuje prvek z* € X*, neboli cauchyovskd posloupnost {z/ } prvku z/ € Xq
konverguje k prvku * € X. Je-li nyn{ {z;}2° ; libovolnd cauchyovskd posloupnost bodu X*, pak

1 —
VneN Fz € Xy tak, ze d*(z),,z),) < — (je Xo=X").
n

Odtud plyne, ze {z}} konverguje a lim z} = z*.
n—oo

6. X* je urceno jednoznacné az na izometrii. Bud'te X* a X** dvé ziplnéni prostoru X. Potom
platif X* = X, a X** = Xj a definujme zobrazeni ¢ : X* — X** piedpisem (z') = 2’ pro
7' € Xg. Je-li z* € X* libovolny bod, potom existuje posloupnost

/! /! > ! *
{z;,}, = € Xo tak, ze x), Rt

Ponévadz X** je tplny prostor, existuje
¥ e X tak, ze ), — x** a polozme ¢(z*) = x**.
Ukézeme, Ze ¢ je izometrie. Bud'te z*, y* € X* libovolné body, {z/,}, {y.}; =, v, € Xo takové, ze
=y, =yt v X* ataké z, — ¥y, — gt v X

Potom je

d*(z%,y") = lim d*(z7,,y,) = lim d(zy,ya) = lim d*(a],,y,) = d™" (=", y™)

n—oo n—00 n—oo

a @ je izometrie.

Definice: Bud X metricky prostor, f : X — X zobrazeni. Rekneme, ze f je kontraktivni
zobrazen{ nebo kontrakee, jestlize existuje a € (0, 1) tak, Ze pro vSechna x,y € X plat{

d(f (), f(y)) < ad(z,y).

Poznamky: 1. Kazda kontrakce je spojité zobrazeni. Skute¢né, je-li z,, — =, potom
f(x,) — f(x) podle definice kontrakce.

2. V Gplném metrickém prostoru plati t. zv. véta o pevném bodu pro kontraktivni zobrazeni,
kterd mé velmi dulezité aplikace.

! Véta: (Banachova véta o kontrakcich)
Bud X tplny metricky prostor, f : X — X kontraktivni zobrazeni. Potom existuje pravée
jeden bod z € X tak, ze f(z) = x. Tento bod nazyvame pevnym bodem zobrazeni f.

Dikaz: 1. Existence
Bud zg € X libovolny bod a uvazme posloupnost {z,}, definovanou predpisem

Tp = f(xp_1) Vn € N.
Uk&Zeme, 7e {x,} je cauchyovskd. Bud'te m,n € N, m > n. Potom je m = n+k, kde k € N a plati
d(.’Em, 5En) = d(xn+k7 xn) = d(f(xn+k71)v f(xnfl)) < ad(xn%»kfl» xnfl) .
Odtud indukei plyne, ze d(zm,, z,) < a™d(xk, zg). Ale

d(zo, 1)

d(zg,z0) < d(zo,z1)+d(21, 20)+- - +d(zp_1, ) < {1+at+a?+- -+ 11d(xg, 1) < —a
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(Je oo € (0,1)). Neboli

n

d(xm,xn)gla d(zg,z1) — 0.

— m,n— oo
Ponévadz X je tplny metricky prostor, je posloupnost {z,} konvergentni, tedy lim z, = =z.
n—oo

Vzhledem ke spojitosti f plati

f(z)=f(lim z,) = lim f(z,) = nh_)rr;o Tpy1 =T

n—oo n—oo

a x je tedy pevny bod f.

2. Jednoznacnost
Necht f(x) = 2 a f(y) = y. Potom plati
d(z,y) =d(f(), f(y)) < ad(z,y).
Ponévadz je a € (0,1), plati d(z,y) =0, tedy = = y.

Pozndmka: Predpis x,+1 = f(x,) uddva metodu priblizného feseni tlohy f(x) = x. Zaroven
je mozno udat chybu po n-té aproximaci. Plati

d(xm; xn) S

a pro m — oo dostaneme

d(z,z,) < la

Piiklad: Uvazme otazku fesitelnosti Cauchyovy tdlohy

yl = f(t7y)7 y(to) =% Vv C(CLJ))

Tato tloha je ekvivalentni s feSitelnosti integrdlni rovnice
t
y(t) =wo +/f(T,y(T))dT-
to

Oznacme

T(y) = yo + / fry(r)dr

a predpokladejme, ze spojita funkce f spliuje Lipschitzovu podminku

|f(t7y1) - f(t7y2)| < K|y1 _y2|'

Potom plati

T(y) - T(2)| = | / f(r,y(r))dr - / f(r,2(r))dr| < / () — F(r2(r)ldr <
a<t<b

<K / ly(r) — 2(r)ldr < K(b— a) max |y(t) — =(1)|
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pro t > tg. Analogicky odhad dostaneme vsak i pro t < tg, jen musime uvézit

/|f(7',y(7')) — f(r, 2(7))|dT .

Odtud plyne, ze

mas [T(y) ~ T(2)| = d(T(9). T(2)) < K(b— a)d(y.2).
Je-li K(a —b) < 1 (Cehoz se dd vzdy dosdhnout, je-li to € (a,b) a tento interval je dostatetné
maly), dostaneme odtud, ze T je kontrakce a dand tiloha mé jediné feseni.

1.4 Normované a unitarni prostory.

Poznamka: V dvodu pripomeneme nékteré znamé pojmy z linedrni algebry. Pod pojmem
¢iselné téleso budeme rozumét mnozinu realnych ¢isel R nebo mnozinu komplexnich ¢isel C.
Téleso budeme obycejné znacit P.

Definice: Bud X mnozina, jejiz prvky budeme znagéit x,y, ..., ® téleso, jehoz prvky budeme
znadit o, 3, . ... Rekneme, ze X tvoif linedrni vektorovy prostor nad télesem @, jsou-li v X defi-
novany 2 operace: s¢itani vektort (prvka) X a ndsobeni prvka X elementy ® (skaldry), které maji
nésledujici vlastnosti:

A; Ke kazdé dvojici z,y € X existuje jejich soucet x + y € X.

Ay 2+y=y+a Ve,yeX.

As z+(y+2)=(@x+y)+2z Vr,y,z € X.

A4 Existuje prvek 0 € X, nazyvany nulovy vektor tak, ze x + 0 =z Vx € X.

As Ke kazdému z € X existuje prvek —z € X, nazyvany opaény vektor tak, ze x + (—x) = 0.

M; Ke kazdému x € X a ke kazdému o € ® existuje jejich soucin ax € X.
My a(z+y)=ar+ay Yae ®, Vr,y e X.

M; (a+p)x=azx+ Pz Va,p € P, Ve e X.

My o(fz) = (af)x Va,p € @, Vo € X.

Ms 1-z=z 1€ ®, VreX.

Poznamka: Prvky X nazyvdame vektory, prvky ® skalary. Vektorovy prostor slozeny jen
z nulového vektoru 0 budeme znacit {0}.

Definice:  Neprazdnou podmnozinu Y linedrniho vektorového prostoru X nazyvame
podprostorem, jestlize

z+y €Y jakmile z,y €Y a ar €Y jakmile z€Y,aec®.

Rekneme, ze vektory x1,...,x, jsou linedrné zavislé, jestlize existuji skalary aq, ..., a,, které
nejsou v8echny nulové tak, ze
n
E Q;T; = 0.
j=1

Je-li mozno tuto rovnost splnit jen tak, ze

ar=aqg=---=a, =0,
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fekneme, ze vektory x1,...,x, jsou linedrné nezavislé. Nekone¢nou mnozinu M nazveme linearné
nezavislou, je-li kazda jeji koneé¢nd podmnozina linedrné nezavisla.

O linedrnim prostoru X fekneme, ze ma konec¢nou dimensi n, jestlize v X existuje n linedrné
nezavislych vektoru a kazda skupina o vice nez n vektorech je linearné zavisla. Jestlize ke kazdému
prirozenému ¢islu k existuje v X k linedrné nezavislych vektoru, fekneme, ze X mé nekoneénou
dimensi.

Pozndmka: Linedrni algebra se zabyva vySetfovanim kone¢nédimensionalnich prostoru, funkcionalni
analyza zkoumad vétsinou prostory nekonecné dimense. Ty byvaji ¢asto normované.

Definice: Linearni vektorovy prostor X nazveme linearnim normovanym prostorem, je-li na

X definovéna redlnd nezépornd funkce ||x||, nazyvand norma s nésledujicimi vlastnostmi:

L [z >0 Vz eX; [z =0 ©z=0.
2. Jlaz|| = |a| - ||z|| Vo € ® Vx € X.
3. [lz+y| <|lz|| + llyll Vz,y € X (trojihelnikovéd nerovnost).

Lemma: Kazdy normovany prostor je metricky prostor, jestlize definujeme d(z,y) = ||z —y/|.
Obracené linedrni metricky prostor je normovany, jestlize metrika d ma nasledujici 2 vlastnosti:

1. d(z,y) =d(z — y,0) Vz,y € X.
2. d(az,0) = |a|d(z,0) Yo e ®, Vo e X.

V tomto piipadé staci polozit ||z|| = d(z,0).

Dikaz: a) Je ziejmé, ze d(z,y) = ||z — y|| ma prvé dveé vlastnosti metriky. Pokud se tyce
trojuhelnikové nerovnosti, plati

d(z,z) = |lz =zl =l —y +y — 2| < |z =yl + ly — 2] = d(2,y) + d(y, 2) -

b) Obrécené definujeme-li ||z|| = d(z,0), je zFejmé, ze plati 1. vlastnost normy. Druhd plyne
z dodate¢né vlastnosti 2. Pro trojihelnikovou nerovnost plati

[z +yll = d(z +y,0) = d(z, —y) < d(,0) +d(0, —y) =
= [zl +d(=y,0) = llzl +[ =1/ - d(y,0) = [l=[[ + [ly]l -

Definice: Rekneme, ze normovany linedrni prostor X je Banachuv prostor (nebo B-prostor),
jeli iplny v metrice indukované normou X.

Poznamka: Vzhledem k vété o vnoreni do uplného metrického prostoru budeme v dalsim
pracovat vétsinou s B-prostory. Dalsim dulezitym piipadem normovaného prostoru je unitdrni
prostor nebo jeho zuplnéni Hilbertuv prostor.

Definice: Bud H linedrni prostor nad télesem ®. Rekneme, ze H je unitdrni nebo pre-
Hilbertuv prostor, je-li na H x H definovdna funkce (z,y) s hodnotami ve ®, nazyvana skaldrni
soucin, kterd ma nasledujici vlastnosti:

1. (z,z) >0 Vo € H; (,2) =0 <z =0.
2. (y,2) = (z,y) Va,y € H.

3. (.1'1 +.’L‘2,y):($1,y)+(l'2,y) vx17x27yeH'

4. (ax,y) = a(z,y) Yo € ®; Vr,ye H.
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Lemma: Pro skaldrni soucin (x,y) plati

1. ($7y1+y2):($;y1)+(l’,y2) vxay1’y2€Ha
2. (z,ay) =a(x,y) Vae ®; Vr,y € H.

Dukaz: 1. Je

(91 +y2) = (1 +y2,2) = (y1, %) + (y2,2) = (Y1, 2) + (Y2, 2) = (z,91) + (z,92) .

2. Analogicky

(z,ay) = (ay,z) = a(y,z) = a(y,z) = a(z,y) .

! Véta: (Cauchyova nerovnost)
Bud H unitarni prostor. Potom pro libovolné z,y € H plat{

(2, ) < (z,2)(y,y) -

Rovnost plati pravé kdyz jsou x a y linearné zavislé.

Dikaz: Pro libovolné z,y € H a «a, 3 € ® plati

0 < (ax 4 By, ax + By) = ad(z, x) + af(z,y) + ab(x,y) + B3y, ) -

Jestlize polozime

(z,y)
a=teR; ﬁ:{ ey PO (2,9) #0

1 jinak
dostaneme
0 < t*(x, @) + 2t[(x, y)| + (1,9) -

Tedy diskriminant tohoto kvadratického trojélenu musi byt mensi nebo roven 0. Neboli
(2, 9)]* = (z,2)(y,y) 0.
1. Je-li y = Ax, potom
(@, y)* = (2, \2)]* = |\ (2,2)* = (2, 2) M (2,2) = (z,2) Az, Az) = (z,2)(y.y) -
2. Necht
(@, y)* = (z,2)(y,y).-

Potom plati
0<((z,9)y — (v, )z, (z, )y — (y,y)x) =

= (z,9)*(,9) — W, )|z, ) > = (@) > (¥, y) + (v, y)*(z, 7).

Je-li y =0, je tvrzeni ziejmé. Pro y # 0 zkratime (y,y) a dostaneme

0< (y.y)(@ ) = (z,y)]* =0

a odtud (x,y)y — (y,y)z = 0, tedy x a y jsou linedrné zavislé.

Definice: Rekneme, 7e unitéarni prostor H je Hilbertiv prostor, je-li H tplny normovany

prostor v normeé
] = v (z; ) .
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Véta: Rovnost ||z|| = v/(z, ) definuje normu. V trojihelnikové nerovnosti
[z +yll < llzll + llyll Yo,y € H
plati rovnost pravé kdyz y = Az, kde A > 0.
Dukaz: Je ziejmé, ze ||z|| >0 V€ H a |jz|| =0 < = =0. Déle

lozll = v/(ow, az) = V/ad(z, 2) = |a] - |lz]| -

Pokud se tyce trojuhelnikové nerovnosti, plati

lz+yl* = (@ +y, 2 +y) = l2l* + (z,9) + (,2) + lyl* =

= |lzl* + 2Re(z,y) + yl* < ll2l* + 2|1yl + ylI* = Izl + 1)
podle Cauchyovy nerovnosti.
1. Nechf y = Az, kde A > 0. Potom

[z +yll = 11+ Nl = [zl + M| = [l=]] + [ly]l -

2. Je-li
e +yll = llzll + [lyll

potom z predchozi ¢asti diukazu plyne, ze
Re(z,y) = [lz|| - lyll -

Ponévadz vsak plati obecné
(@, y)l < llz]l - Iyl

dostaneme odtud, ze (z,y) = ||z|| - |ly||. Podle pfedchozi véty plati y = Az a tedy
(z,y) = (v, Az) = Mz||* a zdroven ||z[| - [yl = A - ||,

neboli A = |\| a A > 0.

Poznamky: 1. Skaldrni soucin je spojita funkce 2 proménnych ve smyslu, ze pokud
Tp — T, Yo — Y, Pak (Tn,yn) — (2,7).
Je totiz
[(@ns yn) = (@, )| = [(@n, Yn) — (0, y) + (20, y) — (2,9)] < (@0, Yn — W) + (20 — 2,9)| <
<znll - yn = yll + llzn =2 - lyll — 0.

2. Skaldrni sou¢in umoznuje zavést pojem ortogonality nebo kolmosti vektori, zndmy z linedrni
algebry.

Definice: Bud M mnozina vektorii linedrniho prostoru X. Mnozinu véech koneénych linedrnich
kombinaci prvka M nazveme linedrnim obalem M a oznacime [M].
Podmnozinu S unitdrniho prostoru H nazveme ortogondlni, je-li (x,y) = 0, jakmile z,y € S,

x # y. Rekneme, ze S je ortonormdlni, je-li navic ||z|| = 1 pro vSechna x € S.
Poznamka: S ortonormdlni mnozinou se pocitd velmi dobfe a ukazuje se, ze z libovolného

nezavislého systému vektort v unitdrnim prostoru lze vytvofit systém ortonormélni.
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Véta: (Gram-Schmidtova ortogonalizace)
Bud {x,} spotetna linedrné nezdvisld4 mnozina. Potom existuje ortonormdlni mnozina {u., }
tak, ze pro kazdé pfirozené k plati

Hzv e} = Hua, oo ue}]
Dukaz: Je xz, #0 Vn € N. Definujme y1,y2,... , u1,us,... nésledujicim zpusobem
_ -y
1= U=
Yo = T — (w2, u1)uy up = HZEH
X y
— — k+1

Ykt1 = Tr1 = O (Thp1, u5)u; Ukt = [T

j=1 '

Tento proces skonéi, je-li {z,, } konetnd mnozina, jinak pokrac¢uje do nekoneéna. Indukei dostaneme,
ze
{z1,..., 26} = [{v1,...,ux}t] VEeN.

Déle je zfejmé, ze (u;,u;) =0 pro i #j, |lw| =1.

Véta: Bud H unitdrni prostor. Nutni a postacujici podminka pro to, aby byly vektory

Z1,...,T, € H linedrné nezavislé je, aby jejich Gramuv determinant byl nenulovy, t. j.
(mhxl)? 7(x'nam1)
D(xy,...,20) = #0.
(xl,l‘n), ,(Z‘n,xn)
Dikaz: 1. Jsou-li x1,...,x, zavislé, je ziejmé

(x1,...,2,) =0.
2. Necht jsou 1, ..., %, nezavislé. Potom mé soustava

)\1$1++)\nl‘n:0

pouze trividlni feseni \; = --- = A\, = 0 a tedy také soustava
Al(xl,xl)—f— +)\n($n,(£1) :0
)\l(mlaxn)+ +)\n(xn7xn) =0

To je vsak mozné pouze kdyz I'(z1,...,zy,) # 0.

Poznamky: 1. Dalsi vlastnosti Hilbertova prostoru budou uvedeny pozdéji.

2. Vzajemny vztah mezi prostory, se kterymi jsme se zatim setkali, je mozno vyjadrit symbolicky
inklusemi

»R"™ C Hilbertovy prostory C Banachovy prostory C Metrické prostory C Topologické prostory.*
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1.5 Zobrazeni normovanych prostori.

Definice: Bud'te X,Y dva linedrni vektorové prostory nad tymz télesem télesem ®. Rekneme,
ze zobrazeni T : X — Y je linearni, jestlize plati:

1. Definiéni obor D(T) zobrazeni T je podprostor X.

2. T(ax + By) = aTx+ Ty Va,8€ ®, Vo,y e D(T).
Linearni zobrazeni nazyvame téz nékdy linearni operator.

Poznamky: 1. Uplnou indukci dostaneme, ze pro linedrni zobrazeni plati
P P
T(Z a;T;) = Zoijxj VpeN.
j=1 j=1
2. Je-li T : D(T) — Y linedrni operdtor, pak jeho obor hodnot R(T') je také linedrni vektorovy
prostor (podprostor Y).

Dukaz: Je-li
Y1,Y2 € R(T)7 Y1 = Tl'l, Y2 = Tl’Q,

pak
aryr + ooye = a1Txy + aoTay = T(a1xy + agx) € R(T).

3. Je-li T linedrni operator, pak T~! existuje pravé kdyz Tz =0 = =z = 0. Existuje-li 77!, je to
opét linedrni operator.

Dtikaz: Je-li y; = Tz, y2 = Txg, neboli 1 = T 1y, £ = T~ 1y, , potom

T(onw1 + apra) = a1yr + a2ys

a tedy
oy + aoms = o Ty + T ' ys = T Haays + aoyo) .

V prostorech nekonetné dimenze je vsak dulezita otdzka spojitosti linedarniho zobrazeni.

Véta: Linedrni zobrazeni, které je spojité v jednom bodé svého defini¢niho oboru, je spojité
vSude.

Diikaz: Bud T spojité v bodé x¢ a necht x € D(T) je libovolny bod,

zn € D(T), xp — .

Potom
Tp —T+To — To,

tedy T(x, — x + x9) — Txo. Je viak

T(xy —x+2x0) =Txy — T+ Tag
a odtud
Tz, —Tx—0, t.j. Tx, —Tx.

Poznamka: Ovéteni spojitosti T se provadi vétsinou v bodé x = 0.
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Definice: Budte X, Y normované prostory, T : X — Y linedrni operétor. Rekneme, 7e T je
omezeny, jestlize existuje konstanta M tak, ze

ITx|| < M||z|| VYxeX.

Véta: Budte X, Y linedrni normované prostory, 7' : X — Y linedrni operator. Potom je T
spojity pravé kdyz je omezeny.

Diikaz: 1. Bud T omezeny, t. j.
Tz < M||z|| VxeX.

Potom je T zfejmeé spojity v bodé x = 0 a tedy vsude.
2. Necht je obracené T spojity v bodé 0. Potom je
|Tz|| <1 jakmile ||z]] < pro néjaké 6 > 0.

oz
2]l

Je-li nyni x # 0 libovolné, pak polozme xy = Ponévadz je

=l

SR

J
llzoll = 5 < 0, plati | Tzo|l < 1, neboli ||Tz| <
a staci polozit M = %.

Véta: Bud'te X, Y linedrn{ normované prostory. Potom mnozina vSech spojitych linedrnich
operatoru z X do Y, kterou zna¢ime £(X,Y), tvoii linedrni normovany prostor, jestlize definujeme

IT)| = sup [Tzl
lzl<1
Je-li Y B-prostor, je i £(X,Y) B-prostor.

Dukaz: Budte 71,T» € £(X,Y), a € ®. Potom definujeme Tj + Ty a oT predpisem
(Th + To)x = The + Tox, (al)z =T(az).

Odtud plyne, ze £(X,Y) tvoii linedrn{ vektorovy prostor.
Ze spojitosti T € £(X,Y) plyne existence konstanty M takové, ze

ITall < M2l v e X
tedy pro ||z|| <1 dostaneme
ITz|| < M aodtud ||T|| <M < 0.

Bud nyni ||T|| = 0, neboli

sup |Tz| =0.
=<1

Odtud plyne, ze Tz = 0 pro ||z|| < 1. Je-li x # 0 libovolné, pak pro

o = ﬁ plati ||zo|| <1 atedy 0 =Txg =Tz, neboli T =0.
z

Ponévadz je
loTz|| = |af - | Tz,

plyne odtud, zZe ||aT|| = |a| - ||T||-
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Bud ||z|| < 1. Potom pro trojihelnikovou nerovnost plati
(11 + To)z|| < [[Tyz| + | Toz| < |71 + 2|

a odtud

1Ty + 1ol = sup [[(Ty + To)z| < [[Ta] + [ T2l
lzll<1

Odtud plyne, ze £(X,Y) je normovany prostor.
Predpoklddejme nyni, Zze Y je B-prostor a bud {T,} libovolnd cauchyovskd posloupnost
v £(X,Y). Tedy
Ve>0 Ing e N Vmn>ng = ||Tn—Tnl <e.

To vsak znamen4, ze pro ||z|| < 1 plati
(T = Tw)z|| < | T — Ton|

a je-li z # 0 libovolné, dostaneme, Ze

T .
(T — Tm)mﬂ S| Tn = Tnll, meboli (T — T)z|| < [ Tn = Tl - |2l < ell2]]-

Tedy Vz € X je {T,,x} fundamentalni posloupnost v Y a tedy konvergentni v Y. Ozna¢me

Tr= lim T,x.

n—oo
Staci ukazat, ze
Te£X,Y)a|T-T,| — 0.
n—oo
T je linedrni, ponévadz

T(arx1 + asxs) = lim T, (aqxy + asxs) = lim {1 Thay + aoThze} =

=qp lim T,x1 +ax lim T,20 = o1Tx1 + axTxs.
n—oo n—oo
7 nerovnosti
[Tha — Tl < ellz|]

plyne pro n — oo, ze
[Tx — Tz < el

tedy T — T, je omezené zobrazeni a také
T= (T - Tm) + T’H’L y

neboli T € £(X,Y). Z nerovnosti
[Tz — Tl < efl]|

vyplyva, ze |T — T, < €, tedy
T, — T

m—00

a £(X,Y) je B-prostor.

Poznamka: Normu linearniho operatoru je mozno vyjadfit jednim z nésledujicich zpusobu:

17| = Sy [Tz|l; T = inf{M; || Tz|| < M|lz|};
|IT|| = sup [|Tz||; [T =sup
lzl|=1 a0

Tz
Il

Dukaz tohoto tvrzeni je ponechdn do cviceni.
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Véta: Bud T : X — Y linedrn{ operator. Potom T~ ! existuje a je spojity pravé kdyz existuje
konstanta m > 0 takova, ze
m|z|| < ||Tz| Vz e X.

Diikaz: 1. Bud T2z = 0. Potom = = 0 a T~ ! existuje. Je-li y = Tz, pak
x=T""y atedy m|T 'yl < ||Tz],

neboli 1
-1
1Tyl < —llyll
m

a T~ je spojity. Zaroven plati, ze
17747t = sup{m; ml|z|| < || Tz}

2. Bud T—! spojity, neboli

- 1
1Tyl < Mllyll, 2 tedy -l < | T=].
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Kapitola 2

Mira a Lebesgueuv integral.

2.1 Zaklady teorie miry.

Poznamky: 1.V této kapitole budeme operovat s redlnymi funkcemi, tedy f: X — R*, kde
X muze byt libovolnd mnozina a R* t. zv. rozsifend realnd piimka, tedy hodnoty f mohou byt
i +00 nebo —oo. X bude v praktickém piipadé R"™, ale pro zacatek to neni tieba.

2. V celé kapitole definujeme 0 - co = 0.

Definice: Budte A, B dvé mnoziny. Potom jejich symetrickou diferenci rozumime mnozinu
AAB=(A—-B)U(B-A).

Definice: Bud S mnozina, ¥ néjaky systém jejich podmnozin. Rekneme, ze ¥ tvoii algebru
podmnozin mnoziny S, jestlize plati:

a) e X.
b) Je-li A€ X, pak S — A€ X.
c) Jsou-li Ay,..., A, € X, pak Ay UAU---UA, € X.
Rekneme, ze ¥ tvoif o-algebru podmnozin mnoziny S, jestlize plati a), b) a

¢’) Je-li {Ax}32, libovolnd posloupnost mnozin ze X, pak |J A € 3.
k=1

Lemma: Je-li ¥ algebra podmnozin mnoziny S; A, B € ¥, pak S € X, ANB € 3, AAB € X..

Je-li ¥ dokonce o-algebra, Ay € ¥ (k=1,2,...) libovolnd posloupnost, pak (] A € X.
k=1

Dukaz: Ponévadz 0 € X, je S=S—-0e€X. A-B=ANn(S—B), B—A=BnN(S—-A)

oo o0
a odtud AA B € X. Konecné podle de-Morganovych pravidel plati S— |J (S—Ax) = ) 4k € 2.
k=1 k=1
Definice: Je-li S topologicky (metricky) prostor, potom nejmensi o-algebru podmnozin S,
obsahujici vechny oteviené mnoziny S nazyvame Borelovskou o-algebrou S a jeji prvky Borelovské
mnoziny.

Poznamky: 1. Borelovskd o-algebra obsahuje také vSechny uzaviené mnoziny, ale téz vsechny
mnoziny typu Gs (spocetné pruniky otevienych mnozin) a F,, (spocetnd sjednoceni uzavienych
mnozin) atd., tedy jejich struktura je velmi bohata.

2. V dalsim sestrojime Borelovskou o-algebru podmnozin R”, které budou slouzit jako zaklad
pro vybudovani Lebesgueova integralu.
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Definice: Funkci mnoziny nazyvame funkci, definovanou na néjakém systému mnozin, ktera
nabyva hodnot z intervalu (0, +00) (tedy véetné hodnoty +00).
P P
Funkci mnoziny p nazveme aditivni, je-li p < U Ak) = > u(Ag) pro libovolny koneény
k=1

=1

k =
systém mnozin Ay (k = 1,...,p) takovy, ze A; N A; = 0 pro i # j. (Takovy systém mnozin

nazyvame disjunktni nebo po dvou disjunktni).
~ o0 [oe]
Rekneme, Ze p je o-aditivni, je-li p ( U Ak> = > p(Ag) pro libovolnou disjunktni posloup-
k=1 k=1
nost mnozin {A;}%2 .

Rekneme, 7e i je mira na S, je-li 1 definovana na néjaké o-algebfe ¥ podmnozin mnoziny S
a je-li na ¥ o-aditivni. Trojici (5,3, u) nazveme prostorem s mirou a prvky ¥ meéfitelné (nebo
p-méfitelné) mnoziny.

Poznamky: 1. Je-li 4 mira, potom p(@) = 0. Je skutecné u(0) = p(@U Q) = 2u(0).
2. Je vidét, ze mira je monotonni, tedy jsou-li A,B € ¥, A C B, potom p(A) < u(B).

Definice: Rekneme, Ze mira p na mnoziné S je konecnd, je-li u(S) < oo. Rekneme, 7e je
o0

o-konecnd, jestlize existuje posloupnost My, € ¥ tak, ze u(My) < oo a S = |J M. Je-li u(S) =1,
k=1

fekneme, 7Ze p je pravdépodobnostni mira. Mnozinu N € ¥ nazveme nulovou (nebo p-nulovou),

je-li u(N) = 0. Rekneme, Ze u je tiplnd, jestlize plati: je-li M € ¥ nulovd mnozina a N ¢ M
libovolnd jeji podmnozina, potom N € ¥ (a je tedy u(N) = 0).

Véta: Bud (5,3, u) prostor s mirou. Potom plat{
a) Je-li My C My C M3 C ... posloupnost py-méfitelnych mnozin, M = klim My [je M =
—00

= J My ], potom pu(M) = u(klim My) = klim w(My).
k=1 —00 —00
b) Je-li Ay D Ay D A3 D Ceey A= klim Ayp [Je A= ﬂ Ay ]7 M(Al) < 00, potom M(A) =

k=1
=p(lim Ag) = lim p(Ag).
k—o0 k—o0
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c) Jsou-li B, € ¥ (k=1,2,...), potom < U Bk> < w(Bg).
k=1

k=1

Dukaz: a) Je-li u(My) = +oo pro néjaké k, je ziejmé u(M) = 4o00. Bud tedy p(My) < oo
Vk € N. Potom plati

My=M UMy —M)U--- UMy —Mp_1), M=MU@My—M)U(M;;—M)U...
a sjednoceni vpravo je disjunktni. Tedy

p(M) = p(My) + Z#(Mkﬂ — M) = ph};o {M(Ml + ZN(Mk—H - Mk)} = lim p(Mp).

—00
k=1 k=1 P

b) Polozme A1 — A, = M, (k=1,2,...); Ay — A= M. Podle de Morganovych pravidel je

M=A -A=A -4 =JA - 4) =] M
k=1 k=1 k=1

anavic My C My C M3 C .... Podle prvé ¢asti véty plati u(M) = klim w(My), tedy p(Ay — A) =
— 00
= klim 1(A; — Ayg). Spolu se vztahem pu(A; — A) = p(A1) — p(A) dostaneme tvrzeni véty.
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¢) Polozme
Ci=DB,, C2=DBy— B, O3 =DB3—(B1UBy),....

Potom je |J Cr = U Brpron=1,2,..., u(Cy) < u(By) neboli
k=1 k=1

’ (U ok) =S () < Y )
k=1 k=1 k=1
a odtud dostdvame tvrzeni. (Mnoziny C} jsou po dvou disjunktni).

Poznamky: 1. Piedpoklad p(A;) < oo je ve tvrzeni b) predchozi véty podstatny. Je-li
A, = (n,4+00), je A =0, u(4,) = +oo Vn € N, tedy véta neplati.

2. Tvrzeni a) a b) pfedchozi véty ukazuji, ze mira je jistym zptisobem spojitd mnozinova funkce.
Pozdéji toto tvrzeni upfesnime.

3. Je-li (S, %, p) prostor s mirou, pak obecné mira p nemusi byt uplna. Existuje vsak vzdy jeji
roz§iteni na iplnou miru.

Véta: Bud (5,3, u) prostor s mirou. Potom existuje o-algebra ¥.* obsahujici 3 a mira pu*,
kterd je uplnd na ¥* a na ¥ je rovna p.

Dikaz: Oznac¢me D systém vSech mnozin A C S takovych, Ze existuje B € X tak, ze u(B) =0
a A C B. Ozna¢me X* systém vSech mnozin tvaru M UN, kde M € ¥ a N € 9. Definujme p* na
>* predpisem
W (MUN)=puM), MeX, NeN

Je zfejmé, ze ¥ C ¥*. Ponévadz ¥ i M jsou uzaviené vzhledem ke spocetnym sjednocenim, plati
totéz i pro X*. Je-li nyni C € ¥*, pak existuji M € ¥, N € ta B € ¥ tak, ze N C B, u(B) =0
a C = M U N. Potom plati

S—-C={S—-(MUB)}U(B-N)eXx"
ex en

a je zfejmé, ze p* je uiplnd mira na X* takovd, ze u* = p na X.
Poznamka: V dalsim zavedeme tplnou miru na Borelovské o-algebfe podmnozin R™.

Definice: Intervalem Z v R™ rozumime mnozinu tvaru
IT=T71X--+-xX1,,
kde Zj. je jednorozmérny interval libovolného tvaru
(an,br), (an,br), (ak,br), (ak,bk),

kde ay,br € R, a < b pro k = 1,...,n. Rekneme, ze interval 7 je zvrhly nebo degenerovany,
je-li ag = by, pro ngjaké k € {1,...,n}.

Priiklad: Na systému vSech intervalu definujme mnozinovou funkci A predpisem
AI) = (b — a1). ... (b —an) = [ ] (b — ax).
k=1

Tuto mnozinovou funkci rozsifime postupné na tUplnou miru na Borelovské o-algebie podmnozin
R”™. Tim dostaneme Lebesgueovu miru. Ponévadz je tento postup mozno aplikovat na fadu dalsich
o-aditivnich mnozinovych funkci, nebudeme zatim \ preferovat.
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Oznaceni: Oznatme €, systém vSech mnozin A C R"™, které lze psat jako sjednoceni spo-

o0

¢etného systému intervald, t. j. A = (J Z), kde Z®) (k = 1,2,...) jsou omezené intervaly
k=1

libovolného druhu vyse uvedeného.

Lemma: Systém &, obsahuje vSechny oteviené podmnoziny R”, netvoii vsak o-algebru.

Dukaz: Bud G C R"™ oteviend a uzijme metriku d(z,y) = max |x; — yil.
i<n

Ke kazdému x € G existuje S(z;e,), €, > 0tak, ze S(x;e,) C G a vzhledem ke zvolené metrice je

S(x;e,) interval. Nyni plati G = |J S(z;e.), coz dava pokryti otevienymi mnozinami. Ponévadz
zeG
G je separabilni, je odtud mozno vybrat spocetné pokryti (Lindelofova véta) a tedy G € €,.

Systém €,, vSak neobsahuje vSsechny uzaviené podmnoziny R" a tedy nemuze tvorit o-algebru.
Bud n>1a
F={zeR"; zy=29="--=x,}.

Potom je F' uzaviend mnozina, ale F' ¢ €,. F je totiz nespocetné sjednoceni jednobodovych

vvvvvv

tinuum.

Lemma: Budte Z, K intervaly v R". Potom lze Z — K psat jako disjunktni sjednoceni
koneéného poctu intervala.

Diikaz: Provedeme indukci. Pro n = 1 je lemma ziejmé. Nechf plati pro n > 1 a budte
I=1 xTI, K=K x K, intervaly v R"*!. Potom je
I—K:{(Il —’Cl) xIn}U{IlﬁlCl X (In—lCn)},

kde sjednoceni na pravé strané je disjunktni a na mnoziny 7; — Ky a Z,, — IC,, pouzijeme indukéniho
predpokladu. Pro ilustraci je na¢rtnuta jedna z moznych situaci pro n = 1.
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T T T T T * ok % k ok ok k K X
L O I EEEEEEEE:
D R EEEEEE:
S Pt I EEEEEEEE:
DS I EEEEEEEE:
S I EEEEEEE:
D N * %k k ok ok ok ok ok ok
.................... k ok ok ok ok ok ok kX
Zn S D R k ok ok ok ok ok ok ok % K
:;’C ....................
Ln ....................
: N N A E E E EEEEEE
O % % % % * k *k *k % |
B % % % % k k k k k |
L | e % % % % *k k k *k % |
_____________ | I
| I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I L I
| | I I
| AT | | T
e e - K |
C : J
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Lemma: Budte Z,K;,...,K, intervaly. Potom lze
IT—-{KiU---UK,}

pséat jako disjunktni sjednoceni kone¢ného poctu intervalu.

Dikaz: Pro p =1 je to tvrzeni pfedchoziho lemmatu. Zbytek dostaneme indukei. Je-li p > 1
a plati

a
T—{KiU--- UKy} =L,
i=1
kde vpravo je disjunktni sjednoceni intervali, potom

q
I—{’C1U"'U1Cp71U’Cp}:U(»Ci_lcp)

i=1
a na kazdy ¢len sjednoceni na pravé strané pouzijeme piedchoziho lemmatu.
Véta: Kazdou mnozinu z €, lze pséat jako disjunktni sjednoceni spocetného systému omezenych
intervalu.
oo oo
Diikaz: Bud A € ¢,. Potom A= |J Z® = (J L®) kde
k=1 k=1

LW =70 ) — gt) _ 7 g 20y

a mnoziny L) jsou po dvou disjunktni. Podle pfedchoziho lemmatu lze kazdou mnozinu L*) psat
jako disjunktni sjednoceni koneéného poctu intervali a dukaz véty je dokoncen.

Definice: Bud pu nezdpornd c-aditivni funkce mnoziny, definovand na systému €,. Funkci
mnoziny fi, definovanou na vSech podmnozinach R™ predpisem

McR", @M)= if uC)

nazveme vnéjsi mirou piislusnou mnozinové funkci p.
Poznamka: Je-li M € €,, je i(M) = u(M), tedy & je rozsifenim p na vSechny podmnoziny

R™. Neni to v8ak mira, ponévadz neni na o-algebfe vSech podmnozin R™ ¢-aditivni. Ptikladem
o-aditivni mnozinové funkce na €, je funkce A, kterd diava Lebesgueovu miru.

Véta: Vnéjsi mira i mé nésledujici vlastnosti
1. @(®) =o.
2. Je-li A C B, pak u(4) < u(B).
3. Je-li M C |J My, je m(M) <> u(My).
k k

Dikaz: Vlastnosti 1. a 2. jsou ziejmé.
Ad 3. Je-li Y u(Myg) = +o0, je tvrzeni ziejmé. Bud tedy u(My) < oo Vk a zvolme € > 0
k

libovolné. Potom existuje Cy € €, tak, ze

g
My C Cy, ,u(Ck) < ﬁ(Mk) + oF

32



Ponévadz je M C |JCy, € €, plati
k

A(M) < p (U@) <Y u(Cr) <Y A(My) + ¢,
k k k
tedy 7i(M) < ;ﬂ(M;J

! Definice: Bud p nezdpornd o-aditivni funkce mnoziny, definovand na ¢,,. Mnozinu M C R"
nazveme p-méfitelnou, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje C € €, tak, ze p(M A C) < e. Miru
p-méfitelné mnoziny M budeme znacit p(M).

Poznamka: Timto zpusobem se podafilo p rozsitit na systém vsech p-méfitelnych mnozin.
Jak se dale ukéze, tyto mnoziny tvoii o-algebru, jestlize u bude spliiovat jisté podminky regularity,
které v dalsim upfesnime. p pak bude mira, ktera navic bude tuplna.

Definice: Rekneme, 7ze mnozinové funkce u, definovand na €, je reguldrni, jestlize pro libo-
volny omezeny interval Z C R™ a libovolné ¢ > 0 existuje omezeny otevieny interval Z; a uzavieny
interval Zs tak, ze

I, cZcCTi apZe)>pl@) —e, pw) <) +e.

Lemma: Je-li g regularni mnozinova funkce, definovand na ¢, a M p-méfitelnd mnozina,
pak existuje mnozina A € €, kterd je sjednocenim kone¢ného po¢tu omezenych intervalu tak, ze
B(MAA) < e pro kazdé € > 0.

Dukaz: Piedpoklddejme nejdifve, ze (M) < oo a bud ¢ > 0 libovolné. Potom existuje
C € ¢, tak, ze n(MAC) < /2 a déle plati

u(C) = n(C) < (M) +(MAC) < oc.

Bud C = |J Zy, kde 7 jsou disjunktni. Ponévadz je u(C) = > u(Zx) < oo, existuje p € N tak,
k=1 k=1
7e C = AU R, kde

o0

A=z k= | Boan®m= 3 wzm)-<
k=1

k=p+1 k=p+1

| ™

Potom je CAA = R a tedy
B(MAA) < p(MAC) +u(CAA) < e.

Je-li M libovolnad p-méfitelnd mnozina, aplikujeme predchozi vysledek na mnozinu M N K., kde
K, je tvaru (ri,r1 +1) x (rg,ra +1) X -+ X (rp,rp + 1) a1 € 2.

! Véta: Bud p reguldrni o-aditivni mnoZinové funkce na €,. Potom viechny p—méfitelné
mnoziny tvoii g-algebru a p je na ni iplna mira.

Diikaz: Oznacme I systém vSech p-métitelnych mnozin. Musime dokazat 2 tvrzeni

1.9 je o-algebra

2.1 je o-aditivni na 9.
Jestlize tato dvé tvrzeni dokdZeme, nenf tézké ukdzat, Ze p je iplnd mira. Bud M € 9, p-nulova
mnozina, tedy u(M) = 0a N C M jeji libovolnd podmnozina. Potom je (N) = 0. Staci totiz
volit C =0 € €, Ve >0 atedy N € M.
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Ad1. Bud M € 9 a ¢ > 0 libovolné. Potom existuje C € €, tak, ze m(MAC) < e. Plati
P

MNAC =R" - M)AR"-C)aR"—C € €, jelli C = |J Ij. To vSak lze vzdy zafidit podle
Pt

=1
predchoziho lemmatu. Odtud plyne, ze

H{(R" — M)AR" —C)} < a R" — M € M.

Necht nyni M € M pro k = 1,2,.... a bud ¢ > 0 libovolné. Potom existuji C) € €, tak, Ze
(M ACy) < /28, Déle plati | My, — |J Cr. € U(My — Cy) a odtud
k k k

(MkACk) <eg,

=

I (G MpA G Ck) <N{G(Mk&0k)} < i
k=1 k=1 k=1

— k=1
o0
tedy |J My € M.
k=1
o0
Ad 2. Necht M), € 9 pro k = 1,2,... jsou po dvou disjunktni mnoziny, M = |J M. Je-
k=1

i u(My) = +oo pro néjaké k, je u(M) = +oo a plati tedy u(M) = > p(My). Necht tedy
k=1

uw(My) < oo pro k = 1,2,.... UkdZeme nejdiive, Ze p je aditivni. Bud M = M; U Ms, kde
MiNMs =0 ae > 0libovolné. Pak existuji C;, Cs € €, tak, ze (M1 AC)) < &, u(MaACs) < €.
Déle pro libovolnou dvojici mnozin A, B plati A C BU (A — B) a toto sjednoceni je disjunktni.
Tedy

MiCCiU(Mi—CZ‘); C; CMiU(CZ‘—MZ‘),iZLQ;

M; UM, C (Cl UOQ)U{MlLJMQ—ClUCQ}
a analogicky pro C7 U C5. odtud plyne, ze
w(M;) < p(Cy) +es w(Cy) < p(M;) +e; i=1,2

p(My U Ms) < p(CrUCy) 4285 p(CrUCy) < p(My U My) + 2¢,

neboli
w(Ci) < p(Mi) +e < p(Ci) +2e; i=1,2

,LL(Cl U Cg) < [L(Ml U MQ) +2e < ,u(C1 @] CQ) + 4e
—u(Cy) —2e < —p(M;) —e < —p(Cy); i=1,2.
Sectenim dostaneme
1(C1UC2) —p(Cr) —pu(Ca) —de < p(MyUM3) — pu(My) — p(Ma) < p(Cr1UC2) — u(Cr) — p(C2) +4e .

Dale plati
w(CrU C2) = pu(Cr) + p(Cz) — p(C1 N C2).

[Je Co = (Cy —C1)U(C1NCy), C1UCy =C1 U (Cy — Ch) asjednoceni vpravo jsou disjunktni. |
Dosazenim do predchozich nerovnosti dostaneme

—u(CyNCy) —de < u(My U My) — (M) — p(Msy) < —p(Cy N Cy) + 4e.

Ponévadz
CinCy C (Cl — Ml) U (CQ — Mz) U (M1 n MQ)

a My N My =0, dostaneme 0 < p(Cy N Cy) < 2¢ neboli —2e < —pu(Cy N C) <0 a odtud

—6¢ < /J(Ml U MQ) — /J,(Ml) — /,L(MQ) < 4e .

34



P
Indukci dostaneme okamzité, ze p < U M
k=1

~__
I

P
> w(Mjy) pro libovolny disjunktni systém, p € N.
k=1

118

oo
Je-li nyni M = |J My, plati u(M) < w(My), coz je pravda i pro vnéjs{ miru. Obricené
k=1

—

C~T

P
ponévadz |J My C M Vp e N, tedy p (

k=1

P
Mk> = > (M) < p(M) a odtud
k=1 k=1

p

> n(My) = Tim > pu(My) < p(M).
k=1

k=1

2.2 Meéritelné funkce a integral.

Definice: Rekneme, ze vlastnost V (z) pro x € M C R™ plat{ skoro viude (zkratka s. v.) nebo
p-skoro vsude v mnoziné M, jestlize V(x) plati pro x € M — N, kde p(N) = 0.

Definice: Rekneme, 7ze funkce f je méfitelnd v mnoziné M, jestlize plati
1. M je méfitelna.

2. f je definovana skoro vsude v M.

3. Pro kazdé ¢ € R je mnozina {z € M; f(x) > ¢} méfitelna.

Poznamka: Je-li f spojitd v métitelné mnoziné M, je mnozina {x € M; f(x) > ¢} oteviend
a tedy méritelna. Tudiz kazdd spojitd funkce je méfitelnd.

Véta: Bud f funkce definovand skoro vsude v méfitelné mnoziné M. Potom jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni.

1. Ve € R je {x € M; f(x) > ¢} méfitelnd,

2.Vc e R je {z € M; f(z) < ¢} méfitelnd,

3. Ve e R je {z € M; f(z) < ¢} méfitelnd,

4. Ve e R je {x € M; f(x) > ¢} méfitelnd.

Dikaz: Je
{zeM;f(x)<c}=M—-{xeM;f(z)>c}.

Odtud plyne ekvivalence 1 < 2. Analogicky dostaneme ekvivalenci 3 < 4. Déle

{xeM;f(m)>c}:k©1{xeM;f(x)>c+;}
a {xeM;f(z ﬂ{xer )>C_11}’

coz dokazuje ekvivalenci 1 < 4.

Poznamka: Jsou-li f, g métitelné v M, ¢ € R, pak jsou méfitelné i ndsledujici mnoziny.
Ay ={zeMif(@)=c}, As={zeM;f(x)=-+oo}, As={zeM;f(z)=—oc},

Ay={z e M;f(z) <oo}, As={xeM;f(x)>—-o0}, As={xeM;f(x)<g(x)},
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A7 ={z € M; f(z) > g(2)}, As={z € M;f(z)=g(x)}
a podobné. Je na piiklad

Ay ={xeM;f(z)>c}n{ze M;f(z)<c}, Ay=[){ze€M;f(x)>k}.
k=1

Definice: Bud f reilnd funkce. Potom kladnou ¢ésti f rozumime funkci fT = max{f,0}
a zépornou ¢asti funkei f~ = max{—f,0} . Rekneme, Ze x4 je charakteristickd funkce mnoziny A,
jestlize xa(z) =1 prox € A a xa(xz) =0 pro z ¢ A.

Poznamka: Je zfejmé, ze plati

f=f = fl=frr+f;
pro
a>0je (@) =aft, (@f)" =af
a pro
a<0vplati (af)t =—af", (af)” =—aft.

Véta: Budte f,g méfitelné v M, a € R, «a > 0. Potom jsou také funkce

a’f? ma’x{f7g}’ min{f7g}’ f+7 f77 f.g7 a |f|a

méfitelné v M . Funkee f + g a f/g jsou méritelné v podmnoziné M, kde jsou definovany.

Dukaz: 1. ProVec e R je

{xeM; f(x)>§} pro a > 0,

{x € M;af(zx) >c}:{
{xEM;f(x)<§} pro a < 0.

Proa=0jeaf(x) =0, tedy a f je spojitd.

2. {r € M;max{f,g} > c} = {z € M; f(z) > ¢} U{x € M; g(x) > c}. Analogicky pro
min{f, g} se znaménkem < .

3. Tvrzeni pro f* a f~ plyne okamzité z 2.

4. {z € M; |f(z)|* < ¢} = {z € M; —cl/ < f(x) < c'/®} pro ¢ > 0 a pro ¢ < 0 dostaneme
prazdnou mnozinu.

5.{z € M; f(z)+g(x) >c}={x € M; f(z) >c—g(x)} a funkce c — g(x) je mé&Fitelnd. Plati
totiz {re M;c—g(z) >at={reM;g(x) <c—c1}.

6.{xEM;ﬁ>c}={x€M;O<g(z)<%}proc>0,

{xeM;g(lx)>c}:{xeM;g(x)>0}u{xeM;g(x)<1} pro ¢ <0

a pro ¢ = 0 dostaneme {mEM; $>O}:{xEM; g(x) > 0}.
7. {x e M; f(z)g(x) >c} = HmGM; flx) > W‘;ﬁ)}ﬁ{méM;g(m) >0}} U
U erM; f(x)<ﬁ}ﬂ{x€M; g(x)<0}} .

8. Tvrzeni pro podil dostaneme pouzitim 6 a 7 na souéin f(x) - 7
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Véta: Bud {fi}72; posloupnost méfitelnych funkei. Potom jsou také méfitelné funkce
sup fn(z), inf fy(z), limsup f,(x), liminf f,(2) a lim f,(z),
n n n— 00

n—o00 n— 00

pokud existuje.

Dikaz: Ozna¢me hy =sup f,, he =inf f,, h3 = lim f,, hy = lim f,. Potom plati

n—0oo
{z€M;h(z)>ct= | {z €M fulx)>c} a
n=1
{w € M; ho(z) < ¢} = | J{z € M; folw) < c},
n=1
tedy funkce hy a ho jsou méfitelné.
Oznaéme g,(z) = sup f,(z). Potom je g,() > gp+1(x) a hz(z) = lim g,(x) = 11an gp(x) je
n>p p—00 p=1,2,...

métitelnd. Analogicky pro hy .

Véta: Bud ¢ méiitelnd funkce v mnozing M C R™ a f spojitd funkce na oteviené mnoziné
G C R. Potom je slozena funkce f o ¢ méfitelnd.

Dukaz: Uvazme mnozinu G, = {u € R; f(u) > ¢}. Tato mnozina je vzhledem ke spojitosti

o0
f oteviend a lze ji napsat ve tvaru G, = |J I, kde I,, jsou oteviené intervaly, na piiklad
n=1

I, = (an,by). Mnoziny A,, = {z € M; a,, < p(x) < b,} jsou méfitelné a plati
{z € M; f(p(z)) >c} = U A, .
n=1

Poznamky: 1. Pfedchozi véty ukazuji, Ze mnozina vSech méfitelnych funkci je uzaviena
vzhledem k operacim s funkcemi, véetné limitnich prechodu a je tedy dostate¢né Siroka.

2. Dulezitou roli v celém dalsim vykladu vsak budou hrat t.zv. jednoduché funkce.

P
Definice: Jednoduchou funkei nazveme funkci tvaru f = > a;xa, , kde a; € RU{—00, 400}
i=1
a A; jsou méfitelné mnoziny.

Véta: Bud M méfitelnd mnozina, f méfitelnd v M. Potom existuje posloupnost {f,}
jednoduchych koneénych funkei s nasledujicimi vlastnostmi.
1. fu(x) =0 (n=1,2,...) pro véechna € M , kde f neni definovéna.
Jelize M, f(@) >0, 4 0< fi(x) < fale) < - < fla).
delize M, f(x) <0,je 0> fi(z) > folx) >+ > f(x).
Jedli [f(z)] < nyje |f(z) = fu(z)] < 1/2™.
Jelli f(x) >n, je fo(z) =n.
deli f(z) < —n,je folz) = —n.
7. nh_)n;o fn(x) = f(x) pro vsechna z € M , kde je f definovéna.

S Ok W N

Je-li f omezend v jisté mnoziné My C M, je dokonce lim f,(z) = f(x) stejnomérné v M; .
n—oo

Dikaz: Ditkaz provedeme tak, ze piislusnou funkci f,, sestrojime. Ptredpoklidejme, ze f > 0;
v obecném pifpadé napiseme f ve tvaru f = ft — f~ a provedeme konstrukci oddélené pro
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fT a f~. Definujme mnoZiny

1—1 1
A= {e e T < fw) < o} B = o e Mif@) 2 0)
pron=12... ai=1,2,...,n2". Jestlize polozime
n2™ .

i—1
fo=)_ n XA T 1XB,
=1

dostaneme pozadovanou funkci.

Definice: Rekneme, Ze nezéporna funkce f je jednoduché p-integrovatelnd na mnoziné M
je-li tvaru
P
f = Z O XE;
i=1

P

kde Ey, ..., E, jsou disjunktni méfitelné mnoziny, M = |J E;, «; > 0 konstanty. Integral funkce
i=1

f definujeme pak vztahem

[ 1@t = [ fdu=" asuEn.
M M =1

Je-li f libovolna jednoduchd funkce, pak definujeme

Alfdui[f*du—]\[f‘du,

pokud mé pravé strana smysl. Rekneme, ze 7 = | f du konverguje, je-li 7 # oo
M

Poznamky: 1. Je-li specielné f = x, potom [ fdp = p(M).
M
2. Je-li p = X, tedy Lebesgueova mira, pak [ f(z)dA(z) budeme znacit tradicné
M

/f(a:)dxz/fdx.

M

! Definice: (Lebesgue-Stieltjesuv integral)
Bud' ¥ Borelovskd o-algebra podmnozin R™®, M € ¥, f nezdpornd méfitelnd funkce v M . Defin-
ujme

/fdu=sup /Sdu;OSSSf )
M M
kde s je jednoduché p-integrovatelna funkce. Pro obecnou métitelnou funkci f definujeme

Alfduilf*du—ﬂlf‘dln

Oznaceni: Symbolem L(M) budeme znaéit mnozinu v8ech méfitelnych funkei f takovych, ze
[ f dp konverguje.
M

ma-li prava strana smysl.
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Poznamky: 1. Z piedchozi definice integrdlu okamzité plyne, ze pro libovolnou méfitelnou
funkei f > 0 existuje [ fdp, muze vsak byt [ fdp = +oo.
M M

2. Ponévadz uvazujeme mértitelné funkce, které tedy nemusi byt definovany v§ude, plyne odtud,
ze pokud f,g € L(M) a f(z) = g(x) s. v.v M , potom [ fdu= [ gdu. Toto plati dokonce i pro
M M

pfipad, Ze je jeden z integrali roven +0o nebo —oo. Potom i druhy mé stejnou hodnotu.
3. Je-li f(x) =0 s.v.v M, potom je f € L(M) a [ fdu=0. Obréceni tohoto tvrzeni bude
M

zformulovano pozdéji.

4. Z definice integralu plyne, ze je-li f > 0 na méfitelné mnoziné M , potom existuje posloupnost
{sn} jednoduchych p-integrovatelnych funkei tak, ze 0 < s,, < s,,41 a lim f Spdu = f fdu.

Lemma: Budte f;, fo nezdporné p-méfitelné funkce na mnoziné M . Potom je

/{f1+f2}du=/f1du+/f2du.
ir i

M

Dikaz: Muzeme predpoklddat, ze fi a fo jsou definovany vsude a predpoklddejme déle, ze
f11 f2 jsou jednoduché p-integrovatelné, tedy jsou tvaru

P q
A=) aixa, fa= Z@XB , kde a;,3; >0; M= U =B
i=1 j=1 i=1 j=1
a mnoziny {A;};_, i {B;}j_, jsou po dvou disjunktni. Potom plati
P 4 p q

[t =33 i+ 5 nAinB) = 3 a4+ Y 6,85) = [ s [ fada.
i i=1j=1 i=1 j=1 i i
pro obecny piipad zvolme posloupnosti {5511)} a {5%2)} jednoduchych p-integrovatelnych funkef
takovych, ze 51(11) / f1, 353) S fa.

Lemma: Bud'te f a g integrovatelné v M a f(z) < g(z)s.v.v M.Potom [ fdu< [ gdu.

M M

Ditkaz: 1. Tvrzenf je ziejmé, je-li [ fdu = —oconebo [ gdu = +oo. Déle muzeme predpok-
M M

ladat, ze f(z) < g(z) Vx € M.
2. Bud'te nyni f, g nezéporné jednoduché p-integrovatelné na M ; jsou tedy tvaru

p q
f:ZQiXA” QZZ@‘XBJ--
im1 i=1

Podle postupu z dikazu predchoziho lemmatu dostaneme

» P a P q q
/fduzZaiu(Ai)zzz:aluA N B;) ZZ Bipn(A; N By) Zﬁj,u(Bj):/gd,u.
I i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 !

3. Pro obecny piipad 0 < f(z) < g(z) muzeme zvolit posloupnosti {s,} a {t,} jednoduchych
p-integrovatelnych funkei tak, ze

Ogsngtna/sndu—> fd,u,/tndu—>/gdu
n—oo n—oo
M

M M M

39



a ze vztahu [ s,dp < [ t, dp dostaneme tvrzeni.
M M
4. Bud' obecné
f=1"=f9=9"-9, f<g=f"—f<g"—g = fT+g <g +f.
Podle predchozi ¢asti dukazu a predchoziho lemmatu plati
/ f*du+/ g‘du=/(f++g_)du§ /(g++f_)du=/g+du+/ [ dp.
M M M M M M

Je-li [ gdp=—o0, tedy [ g~ du=+o0, jetaké [ f~dp=+oco.
M M M

Je-li [ fdp=+oo,tedy [ fTdp=+oc0, jetaké [ g du=+oo.
M M M

Pro f,g € L(M) dostaneme

[rau= [ srau- [ ans [grdu- [ du= [ gan.
M M M

M M M

! Véta: (Vlastnosti L(M))
Plati nasledujici tvrzeni
1. Je-li f € L(M), je f konetnd s. v.v M .

2. Jsou-li f,g € L(M), «,f € R, potom

af+pBgeL(M)a [{af+pBgtdp=ca [ fdu+p [ gdu.
/ o]

-fGL(M)@|f|€L(M)aPIat1'|A{[ fdu|§]\£ |fldp.
.Jeli f,g € L(M), potom max{f,g} € L(M), min{f, g} € L(M).
Jelli f>0s.v.vMa [ fdu=0,potom f=0s.v.v M.

M
. Je-li f p-métitelnd v M, g€ L(M) a|f| <gs.v.v M, potom f € L(M).
. Je-li f p-méfitelnd a omezend s. v. v M, u(M) < oo, potom f € L(M).

o N O Ot = W

.Jelli f € L(M), g p—méfitelnd a omezend s. v. v M , potom f-g € L(M).

Dukaz: 1. Bud f € L(M) a oznatme A = {z € M; f(z) = +oo}. Potom je A méritelns,
0<nxa<fT VnecN aodtud

1
Og/nXAdug/f+du<oo, neboli p(A)gf/f+du—>0.
n n—oo
M M M
To ale znamend, ze p(A) =0.
2. Je ziejmé, ze [afdp=a [ fdupro f € L(M)aacR.
M M

Necht f,g € L(M) a pisme f = fT — f~ g=g" —g~, h = f+ g [mé smysl s. v. podle 1]
ht —h™ = ft — f~ + g7 — g~ . Podle pifedchoziho lemmatu je

/h+du+/f_du-l—/g_du:/f+du+/g+du+/h_d,u
M b7

M M M M
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atvrzeni [ (f+g)dp= [ fdp+ [ gdup plyne z toho, ze [ h™dp < oo. Plati totiz 0 < At =
M M M M
=(f+g)" < fT+g*". Tvrzeni 2 dostaneme nyn{ okamZité z predchoziho.
3. Ponévadz je f = f*— f=, |f|=f* + f~, plyne odtud okamzité ekvivalence f € L(M) <
o |f| € L(M). Dile
[rad =| [ £ au— [ rau < | [ reaul+| [ 1 au| -
M s M M M

:/f+du+A[ fdu=Al(f++f)du:J!|f|du-

M
4. Platf max{f, g} = 1{f+g-+|f—g/} amin{f, g} = 1{f+g—|f—g|} a odtud plyne okamzité

tvrzeni véty.

5 Prok=1,2,... poloimeMk:{xEM;f(m)Z%}.Je
1 1
0= [ fduz [ ranz [ du= a0,
M My, My,

tedy p(My) =0 (k=1,2,...) a také p ( U Mk) = 0. Plat{ vsak
k=1
o0
{r e M; f(z) >0} = UMk.
k=1

6. Je-li f p-méfitelnd, je i f p-méfitelnd a plati

OS/f+du§/gdu<oo.
M M

[Je totiz 0 < f <|f| < g.] Analogicky ukdzeme, ze f~ € L(M) a f = f* — f~ € L(M).

7. Je-li |f(z)] < K s. v. v M, potom

/|f|dli§/Kdu:Ku(M)<oo.
M M

Odtud plyne dilezity postieh: konstanta je integrovatelnd funkce na libovolné mnoziné koneéné

miry.

8. Analogicky jako v 7 plati,ze f - g je méfitelnd a |f - g| < K |f| € L(M).
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2.3 Integraly zavislé na parametru.

Poznamka: V tomto paragrafu budeme zkoumat jednu ze zdkladnich otazek matematické
analyzy a jejich aplikaci, t.j. zdménu dvou limitnich procesii. V tomto specialnim pfipadu se bude

jednat o zdménu typu
hm/fkdué/ lim fi dpy.
k—o0 k—o0
M

M

Ukazuje se, Ze tato zaména je mozna ve tfech hlavnich ptipadech. Pii stejnomérné konvergenci,
pii monotonn{ konvergenci nebo existuje-li integrovatelnd majoranta nezdvisld na k (Lebesgueova
véta).

Véta: Necht fr € L(M) (k=1,2,...), u(M) <ooa khigo fi(z) = f(z) stejnomérné v M .
Potom f € L(M) a
[ rau= [ i fedn= tiw [ fidp.
M M M

Dﬁkaz Bud ¢ > 0 libovolné. Potom Jky € N tak, 7e Vo € M a Yk > ko plati
|f(z) — fe(z)| < . Zvolime-li ¢ = 1, dostaneme fi,(z) — 1 < f(z) < fi,(x) + 1 a odtud plyne, ze
f e L(M). Déle

[tan= [ uan|< [\ = fldn<enon),
M M M

coz dava tvrzeni véty.

Véta: Budte f;, p-méfitelné v mnoziné M a necht 0 < f; < fo < --- 5. v. v M . Polozme
f(z) = lim fy(z).Potom [ fdp= lim [ fpdp.
k—o0 M k—oo 5 r
Dtikaz: Ponévadz je fr < fry1, dostaneme, ze posloupnost {f fr d,u} je neklesajici a tedy

existuje a = hm f [ dp. Ponévadz je dale fr, < f, plati @ < [ fdp a tvrzeni véty je ziejmé,

M
je-li a = +oo Predpokladejme 7ze a < 400 a zvolme pevné jednoduchou p-integrovatelnou
funkci s tak, ze 0 < s < f. Dokdzeme, ze [ sdp<a.

M

1.Bud 7 € (0 1) a definujme mnozinu Ey, = {x € M; fi(x) > 7 s(z)} . Potom je Ej, méfitelna,
E; C Fry a U E, = hm E, =M. [Jeli f(z) =0, jex € Ey, je-li f(x) >0, je7s(zx) <
< klln;o fe(z) = f( ), ponevadz 7 < 1.] Tedy p(Ex N A) e 1(A) pro kazdou méftitelnou pod-
mnozinu A C M .

2. Bud s = Z Bixa,, kde M = U A; a A; jsou po dvou disjunktni. Potom
/fkd,u>/fkd,u>/Tsd,u77/ZﬂZXA du—TZﬂz (A; N Ey).

3. Jestlize prejdeme ve 2 k limité pro k — oo, dostaneme (vyuZzitim 1)

P
a> TZ,Biu(AZ'):T/Sd,U/.
i=1

M
Ponévadz 7 € (0,1) bylo libovolné, plyne odtud, ze @ > [ sdpatedyia> [ fdu.
M M
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Dusledek: Budte uy, (k= 1,2,...) méfitelné v M a necht ug(z) > 0s. v. v M. Ozna¢me

s(z) = Y uk(z). Potom plati [ sdu= > [ updp.
k=1 M k=1 M

P
Dukaz: Oznacime-li s,(z) = > ug(z), je {sp} monotonni a nezdpornd. Podle pfedchozi véty

plati

dp = li dp = li d d
[ sdn=jim [ sy pLH;OZ/UM S [

M M k=1 py

! Dusledek: (Leviho véta)
Budte g, (k = 1,2,...) méfitelné v M, gi(z) < go(x) < -+ 5. v. v M, g(x) = klirn gr(x).

Predpokladejme, ze f g1dp > —oo. Potom plati
M

/gd,u:klim /gkdu.
M

M

Ditkaz: Je-li [ g1 dp = +oo, pak je tvrzeni véty spravné a bud tedy g1 € L(M). Oznacme
M
f =gk —g1; potom je 0 < f; < fo < --- a podle hlavni véty plati

/(9—91)du=klir{30 /(gk—gl)du
M

M
a odtud plyne tvrzeni Leviho véty.
! Dasledek: (Lebesgueova véta)

Bud'te fr (k= 1,2,...) méfitelné v M a necht existuje ¢ € L(M) tak, ze |fr(z)] < p(x) s. v.
M (k=1,2,...). Necht dale existuje f(z) = klim fr(x) s. v. v M. Potom je f € L(M) a plati

/fd,u:/klim fkduzklim/fkd,u.
M M M

Dukaz: Provedeme prevodem na Leviho vétu. Je

f =limsup fx = hm mf fr a polozme g, =sup fx, h, = inf fy.
k>n k2n

k—o0

Potom plati
9n29n+17 hnghn-‘rla hmgn:f:hm hn; —wﬁhlﬁhnﬁfnﬁgnﬁglﬁw
n— 00 n—00

s. v. v. M . Podle Leviho véty je

/fdu: lim /hnd,u: lim /gndu
M M

M

a ponévadz —0o < [ h,du < [ fodp < [ gndu < +oo, dostaneme tvrzen{ véty.
M M M
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Dusledek: Bud {fi} posloupnost p-méfitelnych funkei na M a ¢ € L(M) . Predpoklddejme,
n (o)

ze | > fil<yps.v.vMaVneN azefada ) f; konverguje skoro viude v M . Potom
j=1 j=1

A{ifjduzgﬂlfjdw

j=1

Dukaz: Plyne okamzité z Lebesgueovy véty, jestlize ji aplikujeme na posloupnost ¢asteénych

(oo}
souctt dané fady ) f;.
j=1

! Dusledek: (Fatouovo lemma)
Bud' {fx} posloupnost p-méfitelnych funkei na M, ¢ € L(M). Jestlize fr > ¢ s.v. v M a pro
Vk € N, potom

/ likm inf fr dy < likm inf | frdp.
M M

Dikaz: Oznacme g, = Igf fr. Potom je ¢ < g1 < go <--- adéle gr < fr VE € N, tedy
[ grdu < [ fodu, lim gn(x) =liminf f,(z). Podle Leviho véty plati
]V[ M n—oo n—oo

/liminffndu:/ lim g, dp = lim /gndugliminf/fnd,u.
M M M

M
Definice: Bud f integrovatelnd funkce na mmnoZiné M. Potom mnoZinovou funkci
pr(E) = [ fdu, kde E C M je méfitelnd, nazgvame neurc¢itym Lebesgueovym integralem.
E

Véta: Bud f € L(M). Jestlize | fdu = 0 pro kazdou méfitelnou mnozinu E C M, potom
E
jef=0s.v.v M.
Ditkaz: Oznaéme E = {z € M; f > 0}. Potom je [ fdu= [ f*du=0 a podle vlastnosti 5
E E
mnoziny L(M) je f* =0s. v. v M. Analogicky dokdzeme, 7ze f~ =0s. v.v M .

Disledek: Necht f,g € L(M). Jestlize [ fdu < [ gdu pro kazdou méfitelnou mnozinu
E E
EC M, potom f<gs.v.v M.

Diikaz: Bud h = (f —g)*. Potom je h > 0a 0 < [ hdu = i (f—9)du <0.
E En{zeM;h>0}
Odtud plyne, Ze (f —g)T =0s.v.v M, tedy f <gs.v.v M.

Véta: Bud f > 0 meritelnd. Potom je pp(E) = [ fdp mira. Navic pp(E) = 0 pro kazdou
E

mnozinu E C M takovou, ze u(E) =0.

Dikaz: Musime ukazat, ze ;15 je o-aditivni mnozinova funkce, tedy

Ky <U An) = Z ff(An)

oo
pro kazdy disjunktni systém mnozin {4, }72 ;. Oznacme A = |J A, ,kde ;N A; =0 proi#j.

n=1
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Jestlize si uvédomime, ze [ fdu = [ fxgdp pro kazdou méfitelnou podmnozinu E C M , pak
. E M

fxa= > fxa, atvrzeni plyne z dusledku pfed Leviho vétou.
n=1

Poznamky: 1. Polozme si otdzku, zda pro libovolnou dvojici mér v, u existuje nezapornd
meéfitelnd funkce f tak, ze v = py, neboli v(E) = f fdu. Odpovéd je negativni, jak plyne
E

z predchozi véty. Jak situace vypadd obecné, bude popsano v néasledujicim paragrafu.

2. Pomoci Legesgueovy véty je mozné jednoduse odvodit tvrzeni o spojité zavislosti integralu
na parametru a vétu o derivaci integralu podle parametru, ktera slouzi jako i¢inna metoda vypoctu
uréitych integralu. Budeme pouzivat oznaceni

/f(x)dx pro integral typu /~~/f(:rl,...,:rn)d:rl...dxn.
M M

Integralem, zdvislym na parametru, budeme rozumét integral tvaru F(a) = [ f(z,a)dz, kde «
M
je parametr z néjakého metrického prostoru X.

Véta: Bud M C R™ méfitelnd, X metricky prostor, g hromadny bod X, f(x, ) komplexn{
funkce na M x X a necht plati
1. Pros. v. z € M existuje lim f(z,a) = g(z).
a—ag

2. Pro kazdé a € X — {ap} je f(z, ) méfitelnd v M .
3. Existuje funkce ¢ € L(M) tak, ze pro o € X — {ap} je |f(z,a)| < p(z) s. v. v M.
Potom je

lim f(x,a)dx:/g(:c)d:v.

a—ag

M M

Ditkaz: Bud o € X, ai # ag, o 20 libovolnd posloupnost. Stac¢i dokézat, ze
— 00

lim | f(z,a)dx = / g(z)dx.
k—oo
M M
Ponévadz je klim flzyan) =g(x) s. v.v M a |f(z,ar)| < p(x) proVk € Nas.v.z € M, plyne
—00
tvrzeni okamzité z Lebesgueovy véty, jestlize polozime fi(x) = f(z, ax) .
Véta: Bud M C R™ méfitelnd, X metricky prostor, f(x,a) komplexni funkce, definovana na

M x X. Necht déle plati
1. Pros. v. z € M je f(z,«) spojitd na X.

2. Pro kazdé o € X je f(z,«) méfitelnd v M .

3. Existuje funkce ¢ € L(M) tak, ze pro o € X plati | f(x, )| < p(x) s. v. v M .
Potom je funkce

Fla) = A{ f(z,a)dz

spojita na X.

Dukaz: Tvrzeni plyne okamzité z predchozi véty.
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! Véta: Bud M C R"™ méfitelnd mnozina, Z C R nedegenerovany interval, f(x, a) komplexn{
funkce, definovand na M x Z. Necht déle plat{

1. F(a) = [ f(=,)dx konverguje alespon pro jednu hodnotu ag € 7 .

M
2. Pro kazdé o € 7 je f(x, ) méfitelnd v M .

3. Pro véechna a € Z a s. v. x € M existuje konetna 8fa(‘z’a) .

4. Existuje o € L(M) tak, 7e Vo € T je ‘% < o(a)s. v.v M.

Potom plati: Pro kazdé o € T je F(a) = [ f(x, @) dx konvergentni a F'(a) = [ W dz .
M M

Dukaz: Budeme piredpokladat, ze f je realnd, jinak provedeme dukaz oddélené pro reilnou a
imagindrni ¢ast. Bud'te oo, 3 €Z o # 3. Podle véty o stiedni hodnoté existuje bod & mezi o a 3

tak, ze
fl@,B8) = flz,a)| |0 f(z,a)
p-a _H da LC_ESQO@)-
Podle predpokladu f(z,ap) € L(M) a odtud |f(z,8) — f(z,ap)| < |8 — ap| p(x), tedy

f(sc,ao)—|ﬁ—a0|<p(a?) < f($>ﬁ) Sf(.%‘,ao)+|ﬁ—ao|(p($) a f(l‘,ﬁ) GL(M) VﬁEI.

Bud nyni o € Z libovolné, a, € I, ap # a, ap — . Podle Lebesgueovy véty je

lim @ ) — f(@,0) da:z/ lim f@, ) - /3f

k:~>oo ap — k—o0 ap —«

M

a odtud plyne tvrzeni véty.

Pozndmka: Piedchozi véta dava uc¢inny prostiedek k vypoctu integrall, kde tradiéni metody
vypoctu primitivn{ funkce selhdvaji. Misto integrdlu F(a) = [ f(z,a)dz vypocteme integrél
M

F'(a) :]é % dx a zpétné zintegrujeme podle parametru o .
o0 2
Priklady: 1. Vypoctéte Laplaceuv integral [ e™* dx.
0

o0
Reseni: Jestlize do integrdlu I = [ e~ dx zavedeme substituci z = ty (t > 0) dx = tdy,
0

8
8

dostaneme I = ¢ [ e~V dy. Zaroveti je I = Je ~t* d¢, neboli 12 = f te=t" dt f e~V dy. Jestlize

[

(=)
(=)

zaménime pofadi integrace, dostaneme

:/dy/te_t2(1+y2)dt
0 0

oo
Odtud plyne, ze [ e dy = V7 /2.
0

l\D\»—l

—t2(1+y2)r =L /
t= 2
0

Poznamka: Predvedeny vypocet pusobi trochu umeéle a navic méa slabinu v zaméné integraci,
kterou jsme provedli Zziména integraci bude zdﬁvodnéna pozdéji az vyslovime Fubiniovu vétu.
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“+o0
2. Vypoctéte [ e~ cos brdxr (a > 0).

- +oo
Reseni: Oznatme F(b) = [ e~ cos bx dz. Potom je F'(b)

+o0 5
— [ ze ™ sin bxdw.
— o0 —o0
Dale musime ovérit predpoklady pfedchozi véty.
—+oo
a) F(b) konverguje pro b= 0. Je F(0) = [ e~ dz a tento integral konverguje.
— 0o
b) f(x,b) = e**" cos bz je méfitelnd Vb € R, ponévadz je spojitd.
c) w existuje.
d) Pro Vb € R existuje integrovatelnd majoranta k %, nezavisld na b.
Je | — ze= sin bz| < |z e~ a
+o0 +o0 1 50 1
2 2 2
/ |z|e™ " do =2 / rxe % dx = [—e‘” ] -
a 0 a
—00 0
Tedy , ) N
= — ar = si b o
S P i R A
T 2a ’ -
bf b
2
- e brdr = —— F(b).
50 e cos bx dx (b)

a

—00

Dostavame diferencidlni rovnici se separovatelnymi proménnymi, neboli
dF b b2
— =——4db; In|F|=
F 2a 7]

2
—— +1In |C|; F=Ce f.
4a
Pro b = 0 dostaneme

+oo
2 =1
F0)=C= / e dm—’ \fi

@ /etgdt_\/?
=% |~ Vo
Tedy

+oo
2
F(b) / e cos bx dw = ,/ze o
a
—0o0

Poznamky: 1. Funkce u(z,t) = +

9%u
ot — 0zx?°

2 . or .. C e, . ;
e~ /4 hraje dalezitou roli pii fesenf rovnice vedeni tepla.
Je to t. zv. fundamentalni feseni rovnice 2%

2. V dal3im uvedeme jesté dvé dilezité véty Lebesgueovy teorie integralu a sice Fubiniovu vétu

a vétu o substituci. Sou¢iny mér nebudeme zkoumat detailné a véta o substituci bude uvedena
bez dukazu. Ten nepotiebujeme k dalsimu vykladu a je pomérné komplikovany.

Definice: Bud p mira na R™, v mirana R". Potom miru 7 na R™*", definovanou piedpisem

7(M x N) = u(M)-v(N), kde M CR™, N CR"

jsou méfitelné mnoziny, nazyvame souc¢inem meér.
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Poznamky: 1. Je tifeba ukazat, ze mira 7 z predchozi definice je skute¢mé mira a ze je
souc¢inem p(M) - v(N) urcena jednoznacné. Déle, Zze mnoziny typu M x N, kde M C R™ a
N C R" generuji o-algebru méfitelnych podmnozin R™*". To provadét nebudeme.

2. Je-li A Lebesgueova mira, potom plati
Aman(M X N) = Ap(M) - An(N),

kde )\ je k-rozmérné Lebesgueova mira. Navic pro interval Z C RF plati

kde 1) jsou jednorozmérné intervaly.
Oznaceni: Bud A C R™™" podmnoZina. Oznaéme
A** ={y e R" (z,y) € A}. Analogicky A"™Y ={x e R™;(z,y) € A}.

Je-li x € R™ a y € R™, pak funkci f m + n proménnych budeme znacit f(x,y).

Poznamka: Predchozi znaceni mé nazornou geometrickou interpretaci. Znamena totiz fezy
mnozinou A pro pevné x resp. pevné y.

X

! Véta: (Fubiniova véta)

Bud 7 mira, vytvofena sou¢inem mér p a v, kde p je mira na R™, v je mira na R".
Bud f(z,y) funkce m+n proménnych, definovand s. v. na méfitelné mnozing A C R™*". Oznaéme
P prumét mnoziny A do prostoru prvych m soufadnic a @ prumét A do prostoru poslednich n
soutadnic. Potom plati

/f:vydf(afy / /fxde)du / /fwydu)dV(y)

jestlize prvy z téchto integrala existuje.
Dukaz: Nebudeme provadét.

Poznamky: 1. Fubiniova véta slouzi k prevodu dvojného integrélu na sled dvou jednorozmérnych
integralu a nezavisi na pofadi integrace, jakmile ff f(z,y)dxdy existuje. Stejné tak dovoluje

ey

prevézt trojny integral na sled jednorozmérné (vmtrm) a dvojrozmérné (vnéjsi) integrace.

2. Fubiniova véta mé velmi jednoduchy predpoklad. Staci, aby [ fdr existoval, neboli
A
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je-li na pitklad f(x,y) > 0 méfitelnd, muzeme pouzit Fubiniovy véty, i kdyz muze byt

f fdr = +00. Kdybychom provadéli dukaz Fubiniovy véty, musime dokézat, ze viechny integraly,

A

které se vyskytuji ve znénf véty, existuji, tedy na pifklad [ fdv a ze tato funkce (proménné x)
Ax,*

je méfitelnd (tedy existuje pro s. v. x € P).

3. Znaceni ve Fubiniové vété ma nazorny vyznam. Analogicky pro @ a A*Y.

Diisledek: Bud A ¢ R™"™ r—méfitelnd mnoZina. Potom plati

7(A) = / V(Az’*)du:/,u(A*’y)dy.

R™ R”

Dukaz: Je

T(A) = / XAdT_/{R/XAz.*dI/ du,
Rm n

rRm+n

coz dava prvni vyjadieni. Analogicky pro druhé vyjadieni.

Disledek: Bud M C R™ méfitelnd mnoZina, f méfitelnd funkce v M. Oznaéme
G={(z,y) eR"zeM,yeR, y= f(z)}

(tedy G je graf funkee f). Potom je A\p,4+1(G) = 0. (Tedy (n 4+ 1)—rozmnérnd Lebesgueova mira.)

Dukaz: Plati
e (g) = / M (G d,.
R'n/

Ponévadz G** je nejvyse jednobodova mnozina, je A (G**) = 0.

Pozndmka: Fubiniova véta je zdkladem metody vypoctu urcitych integralu, zdvislych na
parametru. Tato metoda se nazyvé integrace podle parametru. Je-li F(a) = [ f(z,a)dz, pak
M

se muzeme pokusit vyjadiit funkci f(z,«) jako urcity integrél a v piislusném dvojném integrélu
zaménime pofradi integrace.
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+oo ax -3

Piiklad: Vypoctéte I = [ % dzx (a, 8> 0).

~ - , —ax__ _—fBx
Reseni: Je &—— =

e "Wdy a tedy

R—w o

1= // e dxdy, kde M = (0,+00) x (a0, 8).
M

Tento integrél existuje, ponévadz e™*Y > 0 a tedy

B +o0 B8 . too B d
I:/dy/ e_mydm:/{—e_wy] dy = Y é
Yy 0 Yy «
« 0 «@ a

Poznamky: 1. Predchozi integral lze pocitat téz pomoci véty o derivaci integralu podle
parametru. Jestlize oznac¢ime

X

< —ax _ ,—fBz <
F(B) :/ € T dr, e F'(B) :/e*ﬁw dx
0 0

a pri hledani integrovatelné majoranty, nezavislé na (3, musime postupovat nasledujicim zptsobem.
(oo}
Bud' 3 > 0 libovolné, ale pevné. Potom pro 3 > 3y plati e 7% < e=Fo% o [ e=Fo% 4y < co. Tedy
0
F'(8) = —% e_m‘;o = %, odtud F(B8) =1In 84 C a pro 8 = a dostaneme
Fla)=0=Ina+C = C=—-Ina, tedy F(f) =In ﬁ
a
2. Na zdvér uvedeme bez dikazu vétu o substituci.
Definice: Budy = (1, @2, . .., ) zobrazeni R” do R™. Rekneme, Ze ¢ je reguldrni v mnoziné

M C R", jestlize plati
1. M je oteviena mnozina.

2. Funkce ¢, ..., ¢, maji spojité parcidlni derivace 1. ftadu v M.
_ D(e1,.-50m)
3. Dy = Bler=stnl o0 vy e M.

! Véta: (Substitu¢ni metoda)
Bud ¢ zobrazeni oteviené mnoziny P C R™ na Q C R™ a necht ¢ je reguldrni a prosté v P.
Bud M C @ méfitelnd podmnozina, f libovolnd méfitelna funkce na M. Potom plati

/ f() de = / () Do) du
i o1 (01)

jakmile jeden z integralu existuje.

Poznamky: 1. Véta o substituci ma tu vyhodu, ze nepotiebujeme zkoumat existenci [ f(z) dz.
M

Po zavedeni substituce se zabyvame integralem, ktery vznikne a jestlize existuje, vse proslo
v poradku.

2. Substituce, zavadéné do dvojnych integrala, byvaji polarni souradnice nebo jejich modifikace.
Pro trojny integral prichazeji v ivahu cylindrické a sférické soutadnice nebo jejich modifikace.
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Piiklad: Vypoctéte [ e dx.
Rn

Reseni: a) Bud n = 2. Do integrélu
// e~ @T+3) duy day
R2

zavedeme polarni soufadnice z; = 7 cos @, x9 = rsin ¢. Potom plati

21 +oo
// ef(zfﬂ”g)dajl dxe = / dy / re " dr = —m {eiﬂrhoo =T.
R? 0 0 ’
b) Ponévadz je
+o0 +oo
/ e~ d / eV’ dy:// e*(z%yz)dxdy:m
o oo R2
+o00 ) Foo 2
plyne odtud, ze [ e dx = /7 a pro Laplaceav integrdl [ e * dx dostaneme, ze
o 0

+0o0 5
[ e dx = /7/2.
0

n

“+o0

¢) Nynf je zfejmé, ze [ e~ dg = { J P dx} = 7"/2,
Rn —oo

2.4 Posloupnosti méritelnych funkci.

Definice: Bud p > 1. Potom Lebesgueovym prostorem Ly,(M) nebo L,(M;u) rozumime
mnozinu vSech komplexnich g-méfitelnych funkei f na M takovych, ze

/Ifl”du<00-
M

Je-li p = +o00, pak tekneme, ze f € Loo(M) [ nebo Lo (M, u)], jestlize plati

ess su z)| = inf su T)| < 00.
xeMplf( )l o b, s |f(x)]

Poznamky: 1. Vzhledem k tomu, ze v integralu [ |f[? du nemuzeme rozlisit funkce, které

M
jsou si rovny skoro vSude, budeme za prvky L,(M) (1 < p < oo) brét t. zv. t¥idy ekvivalentnich
funkei. Neboli f = g znamend, ze f(x) = g(z)s. v. v M.
2. Pro oznacen{ ess sup |f(x)| byvé téz uzivdno znacen{ vrai max |f(z)| nebo vrai sup |f(x)].
M xeM xeM

re
Loo (M) tvori ekvivalentni tfidy méfitelnych funkei, které jsou skoro vsude omezené. | Srovnejte

s prostorem B(M).]

3. V L, prostorech plati Holderova nerovnost. Jsou-li

1 1
feLy(M), p>1, geLy(M), —+-=1,

ol



potom f-g € Ly(M) a plati

/fgdu s/ \faldp < /Ifl”du /Iglqdﬂ |
M M M M

Stejné tak plati Minkowského nerovnost. Je-li p > 1, f,g € L,(M), potom

1 1 1
/ If+glPdpp < / IfIPdp o+ / lgP dp o
M M M

Ditkaz se provede analogicky jako pro koneéné soucty.

Véta: Bud 1< p < oo. Potom je L, (M) linedrn{ normovany prostor, jestlize definujeme

1

19l =9 [ 1fPdny =1,
M

Pro p = 400 definujeme
[[flloc = ess sup [f(z)].
zeM

Dukaz: Ovéfeni axiomu normy je snadné. Je-li ||f|, = 0, potom je f = 0s. v. v M,
a proto nerozliSujeme funkce, které jsou si rovny skoro vsude. Trojihelnikova nerovnost plyne
z Minkowského nerovnosti.

Poznamka: Indukci snadno zobecnime Minkowského nerovnost na koneény pocet séitancu.
Jsoulia;; >0 (¢=1,...,r; j=1,...,k), p>1, potom plati

j=1 li=1 i=1 | j=1

Dukaz: Plati

1

P

k k k
Saj+bite)p <9 (aj+b)P s +4> iy <

j=1 j=1 j=1

=
o =

1
P

=
Sl

z)>

Jj=1

-
S
ST

<X

k
< Z al » +
j=1

Zbytek dukazu provedeme indukeci.

.
I
—

! Véta: L,(M;p) (1 <p < oo)jeBanachav prostor.

Dikaz: 1. Je-li {f,}52; cauchyovskd posloupnost v L (M), potom
Ve >0 dng € N tak, ze Vm,n>ng as.v. z € M plati |f,(z) — f(x)] <€
a tedy {fn(z)} je cauchyovskd pro s. v. z € M. Existuje tudiz f(z) = lim f,(x)s. v. v M.

Navic fn,(2) — € < fim(2) < fno(z) + €. v. v M a pro m — oo dostaneme, ze f je skoro vsude
v M omezend, tedy f € Lo (M).
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2. Necht p < 400, {fn}32; cauchyovskd posloupnost v L, (M) . Tedy

Ve >0 Ing € N tak. ze Vm,n > ng plati ||fm — fullp <e.

o0
Vybereme posloupnost {g;}32; z posloupnosti {f,} tak, ze s = >~ [|g; — gj+1ll, < oo. Takovou
j=1
posloupnost lze vzdy vybrat. Na pifklad pro e = 1 > 0 3In; € N tak, ze ||f, — fo,11lp < &
oo
a polozme f,, = g;j. Oznacme h = 3} |g; — gj11|. Podle dusledku, pfedchézejiciho Leviho vétu
j=1

a predchozi poznamky plati

p p
oo n
p — .. — 1 - —
/h du—/ > 19 — gital du—ggrolo/ > lgi =gl p du=
M o (=1 i =1
1P 1P
n p P n
. 3 L . 3 R 3 P —
= lim_ / Y g —giml| dpg | < lim [ /Igy gl dpy | =
M \J=1 =t \m
n p
= I g _ P
dim > lgy — gl =P <o

Jj=1

Plati tedy, ze h? < cos. v. v M ataké h < cos. v. v M . Dédle muzeme predpokladat, ze |g1]| < oo
s. v. v M. Nyni

oo
Ve >0 dng € N tak, ze Z |gj—gj+1|<€

Jj=no
a odtud plyne, ze
oo
Vm,n>ng, (m=>n) plati |gn = gm| < |gn = o1+ + |gm-1 = gml <D 195 — gj1l <&,
j=n

neboli {g,(2)}%2, je cauchyovskd posloupnost pro s. v. © € M a existuje f(z) = lim g¢,(z) s. v.
n—oo

v M. Ukézeme, ze f € L,(M). Posloupnost { |g,|? }32, konverguje k |f|? s. v. v M a déle

l9n|” < (lgn — g1l +191])" < (h+ |g2]) € Lo (M).

Podle Lebesgueovy véty plati

[ 1= 1 [ g .

n—oo

M M
Ponévadz {f,} je cauchyovskd a obsahuje konvergentni podposloupnost {g,}, je sama konver-
gentni, tedy f = lim f,.

n—oo
Véta: Prostor Lo (M; ) je Hilbertuv, jestlize definujeme

(f.9) =/f§du (f.9 € Lo(M)).
M

Dikaz: Je tfeba ovéfit vlastnosti skaldrniho soucinu, ale to je rutinni zalezitost.

Véta: Necht p(M) < co. Potom plati: je-li f € Ly(M) (1 <p < 00), potom

feLy(M) Vg<p, tedy Ly(M) D Ly(M) D Loo(M).
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Diikaz: Bud ¢ < p. Potom podle Hélderovy nerovnosti plati

a
P

A[flqduﬁ Jamiany 3 [ 1o

M M

{ 17 it 4 1 _ 1 _p=gq
Musi totiz platit >t 5= 1, tedy 5= 5 Odtud

pP—gq

[fllg < Klfllp, kde K =[u(M)]7 .

Je ziejmé, ze pro f € Lo (M) plati, ze f € L,(M) Vp > 1.

Poznamky: 1. Nerovnost ||f|l, < K || f||, ukazuje, ze vnofeni L,(M) do Ly(M) (¢ < p) je
spojité.

2. Je-li p(M) = +o0, z4dnd inkluse pro L, a L, jako v predchozi vété neexistuje. Bud na
piiklad M = (0,+o00) a definujme

1 pro t € (0, 1), 1 pro t € (0, 1),
0= { pro t € (1,+00), 9(t) = { 1 pro t € (1,+00).

- g
<

Potom je f € Li(M), ale f ¢ Lo(M) a naopak g ¢ Ly (M), ale g € Lo(M).
3. V nasledujici definici sepiSeme vsechny druhy konvergence, které budeme vysetiovat. Pro
tplnost zahrneme i ty, které jiz zndme.

Definice: Bud'te f, f, (n € N) méfitelné funkce v mnoziné M. Rekneme, Ze
1. {fn} konverguje k f bodové, jestlize lim f,(x) = f(x) Yo € M, neboli

Ve>0a Vo eM Inyg €N tak, ze Vn > ng plati |fn(z) — f(z)| <e.
2. {fn} konverguje k f stejnomérné, jestlize
Ve >0 dng € N tak, ze Vn > ng a Vo € M plati |f,(z) — f(z)| <e.
Znacime f, P f.
3. {fn} konverguje k f skoro vSude v M, jestlize nh_}rr;o fu(x) = f(x) plati Vo € M — N, kde

n(N) = 0.
4. {f.} konverguje k f podle stfedu, jestlize ||f, — fll, — 0, (1 <p < o).

5. Jsou-li f,, fs. v. v.M konecné, pak {f,} konverguje k f podle miry, jestlize
Ve > 0 plati nler;o p{x € M; |f(x) — folz)] > e} =0.
6. Jsou-li f,, f s. v. konecné v M, pak {f,} konverguje k f p—stejnomérné, jestlize
Ve>0dACM tak, ze u(M — A)<e a f, = f na A.

[Tedy f,, — f stejnomérné].

Poznamka: Budeme se v dalsim zabyvat vzajemnym vztahem mezi jednotlivymi druhy kon-
vergence. Nékteré vztahy jiz zndme, na piiklad 2 = 1 = 3 nebo 2 = 4, je-li u(M) < co.
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Véta: Necht 1 < p < oo. Jsou-li f, f € Ly(M), |fn— fll, — 0, potom f, — f podle
n—oo
miry. (4 = 5).

Dukaz: Bud ¢ > 0 a oznacme E,, = {x € M;|f(x) — fu(x)| > €}. Potom pro x € E,, plati
e? < |f(z) = fu(z)|P a odtud

P uE) < [ 1 =Rl du<f - £l = 0
E,

neboli lim w(E,) =0a f, — f podle miry.

n—oo

Véta: Budte f,,, f u—méfitelné a skoro viude koneéné na M a necht f,, — f p—stejnomérné.
Potom f,, — f podle miry. (6 = 5).

Diukaz: Podle predpokladu
Ve>0 JACM tak, ze py(M —A)<e a f, = f na A.
Tedy Ing € N tak, ze Vn > ng a Va € A plati | f,(z) — f(z)| < . Neboli
il € M; | falw) — f(2)] 2 e} <& Vn=ng
a ponévadz € > 0 bylo libovolné, plyne odtud, ze
Jim p{a € M;|foe) - f(2)] 2 2} =0,

tedy f, — f podle miry.

! Véta: (Jegorovova véta)
Bud (M) < oo a nechf f,, f jsou u—méfitelné a skoro véude koneéné funkce na M. Pfedpo-
klddejme, ze f,, — fs. v.v M. Potom f,, — f p—stejnomérné v M. (3 = 6).

Dukaz: Ponévadz f, — fs. v. v M existuje mnozina F C M tak, ze u(M —E)=0a f, — f
na E. Mizeme pfedpoklddat, ze E = M. Bud ¢ > 0 libovolné a oznaéme

1
Apm = U {x € M;|fn(x) — f(z)| > k} pro m,k € N.
n>m
Plati Ag1 D Ao D ... a p(Ar1) < pu(M) < co. Pro kazdé pevné k € N plati lim p(Ag ) = 0.
Vzhledem k této vlastnosti Vk € N Imy, € N tak, ze u(Agm,) < 5x a pro Vo € M — Ay,
plati sup |f,(z) — f(z)| < ¢. Polozme B = |J Ag,m,. Potom je u(B) < e aVa € M — B plati

n>myg k=1

|fulz) = f(z)| < £ Vn >my. Tedy f, =% f na M — B.

Diusledek: Bud p(M) < oo a necht f,, f jsou p—méFitelné a skoro vsude konecné v M.
Piedpoklddejme, ze lim f,(z) = f(z) s. v. v M. Potom f, — f podle miry. (3 = 5).

Dikaz: Plyne z pfedchozich dvou vét. Jegorovova véta dava implikaci 3 = 6 a véta pied ni
implikaci 6 = 5.
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! Véta: (Riesz)
Bud {f,}5°, posloupnost y—méfitelnych skoro véude koneénych funkei na M. Jestlize f, — f
podle miry, potom existuje vybrand posloupnost {fy,} tak, ze f,, — f skoro vsude v M.

Ditkaz: Necht f,, — f podle miry. Potom existuje posloupnost n; < ny < ns < ... tak, ze

p{o € 211 - 1,0 2 < 5

2"
Oznatme
oo 1 oo
A= {remsli@) - @iz 1} o B=[) 4,
k=j j=1
Potom je
= 1
A DAy D ... M(Al):ZZ—k:1<oo
k=1
a tedy

=01 1
B lim A;) < lim — = lim — =0
w(B) = J%ou( i) JAOOZ. . —
o0 (o)
zeM—-B=M-()A4;=J(M-A4;)ac>0.

Potom existuje 7 = j(x) Tak, ze

xeM—Aj=M—G{xeM|f<> e >|,ﬁ}:

k=
~ 1 ~ 1
— N [ - e ersiif@ - fu @z 1Y = O {oe M5 - fu @) < L
k=j k=j
Ponévadz potrebujeme aby 1 < e, musime zvolit ko > max {j(z), 1} . Potom pro Yk > ko plat

|f(2) = fun(@)] < <53«tedy.fnk() f(x) na M — B.

Poznamka: Na zavér této skupiny vét uvedeme jesté Luzinovu vétu, kterda charakterizuje
méfitelné funkce jako takové.

Véta: (Luzin)
Bud f p—méfitelnd skoro viude koneénd funkce na M a predpoklddejme, ze u(M) < oo.
Potom Ve > 0 existuje p—méfitelnd mnozina A C M tak, ze u(M — A) < e a f je spojitd na A.

Diikaz: PonévadZ kazdou funkci f mtZeme psit ve tvaru f = fT — f, staéi pfedpoklddat,
ze f > 0 a zvolme € > 0 libovolné.

P P
1. Bud f nejdiive jednoduchd p—méfitelnd funkee, tedy f = > a;jxg,, kde M = |J E; jsou
j=1 j=1
po dvou disjunktni (E; N Ey = 0 pro j # k). Ke kazdému E; existuje uzaviend mnozina A; C E;
P
tak, ze u(E; — Aj) < : aAjNAy,=0proj#k, A= |J A,. Potom je u(M — A) <ea f je

j=1
spojitd na A. Je totiz konstantni na kazdé mnoziné A;.
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2. Je-li nyni f > 0 libovolnd méfitelnd funkce, potom podle véty z paragrafu 2.2 existuje
posloupnost {f,} jednoduchych p—meéfitelnych funkei tak, ze f, > 0a f, / f na M — N, kde
#(N) = 0. Podle predchozi ¢dsti dikazu

VYneN 3C, C M tak, ze u(Cy) a f, je spojitd na B — C,.

€

< 2n+1
o0

Oznatme C' = |J Cj. Potom je u(C) < 5. Podle Jegorovovy véty existuje mnozina D C M
k=1

tak,ze na M — D je konvergence posloupnosti { f,, } stejnomérna a (D) < 5. Jestlize nyni uvdzime

mnozinu L =M — CUD UN, potom u(CUDUN) < e, f, jsouspojité na L a f, = f na L,

tedy f je spojita.

Poznamky: 1. Luzinova véta tvrdi trochu vice, nez jsme uvedli my. Nevyzaduje predpoklad
(M) < oo a fiké: f je p—méfitelnd pravé kdyz ke kazdému e > 0 a kazdé kompaktn{ mnoziné
K C M existuje oteviend mnozina G tak, ze u(G) < € a f je spojitd na K —G. Dukaz vsak vyzaduje
vybudovani teorie Radonovych mér na lokalné kompaktnim topologickém prostoru. Predpoklad
u(M) < oo ndm umoznil vyuzit Jegorovovu vétu.

2. Ve zbyvajici ¢dsti tohoto paragrafu se vratime znovu k vyjadreni miry ps(E) = [ fdp, kde

E
f > 0 je méfitelna a pokusime se vyjadiit jinou miru v pomoci uvedeného integralu.

Definice: Bud'te i, v dvé miry na mnoziné M. Rekneme, Ze v je absolutné spojité vzhledem
k mife p a zapisujeme v << u, jestlize v(E) = 0 pro kazdou mnozinu E C M takovou, ze
n(E) = 0.

Poznamka: Predpoklddejme, ze existuje f tak, ze v(A) = [ fdu VA C M a uvazme
A
funkciondl na Lo (i) tvaru

Jo(g) = / lg = f1?dp, g € La(p).
M
Tento funkciondl nabyva svého minima pro g = f a navic Vg € La(u) plati

Jo(g)ZJ(g)+/ fPdp, kde J(g) =/(92—2fg)du=/g2du—2/ng-
M M M M
(Je fdu = dv). Ponévadz se Jy a J lis{ o konstantu [ [ f? du], nabyva J(g) svého minima v bodé

M
f. Tato myslenka je pouzita v dukazu druhého s nasledujicich lemmat.

Lemma: Budte v a o dvé koneéné miry na mnoziné M takové, ze v(A) < o(A) VAC M a
necht f > 0 je méfitelnd. Potom

A/fdugA/fda VAC M.

P
Dikaz: Je-li f jednoduchd p—integrovatelnd, f = > a;xg,, a; > 0, potom je
i=1

/fdyiaiu(Ei)giaia(Ei)/fdo

M = M

a odtud dostaneme tvrzeni limitnim prechodem.
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Lemma: Budte v a o dvé koneéné miry na M takové, ze VA C M plati v(A) < o(A). Potom
existuje nezdporna funkce f € Lao(o) tak, ze

:/fda VAC M.

Dikaz: Pro g € Ly(0) oznaéme

J(g) :/dea—Q/gdl/ abud ¢=inf{J(g);g € La(0)}.
Y} M

Ponévadz v(A) < o(A), plati

/ dff—?/\gIdVZ/(g —2|g|)d /Igl—l dU—/dU=

M M M M

= [ o)~ 2 do —00) 2 ~o(M) > o0 Vg€ Lao)

podle predchoziho lemmatu. Odtud plyne, ze ¢ € R a tedy existuje posloupnost {f;},
fij € La(o) tak, ze J(f;) — c. Jestlize pouzijeme rovnobéznikového pravidla, platného v libo-
j—00

volném Hilbertové prostoru H,
[z +yl* + [l = yl* = 2{ll«)* + lyI*}  Ya,ye H]
dostaneme pro g, h € La(0)

(g )—i—J(h)z/g da+/h2da—2/(g+h /|g—|—h|2da+ /|g B2 do—
M

M

1 1
—2/(g+h dV—Z/‘ (g+h) do—4 /§(g+h)du+§/|g—h|2da.
M

M M

Neboli J(g) + J(h) — 27 [L(g+h)] = L g — hllZ a odtud L g — hlZ < J(g) + J(h) — 2¢. Pro
g = f; a h = fj dostaneme

2

S5 = 3 < T(5) + () =2 — 0.

Jjyk—o00

Odtud plyne, ze {f;} je cauchyovskd posloupnost a mé tedy limitu f € La(o). Je ziejmé, ze
J(f) = c¢. Zvolme nyni A C M libovolné. Ponévadz J(f) < J(f +txa) ¥Vt € R, dostaneme

Zﬁﬂ%w—zzjdusZYf+mﬁfdo—2/kf+mnﬁw

M

neboli

O<2t/fXAdcr+t o(A) —2tv(A /fdofu +t20(A).

Tato nerovnost vSak muze platit V¢ € R pouze je-li [ fdo —v(A) =0, coz je tvrzeni lemmatu.
A
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! Véta: (Radon-Nikodym)
Bud'te p a v koneéné miry na M a necht v << p. Potom existuje h € Ly(p), h > 0 tak, Ze

I/(A):/hd/J, VACM.
A

Tato funkce je urc¢ena jednoznaéné az na rovnost skoro v§ude.

Dikaz: 1. Jednoznacnost vyjadieni je ziejmé. Je-li f hdp = [ gdp YA C M, potom
A A
h=gs. v.v M.

2. Abychom dokéazali existenci, polozme o = p + v. Podle pfedchoziho lemmatu existuje
f € La(o) tak, ze

v(A)= [ fdo VYACM,
/

Ponévadz VA C M plati
OguM%i/fwgaVD:/lda
A A

plyne odtud, ze 0 < f <1 o—skoro v§ude v M. Tvrdime, ze f <1 o—skoro viude v M. Oznac¢me
E ={xz € M; f(z) = 1}. Potom je

v(E) = / fdo=0(E)
E

a tedy p(F) = 0. Ponévadz v je absolutné spojitd vzhledem k u, dostaneme, ze v(E) = 0 a tedy
o(E) = 0. Bez omezeni obecnosti mizeme nyni pifedpoklddat, ze 0 < f < 1 Vz € M. Déle

VA C M plati
Zw_wm_lfw_!f@+wa,

tedy [ fdu= [(1— f)dv, neboli
A A

j[XAﬂmileﬂfﬁw.

Ponévadz tato rovnost plati pro charakteristické funkce méfitelnych mnozin A C M, plati
i pro nezaporné jednoduché p—méfitelné funkce. Pfechodem k limité dostaneme, ze pro kazdou
nezapornou méfitelnou funkcei g plati

Zﬁﬁmlguﬂw,

Jestlize nyni zvolime g = 1"7—?, dostaneme

/%XAd,Uf:/XAdV, neboli %du:/dy:y(/l)

M M A A

a staci volit h = % Navic h € Ly (u), ponévadzﬂg hdp =v(M) < c.
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Véta: Budte p a v koneéné miry na M. Potom jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni
1. v << p.

2. Existuje nezdpornd funkce f € Ly (p) tak, ze v(A) = [ fdu VA C M.
A
3.Ve >0 36 >0 tak, ze v(A) < ¢ jakmile A C M a pu(A) < 6.

Dikaz: Implikace 1 = 2 byla dokdzéna v predchozi vété.

2 = 3. Pfedpoklddejme, zZe existuje € > 0 a posloupnost mnozin {E,} tak, zZe

1
/L(En)<2—n, ale /fd,u26>0.
Ey,

Polozme A = limsup E, = () U Ek. [Mnozina téch x, kterd lezi v nekoneéné mnoha E,.]

n—00 n=1k=n
Ozna¢me B,, = |J Ej. Potom je

k=n o

BiD>ByD ..., M(B1)§Zu(Ek)<1<oo,
k=1
. > 1
p(A) = lim p(By,) < lim > u(Ey) < Jim o =0,
k=n

ale plati [ fdu >e >0, coz je spor.
A

Implikace 3 = 1 je zfejma.

Poznamka: Radon-Nikodymovu vétu je mozné zobecnit i na o-kone¢né miry, po piipadé
miry, které nabyvaji redlnych nebo komplexnich hodnot.

Disledek: Bud'te o av o-koneéné miry a necht v << p. Potom existuje nezdporna méfitelna
funkce h [ne nutné h € Ly (p)] tak, ze

V(A):/hdu VAC M.
A

Toto vyjadieni je jednozna¢né az na rovnost skoro vsude.
Diukaz: Bud'te {A,} a {Bj} disjunktni posloupnosti méfitelnych mnozin takovych, ze
p(An) < oo, v(By) < oo, UAn:UBk:M
n k
a aplikujme Radon-Nikodymovu vétu na zizeni mér p a v na A, N By .

Poznamka: Funkci z predchoziho dusledku nazyvame Radon-Nikodymovou derivaci miry
v podle miry p a znac¢ime h = g—;. Funkei h téz nékdy (v pravdépodobnosti) nazyvéame hustota
miry v vzhledem k mife pu.

Definice: Budte p a v dvé miry na M. Rekneme, Ze u a v jsou vzdjemné singuldrni, jestlize
existuje mnozina

A C M tak, ze p(A)=v(M — A) =0.

Znacime p L v.

60



! Véta: Bud'te 4 a v miry na M a necht v je o-koneénd. Potom existuje jediné vyjadieni

V=v,+ Vs, kde v, << pu a vy L p.

Dukaz: 1. Existence. Predpoklddejme nejdfive, ze v je koneéna a oznacme
a =sup{v(A); AC M, u(A)=0}.
Potom existuje posloupnost
{Aj}?il , A; C M tak, ze u(A4;) =0, ]151010 v(4;) = .
Bud B = [.j A;. Potom je u(B) = 0 a definujme
= va(E) = v(E — B), vy(E)=v(ENB) VEC M.
Plati v = v, + vs. Déle je ziejmé, ze vy L u. Skuteéné plati
w(B)=0 a vs(M — B)=v({M — B} N B) =v(0) = 0.

Je-li nyni pu(E) = 0, potom je v,(E) = v(E — B) = 0, ponévadz v(X) = 0 pro kazdou mnozinu
X C M — B, pro niz u(X) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, potom je

w(XUB)=0 a v(XUB)>v(B).
To je vsak ve sporu s tim, jak mnozina B byla definovana.
Bud nynf v o—koneénd a M = |J M., kde v(M}) < oco. Pro kazdou mnozinu Mj, najdeme

i
mnozinu By, podle predchozi ¢asti dukazu a polozme
B=| Bk, va(E)=v(E-B) a vy(E)=v(ENB).
k
2. Jednoznaé¢nost. Necht v = v, + v, = v, + V.. Potom existuje B’ C M tak, ze u(B’) = 0
av.(M—B')=0.Bud E C M pevnd mnoZina a oznacme

C=FEnN(BUB'), D=FE—-(BUB).
Potom plati

i(C) < p(B) + p(B) =0, takie v,(C) = v4(C) a ,(C) = V(C).

Déle
vs(D)=v.(D)=0 [jeDNB=DNB =]

a tedy v (D) = v (D). Ponévadz E=C UD a CND =, dostaneme

vs(E) = Vi(E) a v,(E) =V, (E).

Definice: Rozklad v = v, + v5 nazyvame Lebesgueovym rozkladem miry v vzhledem k mite
1 a miry v, a v, absolutné spojitou ¢asti a singularni ¢asti v,

Poznamka: 7 véty o existenci Lebesgueova rozkladu plyne, ze existuje mnozina B C M tak,
7e Vv, = VB a Vs = Vp—p, tedy existuje rozklad M = B U (M — B) tak, ze na B se v chovd jako
mira absolutné spojitd vzhledem k p a na M — B jako singuldrn{ vzhledem k p. [vp a vy—p
znamenaji zizen{ v na pifslusné mnoziny |.
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2.5 Lebesguetnv integral v R.

Poznamka: Funkce, které budeme v tomto paragrafu vysetfovat, budou realné, definované
vSude a konecné, pokud nebude feceno jinak.
Definice: Bud f kone¢nd funkce v intervalu {a,b) (a,b € R) a nechf
D: a=xp<x1<--<xp=>b

je déleni intervalu (a, b). Oznacme

n
Z () — flai—)|

Potom vyraz

V(f;{a,b)) = sup v(f),

kde suprémum bereme pres véechna déleni D intervalu (a, b), nazyvdme variac{ funkce f na (a,b).
Rekneme, ze f m& konec¢nou variaci, jestlize

V(f) =V(fi(a,b) < o0

Pozndmka: Je-li f monotonn{ v (a,b), potom V(f) < co. Je zfejmé, ze
V(fila,b)) = [f(b) = f(a)l.

Véta: Necht funkce f, g maji koneénou variaci v (a,b), « € R je libovolnd konstanta. Potom
i funkce

afa f:l:g’ |f‘, f'gv max{f,g}v min{fag}

maji kone¢nou variaci. Je-li navic % omezena, mé také konec¢nou variaci.

Dikaz: 1. Plati
= laf(@) —af(@ia) = ol Y |f(@:) = f(zia)|
i=1 i=1
a odtud plyne, ze V(af) = |a|V(f) < cc.
2. Plati .
o(f£g)= Z (zi) £g(@i)} — {f(2i-1) £ g(zim)}| <

< Z (i) = flzia)| + Z 19(zi) = g(wi1)| = v(f) +v(9)

aodtud V(f £g) <V(f)+V(g).
3. Ponévadz je

n

w9D = 2 1@l = 1wy W< S ) — Fle)] = o))

i=1 =1

a tedy V(|f]) <V (f) <oo. [Platf [ |f(z:)| = |f(zi-1)[| < [f (i) = flziz1)]].
4. Vyjdeme z odhadu

[f(@i)g (i) = f(@im)g(ia)| < lg(@i)| [f (i) = fli) [+ [f (i)l |g(2:) — g(2i)]-
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Odtud plyne, ze
V(fg) < Sup lgl - V() + Sup |f1- V(g) < 0.

(a, a,

5. Plati

max{f,g) = 3 (/+9+f —gl} , min{f.g} = 2{f +9 I ~ o)

a odtud dostaneme tvrzeni véty.

6. Plat{
1 1 _ lg(wi—1) — g(;)]

'9(%‘) gz | 9@l lg(zicy)]
a odtud V( ) < M?V(g) < oo, kde ‘ﬁ <M Yz € (a,b).

1
9

Poznamky: 1. Piedchozi véta ukazuje, ze mnozina vSech funkci s konefnou variaci na
(a,b) tvoii vektorovy prostor. D4 se ukézat, Ze tento prostor je Banachiv, jestlize definujeme
171l = 1f(a)] + V(f). Znacime jej BV (a,b). Déle se ukazuje, ze prostor funkei s kone¢nou variaci
tvorf algebru a svaz. Plat{ totiz: pro f,g € BV (a,b) je

f-g€ BV(a,b), max{f,g} € BV(a,b), min{f,g} € BV (a,b).

2. V dalsim ukazeme, ze pii vySetfovani funkci s konecnou variaci hraji fundamentalni roli
monotonni funkce. Ukdzeme, ze f méa konecénou variaci pravé kdyz f = f1 — fo, kde f1 a fa jsou
neklesajici.

Lemma: Bud f kone¢nd funkce v (a, b). Potom je V(f; (a,z)) pro = € (a,b) neklesajici funkce
v {a,b), jestlize polozime V (f;{a,a)) = 0.
Diikaz: Nechf x1, 22 € {a,b), z1 < x5. Potom je

V(fi{a,x2)) = V(f;(a,21)) + V(f; (w1, 22)) > V(f; (@, 21)).
Lemma: Polozme p(z) = V(f;(a,z)) — [ f(z) — f(a)]. Potom je ¢ neklesajici na (a, b).

Diikaz: Necht 27 < x5 . Potom

p(r2)=p(z1) = V(f;(a,22)) =V (f; {a,21)) = [ f(@2) = f(21) ]| = V(f; (21, 22)) [ f(22) = f(21)] > 0.

( |f(z2) — f(x1)] je totiz jeden ze souctu v(f), zatimco V (f; (x1,x2)) je jejich suprémum.)

! Véta: (Jordanuv rozklad)

Bud f reélna a kone¢né v {(a,b). Potom ma f kone¢nou variaci v {a, b) pravé kdyz ji lze vyjadiit
ve tvaru f(x) = fi(x) — fa(x), kde f1 a fa jsou konecné a neklesajici v (a, b).

Dikaz: 1. Ma-li f konec¢nou variaci, potom f(z) = V(f;{a,b)) — [o(x) — f(a)].

2. Obrécené je-li f = f1 — fo, potom V(f) < V(f1) + V(f2) < o0.

Véta: Bud f neklesajici funkce v intervalu (a,b). Potom mé f nejvyse spofetnou mnozinu
bodu nespojitosti.

Dikaz: Je ziejmé, ze vSechny body nespojitosti f jsou 1. druhu. Je-li = bod nespojitosti,
potom je f(xz+) — f(z—) > 0, kde f(z+) = tlim+ ft) a flz—) = tlimﬁ f(t). Existuje tedy

nedegenerovany interval

I(z) C (f(z=), f(z+)) C (f(a), f(D)).
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Jsou-li 1 # x2 dva body nespojitosti f, potom z monotonnosti f plyne, ze I(z1) N I(z2) = 0.
Systém takovych intervalu ale muze byt nejvyse spocetny.

Dausledek: Kazda funkce s kone¢nou variaci na intervalu (a, b) méa nejvyse spoc¢etnou mnozinu
bodu nespojitosti.

Poznamka: Je zndmo, ze spojita funkce nemusi mit derivaci v zddném bodé daného intervalu.
Jestlize se zeptame, které funkce maji derivaci alespon skoro vsude, dostaneme, zZe jsou to funkce
monotonni. To nyni dokézeme.

Lemma: (Riesz-vychézejici slunce)
Bud' h spojitd funkce na intervalu (a,b). Ozna¢me

E ={x € (a,b);3¢& € (x,b) tak, ze h(&) > h(z)}.

Potom je E sjednoceni posloupnosti po dvou disjunktnich intervalu (a;, b;) tak, ze h(a;) < h(b;).

Dikaz: Je ziejmé, ze E je oteviend mnozina a tedy je sjednocenim po dvou disjunktnich
otevienych intervali obsaZenych v E. Bud (a, 3) jeden takovy interval a z € («, 3). Oznaéme

A={¢ € (z,0);h(§) = h(x)}.

Ponévadz 8 ¢ A, musi byt h(z) < h(8) na (8,b). Ddle A # 0 a sup A = (. Tedy h(xz) < h(fB)
a pro x — a+ dostaneme h(a) < h(f).

Poznamky: 1. Predchozi lemma m& velmi ndzornou geometrickou interpretaci, jak je ziejmé
z piislusného obrazku.

| |
a=ay by a hoag bz as bs=b

2. Je-li (e, B) maximéln{ otevieny interval, obsazeny v E a a > a, potom h(a) = h(3).

3. Analogicky pii pohledu zleva dostaneme zrcadlovou versi daného lemmatu (zapadajici slunce).
Bud' h spojitd na {(a, 8) a ozna¢me

F ={z € (a,b);In € (a,z) tak, ze h(n) > h(zx)}.

Potom je F' sjednoceni posloupnosti (a;, b;) po dvou disjunktnich intervala tak, ze h(a;) > h(b;).
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Definice: Bud f funkce, definovand na jistém okoli bodu x € R. Oznaéme

D7 f(x) = limsup M, D, f(z) = liminf fla+t) - flz)
t—0+ t 10+ t

a analogicky D~ f(z) a D_f(x) pro t — 0 — . Tato ¢&isla (mohou byt i +o0) nazyvdme
Diniho derivovand é&isla funkce f v bodé x. Polozme dale

D f(x) = limsup M
t—0 t

Cislo D f(x) nazveme horni derivaci f. Analogicky je definovéna doln{ derivace D f(x).

Poznamka: Funkce f je diferencovatelnd v bodé x préavé kdyz jsou vsechna Diniho derivovana
¢isla v bodé x vlastni a jsou si rovna.

Definice: Bud f funkce, definovang na mnoziné E C R. Rekneme, ze f je lipschitzovsks
funkce na F, jestlize existuje K > 0 tak, ze

[flz)— fy)| < K|z —y| Vz,ye€E.

Lemma: Kazd4 neklesajici Lipschitzovska funkce f na intervalu (a,b) mé kone¢nou derivaci
skoro vsude v (a,b).

Dukaz: Pro zjednoduseni (formdlni) budeme pfedpoklddat, ze K = 1.

Ponévadz je |f(z) — f(y)| < K|x — y| a f je neklesajici, plati, ze 0 < M <K(=1).
Tedy kazdé Diniho ¢fslo je nezdporné a mensi nebo rovno K (= 1), coz znamend, ze Lipschitzovské
funkce nemohou mit nekoneé¢nou derivaci.

Abychom dok4zali tvrzeni lemmatu, staci dokézat, ze DT f < D_f s. v. v {(a,b) a analogicky
D= f<Dyfs.v.v {(a,b). Potom je

0<DYf<D f<D f<D,f<DVf<1(=K) s.v.v {a,b).
Bud nyni 0 < p < ¢ < 1 a oznaéme
Mpyq={x € (a,b);D_f <p<q<DTf}
Ukdzeme, ze A(M,4) =0 Vp,q € (0,1).

Necht D_ f(z) < p, neboli lim inf fw)=f=) ) f(‘”) < p. Tedy existuje posloupnost

Y—T_

{Yetiz1s yp <o, yp — @ tak, ze hm M<p,
k=00 Y — T

neboli Jkg tak, ze V& > kg plati % <p, tedy f(yx) — f(z) > pyxr — pr a odtud

fyr) — pyr > f(x) — pz.

Podle Rieszova lemmatu (zapadajici slunce) aplikovaného na funkci h(z) = f(x) — px existuji po
dvou disjunktn{ intervaly (a;,b;) tak, ze

{z € (a,b); D_f(z) < p} C {z € (a,b); 3 € (a,z), f(§) —p& > f(x) —pz} = U (aj,b;
a f(bj) —pb; < f(a;) — pa;.
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f(Z) f(

Analogicky, je-li DT f(x) > ¢, potom lim sup 2) > q a existuje posloupnost

Z—T 4

{zk}heq, 26 > @, 2z — x tak, ze hm f) = /(@) > q,
k—o0 2L — X
tedy Vk > ko plati M > ¢q. Neboli f(zr) — gz > f(x) — gz a pouzijeme Rieszova lemmatu
(vychézejici slunce) na funkc1 g(x) = f(z) — qx na kazdém z intervalu {(ay, by). Potom existuji po
dvou disjunktni intervaly (ay ;; bk, ;) C (ak,by) tak, ze

{x € (a,b); D" f(z) > q} C U{m € (an,br); 38 € (w,0r), f(§) —q > f(x) —qu} = U (k53 k.5)

k k,j
a déle f(br ;) — gbk,; > f(ak;) — qag, ;. Jestlize tyto nerovnosti shrneme, dostaneme, ze

T abiC)) 2 br,j —ar; a f(b;) — f(a;) < p(b; —a;), neboli

q
S (e — any) <—Z{fbkj flarg)} < = Z{fbk < E Y ean) < Lo-a)
k,j k,j k

Nyni tento proces zopakujeme a indukef po 2n krocich dostaneme posloupnost { (As, Bs) } tak, ze
U4, B) > My, a 3 (B — A,) < (2) (b—a).
Odtud plyne, ze A(M,, ;) = 0 a dikaz je dokoncen, jestlize si uvédomime, ze
{we (@b D_f@) <D f@rc  |J My
p,q€(0,1)NQ

Lemma: Kazda neklesajici spojitd funkee f na intervalu (a,b) md konecnou derivaci skoro
vude v {a,b).

Dikaz: Vyuzijeme-li vysledku predchoziho lemmatu, je vidét, ze sta¢i dokazat, ze mnozina
M = {z € (a,b); D" f(z) = +o0}

mé miru 0. Bud z € M a C > 0 libovolnd konstanta. Potom existuje posloupnost

f(yn) = f(2)
Yn — T

{Un}plys Yn > 2,yn — = a ko tak, ze >C Vn > ko,

neboli f(y,) — Cyn > f(x) — Cz. Podle Rieszova lemmatu (vychézejici slunce) existuji po dvou
disjunktni intervaly (ay,bx) tak, ze

f(ak) — Cak S f(bk) - Cbk

Odtud dostaneme M > b, — ag, neboli

S bma) <3 [ fa) SO~ f@)

Ponévadz C > 0 bylo libovolné, plyne odtud, ze M C | (ag, bx) je nulovd mnozina.
k
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! Véta: Kazdd monotonni funkce f na intervalu Z mé skoro vSude v Z konecnou derivaci.

Dukaz: Predpoklddejme, ze Z = (a,b) a necht f je neklesajici (jinak misto funkce f vezmeme
funkci —f). Vzhledem k tomu, Ze mnozina bodu nespojitosti funkce f je spo¢etnd, plyne tvrzeni
véty okamzité z predchozich dvou lemmat.

Diusledek: Kazdd funkce s kone¢énou variaci na intervalu (a,b) méa skoro vsude v (a,b)
kone¢nou derivaci.

Poznamka: Dalsi ¢ést vykladu bude vénovéna vlastnostem absolutné spojitych a singularnich
funkei a bude ukonéena vétou o rozkladu funkce s konecnou variaci na absolutné spojitou ¢ast a
singuldrni ¢ast (analogie Lebesgueova rozkladu miry).

Definice: Bud f konecnd funkce v (a,b). Rekneme, ze f je absolutné spojita v (a,b), jestlize
ke kazdému € > 0 existuje & > 0 tak, ze pro kazdy systém intervala

<ai,bi>C<a,b> a<ar<b <---<a,<b, <b

takovy, ze n n
> (bi—a;) <6 plati > [f(bi) — flai)| <e.
i=1

i=1

Véta: Je-li f absolutné spojitd v (a,b), je tam i stejnomérné spojitd (tedy spojitd) a ma
konecnou variaci v {a, b).

Diukaz: a) Vezmeme-li v piedchoz{ definici specielné pouze jeden interval, dostaneme, Ze
|z —yl <6 = |f(z) — f(y)| <e, tedy stejnomérnou spojitost f.

b) Polozme ¢ = 1 a zvolme piislusné § > 0 v definici absolutné spojité funkce. Interval (a, b)
rozdélime na p intervall a = z9p < 21 < -+ < &, = b o délce mensi nez §. Z definice absolutni
spojitosti plyne, ze f mé na kazdém intervalu {x;_1, ;) kone¢nou variaci [V (f; (z;—1,2;)) < 1] a
tedy V(f; (a,b)) < p.

Pozndmka: Obracené tvrzeni neplati. Existuje tedy spojitd funkce na (a,b), kterd neni ab-
solutné spojitd. Piiklad uvedeme pozdéji (Cantorova funkce).

Diusledek: Je-li f absolutné spojitd v {(a,b), ma skoro vsude v {a, b) kone¢nou derivaci.

Véta: Je-li f Lipschitzovskd v (a,b), potom je absolutné spojitd na (a,b). Specielné, ma-li f
omezenou derivaci v (a,b), je absolutné spojitd v (a, b).

Ditkaz:  Plati |{0)=f(2)
(i=1,2,...,n). Odtud plyne, ze

< K < oo pro kazdy systém intervala (a;,b;) C (a,b)

Z |f(bi) — fla;)| < K Z(bz‘ —a;)

. c
a staci volit § < -

Pozndmka: M4-li f omezenou derivaci v (a,b) je V(f;{a,b)) = [ |f'(z)|da.
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Dukaz: Je

= Z |f(zi) = f(zio1)| = Z |FEl(wi —xima) & € (zima,24) ],

To je vsak integralni soucet piislusny funkci |f’| a déleni D: a =29 <21 < -+ <z, = 0.

Definice: Bud f funkce s koneénou variaci v (a,b). Rekneme, Ze f je singuldrni, jestlize
f'(z) = 0 skoro vsude v (a, b).

Poznamka: Typickou singuldrn{ funkef je t. zv. funkce skoku. Bud' {xy} xj # x; pro k # j
mnoZina bodi intervalu (a,b) (muZe byt i koneénd) a necht {ay} a {by} jsou realna éisla takova,
7e > lag| < oo, > |bk| < co. Potom funkci

% %

g(r) = Z O + Z bn,

a<lzn, <z a<lz,<T

nazveme funkci skoku. Plati a,, = g(z,) — g(xn—), by = g(zn+) — g(zn).

Véta: Bud f funkce s kone¢nou variaci v {a,b). Potom je f singulédrni v (a,b) prave kdyz ke
kazdému e > 0 existuje systém intervalu (o, ;) C (a,b) (i =1,2,...,n) tak, ze

Z -—az <e, ale ZV aza/@’b>) (f;<a7b>)_

i=1 i=1

Dikaz: Vyzaduje Vitaliovu vétu o pokryti a nebudeme jej provadét. Véta mé vsak zajimavou
interpretaci. Slovy FeCeno singularni funkce nabyva skoro celou variaci na systému intervalu s li-
bovolné malou délkou.

Poznamka: Z prvého semestru je zndmo, ze pro spojitou funkei f v {a, b) takovou, ze f'(z) =0
pro z € (a,b) plati, ze f je konstantni. Jestlize budeme piedpoklddat pouze, ze f'(z) = 0 s. v.
v {(a,b), nemusi byt jiz f konstantni, jak ukdzeme pozdéji na pifkladu. Plati viak

Véta: Bud f absolutné spojitd v {a,b) a necht f’(z) = 0 skoro viude v (a,b). Potom je f
konstantn{ v (a, b).

Dikaz: Ponévadz f je absolutné spojitd, plati, ze

n

Ve>0 3d>0 tak, ze jakmile (ay, ;) C <a,b>,z (Bi—ay) < §, potom Z lf(B)—fla)] < e

i=1 i=1

a odtud také Z V(f; {as, B:)) < e. Ponévadz f je singuldrni, je mozno vybrat systém intervala

=1
(o, Bi) tak, ze

Z V O‘uﬂz (f; <a,b>)7§.

Jestlize zvolime 0 tak, aby 0 < e, dostaneme, ze V(f; (a, b)) < 2¢. Odtud plyne, ze V(f;{a,b)) =
a f je tedy konstantni.

Dusledek: Bud'te f a g absolutné spojité v {a,b) a necht f’(z) = ¢’(x) skoro vsude v (a,b).
Potom je f — g konstantni{ v (a, b).
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Poznamka: V dalsim se budeme zabyvat neurcitym Lebesgueovym integralem a jeho vlast-
nostmi.

Definice: Bud f € L(a,b). Potom kazdou funkei tvaru

x
F(I):/f(t)dt+c (a <z <b),
kde C je libovolna konstanta, nazyvame neurcitym Lebesgueovym integralem funkce f.

Poznamky: 1. Je-li F neurc¢itym integrdlem f, potom plati

b

/ F(t)dt = F(b) — F(a).

a
2. Ma-li f konecnou variaci v {(a, b), muzeme si polozit nasledujici otdzky. Je f’ € L(a,b) ? Plati

b
[ f'(z)dz = f(b) — f(a)? Odpovéd na prvou otdzku je kladnd, na druhou zdporna.
Véta: Je-li f konetnd a neklesajici v (a,b), potom plati
b
0< [ Fl@)de < 0) - fla),
tedy f’ € L(a,b). @

Dikaz: Dodefinujme funkeci f pro x > b jako f(x) = f(b). Funkce f zustane neklesajici a
tedy skoro vsude v (a, b) existuje koneénd derivace

n—oo

0< f(z) = lim n{f (:c—l—;) —f(x)}.

Odtud plyne méritelnost f/. Déle

b+ b > .
=n f@)de — | f(z)dx ) =n f(z)dx — fl@)dz 3 <
Jeons] [ e ]
b+1 ati
<ol [ fode- [ f@ds b =0 - f@)
b a

Podle Fatouova lemmatu plati
b

0</bf’(x)dm<liminf n{f (m—f—;) —f(x)} dx < f(b) — f(a).

n—oo
a

Dusledek: Mé-li f v (a,b) koneénou variaci, je f’ € L(a,b).
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b
Poznamka:  Jednoduchy pifklad ukazuje, ze [ f'(z)dx # f(b) — f(a). Sta&l volit

a

1
/ [y dr =0 < f(1) — f(0) = 1.

Véta: Bud f € L(a,b). Potom je F(z) = f f(t)dt (a < x < b) absolutné spojita funkce
v {a, b) a skoro vsude v {a,b) plati F'(z) = f(x).

Dukaz: Dukaz absolutni spojitosti ' provedeme analogicky jako dikaz implikace 2 = 3 ve
véte, nédsledujici bezprostredné za Radon-Nykodymovou vétou (str. 60).

Mizeme piedpokladat, ze f > 0, jinak provedeme oddélené dikaz pro f+ a f~. Vzhledem
k tomu existuje skoro vsude v (a,b) koneénd derivace F’(z) a plati

B8 B8
| P@ydo=F©) - F) = [ fds

pro kazdy interval (o, 3) C (a,b). Odtud plyne, ze [ F'(z)dx = [ f(z)dz pro kazdou méfitelnou
E E
podmnozinu E C (a, b), neboli F'(z) = f(x) s. v. v {a,b).

Dausledek: Kazd4a funkce absolutné spojita v (a,b) je v tomto intervalu neur¢itym integralem
své derivace.

xT
Diikaz: Polozme g(z) = [ f'(t)dt. Potom plati ¢'(z) = f'(z) s. v. v (a,b) a ponévadz g je

a

absolutné spojitd, je f — g konstantni v (a, b), neboli f(z) = [ f'(t)dt + C.

! Duasledek: (Lebesgueuv rozklad)

Bud f funkce s kone¢nou variaci v {(a,b). Potom existuje absolutné spojitd funkce f,. a sin-
gularni funkce fs tak, ze f = fqc+ fs. Tento rozklad je urcen jednoznacné az na aditivni konstantu.
Je-li f neklesajici, jsoui fuc a fs neklesajici.

Dukaz: Plati =
f@) = @) = [ F@®dt+g(a)

neboli

Jac(x) = / fl(t)dt  [+f(a) eventuelné] a fi(z) =g(x) [+f(a)].

Necht f = fu.+ fs a zdrovenl f = guc + gs. Potom je fuec — gae = gs — fs. Ponévadz levéa strana je
absolutné spojita funkce a pravé strana singuldrni funkce, muze byt pouze foc—goc = C = gs — fs,
kde C je konstanta.

Bud f nyni neklesajici. Potom je f > 0s. v. v {a,b) a tedy fu. je neklesajici. Déle

T2
0< / f(#)dt < f(xz2) — f(x1) pro libovolné xq1, x5 € (a,b), 1 < z9
T

a odtud plyne, ze f, je neklesajici.

70



Pozndmka: Uvazme singuldrni ¢dst f, tedy funkei fs v pFedchozim rozkladu. Ozna¢me h(z)
funkei skoku funkce f. Potom je p(z) = fs(z) —h(z) singuldrni a spojitd a polozme si otdzku. Exis-
tuje singuldrnf a spojitd funkce, kters nenf konstantni? Odpovéd je kladn4, jak ukazuje nasledujici
priklad.

Priklad: Cantorovo diskontinuum.
Uvazme mnozinu A = (0,1) a oznacme

1 2 12 7 8
G1(3,3>7 Gy = G1U(9 9>U(979>7

(; _.C; U j; E{ U !l ji U 19 29 U g? 2?
s o7 ot 27’ 27 27’ 27 27127 )"

G

N
]

w|
w|n
NI
M
NS
%8
o] ~
o] o
NE
M

N
I

o]~
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»
N~
»
NES

N
N[ e
N

N[~

Jestlize budeme pokracovat timto zptsobem, dostaneme posloupnost {G,}32, otevienych

o0
mnozin a oznatme G = |J G,. Potom je G oteviend mnozina a pro jeji Lebesgueovu miru
n=1
plati
12 22 11
M) =444 == =1.
(@) 3 32 3 31— %

Bud D = A — G. Mnozinu D nazyvdme Cantorovou mnoZinou nebo Cantorovym diskontinuem.
D je kompaktni mnozina, pro niz A(D) = 0. Déle plat{

D je nespoetnd mnozina.

Dukaz: Pfedpoklédejme, ze D je spocetnd, tedy jeji prvky muzeme napsat ve tvaru posloup-
nosti x1, T2, rs3,... . Bud Aj ta ¢dst A — G, 7e x1 ¢ A1; A ta édst Ay — Ga, 7e mo & Ag; Az ta
Cast Ay — G, ze x3 ¢ As. Jestlize pokracujeme takto dale, dostaneme posloupnost A1 D As D .

A, jsou neprdzdné a kompaktni. Plati tedy, ze ﬂ A, #0, ﬂ A, C D, ale zadny bod posloup—

nosti {x, }52; v tomto pruniku nelezi a D je tedy nespocetna

Poznamka: Jestlize se podivame, jak vypadaji body D, dostaneme, Ze jsou tvaru

2@1 2&2 2@3

3 T Ty T

kde a,, je bud 0 nebo 1. Skuteéné G; = (3, 3) odpovidd tém rozvojum (trojkovym) 0, b1babs . .. ,
kde by =1, Go — G; tém, kde by = 1 atd. Jestlize uvedenému vyjadreni prifadime ¢islo

dostaneme bijekci D a (0, 1).
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Cantorova funkce.

Definujme ¢(0) =0, (1) = 1. Na komponentdch G, — Gj_1 budou hodnoty postupné

1 3 5 2k — 1
27, 27k7 277...7 2](7 .

&) (&)
Pro x € D definujme ¢(x) = sup (). Plati ¢ (2 > ‘;n> = > %=. Ponévadz tyto hodnoty
£eGiE<w n=1 n=1
vypliuji cely interval (0,1), je ¢ spojitd funkce. Tedy ¢ je neklesajici spojitd a singuldrni, t. j.

¢'(x) =0s. v. v (0,1). Navic ¢(0) =0, ¢(1) =1, tedy ¢ nemuze byt absolutné spojit4.

1r .

L -—

8

3 L —

z

51 -

8

1,

2

31 -—

8

10 —

7

1

8
L L L L

00 1 2 1 2 7 8 1 2 19 20 7 8 25 26 1
27 27 9 9 27 27 3 3 27 27 9 9 27 27

Definice: Bud Z C R interval, z € Z bod. Rekneme, 7e x je lebesgueovsky bod lokdlné
integrovatelné funkce f, jestlize

hm—/|f +1) - f(@)|dt = 0.

0 2h
Pozndmka: Je-li f € L(a,b), F(x f f(t)dt, potom je podle diive uvedené véty
F'(z) = f(x) s. v. v {a,b). Na druhé strané je
F - F - F
F'(z)=1 (z+h) (@) _ li (z) (z=h) , neboli
h—0 h h—0 h
F( h) F( h) z+h z—h
/ T T + - xTr — o - o _
1 z+h 1
z—h —h

Véta: Bud f lokdlné integrovatelnd funkce na intervalu Z. Potom je skoro kazdy bod
7 lebesgueovsky bod f.

Diikaz: Pro pevné r € R je funkee |f(x) — r| lokdlné integrovatelnd na Z. Podle predchozi
pozndmky existuje tedy mnozina E, C T takovd, ze A(E,) = 0 a ze plat{

lln})ﬁ/ﬁm—l—t —r|dt=|f(x)—r| YzeI-E,.
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Ozna¢me E = |J E,. Potom je A(E) =0 abud z € Z— E a e > 0 libovolné. Potom existuje
reQ
r e Qtak, ze |[f(z) —r| <ecatedy |[f(x+1t) — f(z)| < |f(x+1t) —r|+e Odtud

h
lir;:sgp % / |f(z+1t)— fla)|dt <|f(z)—r|+e<2e.
~h

Poznamka: Kazdy bod spojitosti f je lebesgueovsky.

Definice: Distribuéni funkci miry v na mnozinbé R rozumime neklesajici zprava spojitou
funkci F' na R tak, ze F(b) — F(a) = v{(a,b)} pro kazdy interval (a,b) C R.

Poznamka: Je-li v pravdépodobnostni mira, potom distribuéni funkce v dand predpisem
Gy (z) = v{(—o0,z)}

Je normovand ve smyslu, ze ;& (z) =0 lim G, (z) = L.

T——00 T——+00

Véta: 1. Bud F neklesajici zprava spojité funkce na R. Potom existuje jedind mira vr takova,
ze F' je jeji distribuéni funkce.

2. Bud v mira na R. Potom k n{ existuje distribuéni funkce F'.

Dikaz: 1. Dukaz vyzaduje vybudovani mnozinové o —algebry generované intervaly tvaru (a, b)
a neni zcela trivialni. Nebudeme jej tedy provadét.

2. Polozme
v{(0,z)} pro x>0,
F (z)= 0 pro z =0,
—v{(z,0)} pro x<0.

Potom je F, neklesajici, zprava spojitd a F,(0) = 0. Déle v{(a,b)} = F,(b) — F,(a) pro kazdy
interval (a,b) C R.

Pozndmky: 1. Kazdou neklesajici distribuéni funkci muzeme vyjadfit ve tvaru G = G4+ G,
kde Gg. je absolutné spojita a Gy singularni. Je-li v¢ odpovidajici mira, potom vg = V4. + Vs,
kde v, je mira absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové nife A a vy singuldrni vzhledem k .

2. Je-li G libovolna funkce s kone¢nou variaci, pak ji 1ze psat ve tvaru G = G; — G3, kde G; a
G4 jsou neklesajici a dovoluje tedy zavést i miru s redlnymi hodnotami vg = vg, —vg,. Analogicky
pro komplexni funkci F' s kone¢nou variaci [t.j. Re F' i Im F' maji kone¢nou variaci | muzeme psat

F=ReF+ilmF = ReF); — (ReF)y+i{(ImF); — (Im F)y}.
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Kapitola 3

Fourierovy rady.

3.1 Ortogonalni systémy funkci.

Poznamka: V tomto paragrafu se budeme zabyvat rozvoji podle ortonorméalniho systému
v libovolném Hilbertové prostoru. Pro jednoduchost budeme ptfedpokladat, Zze se pohybujeme
v separabilnich prostorech.

Definice: Bud {¢,}2>; ortonormdlni posloupnost prvku separabilniho Hilbertova prostoru
H . Rekneme, ze {52, je tplnd, jestlize plati: je-li pro néjaké x € H (x,¢p,) =0 Vn € N,
potom x =0.

Véta: Bud H separabilnf Hilbertiiv prostor. Potom v H existuje tiplny ortonormaln{ systém.

Diikaz: Ponévadz H je separabilni, existuje v H hustd spotetnd podmnozina {x,, }22 ; . Z této
mnoziny vybereme nezévislou podmnozinu {y, }° ; tak, ze [{z1, 22, ..., 2k, } ] = [{y1,¥2,- -, Un}]-
Ponévadz je {x,}52, hustd, plati [{y1,y2,... }]| = H . Nynf sta¢i pouzit Gram-Schmidtovy ortog-
onalizace, abychom dostali pozadovany systém.

Poznamka: Bud {¢,}°2; ortonormdlni systém v Hilbertové prostoru H, x € H libovolny
n
vektor. Oznatme y,, = Y a;p; a zkoumejme, pro jakd a; je minimdln{ odchylka &, = ||z — y, || .
j=1
Plati

n

8n = (@ = Yy @ = ya) = Il = (@, yu) = W @) + yall? = 12 = 3 G (a,05)
j=1

n n n n
aj(pia) + > ol =lz? =Y a =Y Ga;+ > |oy|* =
j=1 j=1 j=1 j=1

n
Jj=1
n

n
= [ll> + > (e —ay) (e —aj) = Y e,
Jj=1 J

1

kde ¢; = (z, ¢;) . Tedy d,, je minimélni, jestlize a; = ¢; .

Definice: Bud {¢,}5°; ortonormdln{ systém v Hilbertové prostoru H , z € H . Potom ¢isla
¢n = (¢, pp) nazyvdme Fourierovymi koeficienty prvku x vzhledem k systému {p,,}22 ;.
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Véta: Bud H Hilbertuv prostor, =z € H, {¢x}72, ortonormdln{ systém v H. Potom
n
mnohoclen n-tého fédu > ay @i , ktery x nejlépe aproximuje v normé H, je Fouriertiv mnohoclen.
k=1
[ok =ck = (@,908) ]

Véta: Bud H Hilbertuv prostor, x € H, {px}32, ortonormélni systém v H, {cx}32,
Fourierovy koeficienty x vzhledem k systému {¢}72 ;. Potom plati Besselova nerovnost

o0
lzl® > lexl®.
k=1

Dikaz: Pro libovolné n € N plati

n n
0<llz =) ewpnll® = llel® =D lexl?
k=1 k=1

a odtud plyne tvrzeni.

Dausledek: Jsou-li {c;}72, Fourierovy koeficienty prvku « € H vzhledem k ortonormalnimu
systému {¢r}7° , , potom ¢, — 0.

k—o0

Véta: Bud {px}i2; ortonormdlni systém v separabilnim Hilbertové prostoru H . Potom je
tento systém uplny pravé kdyz pro kazdé x € H plati Parsevalova rovnost

o0
2l = lexl®.
k=1
o]

Diukaz: 1. Bud {¢x}72, Uplny,z € H a ozname y = Y ¢ ¢ . Potom plati

o k=1
(xiyasaj):(xizCkSOIHSOJ):(xaQD])iCJ:0 pro ]:172a .
k=1

o0
Z tplnosti plyne, ze z —y = 0, tedy ||z]|> = 3 |ex]?.
k=1

2. Necht (z, ) =0 pro k=1,2,... . Potom je ¢t = (z,¢r) = 0, tedy

oo
Izl =) lexl* =0
k=1

a {gr}72, je uplny ortonormdlni systém.

Pozndamky: 1. Uvedené véty ukazuji, ze Fourierova rada libovolného prvku 2 € H (Hilbertuv
prostor) vzhledem k ortonormdlnimu systému {p;}?2, konverguje vzdy ve smyslu normy
v H. Jestlize uvdzime konkrétni prostor H = Ls(a,b), v némz budeme v dalsim paragrafu
Fourierovy fady zkoumat, je konvergence v Lg(a,b) totoznd s konvergenci podle stfedu. To ale
nezarucuje bodovou konvergenci, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad: Bud (a,b) = (0,1) a definujme funkce

fak(x) pro n=0,1,2,... ; k=0,1,...,2" —1 predpisem
_J 1 pro T € <2%, %>
Fu(@) = { 0 jinde
1
Potom plati [ |fnk(x)|?dz = 2% — 0, tedy fn.x — 0 podle stfedu, ale {f, x(x)} nekonverguje
U n—oo

pro zadné x € (0, 1).
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Existuje vybrand posloupnost, na piiklad {f, o(z)}, kterd konverguje pro vsechna = € (0, 1).
Nasledujici obrazky ukazuji, jak se dand posloupnost chova.

f10 fi1

2. Predchozi véta spolu s vétou o existenci uplného ortonormélniho systému dovoluji ukazat,
ze vsechny separabilni Hilbertovy prostory jsou izometricky izomorfni.

Veéta: Kazdy separabilni Hilbertuv prostor je izometricky izomorfni s prostorem 15 .

Dikaz: Bud = € H, {¢;}7°, plny ortonormdln{ systém v H. Definujme zobrazen{
T:H — 1y pedpisem Tz =u = {cg}he -

Potom je T zfejmé linearni zobrazeni a
oo
1T 2l* =Y [erl* = ||
k=1

podle Parsevalovy rovnosti a tedy 7' je izometrie.

3.2 Priklady uplnych ortogonalnich systému funkci.

Poznamky: 1.V dalsim zvolime konkrétn{ Hilberttuv prostor a sice Ly (a, b) a uvedeme nékteré
ortogondlni nebo ortonormalni systémy funkci na tomto prostoru.

2. V nésledujicich paragrafech se budeme zabyvat bodovou a stejnomérnou konvergenci Fourierovych
rad.

Piiklady: 1. Systém{e™*}1>° _ je ortogonalni na libovolném intervalu délky 27 . Systém

n=-—

{\/127 einz} , n € Z je ortonormalni.
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Dukaz: Plati

at2m T €T =0 jeli n#£ k,
(einw7 eikac) — ein;v e—ikw dr = at2on - , o
de =27 = ||e™*]]* jelin=k.
a a
Polozme nyn{ pro formaln{ zjednoduseni a = —7 a bud ¢, (z) = \/%7 e™* . Oznaéme

(fv‘;pn \/—/f 7lntdt fN Z C Pn =

n=—oo

+oo

+oo
m/ f Z 271- / f eIt gt . gin Z cn eina:,

n=—oo n=—oo

s

kde ¢, = 5= [ f(t)e"™dt bude znatit Fourieriv koeficient. Plat{ Parsevalova rovnost
+oo -
IfIIP= > ¢ |* a ponévadz je ¢, = f , dostaneme, ze Parsevalova rovnost mé tvar
n=-—oo
1 17 =
2 2 g, _ 2
P =5 [1rOFd= 3 el
n=-—oo

—T

2. Systém {1, cos z,sin z, cos 2z,sin 2z,...} je ortogonalni na libovolném intervalu délky 27 .

Systém {\/% , ﬁ cos T, ﬁ sin x,... ¢ je ortonormalni.

Diikaz: Je tfeba ukdzat, ze Vn,k € N plati (1,cos nz) = (1,sin nz) = (sin nz.cos kx) = 0
a déle (sin nx,sin kx) = (cos nx,cos kx) = m i, kde dpi je Kroneckerovo delta. To jsou vsak
vypocty béznych integralu a nebudeme je detailné provadét. Analogickou ivahou jako v pfedchozim
ptikladu dostaneme, ze Fourierova fada funkce f ma tvar

o0
NEO—F; ay cos kx + by sin kx) ,

™

1 T 1
kde ak:f/f(t) cos ktdt, k=0,1,2,..., bk:f/f(t) sin ktdt, k=1,2,....
T T

Parsevalova rovnost ma tvar

o0

2
a
/\f =10 S (a4 buf?).
k=1

Poznamka: Vzijemny vztah mezi systémy z piikladi 1 a 2 dostaneme okamzité, jestlize
uzijeme Eulerovy identity. Je-li

o ika; + e—ikx eikx _ e—ikx
+; ay, cos kx + by, sin kx) +Z(ak 5 + bi 57 ) =

w\o

ag ar — tby ar + b _; ag ap — by, ar, + ib,
:?Jrkg_ < “”qtze””) atedycozg,ck:T,c_k:T.

[
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Jestlize tedy zndme koeficienty aj a by , muzeme vypocitat koeficienty ¢ a obrdcené. Plati totiz
agp =2co, ap =cp+c—p, bp =i(cy —c_p).

Véta: Systém 1, cos z,sin z,cos 22 ,sin 2z, ... je Uplny v prostoru Ly (—7, ) , neboli: jestlize
pro néjakou funkei f € Ly (—m,m) plati ap =0 prok=10,1,2,... aby =0prok =1,2,... , potom
je f(z) = 0 skoro vsude v (—m, ).

Pozndmka: Ponévadz je Ly(—m,7) C Ly(—m,7), je dany systém tplny i v La(—m, 7).

Diikaz: Necht ar, =0 = by, neboli [ f(x)T(z)dz = 0 pro kazdy trigonometricky mnohoélen

T'(z) . Trigonometrickym mnohoé¢lenem n-tého fddu rozumime vyraz tvaru

T(z) =

|~

ag + Z (ag cos kx + by sin kx) nebo T'(z) = Z cp et
k=1

k=—n

1. Predpokladejme nejdiive, ze f je spojitd a neni identicky rovna 0. Potom existuje bod
zo a kladnd ¢isla €, § tak, ze | f(z)] > ¢, feknéme f(z) > ¢ na intervalu Z = (zg — §, 9 + ) . Staci
dokézat, ze existuje posloupnost trigonometrickych mnohoclena {7, (z)} tak, ze

a) Th(x) >0prox € T.

b) T, (x) — oo na kazdém intervalu (o, 8) C T .
¢) Tn(x) je omezend na E = (—m,m) —Z.

Potom bude platit

B
/ flz)Th(x)de| > e(f—a) min T,(x) — o0 a / fl@)Th(z)de| < M < 0.
J z€(a, ) n—00 J

Polozme
Tn(x) = {t(x)}", kde t(x) =14 cos(x —xg) —cos 0.

Potom m4a ¢ maximum v bodé
x=x0; t(rg)=2—cosd>1, t(xg—9) =1, t(zg+d) =1,

tedy t(z) > 1 naZ, ¢t(x) > 1 na (o, () a |t(z)] < 1 na E. Podminky a) - ¢) jsou tedy splnény
a véta plati pro ptipad spojitého f.
2. Bud f € Li(-m7) a dodefinujme ji na R jako 2m-periodickou. UvaZme funkci
T 421
F(z) = [ f(t)dt. Plati F(z +27r) = F(z)+ [ f(t)dt = F(z) +mag = F(x), tedy F je

s x
2m-periodicka. Ozna¢me Ay, By jeji Fourierovy koeficienty. Potom plati

17 F g b
A = ;/ F(z) cos kxdx = [ k:(fr) sin kx}_ﬂ - H/ f(z) sin kzdx = —f =0.
Analogicky " "
1 [ _ F(z) T 17 1
& 7r/ (2) sin kx dx [ o €O kﬁ}ﬂ—i—kw/f(x) cos kx dx 7 @k 0
Budte Aj, A}, B, ... Fourierovy koeficienty funkce F(z) — Ay. Potom je zfejmé, ze
Ay = A = Bf =---=0. Tedy F(z) — Ao je funkce identicky rovnd 0. Ponévadz F(—n) =0,

je Ap =0, a odtud plyne, ze f(z) =0s.v. v (—m, 7).
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Disledek: Jestlize dvé funkee f,g € Li(—m,7) maji stejné Fourierovy koeficienty, potom
f(x) = g(x) skoro vsude v (—m, 7).

Poznamka: K odvozeni vét o bodové nebo stejnomérné konvergenci Fourierovych rad budeme
potiebovat informaci, ze spojité funkece tvoif hustou podmnozinu v Ly (M) .

Véta: Mnozina spojitych funkef je hustd v Ly (M), kde M C R" je méfitelnd mnoZina.

Diukaz: Ponévadz jsou v Ly (M) husté jednoduché p-integrovatelné funkce a ty jsou linedrnimi
kombinacemi charakteristickych funkci métitelnych mnozin E C M , staci ukazat, ze kazdou funkeci
xEe(z) lze aproximovat s libovolnou pfesnosti spojitou funkei.

Dalsi postup dukazu je zaloZen na vlastnosti nékterych meér, z nichz Lebesgueova mira tuto
vlastnost ,regularity” spliiuje. Je-li E C M méftitelnd mnozina, pak existuje oteviena mnozina Gg
a uzaviend mnozina Fg tak, ze

Fp CECGg a)\(GE—FE)<€

pro libovolné € > 0. Situaci popisuje néasledujici obréazek.

®e (X) =0

M

Definujme nyni funkci

(@) = Qe —Gp) T d(z. Fa)
e () je spojitd funkee, takova, ze 0 < p.(x) <1 Vo € M . Déle plati

=0 na Fg,
XE—9ey =0 na M—-Gg,
§1 na GE—FE
Tedy
[ @) = pe@)l dh < NG - Fe) <=,
M

coz dokoncuje dikaz véty.
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3.3 Bodova a stejnomérna konvergence Fourierovych rad

Poznamka: V uvodu uvedeme dvé pomocnd tvrzeni, kterd ndm umozni vyjadrit ¢astecny

soucet Fourierovy fady ve tvaru integrélu

Lemma: Bud n € N. Potom plat{

s
sinfn+ Hz 1 sin(n + Lz
~+cosna:=(_7w2); /(,f)daczl.

2s1n§ T 251115
—1T

1
§+cosm+--

Dukaz: Je
1 1 i —ix inx —inx
§+cosx+~~~+cosn:c:§{1+e +e 4™ te } =
1 —inx —ix i inx
=—{e +ooode T H 144 T
Toto je soucet 2n+ 1 ¢lenti geometrické posloupnosti s prvym ¢lenem e~ "* a kvocientem ¢ = e
ei(2n+1)ac -1

tedy
l—l—cosx—l—--ui—cosnx:f -
2 2 e —1
1 eilnt)z _e—inx 1 ez(n+ Yo e—i(n-&-%)m Sin(nJr %)x
D) s — e i3 2 sin 3

D) etr —1

—T

Hodnota daného integrdlu je zfejmd, ponévadz jediny nenulovy integrél je 5= [ dz =1

Lemma: Bud .
?O—I—Z aj cos kx + by sin kx )

k=1
7). Polozme

Fourierova fada 2m-periodické funkce f na intervalu (
n

@—FZ(ak cos kx + by sin kx ).

Sn(x) =
k=1

u
2sin 5

Potom plati
1 / f(z sm (n+ ) du .
T

Dukaz: Plati

/f dt+z1

/ cos kt cos kx dt + — / f(¢) sin kt sin kx dt

™

1 1 < . .
/{2—4—;[&8 kt cos kx + sin kt sin kw]} f@)dt

L [,

/{;—k;cosk(t—m)} —

28111 =
— T

1
m
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Jestlize zavedeme substituci ¢ — x = u, dostaneme
in(n + 3) / in(n + 3)
1 sin(n + 5)u 1 sin(n + 5)u
== du = = 27 4
)= [ Sern Ty an= g TR
—T—x -

vzhledem k tomu, Ze integrand je 2m-periodicka funkce.
i 1

Poznamky: 1. Funkci D,,(u) = Slz(gi 2%)“ nazyvame Dirichletovym jaddrem.

2.V dalsim odvodime dvé podstatné véty teorie Fourierovych fad a sice Riemannovo lemma a

vétu o lokalizaci.

! Véta: (Riemannovo lemma)
Bud f € Li(a,b) [—oo < a < b< +o00]. Potom je

lim

t—o0
e}

B
/ f(x) cos txdx = tlim f(z)sintedr =0

stejnomérné pro a < a < 3 <b.
Dikaz: Muzeme predpoklddat, ze f € Li(R), jinak f dodefinujeme jako 0 vné intervalu
(a,b). Existuje tedy p > 0 tak, ze [ |f(z)|dz < e pro libovolné € > 0. Toto € ponechdme pro
lz|>p
cely dukaz pevné. Na intervalu (—p, p) existuje podle véty z predchoziho paragrafu spojita funkce

p tak, ze fp |f(xz) — p(x)|dz < e. Necht (a, 8) C (—p,p). Tedy
B

-p
B 8 B
/f(m) cos txdr| < /gp(x) cos txdz —|—/ |f(z) — o(x)] dx < /np(x) cos txdr| +¢.
2p potom

© je omezend, tedy 3K > 0 tak, ze |p(z)] < K Vx € (—p,p). Déle je ¢ stejnomérné spojita,
m )

tedy pro dané £ > 0 existuje m € N tak, ze jakmile x,y € (—p,p), |z —y| <
lp(x) — ¢(y)| < 5, - Interval (a, B) nynf rozdélime na m stejnych dili.
f-a_ 2p}

m m

D:a=xg<x1 < - <y =0 [Je T — Tiq1 =

Zi

/5 () cos twdr| = 2’”: 7 [p(x) — p(x;)] cos tzdx + Zm: w(z;) / cos trdx| <

a tedy

=1
Ti—1

Zq

[ 1ete) = et@ilaz+ Y lotal | [ cos toda <

m
<>
=1, = Ti_1

i—1

€ m
S%(ﬂ—a)—FK;

2K
§€+Tm.

{ sin ta:} i

T=xi_1
2Km = neboli t > MTm . Odtud plyne

% a je-li t dostatecné veliké, potom =%

Je ‘sin tx,-—:in tr;_1 S
nezéavislost na o a 3.
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Jestlize dukaz struéné shrneme, dostaneme

7oof($) cos twdr| < / |f(z)|dx + /pf(ac) cos tx dx <g+/pf(x)_<p(x)|d$+

|z|>p
P P ol
+ / o(x) cos trdx| < 2 + / p(x) cos trdx| < 4¢ pro Vit > 2am
€
p p

B
Dikaz pro [ f(z) sin tz dz provedeme analogicky.
«

Véta: Bud f funkce, kterd ma v intervalu (—m,7) omezenou derivaci a necht

o0
?0 +I; ay cos kx + by sin kx)

je jeji Fourierova fada. Potom pro kazdé x € (—m,m) plati f(z) = s(z).

Dikaz: Uzijeme-li vyjadieni pro ¢dsteény soucet Fourierovy fady, je vidét, ze staci dokazat
platnost rovnosti
f(z) = lim — / flz+u)Dy(u)du Yz € (—m,m)
n—oo T
neboli
sin(n + 1 )u

251n§

hm—/{foru flz)} —————F=—du=0.

n—oo T

Podle predpokladu o existenci omezené derivace f plati

LD CIMECDENGRE

2sin 5 u si

a tvrzeni je dusledkem Riemannova lemmatu.

s
Lemma: Bud s,(z) % f (x 4+ u) Dp(u) du n-ty Casteény soucet Fourierovy fady

2m-periodické funkce f. Potom platl

/f Smnudu+w(x,n),

kde lim w(z,n) = 0 stejnomérné pro = € (—m,m) .

n—oo

Dukaz: Plati

sin(n+ $)u  sin nu cos % +cos nusin%  sin nu n 1
_ = = cos nu .
n ¥ N U u
2sin 3 2sin § 2tgy 2

Qt%g% — % . Tato funkce je spojitd v (—m, 7) a tedy omezend. Jediny

kriticky bod je u = 0, ale snadno ukdzeme pouzitim 1'Hospitalova pravidla, ze lirr}) g(u) = 0.
uU—

Uvazme nyni funkci g(u) =

Odtud plyne, ze
sin(n+ 2)u  sin nu . 1
= + g(u) sin nu + 5 cos nu

in U
2sm2 U
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atedy sp(z) =1 [ f(z+4 u)¥2% du+ w(z,n), kde

:1%21

w(:v,n):l/f(m—i—u)g(u) sinnudu—&—%/f(x—i—u) cos nudu.
71' ™

Oba tyto integraly konverguji podle Riemannova lemmatu stejnomérné k 0 pro n — oo.

! Véta: (Princip lokalizace)

Oznacme 5

Sn(z,0) = 1 / f(z+u) Dy (u) du.

™
-0

Potom lim [, (x) — s,(x,0)] = 0 stejnomérné pro x € (—x,m) pro libovolné 6 > 0.

Diikaz: Bud 0 < § < 7 libovolné a oznaéme

B 0 pro x € (—575)7
h(u) = { L na (-, =6y U (s,7).

Potom je h omezena funkce na (—m, 7) a podle predchoziho lemmatu je

[ by
sn(x):l/f(x+u)51nnudu+%/f(eru)h(u) sin nudu + w(z,n).

s u
-

Druhy integrél konverguje podle Riemannova lemmatu stejnomérné k 0, coz davé tvrzeni véty.

Poznamky: 1. Véta o lokalizaci iikd, ze konvergence nebo divergence Fourierovy fady v bodé

x zdvisi pouze na chovani funkce f(z) v libovolné malém okoli bodu x .

2. K odvozeni hlavniho tvrzeni tohoto paragrafu, t.j. Dirichlet-Jordanova kritéria, budeme
potiebovat odhady nékterych neabsolutné konvergentnich integrala. Ty je vSak mozno provést
jen pouzitim druhé véty o stiedni hodnoté integralniho poc¢tu, takze ji pro uplnost bez diukazu

uvedeme.

Véta: (2. véta o stfedni hodnoté integralniho poétu)

Bud f € L(a,b) redlnd, g monotonni a koneéna v (a,b) (a,b € R). Potom existuje £ € (a, b)

tak, ze
b £ b
[ 1@ g@rdo = g(a) [ f(@)de+90) [ fia) da
a a 13

Je-li g nezdpornd, potom

b ¢
/f(x) g(z)dx :g(a)/f(x) dx pro g nerostouci,

f(z)dx pro g neklesajici.

b
/ £(z) g(x) dz = g(b)

m— .

Dukaz: Zajemce najde dukaz na piiklad v knize V. Jarnik: Integrélni pocet II.
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Lemma:

B
sin tx 3
/ : de| < o

sin x 2
«

pro libovolné t >0 a0 <a << % . Specielné

3
/Dn(:lc)dx S?ﬂ-, kde 0<a<b<.

Diitkaz: a) Bud g <t !.

Plat{ |sin tz| <tz V¢ >0 a Vo > 0. Dale pro « € (0, %) je sin # > 2z, [nacrtnéte si obrazek
nebo vyetfete funkei F(z) = sin 2 — 2 zna intervalu (0, 3 )] tedy 1~ < 2. Nynf je

T

sin ©
B . B sin ta] 3 . . i
sin tx sin tx T T T
- dx| < ——dr < —dr < — | de =—.
sin x sin x 2x 2 2
[ [e% « 0
b) Necht o > ¢~ 1.
Potom
g L6
sin tx
/ - dz| = |— / sin tx dx
sin x sin «
«@ (6%

podle druhé véty o stiedni hodnoté. [Funkce ﬁ je nezaporna a klesajl'ci] Tedy
B £

sin tx s . T 2 .
. de| < — sin trde| < — = <7 [je at > 1].
sin x 20 20t

[ [e3

c) Predpokladejme, ze o < t~! < 3.
Potom plati

1

8 B
sin tx sin tx sin tx 3
- dz| < - dx| + - dx §E+7r:—7r.
sin sin x sin 2 2
1
t

[e% @

Zaveérem plati
b 5
~ 1 .
/ sin(n + 5)u dul = / sin(2n + 1)z < 3 .

M u
251n§
a
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! Véta: (Dirichlet-Jordanovo kritérium)
Bud f 27-periodicka funkce, kterd md v intervalu (—m, 7) kone¢nou variaci a necht

s(z) = % + Z (ay cos kx + by sin kx)
k=1

je jeji Fourierova fada. Potom plati

1. s(x) konverguje v kazdém bodé intervalu (—m, ) a plati

@) x r—

s(x) = % pro z € (—m,m).
A - T—

s(z) = / +)2+ f(r=) pro x = +m.

[Je samozfejme f(z+) = t1im+ ft), flz—=) = lim f(t)]. Specielné tedy plati s(z) = f(x)

t—xr—

v kazdém bodé spojitosti funkce f.

2. Je-li f spojitd v intervalu (a,b) C R, pak s(z) konverguje stejnomérné v kazdém intervalu

(a, B) C (a,b).

Dikaz: Upravime sinejdiive vyraz pro ¢astecny soucet Fourierovy fady. Podle véty o lokalizaci

plati
)

1
(@) = 1 [ o+ ) D) dut i, 5.m).
=5
Jestlize pro u € (—4,0) zavedeme substituci —u = z, dostaneme vyjadien{

)

/{f(x—i—u) + f(x —u)} Dy, (u) du + wy(z,0,n) ,

0

sn(x) =

3=

kde wy(x,d,n) — 0 stejnomérné pro x € (—m, 7). Analogicky dostaneme

n—oo

5
1
1=— | {14+1)}Dy(u)du+ we(x,do,n).
ﬂ- /

1. Ponévadz f ma konecnou variaci, lze ji napsat ve tvaru f = p—1, kde ¢ a 9 jsou neklesajici.
Staci tedy dokazat tvrzeni pouze pro neklesajici funkci.

a) Bud a € (—m, 7). Potom plati

6
(@) =5 () +5@=)) =+ [ {F+u)+ fo =)= [£4)+ F2=)]} Dalu) du+ . 8,m).
0

[Je w = w1 — wo .| Tedy

)
(@) = 3 [fae4) + fa)] = = [ (o +w) = Fa+)) Duwydut
0
o
1
—l—; /{f(x —u) — f(xz=)} Dp(u)du+ w(z,0,n) = I + I + w(z,d,n).

0
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Podle druhé véty o stfedni hodnoté integralniho poctu nyni plati

)

/ {f( +u) — f(a+) } Dulur) du =

0

|11] =

S =

5

= 2@+ 9~ ) | [ Duwd| <5 {5 +8) - S0}

N W

Analogicky

Déle Ve >0 36 >0 (6 <m) ang € N tak, ze
2e 2e €
flx+9)— flz+) < 9 flz—)— flx =9) < 9 2 |w(z,d,n)| < 3 Ve e (—mm) aVn>mng.
Jestlize tyto odhady shrneme, dostaneme, ze pro Vn > ng plati
1
sn() = 5 [f(a4) + fle=) ]| <[] + L[ +]w(z,6,n) [ <e.
() Bud z = 7 a uvazme interval (\, 7+ \), kde 0 < XA < 7. Podle predchozi ¢4sti dikazu je

sy = FEDH @) fmh) + )

2 2
vzhledem k tomu, ze f je 2r—periodickd. Analogicky pro z = —7.
2. Bud' f spojitd v (a,b) C R a necht {a, 8) C (a,b). Potom je f stejnomérné spojitd v (c, 3)
atedy Ve >0 36 > 0 tak, ze Vz € (o, 3) plati
[fx+0) - fl@)] <e, [f(z—-06) - flx)] <e.

Jestlize nyni zopakujeme piedchozi ¢ast dukazu [ je f(z+) = f(z—) = f(z)], dostaneme odtud,
ze odhad pro | s, (x) — f(z)| nezdvisi na z, tedy konvergence je stejnomérn.
Poznamka: Dalsi véta se tyka integrace Fourierovy fady ¢len po ¢lenu. Ukazuje se, ze takto

ziskand fada bude konvergentni ( dokonce stejnomérné ) bez ohledu na to, zda je puvodni fada
konvergentni.

Véta: (Integrace Fourierovy fady)
Bud f € L(—n,7) 2r—periodické funkce,

oo
- ?0-5-2;1 ay, cos kx + by, sin kx )

k= x

jeji Fourierova fada. Potom je funkce F(x) f { f@) “7"} dt absolutné spojitd a 2r—periodicka
0
a pro jeji Fourierovu fadu plati
Ap . —by cos kx + ay, sin kx > by
Fe)=3+> B : Z T

k=1 k=1
Fourierova rada funkce F' konverguje navic stejnomérné pro vSechna = € R.
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Dukaz: Absolutni spojitost F' je ziejmd. Dale

z+2m
F(x+27) = _ % =
+ 0/ {r®) . }at
T T+27 T+2m
:/ {f(t) — %} dt + / {f(t) — %} dt = F(x) + / f@)dt —map = F(x).
0 T T

Podle Dirichlet-Jordanova kritéria konverguje Fourierova fada F' stejnomérné pro x € R. Ddle
pro k € N plati

s s
1 1 1 ao b
Ay== [ F kade = — [F(o) sin ke )" = — [ {f(@) = 2} sin kado = ~F
B= / (2) cos kx dx Tl'k[ (x) sin kx]™ = f(x) 5 [ Sin kzdz -
Analogicky
1 [ 1 1]
a a
By =— | F(z)sin kvde = —— [F(x) cos kx]™, + — {f(x)——o} cos kx dx = =~ .
T wk wk 2 k
—T —Tr
a plati tedy
Ao . —by cos kxz + ay, sin kx
F(z)=— .
m=t. 5 :
k=1
o0
Déle je F(0) =0 =42 — 3 2% coz je posledni tvrzen{ véty.
k=1
Poznamka: V zavéru si vSimneme Fejérovy metody scitatelnosti Fourierovych tad.
o0 n
Definice: Bud > aj fada, s, = Y. ax posloupnost jejich ¢dsteénych souéti. Oznaéme
., ] k=0 k=0
on = ﬁ > sk . Rekneme, ze fada > ai je sCitatelnd metodou Cesarovych souctu 1. stupné
k=0 k=0
nebo metodou aritmetickych prumeéru 1. stupné jestlize existuje vlastni lim o, =o.
n—oo
o0
Lemma: Je-li fada ) aj konvergentni se sou¢tem s, potom o = s.
k=0

Dikaz: Ve >0 3ng € N tak, ze Vn > ng plati |s, — s| < e. o, napiSeme ve tvaru

_50+51+"'+5n0 5n0+1+"'+5n
" n+1 n—+1

a tedy
(s0—8)+(s1=8) -+ (S0 = 5) | (Snps1 = 8) "+ (50 = 5)
n+1 n+1 '
Prvy zlomek je mozné pro dostatecné velika n udélat v absolutni hodnoté mensi nez €, tedy plati

Op — 8=

So—S)t- -+ (Sp, — S S — S|+ -+ |Sn— S n—n
oy — 8| < i) (S = 8)| | |Smp1 = 5] sl oy 0.6 < 2.
n+1 n+1 n+1
Poznamka: Obracené tvrzeni neplati. Uvazme fadu tvaru 1 —14+1—1+4... | kterd osciluje,
ale
n+1

1 :
O2n O2n+1 = 5 s thy nhlgo On = 3

T oyl
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Lemma: Je-li s,(z) posloupnost ¢dsteénych souc¢tu Fourierovy fady funkce f, potom

E ™ R sin(n +1)%7?
gn(x)w_l fo+u) Kn(w)du, kde Kn(u) = 5oy [ 2} '

n Y
SlIl2

Dukaz: Je

1 & 1 n
an(x)zwr;_l f(x+u)Dk(u)du:(n+1)ﬂ__/wf(m+u)];)Dk(u)du7

tedy K, (u) = n-1|-1 > Dy (u). Nyni plat{
k=0
Di(u) = sin (kJru%) u _ cos ku— .COQS(k + u 7
2sin 3 4sin” 3
tedy
Ko (u) 1 zn: cos ku —cos(k+ 1)u 1 —cos(n+ 1)u 1 sin(n 4 1)§ 2
nlw) = = = - .
n+1 & 4sin® ¥ dn+1)sin®y  2(n+1) sin g

Poznamka: Funkci K, (u) nazyvame Fejérovym jddrem.

Lemma: Funkce K, (u) ma ndsledujici vlastnosti

>0,
<

1. Kp(u) >
2
2. Kn(u)_mpr00<|u|<ﬂ',

3. [ Ky(u)du=1,

>I|%=|

5
4. Prokazdé 6 >0 (6 <m)je lim L [ K,(u)du=1.
n—oo T ¢

Dikaz: 1. Tvrzeni je ziejmé z tvaru K, (u).

2. Ponévadz je sin t > 2¢ pro t € (0, %), plati

1 ™ ™

v Sgu =,

sing — 29w

a odtud K, (u) < s
3. Ponévadz plati
1 n
Ko (u) = Di(u)
( ) ] kz::o k(U)

plyne odtud, ze £ [ K, (u)du=1.
4. Je-li § > 0 libovolné, potom pro 0 < § < |u| < 7 plati K, (u) < m a tedy
lim K, (u) = 0 stejnomérné pro ¢ < |u| < 7. Odtud plyne tvrzeni 4.

n—oo
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Véta: (Fejér)
Bud f € L(a, b) 2r—periodicka funkce. Potom plati
1. Je-li  bod nespojitosti funkce f 1. druhu, pak

1
ou(e) — A7) + fa))
Specielné o, (x) — f(x) v kazdém bodé spojitosti f .
2. Je-li f spojitd na (a,b) , potom o, (x) — f(z) stejnomérné na kazdém intervalu («, 5) C (a,b).

Dtkaz: 1. Je

f(a:+)+f / fla+) )K (u) du = % /{f(x+)+f(x—)}Kn(U)d“
0

vzhledem k tomu, ze K, je sudd funkce. Analogicky dostaneme

oula) = = [ {4 )+ o~ ) Kolw) du
0

tedy

oute) = HEIIED 2 [0 = s + o =) = a0} K du

Ukéazeme, Ze tento integral konverguje k nule. Bud ¢ > 0 libovolné a necht § > 0 je takové, Ze
pro 0 <wu < ¢ plati |f(z +u) — f(z+)| <e, |f(x—u)— f(z—)| < e. Dany integral rozdélime na
5

2integrdly [ =1 [ ... a =1 . Nyni plati

i
0

G-y

4
Rl 3 [{17+0) = f@n]+ 1@ ) = o) }Kolu) du <

0
§ T
ot [t oo
0 0

{|f$+UI+|fw+ |+ 1f (@ —w)]+[f(z=)]}du <

e
|/\
e

| L] < max K
0<d<u<m

m\

ﬂ

< s /|f ) du+ £ a)| + | @)l

Ponévadz vyraz v zévorce je omezeny, plyne odtud, ze Iy, — 0.
n—oo

2. Je-li (o, B) C (a,b), je mozno v predchozi ¢asti dikazu volit 0 tak, ze | f(x +u) — f(z)| <e
a| f(x—u)— f(z)] < e pro libovolné = € (o, B), coz ddva odhad I nezavisly na = a pro odhad I

dostdvame opét nezdvislost na x, vzhledem k tomu, ze [ |f(u)|du+ 27 |f(z)] < C (konstanta) .

—T

Dusledek: (Weierstrassova véta)
Je-li f periodickd a spojitd, potom pro kazdé € > 0 existuje trigonometricky mnohoclen T'(z)

tak, ze |f(x) —T(z)| <e Vx e R.

Dukaz: Staci polozit T'(x) = o, (x) pro dostatecné veliké n .
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Kapitola 4

Cviceni.

4.1 Metrické prostory.

1.

. Ukazte, ze predpisy d,(7,y) a de(,y), definujici vzddlenost v 17 a I

Rozhodnéte, které z danych predpist definuji metriku na R.

Bud (X, d) metricky prostor. Ukazte, Ze plati

(a) |d(z,z) —d(y, 2)| < d(z,y) Ya,y,z € X.
(b) |d(z,y) —d(u,v)| < d(z,u) +d(y,v) Va,y,u,v € X.

Diskrétni metricky prostor.

Bud X libovolnd mnozina. Definujme d pfedpisem
d(z,y) =1 Va,ye X z#y d(z,z) =0.
Ukazte, ze (X, d) je metricky prostor.

n, jsou skutecné

metriky.

Ovérte axiomy metriky v prostoru C(a, b) .

Bud' (X,d) metricky prostor. Ukazte, ze d(z,y) = 1_‘:5;”(’3)1/) Vx,y € X je metrika, pti niz je
X omezeny prostor.

Ukazte, ze funkce d na prostoru s je metrika.

Bud p > 1. Oznaéme 1, mnozinu vSech posloupnosti redlnych nebo komplexnich &isel

oo
x = {ay}72, takovych, ze Z lag|P < oo
k=1

d(w,y) = {Z vk —w}p
k=1

je metrika na l,. (y = {8k}, ).

Ukazte, ze
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9.

10.
11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

Oznac¢me 1, (nebo m ) mnozinu vsech omezenych posloupnost{ redlnych nebo komplexnich
cisel. Ukazte, ze
d(z,y) = sup |ax — Byl

=1,2,...

je metrika na 1. .

¢ ozna¢ime podmnozinu l, takovou, ze existuje vlastni klim g .
— 00

co ozna¢ime podmnozinu ¢ takovou, ze klim ap=0.
— 00

Popiste konvergenci v prostorech I}, 17, , C(a, b) , 5.

Necht pro dvé metriky d a d’ na prostoru X plati: Existuji konstanty «, 3 > 0 tak, Ze
ad(z,y) <d'(z,y) < Bd(z,y) Yr,yeX.
Ukazte, ze potom existuji konstanty a,b > 0 tak, ze

ad'(z,y) <d(z,y) <bd'(z,y) Va,yeX.

Ukazte, Ze metriky d,, a do jsou ekvivalentni pro libovolné p > 1.

Ukazte, ze lim d,(x,y) = dso(z, y).
p—0o0

Nacrtnéte, jak vypadaji koule v prostorech l;‘; prop=1,2al%.

Bud' X metricky prostor. Ukazte, Ze X a prazdnd mnozina ) jsou zarovei oteviené i uzaviené
mnoziny.

Dokazte de Morganova pravidla
X -4 =X =40) : X -4 ={J (X - Aa),

kde « probiha libovolnou t.zv. indexovou mnozinu, X a A, jsou libovolné mnoziny.

Bud X =R, G=(0,1), F =(0,1). Ukazte, Ze existuji posloupnosti {G,,}°°; otevienych
intervalu a {F,,}>2, uzavienych intervalu tak, ze

(@

G = Fn;F:ﬁGn.
n=1

n=1

Bud X metricky prostor, G C X oteviend mnozina a F' C X uzaviend mnozina. Ukaite,
ze existuje posloupnost {G,}22 ; otevienych mnozin a {F,}5°; uzavienych mnozin tak, ze

G:

(@

(o]
Fo; F={()Gn.
n=1

n=1

Bud X = (0,1), A mnoZzina vsech racionélnich ¢&isel intervalu (0, 1).
Najdéte Int A, A, 9(A).

Ukazte, ze kazda konvergentni posloupnost bodu metrického prostoru je cauchyovska.

Bud {z,}2, cauchyovskd posloupnost bodi metrického prostoru a necht existuje vybrana

posloupnost {x, }°2, tak, ze z;, — x. Ukazte, ze x, — x.
n—oo n—oo

n n
p o 1o

Ukazte, Ze prostory 1 a C(a,b) jsou tuplné.
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23
24

25

26

27
28
29
30
31

32
33
34
35

36

37

. Ukazte, ze prostory 1, (p > 1)1 , ¢, co jsou Uplné. Popiste konvergenci v téchto prostorech.

. Bud X = (0,1)U(2,3) aoznacme A = (0,1), B = (2,3). Ukazte, ze A je uzaviend, ale nen{
uplnd. B je uplnd a tedy uzaviend. Ukazte dale, ze A i B jsou zaroven oteviené mnoziny.

. Budte (X;,d;), j=1,2,...,n metrické prostory, X = X; x X5 x - -- x X,, . Ukazte, ze X
je metricky prostor, jestlize definujeme metriku d na X jednim z pfedpisu

p

d(SC,y) - de(xjayj) , p=1 nebo d(l’,y) = lgljaé(ndj(xjayj) .
Jj=1 T

. Ukazte, ze prostor X z pfedchoziho cviceni je dplny pravé kdyz jsou uplné prostory
X, Xo,..., X,

. Ukazte, ze prostory 17,13, a C(a,b) jsou separabilni.

. Ukazte, ze prostory 1, (p > 1), cq, ¢ jsou separabilni, prostor 1., neni separabilni.

. Ukazte, ze mnozina Q vsech raciondlnich cisel je spocetna.

. Dokazte, ze spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je mnozina spocetna.

. Dokazte, ze interval 7 = (a1,b1) X (a2,b2) X --+ X {an,by), kde a; < b; (j = 1,2,...,n)

je kompaktni mnozina.
. Ukazte, ze kazda podmnozina totalné omezené mnoziny je totalné omezena.
. Ukazte, ze mnozina B = {z € 1 ; d(x,0) < 1} je omezend, ale neni totdlné omezens.
. Ukazte, ze kazda uzavienad podmnozina kompaktniho metrického prostoru X je kompaktni.

. Bud’ X diskrétn{ metricky prostor (cviceni 3). Popiste oteviené a uzaviené podmnoziny X.
Je X tdplny ? Za jakych podminek je X separabilni nebo kompaktni ?

. Bud'te X ,Y dvé mnoziny f : X — Y zobrazeni. Ukazte, Ze plati

(a) Jsou-li A,B € X, potom f(ANB) C f(A)N f(B). Je-li f prosté zobrazeni, potom je
dokonce f(ANB) = f(A)N f(B), kde

fA) ={f(z) e Yz € A}
je obraz mnoziny A.

(b) Jsou-li A, B C X, potom f(A) — f(B) C f(A— B). f je prosté pravé kdyz

f(A) = f(B) = f(A-B)

pro vsechny podmnoziny B C A C X.
(c) Jsou-li A, B C X, potom f(AUB) = f(A)U f(B).
(d) Jsou-li A, B CY, potom

FTHA=B) = f71(A) = f71(B), kde f71(A) = {z € X; f(x) € A}

je vzor mnoziny A.
(e) Jsou-li A,B CY,potom f~Y(ANB) = f1(A) N f~Y(B).
(f) Jsou-li A, B C Y, potom f~1(AUB) = f~Y(A) U fYB).

. Bud'te X, a Xy izometrické metrické prostory, X; tplny. Ukazte, Ze X, je také tplny.
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38.

39.

40.
41.

42.

43.

44.

45.
46.

47.

48.

49.

50.

o1.

92.

53.

Bud (X, d) tiplny metricky prostor. Ukazte, Ze (X, &), kde d = lJ%d je také uplny prostor.

Plati obracené tvrzeni 7 Jsou metriky d a d ekvivalentnf ?

Bud f : X — Y spojité zobrazeni, kde X je kompaktni{ metricky prostor. Ukazte, Ze f je
stejnomérné spojité.

Najdéte piiklad spojitého prostého zobrazeni takového, ze inversni zobrazeni neni spojité.

Bud f : X — Y homeomorfn{ zobrazeni X na Y. UkaZte, Ze mnoZina G C X je oteviena
prave kdyz je f(G) oteviend v'Y.

Ukazte, ze

b
d(z,y) = / a(t) — ()| dt

je metrika na prostoru C(a,b) [z,y € C(a,b)].
Ukazte, ze posloupnost {x,}22  , kde

) n pro 0<t<n 2,

x =

" =3 pro n?<t<l.

je cauchyovskd v metrice z predchoziho piikladu, ale neni konvergentni v C(0,1).

Ukazte, ze d(x,y) = |arctg x — arctg y | je metrika na R, pfi niz vSak R neni dplny metricky
prostor.

Ukazte, ze prostory C(0,1) a C(a,b) jsou izometrické v metrice d(z,y) = max |z(t) —y(t) |

Oznacme B(z;7) = {y € X; d(z,y) < r}. Mnozinu B nazveme uzavienou kouli v metrickém
prostoru X. Ukazte, ze X je uplny prave kdyz kazd4 do sebe vlozena posloupnost uzavienych
kouli, jejichz poloméry konverguji k nule, ma neprazdny prunik.

[Bi1 DBy D - DB, =B(z,,m); nan;orn =0.]

Bud X ={z €R; #>1}; T:X — X je ddno piedpisem Tz = £ + 27! . Ukaite, ze T je
kontrakce a najdéte jeji pevny bod.

Bud X = {z € R; = > 1}; Tz = Az + 2~ 1. Uréete A\ tak aby T byla kontrakce na X
a najdéte jeji pevny bod.

Bud X ={z € R; = >1}; Tz =z + 2! Ukaite, ze |Tx — Ty| < |z — y| pro = # vy, ale
T nemd pevny bod.

Bud 7T : X — X zobrazeni takové, 7ze
d(Tz, Ty) < d(z,y) Ve,ye X, z#y.
Ukazte, ze ma-li T pevny bod, je tento bod urcen jednoznacné.

Bud' a € (0,1). Potom je zobrazen{ f(z) = z + %(a — 2?) kontrakce na intervalu (g, 1), kde
0 < ¢ < § s pevnym bodem \/a. Dokazte. Plati tedy, Ze posloupnost x, 1 = , + %(a —a2),
kde z¢ = 0, konverguje a je lim z, = \/a.

Je-li T kontrakce, pak T" (n € N) je také kontrakce. Obracené je-li 7" pro néjaké n > 1
kontrakce, pak T kontrakce byt nemusi. Ukazte.

Bud X tplny metricky prostor, T': X — X spojité zobrazeni a pfedpoklddejme, ze T™ je
kontrakce pro néjaké n > 1 prirozené. Ukazte, ze T ma jediny pevny bod.
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54.

55.

56.

o7.

8.

99.

Ukazte, ze kazdou ¢tvercovou soustavu linearnich algebraickych rovnic tvaru

n
Cx = b, neboli Zcijxj =b (1=1,2,...,n)
j=1
lze vyjadrit ve tvaru

x=Axz+b, neboli a:i:Zaijxj—Fbi (i=1,2,...,n).
j=1

Najdéte vztah mezi matici C a A.
Ukazte, ze kazda z podminek

n n n

11;1?;(” ; laij| <1 ; 11;1%)(” Zzzl laij| <1 ; iJZ:1 laij|? < 1

je postacujici pro existenci a jednozna¢nost feseni soustavy x = Ax+b. [ VySetfete zobrazeni
T tvaru y = Tx = Az + b na prostorech 12,17 a 15 = R". Toto feSen{ je limita iteraci
z(mH) = Az(m) 4 1]

Pisme matici C z cviceni 54 ve tvaru C = B — G, kde B je vhodnd regularni matice. Potom
je Bx = Gz +b, tedy = B~ (G2 +b) = B~'Gz + ¢. Pro matici A ze cviceni 50 tedy plati
A =B 'G. Jeli aj; #0pro j=1,2,...,n, dostaneme pro

B =D =diag (a;;) A=D"'(D-C).

Jacobiho itera¢ni metoda.

Ukazte, ze kazdé z podminek
— el
SR <1 §=1,2,....n
= el
k#j
n Cs 2
3 () <1
k=1
Tk

je postacujici pro konvergenci Jacobiho iteraéni metody. [ Uzijte ndvod z cviceni 55. |

PiSme matici C ze cviceni 54 ve tvaru C = —L + D — U, kde L je dolni a U horni
trojihelnikovd matice. Potom A = (D — L)~'U.

Gauss-Seidelova itera¢ni metoda.

Ukazte, ze podminky ze cvi¢eni 57 jsou postacujici pro konvergenci Gauss-Seidelovych iteraci.

Rovnici tvaru ,
10 = [ K(t.5) 5(5)ds + 900,

kde K, g jsou dané funkce, A € R, f neznama funkce, nazyvame

Fredholmovou integralni rovnic{ 2. druhu.

Rovnici tvaru .
FO = [ K(t.5) 5(s)ds+ g(0).

nazyvame Volterrovou integralni rovnici.
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60.

61.

4.2

Bud g € C(a,b), K € C(5), kde S = (a,b) x (a,b). Definujme zobrazeni
T :C(a,b) — C(a,b) predpisem

b
T4 = glt)+ A [ K(t5) £(5)ds.

Ukazte, ze T je kontrakce pro |A| <
jediné feseni f rovnice

M’ kde |K(t,s)] < M pro (t,s) € S a existuje tedy

b
10 =2 [ K(t5) f(5)ds + (0.
a
které dostaneme jako limitu posloupnosti

b
frr1(t) = g(t) + A / K(t,s) fu(s)ds.

Ukazte, ze za predlokladu z predchoziho cviceni o funkcich g a K ma Volterrova integralni
rovnice jediné feseni na intervalu (a, b) pro libovolné A € R (dokonce A € C).

[Ukazte, ze T™ je pro néjaké m € N kontrakce a vyuzijte cviceni 48. Ukazte, ze plati

AT £.Th) < d(£.h), Kde o = AP 2 L=

Lebesguetnv integral.

. Bud {E,}22, posloupnost mnozin. Ozna¢me lim FE, mnozinu téch prvkia, které lezi

n—oo

v nekonetné mnoha FE,. Analogicky lim F, bude znac¢it mnozinu téch prvku, které lezi ve
n—oo

vsech F,, az na kone¢ny pocet hodnot n. Je ziejmé, ze

ﬁEncmEncmEnCGEn.
n=1

n—oo n—oo
n=1

Jestlize lim FE, = lim F,, pak tuto spole¢nou hodnotu nazveme limitou dané posloup-
n—oo n—00
nosti. Ukazte, ze

n—oo n=1k=n n=1k=n

Najdéte pitklad posloupnosti mnozin {F,}% ; tak, ze lim FE, # lim E,.
n—oo

[Na pifklad Fo,—1 = A, FEs, =B, A# B, nebo E,, = {%,k S Z} .

Ukazte, 7ze lim E, =Z, lim E, = Q]

Bud' S mnozina. Ozna¢me P(S) soustavu vSech podmnozin mnoziny S. Necht {E,,}5° ,, E, €
P(S) je posloupnost mnozin. Ukazte, Ze

S— Tim E, = lim (S— E,).

n—oo n—oo

Bud {E,};2, posloupnost mnozin, {xn}s>; posloupnost jejich charakteristickych funkci.
Ukazte, ze charakteristickou funkci mnoziny lim FE, je lim y, a charakteristickou funkei

n—oo n—oo
lim FE, je lim x,. Ukazte ddle, ze lim FE,, existuje pravé kdyz existuje lim x,.
n—oo

n—oo n— oo n—0o0o
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5. Bud (S,%, u) prostor s koneénou mirou [pu(S) < oo]. Pro libovolnou mnozinu A € P(S)
definujme ”vnitin{ miru” p pfedpisem

(A) = u(S) — (S — A).
(a) Ukazte, ze fi(A) > u(A). [Uzijte subaditivity vnéjci miry].
(b) Bud S C R™. Ukazte, ze mnozina A C S je p—méfitelnd prave kdyz 7i(A) = p(A).

6. Dokazte pfimo z definice, ze mnozina Q vsech racionalnich ¢isel ma Lebesgueovu miru 0.

7. Neméritelnd mnozina.

Zavedme na mnoziné R ekvivalenci piedpisem x ~ y, jestlize x — y je raciondlni. Tim se R
rozpadne na nespocetny systém U po dvou disjunktnich tiid. Mnozina V' € U pravé kdyz
V = z 4+ Q pro ngjaké = € R. Podle axiomu vybéru existuje mnozina E C (0,1) tak, ze
E NV je jednobodova mnozina pro kazdé V € Y. Ukazte, ze E neni méritelna.

[Definujme E,, = g, + E, kde {g,}32, je posloupnost vSech raciondlnich ¢isel intervalu
(oo}

(=1,1). E, jsou po dvou disjunktni a (0,1) C |J E, C (—1,2). Kdyby E byla méfitelnd,
n=1

pak jsou métitelné i vSechny E,, a plati

A (U En> = AMEn).
n=1 n=1
Jestlize uvdzime A(E) = 0 a A(E) > 0, dostaneme v obou piipadech spor. |

8. Ukazte, ze kazdd méfitelnd mnozina M C R s kladnou mirou obsahuje neméfitelnou pod-
mnozinu. [Je M = |J M N (E+ q), kde E je neméfitelnd mnozina z predchoziho piikladu
7€Q
a kazdd mefitelnd podmnozina E mé Lebesgueovu miru 0.

9. Priklady meér.

(a) Bud S libovolnd mnozina, ¥ = P(S). Definujme u(A) =pocet prvku A. Ukazte, ze u
je uplna, je o —konec¢nd pravé kdyz je S spocetna a koneénd pravé kdyz je S konecna.
[Aritmetickd mira-counting measure.]

(b) Dirakova mira. Definujme

1 jeli x €A,
ea(4) = { 0 jeli a€S—A.

Ukazte, ze €, je Uplnéd pravdépodobnostni mira.

&)
(c) Bud S = {z,}22, spocetnd mnozina, p,, > 0 takovd, ze Y, p, = 1. Definujme
n=1

p(A) = Z Pn, kde Ng={n e N;z, € A}.
neN 4

Ukazte, ze p je uplnd pravdépodobnostni mira.

(d) Trividlni mira. Bud ¥ libovolnd o—algebra podmmnoZin mnoziny S. Definujme
u(A) =0 VA € X. Ukazte, ze p je koneénd mira, kterd je iplnd préavé kdyz ¥ = P(S).

10. Bud M = R, fn = l)((7,n277742> , n€N. UkaZte, ze

n

n—oo

fn = 0 na R, ale /fn(ac)dx—/»O.
M
Zduvodnéte, pro¢ neplati prislusné véta.
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11. (a) Bud M =R, fn = —X(n,1o0)- Potom

fn /" 0VzeR, ale /fn(z)dgj—/»(),

(b) Bud M =(0,1), g(x) = =25 pro « € M, Definujme { f,, }2; predpisem

0 pro T € <071—
g(z) pro xe( —%,1)

fula) = {
Ukazte, ze f, /0, ale f fn(x)dx - 0. Zduvednéte pro¢ neplati Leviho véta.

12. Bud M = (0,1), fn =nx,z- Potom

n—oo

falz) — 0 Vo e M, ale /fn(x)dx—HO.

Zduvodnéte, pro¢ neplati Lebesgueova véta.

13. Bud {f,}?>; posloupnost pu—méfitelnych funkef na M, ¢ € L(M). Jestlize fr < ¢ s. v.
v M Vk e N, potom plati

lim fx dug/ lim fi dp.
k—oo k—oo
M M
Dokazte.

14. Ukazte, 7e existuje spojitd funkce dvou proménnych f(z, «) takova, ze F(« f f(z,a)

nen{ spojitd funkce. [Na piiklad M = (0,1), f(z,«a)= a=0. Zduvodnete proc |

&
042 +$2 I’

15. Ukazte, zZe existuje spojitd funkce dvou proménnych f(x,a) takovd, ze

ll*)ao a—aq

lim fxadx#/hmfxadw

22

[Na pitklad M = (0,1), f(z,a) = e o2, a = 0. Zdivodnéte, pro¢ neplati piislusna
véta. |

9 f(

16. Existuje funkce dvou proménnych f(z,a) se spojitou derivac{ fa%ra’a) takovou, ze

—/fxadm#/afxa

[Uvazte funkei f(z,a) = In(2? + a?), M = (0,1), a = 0. Zdivodnéte, pro¢ neplati véta

o derivaci integralu podle parametru . ]

17. Ukazte, ze nasledujici funkce maji derivace viech fadu a vyjadrete je:

(a) F(a) zixal dx  (a>0).

1
[F®)(a) = [ 20V infrdr = (;l,c)flk! ].
0
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o

(b) F(a) = g’ - (a>0).

o
[F®(a) = [ it = § St oD,
0

18. Vypoctéte nasledujici integraly:

o0

(a) g e Zdx (a>-1) [In(1+a)].
(b) j‘o L;;ZIQ dr  (a>-1) [% In(a+1)].

e——<¢ —dzr (o,8>0) [%mg]

x

(d) [ 2eletss) gy [Zsgn aln(1+af)].
(e) arctg aw;arctg bx dr (Cl, b> 0) [g In % ]

Ot—up O g O —up Oy ©

In(a?sin? z + b cos® ) dx  (|a| +]b] > 0)

lal+16].

3 5
[mIn =52 Vsiméte si, ze konverguji integraly flnsinxdz a f Incosx dx a maji
0 0

hodnotu —% In2].

ﬁ‘;zgii Cg:w (la] < 1) [7arcsinal.

—
=

SiEsdr  [Ssgnaln(l+al)).

axclg 4t g, [ % sgn a In(la] +v/1+a?)].

zV1—x2
() ;;\C/t%dm [5sgna(l + |a] —+Va?+1)].
(k) W dr (Ja] <1) [ arcsin a].

(a2 g0 (jo] <1)  [#(VI—aZ—1)].

z2/1—122

(m) [ 20=22D gy (o] < 1) [w ln VI,
In(z24a?) d 0 |

() [ 262D gr (5£0) [ In(lal + [)]

(o) % sin kxdz (o, 8 > 0) [arctg% —arctg &, k#0].
e 0% _g Pz 1 B>+k>

(p) — cos kxdzr (o, 3> 0) [3In5s ]

(@) [ In(1—2a cos z + a?)dx [0 pro |a| <1; 7 Ina® pro |a| > 1].

O— 5 0%8 0%8 0%8 O—e  O— . O—y »—A%g O 0%8 O — 3

o0
19. Uzitim Laplaceova integralu [ e~ da vypoctéte nasledujici integraly:
0
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oo
(a) f ef(am2+2bm+c)dl, (a>0) [\/Eeig]'

e g (@ b>0)  [VA(VD— Va)].

M)

o Jek

<em26xz> dr (a,8>0) [V7(B—a)]

(d) [ e chbzdz (a>0) [\/ge%}

—00

(e) [ ze® sin brdr (a > 0) [ bym e*%].
0

2, a2
(f) { e_(z +23) dx [@e‘gw} :
20. (a) Ukazte, ze [ % dzx neexistuje jako vlastni Lebesguetv integral.
0

[ Ukazte, ze [ (322)" do = [ (#22)" dz = +o0. Uzijte odhadu
0 0

(2k+1)m (2k+1)m
) . .
[ s gy > sy [ sinzdz].
2km 2km

o0
(b) Ukazte, Ze integral of S2-% dr existuje jako nevlastni Lebesgueuv integral.

oo (n+l)m
[Ukazte, ze fada > [ =% dx konverguje podle Leibnizova kritéria. Zaved'te do
n=0 nm
(ntl)m
integralu [ #22Z dg substituci @ = nw +t].
nm

o0
(c) Ukaite, ze [ e 9% SILbZ gy — Zgon b,
0

o0
[Pouzijte integralu [ e=9% S22 gy - ¢ > 0.

0
21. Gama funkce.
o0
Funkei ['(z) = [ t*~! e~ dt nazgvdme I'—funkei (nebo Eulerovym integralem 2. druhu).
0

(a) Ukazte, ze I'(z) konverguje v poloroviné Rex > 0 (jako funkce komplexni proménné).
(b) Ukazte, ze T'(z + 1) = 2 T'(x).

(c) Ukazte, ze I'(n+1)=n! T (n+3)= (Qn{nl)” /7 pron € N.

(d) Odvodte, Ze I'—funkci lze rozsffit na celou komplexni rovinu s vyjimkou bodu

0,—1,-2,.... [ Vyusijte formule T'(z) = 2=+b

x

22. Beta funkce.
1
Funkei B(z,y) = [ t**(1 — t)¥"!dt nazyvdme B—funkci (nebo Eulerovym integralem
0

1. druhu).

(a) Ukazte, ze B(z,y) konverguje pro Rex > 0 a Rey > 0 a B(z,y) = B(y, x).
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. _ T(z)T'(y)
(b) Ukazte, ze B(z,y) = T(z+y) *

[Vyjadiete T'(z) - T'(y) a do prislusného dvojného integralu zaved'te substituci
t=a(l-0), u=ap.]
(c) Ukazte, ze pro 0 < s < 1 plati I'(s) T'(1 — s) =

S s (Doplitkova formule.)

1+x sin b *

[a) Ukaite, ze I(b) = [ 2 da =
0
0) Ukazte, ze B(x,y) = of O-Hiw du; uzijte substituci t = 5.

v) Volte x = s y =1 — s a uzijte predchoziho vyjadreni.

o —
ad a) Pfedpoklddejme, ze b = L je raciondlni. Potom I(£) = s [ ﬁ—zl dz a

sz’ § 2y, o 2k + 1)mi
1428 '

, kde zp =e*, ap =
Z— 2k s
k=0

Bud' s sudé. Potom se kofeny z; daji zdruzit do dvojic 2z, Z a plati

2y n ZK 2z cos Brr — 2 cos Bi(r — 1)

= kd ==
2=z 22k 22 — 2z cos By + 1 » kde [
Pro s sudé je Sl‘i; suda funkce, tedy
i 4 ls—1
T S P s L1 2
I(7>:* = Jim 2 =— lim > Ik(4), k
S 2 / 1+st2 AE%OQ/]_.FZSCZZ AE»I;O k( )7 de
—o0 _A k=0
/ k
- —1 2% +1
)= [ 2P B g 1 (4) = - BEEUTE
22 —2z cos B + 1 ASoo s
—A

1g

2 (2k+ )7 T
() =r 3 o o

sSin
k=0

I(b) je spojita funkce b, zlomky % tvoif hustou podmnozinu (0,1). ]

23. Pomoci I nebo B—funkce vypoctéte nasledujici integraly:

—
&
~—

=
o3 O O—g =g °—3 Ot—qg O—
=
G ﬂ
“ I
8
N
U
[ — H
w‘w
SP
oy

o o
= =

—
@
~

H
+8
g..g [V
)
Q
8
—
\A
| I

S

&
&
£
\
=

—~
-
~

s
nsin = | °
n

M=y (n e N) [ (2;;11)” \/%} :

3
=
|
R‘

—
(]
=

8
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24. Najdéte oblast existence nésledujicich integrélu a vyjadiete je pomoci Eulerovych integréla.

(a) f%dm (n>0) [m%, 0<m<n}.
0 n
©0 m—1
b) | dg=de  [Bln—m,m); 0 <m <n]
% dx a B a D‘T'H o o o
(©) [ Gimens (a:bn>0) [T (¢) ™ B(e,p—aotl); p< ol <51,
(d) q/flfw (m > 0) [LB(L,1-1); n<0nebon>1].

sin® z cos® zdx

iB (azl, %1) , o, > —1; zaved'te substituci sin z = \/1?} )
(f) tga‘rdfﬂ {ﬁ, |a|<1i|

sin” ! z
mdl’ (0 < |k‘ < 1)

@
T Oy Ot T Ot O O g Oy

(12:;;% B(%,%2); n>0; zavedte substituci tg% =t
W fera ws0 [Ar)
(i) ?x’”e“”" dx [ Tl r (TH) ; m:[l > 0}
0
1
6) E{ (In %)p dx [T(p+1); p>—1].

2P e % Inxdx (a>0)

1 O—y

U
i)

oo
4 {ngll) } ; p>—1; vySetiete [ aPe " dm] )
0

% a1 2
O [ e [ o<
(m)}"wdx g3 ks’ pm g gy ]
0 I+z sin® pr p ’
00 T g
(n) Of Ilir;g‘ dx {227 w2 uvazte integral g Il_:;lsw dx} :
o0
In? 3
(0) of Trat 4T {327:5} ’

25. (a) Bud f(z,y) = M = (0,1) x (0,1). Ukazte, ze plat{

r—y
(z+y)*

jdyojf(x,y)dx;’ O/ldzo/lf(z,y)dy;

Vysvétlete, pro¢ neplati Fubiniova véta. Ukazte déle, ze

6—>0+

lim // f(z,y)dedy =0, kde D. = M — (0,¢) x (0,¢).
D,

101



2

(b) Analogicky pro funkci f(z,y) = m

[Je [ dy [ fGo.yyde =5 fldxflfmy)dy:—g.}
o0 0o 0
26. Bud f(z,y) = ritsys, M = R? Ukaite, 7
o0 0 o0 e’}
/dx /f(lny)dy:/dy /f(x,y)dm:(),

piesto integral [[* f(z,y) dz dy neexistuje.
R2
27. Vypoctéte nasledujici integraly:

(a)

Cf— =

1
arc;g z. \/% {g In(1 ++/2); uzijte vztahu arc;g L= of 1+‘i;’§y2 ] .

s
2
a+bsin x _dx
(b) Of In a—b sin z sin z
b b p d
b, . P a+b sin x 1 _ Y
[w arcsin ¢; 0 <b<a; uzijte vztahu In $5302 —— = 2ab of Ly prea ] )

©
%8

e =82 gy (g > 0).

1
ai;rl i uzijte vztahu ==L = [ gin zy dy.}
0

=

. =

N[—=

b

2 =2% g (a,b > —1).

In z

In z

b
%; uzijte vztahu al=a® _ [ v dy‘]
a

()

z In x x In x

1
sin (In 1) A [ cos (In 1) 2= G0 (a,b > 0).
0

— Q— /O ~— . /1 ©
—
=

{arctg (b+1) —arctg(a+1)}; 1 1In 242642 o yiite predchozf ﬁlohu.}

a?+2a+2
o0 o0
(f) of sin 22 dx, { cos 22 dx (Fresnelovy integraly). [ Oba jsou rovny 3 /% :

o0
) . s 2 P 1 2 —, 92
zaved te substituci x* =t a vyuzijte vztahu T of ety dy.}
28. Bud'te f dvakrit a F jednou diferencovatelné funkce. Ukazte, Ze funkce

x+at
u(ac,t):%{f(ac—at)—i—f(x—i—at)}—l—% / F(z)dz

r—at
vyhovuje rovnici kmitani struny

Ou_ 0

=% 52 " pocdtetnimi podminkami u(z,0) = f(z), uy(z,0) = F(z).
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Bud f spojitd funkce na intervalu (0,1), (I > 0) (x —&)? + (y — )2 + (z — £)? # 0 pro

€ €(0,1). Ukazte, ze funkce

l
" £(&) de
o 0/ Vo P op

vyhovuje Laplaceové rovnici
0%u N 0%u N 0%u 0
ox2  0y? 022

Bud f spojitd a omezend funkce na R. Ukazte, Ze funkce

(£—2)?

+oo
u(x,t):ﬁ/f( e aatc dE

vyhovuje rovnici vedeni tepla

du 1 0%
St a2 9a2 @ pocétecéni podmince 13& u(z,t) = f(x).

Ukazte, ze Besselova funkce

Jo(z) =

8-

/ cos(z sin p —ap)dy (a €R)
0

vyhovuje Besselové diferencidln{ rovnici #2y” + zy’ + (22 — o?)y = 0.
Integraly

z
:/\/lkaSin%odcp, / 0<k<1)
0 0

1714325111 ©

nazyvame uplnymi eliptickymi integrdly druhého a prvniho druhu. Ukazte, ze plati:

E 0 dk — k(1—-k2) k-

(a) f{% _ E-F dF __ E F

(b) E"(k)+ L E'(k) + £

Vyjédiete F(k) a E(k) pomoci mocninnych fad.
F) =5 {1+ £ (o] e |

2 2n
E(k)=1 {1 S [@‘g;;?”] ST } ; 0<k< 1.]

n=1

Vyjadrete Besselovu funkci Jy(z) pomoci mocninné rady.
[ () Z(n,]2()n,x€R;

s
vyjédrete 2 [ cos (zsin ¢) dep pomoci nekoneéné rady. ]
0

Bud M Cc R™, u(M) < oco. ukazte, ze vnoreni Lo(M) do Ly (M) je spojité, ale neni to

homeomorfismus.

[ Napifklad M = (0,1), fn =nXx(,n-2). Potomje f,, — 0v Ly, ale| f,|L, = 1. Analogicky

In = N X(0,n—3/2)- }
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Najdéte posloupnost {f,} tak, ze f,(x) — f(z) Ve € M C R", ale f,, & f.

n—oo

[Na pitklad M = (0,1), fo(x) = 2™ — 22" nebo M =R, f,(z) = S

e
Ukazte, ze existuje posloupnost {f,} tak, ze f, — f na M C R™ ale f, /4~ f podle
stiedu.
[Na piiklad M =R; f, = %X(—n,n)]*

Najdéte posloupnost {f,} tak, ze f,, — f podle miry na mnozine M C R", ale f,, /4 f
podle stiedu.
[ Na piiklad M =R, f, = nx<0’1/n>]

Najdéte posloupnost {f,} tak, ze f, — fs. v. v mnoziné M C R", ale f,, / f podle stiedu.
[ Na pitklad M = R; f, = n®X(0.1/n) ]

Ukazte, ze existuje posloupnost {f,} tak, ze f,(x) — f(z) Yo € M C R™ ale f,, A f

podle miry.
[ Na pitklad M = R; f, = X(nnt1) |

Najdéte posloupnost {f,} tak, ze f,, — f podle miry v mnoziné M C R", ale posloupnost
n—oo
{fn(x)} nekonverguje pro zddné x € M.

[ Uvazte na piiklad M = (0,1), f, definujme pro n = 0,1,2,...; k = 0,1,...,2" — 1
predpisem

_J1 pro T € <2%,k2t1>
fua(@) = { 0 jinde
Nacrtnéte si obrazek, nebo se podivejte do paragrafu 3.1.]
Ukazte, Ze existuje posloupnost {f,} tak, ze f, — f podle stfedu v mnoziné M C R", ale
n—oo
posloupnost {f,(x)} nekonverguje pro zaddné x € M C R™.

[ Uzijte predchozi pitklad ]
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