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Kapitola 1

Č́ıselné řady.

1.1 Základńı vlastnosti řad.

1. Najděte posloupnost {sn} částečných součt̊u řady
∞∑

n=1
an, rozhodněte o jej́ı konvergenci

a najděte př́ıpadně jej́ı součet s, je-li

a) an = 2n+1
n2(n+1)2 , b) an = n

(2n−1)2(2n+1)2 , c) an = nqn−1 , q ∈ R ,

d) an = n−
√

n2−1√
n(n+1)

, e) an =
√

n + 2− 2
√

n + 1 +
√

n , f) an = ln
(
1− 1

n2

)
, n ≥ 2 ,

g) an = ln n3−1
n3+1 , n ≥ 2 , h) an = ln n(2n+1)

(n+1)(2n−1) , i) an = sin 1
2n cos 3

2n ,

j) an = sin α
2n+1 sin 3α

2n+1 , k) an = 1
n!(n+2) , l) an = arctg 1

2n2 .

Řešeńı:

(a) Je
2n + 1

n2(n + 1)2
=

1
n2

− 1
(n + 1)2

,

použijeme-li rozklad an na parciálńı zlomky. Odtud

sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

{
1
k2

− 1
(k + 1)2

}
= 1− 1

(n + 1)2

a tedy

s =
∞∑

k=1

2k + 1
k2(k + 1)2

= lim
n→∞

sn = 1.

(b) Analogicky jako v předchoźım př́ıkladu plat́ı

n

(2n− 1)2(2n + 1)2
=

1
8

{
1

(2n− 1)2
− 1

(2n + 1)2

}
,

tedy

sn =
n∑

k=1

ak =
1
8

n∑
k=1

{
1

(2k − 1)2
− 1

(2k + 1)2

}
=

1
8

{
1− 1

(2n + 1)2

}
a odtud s = lim

n→∞
sn = 1

8 .
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(c) Podle cvičeńı 2.1.7b) (Seminář z matematické analýzy I.) je

sn =
n∑

k=1

kqk−1 =
1
q

n∑
k=1

kqk =
1− qn

(1− q)2
− nqn

1− q
pro q 6= 1

a sn =
n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
pro q = 1.

(i) Je-li |q| < 1, pak s = lim
n→∞

sn = 1
(1−q)2 existuje bez ohledu na to, zda je q reálné

nebo komplexńı.
(ii) Pro q = 1 je zřejmě lim

n→∞
sn = +∞ a daná řada diverguje

(iii) Je-li q > 1, je

sn =
1− qn − nqn(1− q)

(1− q)2
=

1 + qn(nq − 1− n)
(1− q)2

−→
n→∞

+∞

a daná řada opět diverguje.
(iv) q ≤ −1 lim

n→∞
sn = lim

n→∞
1+qn(nq−1−n)

(1−q)2 neexistuje a daná řada tedy osciluje.

(d) an přeṕı̌seme do tvaru

an =
n√

n(n + 1)
−
√

(n− 1)(n + 1)√
n(n + 1)

=
√

n

n + 1
−
√

n− 1
n

a z tohoto vyjádřeńı plyne, že

sn =
n∑

k=1

{√
k

k + 1
−
√

k − 1
k

}
=
√

n

n + 1
,

tedy s = lim
n→∞

sn = 1.

(e) Pro n-tý částečný součet sn plat́ı

sn = (
√

3−2
√

2+
√

1)+(
√

4−2
√

3+
√

2)+(
√

4−2
√

4+
√

3)+· · ·+(
√

n−2
√

n− 1+
√

n− 2)+

+(
√

n + 1−2
√

n+
√

n− 1)+(
√

n + 2−2
√

n + 1+
√

n) = 1−
√

2+
√

n + 2−
√

n + 1 =

= 1−
√

2 +
1√

n + 2 +
√

n + 1

a tedy s = lim
n→∞

sn = 1−
√

2.

(f) Je an = ln
(
1− 1

n2

)
= ln n2−1

n2 = ln(n− 1)− 2 ln n + ln(n + 1) a tedy

sn =
n∑

k=2

{ln(k − 1)− 2 ln k + ln(k + 1)} = − ln 2 + ln(n + 1)− ln n = ln
n + 1

n
− ln 2.

Odtud s = lim
n→∞

sn = − ln 2.

(g) Analogicky jako v předchoźım př́ıkladu je

an = ln
n3 − 1
n3 + 1

= ln
(n− 1)(n2 + n + 1)
(n + 1)(n2 − n + 1)

= ln(n−1)−ln(n+1)+ln(n2+n+1)−ln(n2−n+1).

Označ́ıme-li bn = n2−n + 1, potom bn+1 = (n + 1)2− (n + 1) + 1 = n2 + n + 1 a odtud

sn =
n∑

k=2

ak =
n∑

k=2

{
ln(k − 1)− ln(k + 1) + ln(k2 + k + 1)− ln(k2 − k + 1)

}
=
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= ln 2− ln 3 + ln(n2 + n + 1)− ln n− ln(n + 1) = ln
2
3

+ ln
n2 + n + 1
n(n + 1)

a tedy s = lim
n→∞

sn = ln 2
3 .

(h) Plat́ı an = ln n(2n+1)
(n+1)(2n−1) = ln n− ln(n + 1) + ln(2n + 1)− ln(2n− 1),

sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

{ ln k − ln(k + 1) + ln(2k + 1)− ln(2k − 1)} =

= ln(2n + 1)− ln(n + 1) = ln
2n + 1
n + 1

a odtud s = lim
n→∞

sn = ln 2.

(i) Podle goniometrického vzorce sin α−sin β = 2 sin α−β
2 cos α+β

2 můžeme vyjádřit součin
sin 1

2n cos 3
2n pomoćı rozd́ılu. Polož́ıme-li α−β

2 = 1
2n , α+β

2 = 3
2n , dostaneme

α =
1

2n−2
, β =

1
2n−1

, tedy sin
1
2n

· cos
3
2n

=
1
2

{
sin

1
2n−2

− sin
1

2n−1

}
.

sn =
n∑

k=1

ak =
1
2

n∑
k=1

{
sin

1
2k−2

− sin
1

2k−1

}
=

1
2

{
sin 2− sin

1
2n−1

}
a tedy s = lim

n→∞
sn = 1

2 sin 2.

(j) Podle analogického vzorce pro cos x− cos y = −2 sin x−y
2 sin x+y

2 dostaneme

sin
α

2n+1
· sin 3α

2n+1
=

1
2

{
cos

α

2n
− cos

α

2n−1

}
,

sn =
n∑

k=1

ak =
1
2

n∑
k=1

{
cos

α

2k
− cos

α

2k−1

}
=

1
2

{
cos

α

2n
− cos α

}
a odtud s = lim

n→∞
sn = 1−cos α

2 = sin2 α
2 .

(k) Jestliže an přeṕı̌seme do tvaru

an =
n + 1

(n + 2)!
=

n + 2− 1
(n + 2)!

=
1

(n + 1)!
− 1

(n + 2)!
,

je zřejmé, že

sn =
n∑

k=1

ak =
1
2
− 1

(n + 2)!
a s = lim

n→∞
bn =

1
2
.

(l) Použijeme-li vzorce pro součet arctg x+arctg y (na př́ıklad Sb́ırka úloh z matematické
analýzy II, str. 14), dostaneme

arctg x+arctg y = arctg
x + y

1− xy
(xy < 1) a tedy arctg

1
2 · 12

+arctg
1

2 · 22
= arctg

2
3
.

Indukćı dokážeme, že

sn =
n∑

k=1

arctg
1

2 · k2
= arctg

n

n + 1
a tedy s = lim

n→∞
sn = arctg 1 =

π

4
.
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2. Jestliže lze členy řady
∞∑

k=1

an napsat ve tvaru an = bn+1 − bn a jestliže existuje konečná

limita lim
n→∞

bn = b, pak daná řada konverguje a jej́ı součet je b− b1, t.j.
∞∑

n=1
an = b− b1.

Důkaz: Je

sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

(bk+1 − bk) = bn+1 − b1 a odtud s = lim
n→∞

bn = b− b1.

Poznámka: Všechny části př́ıkladu 1 ( až na c) a l) ) byly řešeny postupem z př́ıkladu 2.
Na př́ıklad v 1e) bn =

√
n + 1−

√
n, 1f) bn = ln n− ln(n− 1), 1g) bn = ln(n2 − n + 1)−

− ln{n(n− 1)}. Daný postup lze použ́ıt i tehdy, je-li

an =
k∑

i=1

Ai(bn+i − bn+i−1), kde k ∈ N , A1, . . . , Ak ∈ R

(srovnejte s př́ıkladem 6) pro všechna n ∈ N. Je to totéž, jako když

an =
n∑

i=1

αibn+i−1, kde
n∑

i=1

αi = 0 ∀n ∈ N.

Tento postup se uplatňuje při rozkladu an na parciálńı zlomky.

3. Najděte posloupnost {sn} částečných součt̊u řady
∞∑

n=1
an a jej́ı součet s, je-li

a) an = 1
(α+n)(α+n+1)(α+n+2)(α+n+3) , −α 6= n ∈ N ; b) an = 3n−1

n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) ;

c) an = 2n+9
n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5) ; d) an = 1

n(n+m) , m ∈ N .

Řešeńı:

(a) an přeṕı̌seme do tvaru

an =
(α + n + 3)− (α + n)

3(α + n)(α + n + 1)(α + n + 2)(α + n + 3)
=

=
1
3

{
1

(α + n)(α + n + 1)(α + n + 2)
− 1

(α + n + 1)(α + n + 2)(α + n + 3)

}
.

jestliže v předchoźım cvičeńı polož́ıme

bn = − 1
(α + n)(α + n + 1)(α + n + 2)

, je bn −→
n→∞

0 , b1 = − 1
(α + 1)(α + 2)(α + 3)

a tedy

sn =
n∑

k=1

ak =
1
3

{
1

(α + 1)(α + 2)(α + 3)
− 1

(α + n + 1)(α + n + 2)(α + n + 3)

}
;

s = lim
n→∞

sn = 1
3(α+1)(α+2)(α+3) .
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(b) Plat́ı

an =
3(n + 4)− 13

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)
=

3
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

−

− 13(n + 4− n)
4n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

=
{

1
n(n + 1)(n + 2)

− 1
(n + 1)(n + 2)(n + 3)

}
−

−13
4

{
1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
− 1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

}
,

sn =
n∑

k=1

ak =
1
6
− 1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
− 13

4

{
1
24

− 1
(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

}
=

1
32

− 4n + 3
4(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

a tedy s = lim
n→∞

sn =
1
32

.

(c)

an =
2(n + 5)− 1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)
=

2
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

− n + 5− n

5n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)
=

=
1
2

{
1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
− 1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

}
−

−1
5

{
1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)
− 1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)

}
;

sn =
1
2

{
1
24

− 1
(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

}
−

1
5

{
1

120
− 1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)

}
=

23
1200

− 5n + 23
10(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)

,

a s = lim
n→∞

sn = 23
1200 .

(d) Je

ak =
1
m

{
1
k
− 1

k + m

}
a odtud sn =

1
m

{
n∑

k=1

1
k
−

n∑
k=1

1
k + m

}
=

=
1
m

{
m∑

k=1

1
k
−

n∑
k=n−m+1

1
k + m

}
=

1
m

{
m∑

k=1

1
k
−

n+m∑
k=n+1

1
k

}
.

Tedy s = lim
n→∞

sn = 1
m

m∑
k=1

1
k .

4. Najděte posloupnost {sn} částečných součt̊u řady
∞∑

n=1
an, rozhodněte o jej́ı konvergenci

a najděte jej́ı součet s, je-li

(a) an = 1
n(n+3)

[
sn = 1

3

{
1 + 1

2 + 1
3 −

1
n+1 −

1
n+2 −

1
n+3 , s = 11

18

}]
(b) an = 1

(2n−1)(2n+5)

[
sn = 1

6

{
1 + 1

3 + 1
5 −

1
2n+1 −

1
2n+3 −

1
2n+5

}
, s = 23

90 ;

užijte rozkladu na parciálńı zlomky]
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(c) an = 1
n(n+1)(n+2)

[
sn = 1

2

{
1
2 −

1
(n+1)(n+2)

}
, s = 1

4 ;

užijte rozkladu an = 1
2

{
1

n(n+1) −
1

(n+1)(n+2)

}]
(d) an = 1

n(n+1)(n+2)(n+3)

[
sn = 1

3

{
1
6 −

1
(n+1)(n+2)(n+3)

}
, s = 1

18 ;

užijte rozkladu an = 1
3

{
1

n(n+1)(n+2) −
1

(n+1)(n+2)(n+3)

}]
(e) an = 1

(2n+1)(2n+3)(2n+5)

[
sn = 1

4

{
1

3·5 −
1

(2n+3)(2n+5)

}
, s = 1

60 ;

užijte rozkladu an = 1
4

{
1

(2n+1)(2n+3) −
1

(2n+2)(2n+5)

}]
(f) an = 1

25n2+5n−6

[
sn = 1

5

{
1
3 −

1
5n+3

}
, s = 1

15

]
(g) an = 1

16n2−8n−15

[
sn = 1

8

{
−1 + 1

3 −
1

4n−1 −
1

4n+3

}
, s = − 1

12

]
(h) an = 1

36n2+12n−35

[
sn = 1

12

{
1 + 1

7 −
1

6n+1 −
1

6n+7

}
, s = 2

21

]
(i) an = 1

(c+2n−1)(c+2n+1) , c 6= −(2n− 1) , n ∈ N
[
sn = 1

2

{
1

c+1 −
1

c+2n+1

}
, s = 1

2(n+1)

]
(j) an = 1

(c+n)(c+n+3) ,−c 6= n ∈ N[
sn = 1

3

{
1

c+1 + 1
c+2 + 1

c+3 −
1

c+n+1 −
1

c+n+2 −
1

c+n+3

}
, s = 1

3

{
1

c+1 + 1
c+2 + 1

c+3

}
;

v př́ıkladech f)-g) použijte rozkladu an na parciálńı zlomky]

(k) an = 3n2+3n+1
n3(n+1)3

[
sn = 1− 1

(n+1)3 , s = 1
]

(l) an = 4n3+6n2+4n+1
5n4(n+1)4

[
sn = 1

5

{
1− 1

(n+1)4

}
, s = 1

5 ;

užijte rozkladu an = 1
n3 − 1

(n+1)3 , resp. an = 1
5

{
1

n4 − 1
(n+1)4

}]
(m) an = a qn−1 , q ∈ R, a 6= 0

[
sn = 1−qn

1−q pro q 6= 1 ; sn = an pro q = 1 ;

s = q
1−q pro | q | < 1 , řada diverguje pro | q | ≥ 1

]
(n) an = 3n+2n

6n

[
sn = 1

2

1− 1
2n

1− 1
2

+ 1
3

1− 1
3n

1− 1
3

, s = 3
2

]
(o) an = 1

3n + 1
5n

[
sn = 1

2

{
1− 1

2n

}
+ 1

4

{
1− 1

5n

}
, s = 3

4

]
(p) an = 1

10n + 2
10n+1 + 5

10n+2

[
sn = 5

36

{
1− 1

10n

}
, s = 5

36

]
(q) an = 3

2n−1 + (−1)n−1

2·3n−1

[
sn = 6

(
1− 1

2n

)
+ 3

8

(
1− (−1)n

3n

)
, s = 51

8

]
(r) an = 2n−1

2n

[
sn = 3

(
1− 1

2n

)
− n

2n−1 , s = 3 ;
v př́ıkladech m)-r) využijte vlastnost́ı geonetrické posloupnosti,

v př́ıkladu r) nav́ıc př́ıklad 1c).]

(s) an = ln
(
1 + 1

n

)
[sn = ln(n + 1) ; řada diverguje]

(t) an = ln
{

1 + 2
n(n+1)

}
[sn = ln(n + 2)− lnn− ln 3 , s = − ln 3 ;

užijte pravidel pro logaritmováńı součinu a pod́ılu]

(u) an = 1√
n+1+

√
n

[
sn =

√
n + 1− 1 ; řada diverguje,

přepǐste an do tvaru an =
√

n + 1−
√

n
]

5. Bud’
∞∑

n=1
an řada, an tvaru an = 1

unun+1 ... un+p
, kde p ∈ N , u1, u2, . . . , un, . . . tvoř́ı aritme-

tickou posloupnost s diferenćı d 6= 0, un 6= 0 ∀n ∈ N. Potom je řada
∞∑

n=1
an konvergentńı se

součtem 1
p·d·u1u2...up

.
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Důkaz: Poněvadž je un+p = un + pd, je možno psát

an =
un+p − un

p · d · unun+1 . . . un+p
=

1
p · d

{
1

unun+1 . . . un+p−1
− 1

un+1un+2 . . . un+p

}
,

sn =
n∑

k=1

ak =
1

p · d

n∑
k=1

{
1

ukuk+1 . . . uk+p−1
− 1

uk+1uk+2 . . . uk+p

}
=

=
1

p d

{
1

u1u2 . . . up
− 1

un+1un+2 . . . un+p

}
a tedy s = lim

n→∞
sn =

1
p · d · u1u2 . . . up

,

protože un+1un+2 . . . un+p −→
n→∞

+∞ pro d > 0 a un+1un+2 . . . un+p −→
n→∞

−∞ pro d < 0.

6. Bud’ s =
∞∑

n=1
an konvergentńı řada, k1 < k2 < · · · < kn < . . . posloupnost přirozených č́ısel.

Potom

s =
∞∑

n=1

kn∑
i=kn−1+1

ai, kde k0 = 0.

Důkaz: Tvrzeńı ř́ıká, že

s = a1 + a2 + · · · = (a1 + a2 + · · ·+ ak1) + (ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2) + . . . ,

tedy, že pro konvergentńı řady plat́ı asociativńı zákon. To je však zřejmé, poněvadž posloup-
nost částečných součt̊u řady na pravé straně je vybraná posloupnost z posloupnosti {sn},

sn =
n∑

k=1

ak.

Poznámka: Z d̊ukazu je vidět, že věta plat́ı i v př́ıpadě s = +∞ nebo s = −∞.

7. Necht’ s =
∞∑

n=1
an , t =

∞∑
n=1

bn jsou konvergentńı řady, α, β ∈ R. Potom je i řada

∞∑
n=1

(αan + βbn) konvergentńı a jej́ı součet je roven αs + βt.

Důkaz: Jsou-li sn, tn, σn částečné součty řad
∞∑

n=1
an,

∞∑
n=1

bn,
∞∑

n=1
(αan + βbn), potom je

σn = αsn + βtn a tvrzeńı plyne okamžitě z odpov́ıdaj́ıćı věty o limitách posloupnost́ı.

8. Sečtěte řadu
∞∑

n=1
an, je-li

a) an = 1
n(n+2)(n+3) b) an = 2−n

n(n+1)(n+3)

c) an = 1
(n+1)(n+2)(2n+1)(2n+5) d) an = 3n+4

n(n+1)(n+4)

8



Řešeńı:

(a) Plat́ı

an =
n + 1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
=

1
(n + 1)(n + 2)(n + 3)

+
1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
,

tedy

∞∑
n=1

1
n(n + 2)(n + 3)

=
∞∑

n=1

{
1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
+

1
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

}
.

Podle cvičeńı 4(c) a 4(d) plat́ı

∞∑
n=1

1
(n + 1)(n + 2)(n + 3)

=
1
12

,
∞∑

n=1

1
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

=
1
18

a podle cvičeńı 7 je tedy
∞∑

n=1
an = 1

12 + 1
18 = 5

36 .

(b) Analogicky jako v předchoźım cvičeńı je

an =
2− n

n(n + 1)(n + 3)
= − n2 − 4

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
= − n2 + n− n− 4

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
=

= − 1
(n + 2)(n + 3)

+
n + 3− 1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
=

= − 1
(n + 2)(n + 3)

+
1

n(n + 1)(n + 2)
+

1
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

.

Součty př́ıslušných řad jsou podle cvičeńı 4 postupně − 1
3 , 1

4 , 1
18 , tedy

∞∑
n=1

an = −1
3

+
1
4

+
1
18

= − 1
36

.

(c)

an =
(2n + 1)(2n + 5)− (4n2 + 12n + 4)

(n + 1)(n + 2)(2n + 1)(2n + 5)
=

1
(n + 1)(n + 2)

−

−4
(n + 1)(n + 2)− 1

(n + 1)(n + 2)(2n + 1)(2n + 5)
=

1
(n + 1)(n + 2)

− 4
(2n + 1)(2n + 5)

+ 4an =

=
1

(n + 1)(n + 2)
− 4

2n + 5− 2
(2n + 1)(2n + 3)(2n + 5)

+ 4an =

=
1

(n + 1)(n + 2)
− 4

(2n + 1)(2n + 3)
+

8
(2n + 1)(2n + 3)(2n + 5)

+ 4an.

Z této rovnice dostaneme, že

an =
4

3(2n + 1)(2n + 3)
− 1

3(n + 1)(n + 2)
− 8

3(2n + 1)(2n + 3)(2n + 5)

a tedy
∞∑

n=1
an = 2

9 −
1
6 −

2
45 = 1

90 .
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(d)

an =
{3(n + 4)− 8}(n + 2)(n + 3)
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

=
3

n(n + 1)
− 8

(n + 3)(n + 4)− (2n + 6)
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

=

=
3

n(n + 1)
− 8

n(n + 1)(n + 2)
+ 16

n + 4− 1
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

=

=
3

n(n + 1)
− 8

n(n + 1)(n + 2)
+

16
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

− 16
n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

.

Podle cvičeńı 4 a 6 je opět
∞∑

n=1
an = 3− 2 + 8

9 −
1
6 = 31

18 .

9. Ukažte, že řada
∞∑

n=1
an diverguje, je-li

a) an =
3√n

ln2(n+1)
b) an = (n2 + 1) ln n2+1

n2

c) an = 1√
n

d) an = nn+1/n

(n+ 1
n )n

e) an = sinnα , α 6= kπ, k ∈ Z f) an = (n + 1)arctg 1
n+1

g) an = n3+1
n+3 arcsin 1

n2+2 h) an = n2 sin 1
n2

Důkaz:

(a) Podle př́ıkladu 2.2.7g) (Seminář z matematické analýzy I.) je lim
n→∞

an = +∞ a řada
tedy diverguje.

(b) Plat́ı

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n2 + 1
n2

ln
(

1 +
1
n2

)n2

= 1,

poněvadž lim
n→∞

n2+1
n2 = 1 a lim

n→∞

(
1 + 1

n2

)n2

= e. Neńı tedy opět splněna nutná podmı́nka
konvergence.

(c) Je sice lim
n→∞

an = 0, ale

sn =
n∑

k=1

1√
k
≥ n · 1√

n
−→

n→∞
∞

a řada diverguje.

Poznámka: Totéž plat́ı i pro řadu
∞∑

n=1

1
nα , kde α ∈ (0, 1).

(d) Plat́ı

an =
nn+ 1

n

nn
(
1 + 1

n2

)n =
n

1
n(

1 + 1
n2

)n −→
n→∞

1.

Je totiž lim
n→∞

n1/n = 1 podle př́ıkladu 2.2.7e) (Seminář z matematické analýzy I.) a

lim
n→∞

(
1 +

1
n2

)n

= lim
n→∞

{(
1 +

1
n2

)n2} 1
n

= 1

podle př́ıkladu 2.3.1 (Táž citace).
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(e) Předpokládejme, že lim
n→∞

an = lim
n→∞

sinnα = 0. Potom je i

0 = lim
n→∞

sin(n + 1)α = lim
n→∞

{sinnα cos α + cos α sinnα} .

Odtud plyne, že lim
n→∞

cos nα = 0, poněvadž sinα 6= 0. To však neńı možné, poněvadž

sin2 nα+cos2 nα = 1. (Dokonce v́ıme, jak vypadá množina hromadných hodnot posloup-
nosti {sinnα}∞n=1 , α ∈ R ; viz cvičeńı 2.4.3n) Seminář I.).

Poznámka: Protože je funkce sin konkávńı v 〈0, π
2 〉 a př́ımka y = x je tečnou ke grafu

y = sinx v bodě x0 = 0, plat́ı

(1)
2
π

x ≤ sinx ≤ x , x ∈ 〈0,
π

2
〉.

Protože funkce tg je konvexńı v 〈0, π
4 〉 a př́ımka y = x je tečna ke grafu y = tg x v bodě

x0, je také

(2) x ≤ tg x ≤ 4
π

x , x ∈ 〈0,
π

4
〉.

Přechodem k inversńım funkćım dostaneme

(3) x ≤ arcsin x ≤ π

2
x , x ∈ 〈0, 1〉.

(4)
π

4
x ≤ arctg x ≤ x , x ∈ 〈0, 1〉.

Tyto nerovnosti použijeme i při vyšetřováńı konvergence řad s nezápornými členy po-
moćı srovnávaćıho kritéria v následuj́ıćım odstavci.

(f) Pro t ∈ 〈0, 1〉 plat́ı odhad arctg t ≥ π
4 t a tedy an = (n + 1)arctg 1

n+1 ≥
π
4 .

(g) Jestliže využijeme odhadu arcsin t ≥ t pro t ∈ 〈0, 1〉, dostaneme okamžitě

an =
n3 + 1
n + 3

arcsin
1

n2 + 2
≥ n3 + 1

(n + 3)(n2 + 2)
−→

n→∞
1.

(h) Využit́ım odhadu sin t ≥ 2
π t , t ∈ 〈0, π

2 〉 dostaneme okamžitě, že an = n2 sin 1
n2 ≥ 2

π .

10. Ukažte, že řada
∞∑

n=1
an diverguje, je-li

(a) an = n+2
3√n3+2n+4

[
Ukažte, že lim

n→∞
an = 1

]
(b) an = n

√
0, 02

[
Ukažte, že lim

n→∞
an = 1

]
(c) an = cos 1

n+1

[
Ukažte, že lim

n→∞
an = 1

]
(d) an = 1

n
√

ln(n+1)

[
Ukažte, že lim

n→∞
an = 1

]
(e) an = 10n

2n+5

[
Ukažte, že lim

n→∞
an = ∞

]
(f) an =

(
n−1
n+1

)n [
Ukažte, že lim

n→∞
an = e−2

]
(g) an =

(
2n2−3
2n2+1

)n2 [
Ukažte, že lim

n→∞
an = e−2

]
(h) an =

(
3n3−2
3n3+4

)n3 [
Ukažte, že lim

n→∞
an = e−2

]
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(i) an =
(
1 + a

n

)bn
, a, b ∈ N

[
Ukažte, že lim

n→∞
an = eab 6= 0

]
(j) an = n+2

(n+1)
√

n

[
Využijte odhadu an ≥ 1√

n

]
11. Najděte posloupnost {sn} částečných součt̊u a součet s řady

∞∑
n=1

an, je-li

a) an = qneinα , q ∈ C , |q| < 1 , α ∈ R b) an = n+2+in
n(n+1)(n+2) c) n

(1−i)n

Řešeńı:

(a) Poněvadž je {an} geometrická posloupnost s kvocientem qeiα takovým, že
| qeiα | = | q | < 1, plat́ı

sn =
n∑

k=1

ak = qeiα 1− qneinα

1− qeiα
a s = lim

n→∞
sn =

qeiα

1− qeiα
.

(b) an přeṕı̌seme do tvaru an = 1
n(n+1) + i 1

(n+1)(n+2) a podle cvičeńı 7 plat́ı

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

+ i
∞∑

n=1

1
(n + 1)(n + 2)

.

Tedy sn = 1− 1
n+1 + i

(
1
2 −

1
n+2

)
a odtud s = lim

n→∞
sn = 1 + i

2 .

(c) Podle cvičeńı 2.1.7b) (Seminář z matematické analýzy I.)
[
q = 1

1−i

]
je

sn =
n∑

k=1

k

(1− i)k
=

q(1− qn)
(1− q)2

− nqn+1

1− q
.

Protože je 1− q = 1− 1
1−i = 1

2 (1− i) , (1− q)2 = 1
4 (1− i)2 = − i

2 , plat́ı dále

sn = (i− 1)
(

1− 1
(1− i)n

)
− 2n

(1− i)n+1
a odtud s = lim

n→∞
sn = i− 1.

12. Sečtěte řady
∞∑

n=0
qn cos nα ,

∞∑
n=1

qn sinnα, kde q, α ∈ R , | q | < 1.

Řešeńı: Jestliže označ́ıme sn a tn částečné součty řad
∞∑

n=0
qn cos nα a

∞∑
n=1

qn sinnα, plat́ı

podle cvičeńı 2.1.7c) ( Seminář z matematické analýzy I. )

sn =
qn+2 cos nα− qn+1 cos(n + 1)α− q cos α + 1

q2 − 2q cos α + 1
,

tn =
qn+2 sinnα− qn+1 sin(n + 1)α + q sinα

q2 − 2q cos α + 1

a tedy
∞∑

n=0

qn cos nα =
1− q cos α

q2 − 2q cos α + 1
,

∞∑
n=1

qn sinnα =
q sinα

q2 − 2q cos α + 1
.

12



13. Sečtěte řadu
∞∑

n=1
an, je-li

(a) an = (−1)n

3n + i
5n

[
1
4 (i− 1)

]
(b) an = 1

(1+i)n [−i]

(c) an = (1+i)n

4n

[
1
5 (1 + 2i) ; užijte vlastnost́ı geometrické řady

]
14. Pomoćı Bolzano-Cauchyova kritéria rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

an, je-li

a) an = 1
n2 b) an = 1

n c) an = sin nx
2n , x ∈ R

d) an = cos nx−cos(n+1)x
n , x ∈ R e) an = (−1)

n+1−[n+1
3 ]

n

Řešeńı:

(a) Podle př́ıkladu 2.2.24c) ( Seminář z matematické analýzy I.) je | s2n−sn | ≤ 1
n ∀n, p ∈ N

a řada tedy konverguje.

(b) Podle př́ıkladu 2.2.24b) (Seminář I.) je | s2n − sn | ≥ 1
2 ∀n ∈ N a řada diverguje.

(c) Plat́ı

| sn+p − sn | =
∣∣∣∣ sin(n + 1)x

2n+1
+ · · ·+ sin(n + p)x

2n+p

∣∣∣∣ ≤ p∑
j=1

∣∣∣∣ sin(n + j)x
2n+j

∣∣∣∣ ≤
≤

p∑
j=1

1
2n+j

=
1

2n+1
·
1− 1

2p

1
2

=
1
2n

(
1− 1

2p

)
−→

n→∞
0

a řada konverguje.

(d) Je

| sn+p − sn | =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=1

cos kx− cos(k + 1)x
k

−
n∑

k=1

cos kx− cos(k + 1)x
k

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

cos kx− cos(k + 1)x
k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

cos kx

k
−

n+p+1∑
k=n+2

cos kx

k − 1

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣cos(n + 1)x
n + 1

− cos(n + p + 1)x
n + p

+
n+p∑

k=n+2

cos kx

(
1
k
− 1

k − 1

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

n + 1
+

1
n + p

+
n+p∑

k=n+2

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

1
n + 1

+
1

n + p
+

1
n + 1

− 1
n + p

=
2

n + 1
−→

n→∞
0

a daná řada je konvergentńı.

(e) Jestliže rozeṕı̌seme danou řadu, dostaneme

∞∑
n=1

an = 1 +
1
2
− 1

3
+

1
4

+
1
5
− 1

6
+

1
7

+
1
8
− 1

9
+ . . . a

| s6n − s3n | =
(

1
3n + 1

+
1

3n + 2
− 1

3n + 3

)
+
(

1
3n + 4

+
1

3n + 5
− 1

3n + 6

)
+
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+ · · ·+
(

1
6n− 2

+
1

6n− 1
− 1

6n

)
≥ 1

3n + 1
+

1
3n + 4

+ · · ·+ 1
6n− 2

≥

≥ 1
3

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · ·+ 1
2n

)
≥ 1

3
· 1
2n

· n =
1
6

a řada je tedy divergentńı.

Poznámka: Řady typu
∞∑

n=1

1
np , kde p ∈ R, budou v daľśım hrát d̊uležitou roli a budeme se

k nim často vracet. Je-li p = 1, pak řadu
∞∑

n=1

1
n nazýváme řadou harmonickou a podle 14b)

je divergentńı.

15. Pomoćı Bolzano-Cauchyova kritéria rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

(a) an = 1
2n+1

[
Řada diverguje; ukažte, že | s2n − sn | ≥ n

4n+1

]
(b) an = 1

n2+4

[
Řada konverguje; dokažte, že | sn+p − sn | ≤ 1

(n+1)2 + · · ·+ 1
(n+p)2

a využijte cvičeńı 14a)]

(c) an = 1√
n(n+1)

[
Řada diverguje; ukažte, že | s2n − sn | ≥ n

2n+1

]
(d) an = αn

10n , αn ∈ Z , |αn | < 10
[
Řada konverguje; využijte odhadu

| an | ≤ 1
10n−1 a vlastnost́ı geometrické řady

]
(e) an = cos xn

n2 , x ∈ R
[
Řada konverguje; užijte odhadu | cos xn | ≤ 1

]
16. Bud’te

∞∑
n=1

an ,
∞∑

n=1
bn konvergentńı řady a necht’ an ≤ cn ≤ bn ∀n ∈ N. Potom je řada

∞∑
n=1

cn konvergentńı.

Důkaz: Označme sn , tn , σn částečné součty řad
∞∑

n=1
an ,

∞∑
n=1

bn ,
∞∑

n=1
cn. Protože řady

∞∑
n=1

an ,
∞∑

n=1
bn konverguj́ı, plat́ı

∀ ε > 0 ∃n0 tak, že ∀n ≥ n0 a ∀p ∈ N plat́ı | sn+p − sn | < ε , | tn+p − tn | < ε.

To však znamená, že

−ε < an+1 + an+2 + · · ·+ an+p ≤ cn+1 + cn+2 + · · ·+ cn+p ≤ bn+1 + bn+2 + · · ·+ bn+p < ε,

neboli |σn+p − σn | < ε a řada
∞∑

n=1
cn konverguje.

17. Necht’ řady
∞∑

n=1
a2

n ,
∞∑

n=1
b2
n ( an, bn ∈ R ) konverguj́ı. Ukažte, že konverguj́ı i řady

a)
∞∑

n=1

| anbn | , b)
∞∑

n=1

(an + bn)2 , c)
∞∑

n=1

| an |
n

.
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Důkaz: a) Podle cvičeńı 1.3.24a) (Seminář z matematické analýzy I.) plat́ı

0 ≤ | anbn | ≤
1
2
(a2

n + b2
n)

a řada
∞∑

n=1
| anbn | konverguje.

b) Je
(an + bn)2 = a2

n + 2anbn + b2
n ; −| anbn | ≤ anbn ≤ | anbn |

a podle cvičeńı 7 a 16 je řada
∞∑

n=1
(an + bn)2 konvergentńı.

c) Uvažme bn = 1
n . Podle cvičeńı 14a) je řada

∞∑
n=1

b2
n =

∞∑
n=1

1
n2 konvergentńı a podle bodu

a) konverguje i řada
∞∑

n=1
| anbn | =

∞∑
n=1

| an |
n .

18. Necht’ an ≥ 0 ∀n ∈ N. a řada
∞∑

n=1
an konverguje. Potom řada

∞∑
n=1

a2
n také konverguje.

Ukažte, že obrácené tvrzeńı neplat́ı.

Řešeńı: Ukažte, že 0 ≤ a2
n ≤ an ∀n ≥ n0 ; uvažte řady

∞∑
n=1

1
n ,

∞∑
n=1

1
n2 .

19. Je-li lim
n→∞

nan = a 6= 0, potom řada
∞∑

n=1
an diverguje.

Důkaz: Necht’ lim
n→∞

nan = a > 0 a zvolme 0 < ε < a. Potom existuje index n0 tak, že pro

všechna n ≥ n0 plat́ı |nan − a | < ε, neboli

a− ε

n
< an <

a + ε

n
. Odtud tn = (a− ε)

n∑
k=n0

1
k

<
n∑

k=n0

ak = sn

a poněvadž je lim
n→∞

tn = +∞, řada
∞∑

n=1
an diverguje. Analogicky se provede d̊ukaz pro a < 0.

20. Necht’ an ≥ 0 , an+1 ≤ an ∀n ∈ N a řada
∞∑

n=1
an konverguje. Potom je lim

n→∞
nan = 0.

Důkaz: Předpokládejme, že lim
n→∞

nan = A > 0. Potom existuje vybraná posloupnost {kn}
přirozených č́ısel tak, že lim

n→∞
knakn

= A a zvolme tuto posloupnost tak, aby pro všechna

n ∈ N platilo knakn
≥ A

2 , neboli akn
≥ A

2kn
a kn+1 ≥ 2kn. Vzhledem k monotonnosti

posloupnosti {an} plat́ı

k1∑
j=1

aj = sk1 ≥ k1ak1 ≥
A

2
, sk2 = sk1+

k2∑
j=k1+1

aj ≥
A

2
+

A

2k2
(k2 − k1) =

A

2
+

A

2

(
1− k1

k2

)
≥ A.

Indukćı dokážeme, že skn
≥ n·A2 −→

n→∞
+∞. Protože je posloupnost {sn}monotonńı, dostaneme,

že řada
∞∑

n=1
an diverguje a to je spor.
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Poznámka: Jestliže posloupnost {an} neńı monotonńı, předchoźı tvrzeńı už neplat́ı. Uvažme
řadu

1 + 0 + 0 +
1
4

+ 0 + · · ·+ 0 +
1
9

+ 0 + · · ·+ 0 +
1
16

+ . . . ,

tedy an = 1
n pro n = k2 a an = 0 pro n 6= k2 (k ∈ N). Potom je

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

1
n2

konvergentńı, ale lim
n→∞

nan = 1.

21. Co je možno ř́ıci o řadě
∞∑

n=1
cn, kde cn = an + bn, jestliže

(a) Řada
∞∑

n=1
an konverguje a řada

∞∑
n=1

bn diverguje.

[ Diverguje. Kdyby konvergovala, pak konverguje i řada se členy bn = cn − an. ]

(b) Obě řady diverguj́ı. Ilustrujte na př́ıkladech.
[ Může konvergovat i divergovat. Uvažte an = (−1)n−1 , bn = (−1)n nebo an = bn = 1

n . ]

1.2 Řady s nezápornými členy.

1. Bud’te
∞∑

n=1
an ,

∞∑
n=1

bn , an ≥ 0, bn ≥ 0 dvě řady a necht’ an ≤ bn ∀n ≥ n0 , n0 ∈ N. Potom

z konvergence řady
∞∑

n=1
bn plyne konvergence řady

∞∑
n=1

an a z divergence řady
∞∑

n=1
an plyne

divergence řady
∞∑

n=1
bn (1. srovnávaćı kritérium).

Důkaz: Poněvadž řady
∞∑

n=1
an a

∞∑
n=n0

an bud’ zároveň konverguj́ı nebo zároveň diverguj́ı,

je možno předpokládat, že n0 = 1. Jestliže označ́ıme sn a tn částečné součty řad
∞∑

n=1
an a

∞∑
n=1

bn, pak plat́ı, že sn ≤ tn ∀n ∈ N. Je-li nyńı lim
n→∞

tn = t ∈ R, pak je i lim
n→∞

sn = s ∈ R

(obě posloupnosti {sn} a {tn} jsou monotonńı) a je-li lim
n→∞

sn = +∞, je i lim
n→∞

tn = +∞.

2. Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

a) an = 1
1+an , a > −1 b) an = an

1+a2n , a ≥ 0 c) an = 2n sin x
3n , x ∈ (0, 3π)

d) a1 =
√

2 , a2 =
√

2−
√

2 , a3 =
√

2−
√

2 +
√

2 , a4 =

√
2−

√
2 +

√
2 +

√
2 , . . .

e) an = 1
nα , α ∈ R f) an = 1

ln n , n ≥ 2 g) an = sin x
n , x ∈ (0, π)

h) an = (n!)2

(2n)! i) an =
(
1 + ln n

n

)
qn , 0 < q < 1 j) an = 1

n ln n , n ≥ 2

k) an = 1
(ln n)ln n , n ≥ 2 l) an = 1

(ln n)ln ln n , n ≥ 3

m) an = 1
(ln n)p , n ≥ 2, p ∈ R n) an = ln n

4√
n5

o) an =
ln(1+sin 1

n )
n+ln2 n

p) an = log2n

(
1 +

n√3
n

)
q) an = arctg {3+(−1)n2}√

n
tg 1√

n
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Řešeńı:

(a) Je-li | a | < 1, pak lim
n→∞

an = 1 a řada diverguje. Pro a = 1 je an = 1
2 ∀n ∈ N a řada

opět diverguje.

Je-li a > 1, pak plat́ı 1
1+an ≤ 1

an a řada
∞∑

n=1

1
an konverguje (je to geometrická řada

s kvocientem 0 < q = 1
a < 1). Tedy daná řada

∞∑
n=1

an je konvergentńı pro a > 1.

(b) Pro 0 ≤ a < 1 je an

1+a2n ≤ an a řada
∞∑

n=1
an konverguje.

Pro a = 1 je an = 1
2 ∀n ∈ N a řada diverguje.

Je-li a > 1, potom an

1+a2n ≤ an

a2n = 1
an a řada

∞∑
n=1

1
an konverguje.

Tedy řada
∞∑

n=1
an konverguje pro 0 ≤ a < 1 a a > 1.

(c) Využit́ım odhadu sin t ≤ t ∀ t ≥ 0 dostaneme an ≤ 2n · x
3n = x

(
2
3

)n a řada
∞∑

n=1

(
2
3

)n
konverguje. Konverguje tedy i p̊uvodńı řada.

(d) př́ıkladu 2.2.11e) (Seminář z matematické analýzy I.) plat́ı an = 2 sin π
2n+1 a tedy

an ≤ π
2n . Řada

∞∑
n=1

1
2n konverguje a konverguje tedy i řada

∞∑
n=1

an.

(e) Bud’ α ≥ 2. Potom je 1
nα ≤ 1

n2 , řada
∞∑

n=1

1
n2 konverguje (viz úloha 1.11.24a)), tedy

konverguje i řada
∞∑

n=1

1
nα .

Je-li α ≤ 1, potom 1
nα ≥ 1

n , podle úlohy 1.11.24b) je řada
∞∑

n=1

1
n divergentńı, tedy

diverguje i řada
∞∑

n=1

1
nα .

Necht’ α ∈ (1, 2). Jestliže označ́ıme {sn} posloupnost částečných součt̊u řady
∞∑

n=1

1
nα , je

tato posloupnost rostoućı a má tedy limitu. Ukážeme, že tato limita je vlastńı. Podle
úlohy 1.1.6 je

∞∑
n=1

1
nα

= 1 +
(

1
2α

+
1
3α

)
+
(

1
4α

+
1
5α

+
1
6α

+
1
7α

)
+ . . .

V každé ze závorek je 2k−1 člen̊u ( k = 1, 2, . . . ), při čemž největš́ı z nich je tvaru 1
2(k−1)α .

Plat́ı tedy

s2n−1 ≤
n∑

k=1

1
2(k−1)α

· 2k−1 = 1 +
1

2α−1
+
{

1
2α−1

}2

+ · · ·+
{

1
2α−1

}n−1

=

= 2α−1 ·
1− 1

2αn

2α−1 − 1
≤ 2α−1

2α−1 − 1
.

Daná řada tedy konverguje pro α > 1 a diverguje pro α ≤ 1.

(f) Jestliže využijeme odhadu ln t ≤ t ∀ t > 0 dostaneme, že 1
ln n ≥ 1

n . Poněvadž je řada
∞∑

n=2

1
n divergentńı, diverguje i daná řada.
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Poznámka: Použit́ım stejného odhadu dostaneme, že

n ≥ lnn ≥ ln lnn ≥ ln ln lnn ≥ . . .

a odtud plyne, že všechny řady tvaru

∞∑
n=2

1
lnn

,
∞∑

n=3

1
ln lnn

,
∞∑

n=16

1
ln ln lnn

, . . .

diverguj́ı. Jsou to mimo jiné ukázky řad s nezápornými členy, pro něž lim
n→∞

an = 0,

i když tyto řady diverguj́ı.

(g) Využit́ım odhadu sin t ≥ 2
π t , t ∈ 〈0, π

2 〉 (viz poznámka k př́ıkladu c)) dostaneme, že
sin x

n ≥ 2
π ·

x
n , n ≥ 2 a daná řada tedy diverguje.

(h) Je

an =
(n!)2

(2n− 1)!! (2n)!!
=

(n!)2

2n n! (2n− 1)!!
=

n!
2n(2n− 1)!!

<
1
2n

a daná řada konverguje.

(i) Poněvadž plat́ı ln n ≤ n , n ∈ N, dostaneme, že an ≤ 2qn a daná řada konverguje.

(j) Jestliže označ́ıme {sn} posloupnost částečných součt̊u dané řady, je {sn} rostoućı
a 0 < an+1 ≤ an ∀n ≥ 2. Napǐsme řadu analogicky jako v př́ıkladu e)

∞∑
n=2

1
n lnn

=
1

2 ln 2
+
{

1
3 ln 3

+
1

22 ln 22

}
+
{

1
5 ln 5

+
1

6 ln 6
+

1
7 ln 7

+
1

23 ln 23

}
+ . . .

Potom plat́ı

s1 = s20 =
1

2 ln 2
, s21 ≥ s20 + 2 · 1

22 · 2 ln 2
=

1
2 · 1 · ln 2

+
1

2 · 2 · ln 2
.

Odtud indukćı dostaneme, že

s2n ≥ 1
2 · 1 · ln 2

+
1

2 · 2 · ln 2
+ · · ·+ 1

2 · (n + 1) · ln 2
.

Poněvadž řada
∞∑

k=0

1
2(k+1) ln 2 diverguje, diverguje i řada

∞∑
n=2

an.

(k) Plat́ı
{lnn}ln n = eln n ln ln n = eln[nln ln n] = nln ln n

a tedy an = 1
nln ln n < 1

n2 ∀n ≥ 1619 = [ ee2
+ 1 ] a daná řada konverguje.

Poznámka: Analogicky, je-li

an =
1

(ln lnn)ln n
=

1
nln ln ln n

<
1
n2

∀n ≥ n0 =
[
eee2

+ 1
]
,

tedy řady typu
∞∑

n=n0

1
(ln ln... ln n)ln n jsou všechny konvergentńı.

Obecněji: je-li lim
n→∞

an > 2, pak
∞∑

n=1

1
nan konverguje. (Stač́ı dokonce lim

n→∞
an > 1).
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(l) Analogickým obratem jako v předchoźım cvičeńı dostaneme, že

{lnn}ln ln n = e(ln ln n)2 .

L’Hôspitalovým pravidlem ukážeme, že (ln lnn)2 ≤ lnn ∀n ≥ n0. Jestliže se chceme vy-
hnout l’Hôspitalovu pravidlu, můžeme postupovat následovně: v d̊ukazu cvičeńı 2.2.7g)
(Sem. z mat. analýzy I.) je vlastně dokázáno (pro pevné p > 0):

∀ ε > 0 ∃x0 > 0 ∀x > x0 =⇒ lnp x < εx.

Položme p = 2. K ε = 1 najdeme x0(ε). Protože lim
n→∞

lnn = +∞, existuje index

n0 = n0(ε) ∈ N tak, že lnn > x0 pro všechna n ≥ n0. Tedy

∀n ≥ n0 je ln2(lnn) = (ln lnn)2 < lnn

a odtud
an =

1
e(ln ln n)2

≥ 1
eln n

=
1
n

.

Daná řada diverguje.

(m) Je-li p ≤ 0, neńı splněna nutná podmı́nka konvergence a řada tedy diverguje.

Pro p > 0 plat́ı lim
n→∞

(ln n)p

n = 0, ( l’Hôspitalovým pravidlem ) tedy (lnn)p ≤ n ∀n ≥ n0

a daná řada diverguje.

(n) Stejným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıkladu ukážeme, že

an ≤
nε

4
√

n5
∀ ε > 0 , ∀ ≥ n0(ε),

tedy an ≤ 1
n5/4−ε . Zvoĺıme-li ε > 0 tak malé, že 5

4 − ε > 1, neboli ε < 1
4 , dostaneme, že

daná řada konverguje.

Poznámka: Stejného výsledku dosáhneme použit́ım integrálńıho kritéria, které bude
uvedeno později.

(o) Poněvadž plat́ı

ln
(

1 + sin
1
n

)
≤ sin

1
n
≤ 1

n
, je tedy an ≤

1
n(n + ln2 n)

≤ 1
n2

a daná řada konverguje.

(p) Odvod́ıme si nejdř́ıve vyjádřeńı logaritmu s libovolným základem pomoćı přirozeného
logaritmu. Je-li y = loga x, pak ay = x, tedy y ln a = lnx, neboli loga x = ln x

ln a . Pomoćı
tohoto vyjádřeńı dostaneme

an =
ln
(
1 +

n√3
n

)
n ln 2

≤
n
√

3
n2 ln 2

≤ 3
n2 ln 2

a daná řada konverguje.

(q) Poněvadž argument arctg nabývá pouze dvou hodnot 1 a 5, je

arctg [ 3 + (−1)n · 2 ] ≥ arctg 1 =
π

4
.

Odtud tedy plyne, že

an ≥
1√
n
· π

4
tg

1√
n
≥ π

4n

a daná řada diverguje.
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3. Užit́ım 1. srovnávaćıho kritéria rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

(a) an = n+1
n2

[
diverguje, an ≥ 1

n

]
(b) an = 1

n
√

n2+1

[
konverguje, an ≤ 1

n2

]
(c) an = 1√

n(n2+1)

[
konverguje, an ≤ 1

n3/2

]
(d) an = 1√

3n+1

[
diverguje, an ≥ 1

n

]
(e) an = 1

(2n+1)2−1

[
konverguje, an ≤ 1

n2

]
(f) an = cos2 n

n(n+1)

[
konverguje, an ≤ 1

n2

]
(g) an = sin4 2n

(n+1)(n+2)

[
konverguje, an ≤ 1

n2

]
(h) an = n sin2 2n√

n5+3

[
konverguje, an ≤ 1

n3/2

]
(i) an = arctg n

n2+1

[
konverguje, an ≤ π

2n2

]
(j) an = arctg (n2+2n)

3n+n2

[
konverguje, an ≤ π

2·3n

]
(k) an = π−arctg n

(n+1)(n+2)(n+3)

[
konverguje, an ≤ π

n3

]
(l) an = sin 3+(−1)n

n2

[
konverguje, an ≤ 4

n2 ; užijte odhadu sin t ≤ t ∀ t ≥ 0
]

(m) an = 3−2 cos (2πn/3)
n2·2n

[
konverguje, an ≤ 1

2n−2

]
(n) an = n2+3

n3[ 3−2 sin(πn/3)]

[
diverguje, an ≥ 1

(3+
√

3)n

]
(o) an = 1

7n+n

[
konverguje, an ≤ 1

7n

]
(p) an = 2n+1

5n+1

[
konverguje, an ≤ 2

(
2
5

)n]
(q) an = 1

4·2n−3

[
konverguje, an ≤ 1

3·2n

]
(r) an = 1√

n
sin π

n

[
konverguje, an ≤ π

n3/2 ; užijte odhadu sin t ≤ t ∀ t ≥ 0
]

(s) an = tg π
4n

[
diverguje, an ≥ π

4n ; užijte odhadu tg t ≥ t , t ∈
(
0π

2

)]
(t) an = 1√

n
arctg 1

2
√

n

[
diverguje, an ≥ π

8n ; užijte odhadu π
4 t ≤ arctg t , t ∈ 〈0, 1〉

]
(u) an = 1

3√n
arcsin 1

5√
n4[

konverguje, an ≤ π
2n17/15 ; užijte odhadu arcsin t ≤ π

2 t , t ∈ 〈0, 1〉
]

(v) an = ntg n+2
n2+2

[
diverguje, an ≥ 1

2 ∀n ≥ 2 ; užijte odhadu tg t ≥ t , t ∈
(
0, π

2

)]
(w) an = ln n2+4

n2+3

[
konverguje, an ≤ 1

n2

]
(x) an = 1√

n
ln n+1

n−1

[
konverguje, an ≤ 4

n3/2

]
V úlohách (w) a (x) užijte odhadu ln(1 + t) ≤ t ∀ t > 0.

(y) an = (2n−1)!!
(2n)!! · 1

n·2n+1

[
konverguje, an ≤ 1

2n+1 ; užijte skutečnosti (2n−1)!!
(2n)!! ≤ 1

]
(z) an =

cos4( 2n
n+1 )√

n2+4+
√

n2+1

[
diverguje, an ≥ cos4(8/5)

4n ;

najděte n tak, aby
∣∣∣ 2n

n+1 −
π
2

∣∣∣ bylo nejmenš́ı
]

4. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy,

∞∑
n=1

bn řada s kladnými členy. Jestliže existuj́ı kon-

stanty α > 0 a β tak, že α ≤ an

bn
≤ β ∀n ≥ n0, pak dané řady bud’ zároveň konverguj́ı nebo

zároveň diverguj́ı (2. srovnávaćı kritérium).
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Důkaz: Poněvadž pro n ≥ n0 plat́ı α ≤ an

bn
≤ β, dostaneme, že

α bn ≤ an ≤ β bn ∀n ≥ n0

a výsledek plyne z 1. srovnávaćıho kritéria.

5. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy,

∞∑
n=1

bn řada s kladnými členy. Je-li lim sup
n→∞

an

bn
< ∞,

pak z konvergence řady
∞∑

n=1
bn plyne konvergence řady

∞∑
n=1

an. Je-li lim inf
n→∞

an

bn
> 0, pak

z konvergence řady
∞∑

n=1
an plyne konvergence řady

∞∑
n=1

bn (limitńı tvar 2. srovnávaćıho

kritéria).

Důkaz: Necht’ lim
n→∞

an

bn
< ∞. Potom je posloupnost

{
an

bn

}
shora omezená, tedy existuje

β > 0 tak, že an

bn
≤ β, neboli an ≤ β bn ∀n ∈ N. Z prvého srovnávaćıho kritéria tedy plyne

prvńı tvrzeńı.

Je-li lim
n→∞

an

bn
> 0, pak existuje α > 0 a index n0 tak, že an

bn
≥ α ∀n ≥ n0, neboli an ≥ α bn

a druhé tvrzeńı plyne opět ze cvičeńı 1.

Poznámky: (i.) Z d̊ukazu předchoźıho cvičeńı plyne, že pokud je lim sup
n→∞

an

bn
< ∞, pak

z divergence řady
∞∑

n=1
an plyne divergence řady

∞∑
n=1

bn a je-li lim inf
n→∞

an

bn
> 0, pak z divergence

řady
∞∑

n=1
bn plyne divergence řady

∞∑
n=1

an.

(ii.) Jestliže existuje lim
n→∞

an

bn
= A a je 0 < A < ∞, pak řady

∞∑
n=1

an a
∞∑

n=1
bn zároveň

konverguj́ı nebo diverguj́ı. Posloupnost
{

an

bn

}
je totiž shora omezená a existuje α > 0 tak, že

an

bn
≥ α ∀n ≥ n0.

6. Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

a) an = 1
(a+bn)s , b > 0, s ∈ R b) an = 1− cos x

n , x ∈ R

c) an = en+n4

3n+ln2(n+1)
d) an = ln n+sin n

n2+2 ln 2

e) an =
√

n+2−
√

n−2
nα , α ∈ R f) an =

3√n2+n− 3√n2−1
nα , α ∈ R

g) an =
{

1− 3

√
n−1
n+1

}α

, α ∈ R h) an = arcsin (
√

n+1)3

n3+3n+2

i) an =
√

n−1
n2+1 arctg n+1

3√n4+4
j) an = arcsin n+1

2n
4√3n4+2

k) an =
(
1− α ln n

n

)n
, α ∈ R .

Řešeńı:

(a) Jestliže zvoĺıme bn = 1
ns , pak

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

{
n

a + bn

}s

=
1
bs

a řada konverguje pro s > 1 a diverguje pro s ≤ 1.
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(b) Pro an plat́ı podle poznámky k př́ıkladu 2(c)

an =
sin2 x

n

1 + cos x
n

≤
x2

n2

1 + cos x
n

a zvoĺıme-li bn = 1
n2 , dostaneme lim

n→∞
an

bn
= x2

2 a řada konverguje.

(c) Polož́ıme-li bn =
(

e
3

)n
, plat́ı

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

en+n4

en

3n+ln2(n+1)
3n

= lim
n→∞

1 + n4

en

1 + ln2(n+1)
3n

= 1

a daná řada konverguje.

(d) Položme bn = ln n
n2 . Potom je ln n

n2 ≤ ln n
4√

n5
a podle cvičeńı 2(n) je řada

∞∑
n=2

ln n
n2 konver-

gentńı. Dále

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

ln n+sin n
ln n

n2+2 ln 2
n2

= 1

a daná řada konverguje.

(e) Přepǐsme an do tvaru an = 4
nα(

√
n+2+

√
n−2)

. Potom pro bn = 1
nα+1/2 plat́ı

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

4
√

n√
n + 2 +

√
n− 2

= 2,

tedy daná řada konverguje pro α > 1
2 a diverguje pro α ≤ 1

2 .

(f) Jestliže an uprav́ıme analogicky jako v předchoźım cvičeńı, dostaneme

an =
n + 1

nα
{

3
√

(n2 + n)2 + 3
√

(n2 + n)(n2 − 1) + 3
√

(n2 − 1)2
}

a pro bn = 1
nα+1/3 plat́ı

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

3
√

n(n + 1)
3
√

(n2 + n)2 + 3
√

(n2 + n)(n2 − 1) + 3
√

(n2 − 1)2
=

1
3
.

Daná řada tedy konverguje pro α > 2
3 a diverguje pro α ≤ 2

3 .

(g) an přeṕı̌seme do tvaru

an =
{

3
√

n + 1− 3
√

n− 1
3
√

n + 1

}α

=

{
2

3
√

n + 1( 3
√

(n + 1)2 + 3
√

n2 − 1 + 3
√

(n− 1)2)

}α

a pro bn = 1
nα plat́ı lim

n→∞
an

bn
=
(

2
3

)α
. Daná řada tedy konverguje pro α > 1 a diverguje

pro α ≤ 1.

(h) Podle poznámky ke cvičeńı 2(c) plat́ı

an ≤
π

2
· (

√
n + 1)3

n3 + 3n + 2
a pro bn =

1
n3/2

plat́ı
π

2
lim

n→∞

n
3
2 (
√

n + 1)3

n3 + 3n + 2
=

π

2
,

tedy daná řada konverguje.
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(i) Podle stejné poznámky plat́ı

an ≥
√

n− 1
n2 + 1

· π

4
· n + 1

3
√

n4 + 4
.

Jestliže polož́ıme bn = 1
n5/6 , je

lim
n→∞

√
n− 1
n2 + 1

· π

4
· n

5
6 (n + 1)
3
√

n4 + 4
=

π

4

a daná řada diverguje.

(j) Odhadneme-li an podle poznámky 2c), plat́ı an ≥ n+1
2n 4√3n4+2

a pro bn = 1
n dostaneme

lim
n→∞

n+1
2 4√3n4+2

= 1
2 4√3

, tedy daná řada diverguje.

(k) Položme bn = 1
nα . Potom plat́ı

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞
nα

(
1− α lnn

n

)n

= lim
n→∞

eα ln n+n ln(1−α ln n
n ) .

Jestliže si naṕı̌seme limitu exponentu, dostaneme

lim
n→∞

{
α lnn + n ln

(
1− α lnn

n

)}
= lim

n→∞
n

{
α lnn

n
+ ln

(
1− α lnn

n

)}
=
∣∣∣∣ 1
n

= t

∣∣∣∣ =
= lim

t→0+

−α t ln t + ln(1 + α t ln t)
t

=
∣∣∣∣ l’Hôsp.

prav.

∣∣∣∣ = lim
t→0+

−α ln t− α + α ln t+α
1+α t ln t

1
=

= lim
t→0+

−α ln t− α− α2t ln2 t− α2t ln t + α ln t + α

1 + α t ln t
= lim

t→0+

−α2t ln t(ln t + 1)
1 + α t ln t

= 0 ,

vzhledem k tomu, že

lim
t→0+

t ln t = lim
t→0+

ln t

t−1
= lim

t→0+

1
t

− 1
t2

= 0 .

Odtud plyne, že lim
n→∞

an

bn
= e0 = 1 a daná řada konverguje pro α > 1 a diverguje pro

α ≤ 1 .

7. Užit́ım 2. srovnávaćıho kritéria rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

(a) an = n+3
n3+2n2+n+1

[
konverguje , bn = 1

n2

]
(b) an =

(
1+n2

1+n3

)2 [
konverguje , bn = 1

n2

]
(c) an = 2n2+5n+1√

n6+3n2+2

[
diverguje , bn = 1

n

]
(d) an = n− 3√n

n3−n

[
konverguje , bn = 1

n2

]
(e) an = 1

3
√

n2(n2+4)

[
konverguje , bn = 1

n4/3

]
(f) an =

√
n+1−

√
n−1√

n+2

[
diverguje , bn = 1

n ; odstaňte rozd́ıl v čitateli
]

(g) an = 1
n

(√
n2 + n + 1−

√
n2 − n + 1

)[
diverguje , bn = 1

n ; postupujte jako ve cvičeńı (f)
]

(h) an = n2n+5
n3n+4

[
konverguje , bn =

(
2
3

)n ]
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(i) an = cos(π/4n)
5√2n5−1

[
diverguje , bn = 1

n

]
(j) an = 1− cos π

3√
n2

[
konverguje , bn = 1

n4/3 ; užijte cvičeńı 5(b)
]

(k) an = 1
(10n−1) ln(10n−1)

[
diverguje , bn = 1

(n+1) ln(n+1) ; užijte cvičeńı 2(j)
]

(l) an =
√

n + arctg nα −
√

n[
bn = 1

n1/2−α ; konverguje pro α < − 1
2 a diverguje pro α ≥ −1

2 ;
odstraňte rozd́ıl odmocnin a využijte odhadu z poznámky 2(c) ]

(m) an =
√

n + a− 4
√

n2 + n + 6[
konverguje pro a = 1

2 ; bn = 1
n3/2 ; diverguje pro n 6= 1

2 ; bn = 1
n1/2 ;

doplňte daný rozd́ıl na α4 − β4
]

8. Bud’te
∞∑

n=1
an ,

∞∑
n=1

bn řady s kladnými členy a necht’ existuje index n0 tak, že pro všechna

n ≥ n0 plat́ı an+1
an

≤ bn+1
bn

. Potom z konvergence řady
∞∑

n=1
bn plyne konvergence řady

∞∑
n=1

an

a z divergence řady
∞∑

n=1
an plyne divergence řady

∞∑
n=1

bn (3. srovnávaćı kritérium).

Důkaz: Protože pro všechna n ≥ n0 plat́ı an+1
an

≤ bn+1
bn

, plyne odtud, že an+1
bn+1

≤ an

bn

∀n ≥ n0 a tedy posloupnost
{

an

bn

}
je monotonńı pro n ≥ n0. Jestliže polož́ıme an0

bn0
= β, je

an

bn
≤ β ∀n ≥ n0 a odtud lim

n→∞
an

bn
< ∞. Tvrzeńı nyńı plyne ze druhého srovnávaćıho

kritária.

9. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy a necht’ an ≥ an+1 ∀n ∈ N. Potom řada

∞∑
n=1

an

konverguje právě když konverguje řada
∞∑

n=1
2na2n .

Důkaz: Označme {sn}∞n=1 posloupnost částečných součt̊u řady
∞∑

n=1
an. Poněvadž je {sn}

neklesaj́ıćı, existuje lim
n→∞

sn. Stejnou limitu má i každá vybraná posloupnost. Dále plat́ı

s2k − s2k−1 = a2k−1+1 + · · ·+ a2k

a vzhledem k monotonnosti posloupnosti {an}∞n=1 je

2k−1a2k ≤ s2k − s2k−1 ≤ 2k−1a2k−1 pro k ∈ N.

Sečteńım těchto nerovnost́ı pro k = 1, 2, . . . , n dostaneme

1
2

n∑
k=1

2ka2k ≤
n∑

k=1

(s2k − s2k−1) = s2n − a1 ≤
n∑

k=1

2k−1a2k−1 .

Výsledek nyńı plyne z prvého srovnávaćıho kritéria.

10. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy a necht’ a1 > 0. Potom plat́ı:

a) Řada
∞∑

n=1

an

sα
n

konverguje pro α > 1.

[
sn =

n∑
k=1

ak

]
b) Pro α ≤ 1 řada

∞∑
n=1

an

sα
n

konverguje právě když konverguje řada
∞∑

n=1
an.
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Důkaz: α) Necht’
∞∑

n=1
an konverguje, tedy existuje lim

n→∞
sn = s ∈ (0,+∞). Poněvadž je

{sn}∞n=1 neklesaj́ıćı posloupnost kladných č́ısel, konverguje také posloupnost {s−α
n }∞n=1 a je

tedy omezená. Existuje tud́ıž č́ıslo K(α) tak, že

1
sα

n

≤ K(α) ∀n ∈ N. Potom
an

sα
n

≤ K(α) · an ∀n ∈ N,

tedy podle cvičeńı 1. řada
∞∑

n=1

an

sα
n

konverguje.

β) Necht’ řada
∞∑

n=1
an diverguje. Pro α ≤ 0 plat́ı

an =
an

sα
n

· sα
n ≤

an

sα
n

· sα
1 , neboli

an

sα
n

≥ an

sα
1

∀n ∈ N.

Podle cvičeńı 1. tedy řada
∞∑

n=1

an

sα
n

diverguje. Pro α ∈ (0, 1〉 budeme postupovat sporem.

Necht’
∞∑

n=1

an

sα
n

konverguje. Podle Bolzano-Cauchyovy podmı́nky tedy plat́ı

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∀ p ∈ N =⇒
∣∣∣∣ an+1

sα
n+1

+ · · ·+ an+p

sα
n+p

∣∣∣∣ < ε.

Speciálně plat́ı tento vztah pro n = n0. Tedy pro všechna p ∈ N je

ε >
an0+1

sα
n0+1

+ · · ·+ an0+p

sα
n0+p

≥ 1
sα

n0+p

(sn0+p − sn0) = s1−α
n0+p − sn0s

−α
n0+p .

Limita tohoto výrazu je pro α = 1 rovna 1 (pro p → ∞), pro α ∈ (0, 1) je +∞. V každém
př́ıpadě dostáváme pro ε ∈ (0, 1) spor.

γ) Bud’ α = 2. Protože sk−1 ≤ sk, dostáváme sk−1sk ≤ s2
k a tedy

ak

s2
k

≤ ak

sk−1sk
=

sk − sk−1

sksk−1
=

1
sk−1

− 1
sk

∀ k ∈ N.

Odtud plyne, že

n∑
k=1

ak

s2
k

≤ 1
a1

+
n∑

k=2

(
1

sk−1
− 1

sk

)
=

2
a1
− 1

sn
<

2
a1

a řada
∞∑

n=1

an

s2
n

konverguje.

Je-li α ≥ 2, pak
an

sα
n

=
an

s2
n

· s2−α
n ≤ s2−α

1 · an

s2
n

∀n ∈ N

a podle cvičeńı 1. řada
∞∑

n=1

an

sα
n

konverguje.

δ) V obecném př́ıpadě α > 1 označ́ıme α = 1+ ε, kde ε > 0. Protože funkce fε(x) = 1
εxε + 1

x
je rostoućı na intervalu 〈1,+∞) plat́ı

1
ε

+ 1 ≤ 1
ε

(
sk

sk−1

)ε

+
sk−1

sk
.
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Odtud

1
ε
· 1
sε

k

+
sk

s1+ε
k

≤ 1
ε
· 1
sε

k−1

+
sk−1

s1+ε
k

a tedy
ak

s1+ε
k

=
sk − sk−1

s1+ε
k

≤ 1
ε

(
1

sε
k−1

− 1
sε

k

)
.

Odtud plyne jako v bodu γ), že

n∑
k=1

ak

s1+ε
k

≤
(

1 +
1
ε

)
1
aε
1

∀n ∈ N,

a tedy řada
∞∑

n=1

an

s1+ε
n

konverguje pro ε > 0.

Poznámka: Body γ) a δ) z předchoźıho d̊ukazu plat́ı pro libovolnou řadu
∞∑

n=1
an − konver-

gentńı i divergentńı. Bod γ) d̊ukazu je zbytečný, ale použitá nerovnost je daleko názorněǰśı
než nerovnost z bodu δ).

11. Bud’
∞∑

n=1
an řada s kladnými členy, α ∈ R. Potom plat́ı:

a) Pro α > 1 řada
∞∑

n=1

an

1+nαan
konverguje.

b) Pro α ∈ (0, 1〉 plat́ı implikace: je-li řada
∞∑

n=1
an konvergentńı, konverguje i řada

∞∑
n=1

an

1+nαan
.

c) Pro α ≤ 0 řada
∞∑

n=1

an

1+nαan
konverguje právě když konverguje řada

∞∑
n=1

an.

Důkaz: α) Pro všechna n ∈ N je

an

1 + nαan
≤ an a

an

1 + nαan
≤ 1

nα
.

Odtud plyne bod a) a b) a implikace bodu c)
∞∑

n=1
an konverguje =⇒

∞∑
n=1

an

1+nαan
konverguje.

β) Bud’ α ≤ 0 a necht’ konverguje řada
∞∑

n=1

an

1+nαan
. Odtud plyne, že

lim
n→∞

nα an

1 + nα an
= lim

n→∞
nα · lim

n→∞

an

1 + nα an
= 0.

Proto plat́ı lim
n→∞

nαan = 0, tj. {nαan}∞n=1 je omezená posloupnost. Existuje tedy č́ıslo

K > 0 tak, že 1 + nαan ≤ 1 + K pro všechna n ∈ N. Tedy

an

1 + nαan
≥ an

1 + K
∀n ∈ N

a podle cvičeńı 1. konverguje řada
∞∑

n=1
an.

Poznámka: Obrácená implikace neplat́ı. Bud’ α ∈ (0, 1〉. Stejně jako v bodu 2. se ukáže,

že plat́ı: Jestliže
∞∑

n=1

an

1+nαan
konverguje a posloupnost {nαan} je omezená (což se zapisuje
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nαan = O(1) nebo an = O
(

1
nα

)
), pak

∞∑
n=1

an konverguje. U řad, které nesplňuj́ı podmı́nku

an = O
(

1
nα

)
(tzv. podmı́nka Tauberova typu), se může stát, že

∞∑
n=1

bn =
∞∑

n=1

an

1+nαan
kon-

verguje a
∞∑

n=1
an diverguje. Bud’ m ∈ N. Položme an = 1

k , pro n = km , k = 1, 2, 3, . . . ,

an = 0 jinak. Pak řada
∞∑

n=1

an = 1 + 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
2m−2 nul

+
1
2

+ 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
3m−2m−1 nul

+
1
3

+ · · ·+ 1
k

+ . . .

diverguje a an = O
(

1
nα

)
právě když α ≤ 1

m . Pro n = km , k ∈ N je

bn =
1
k
· 1
1 + kmα−1

=
1

k + kmα
, bn = 0 pro ostatńı n.

Řada
∞∑

n=1
bn konverguje právě tehdy, když mα > 1. Položme m =

[
1
α

]
+1. T́ım jsme sestrojili

protipř́ıklad na implikaci
∞∑

n=1

bn konverguje =⇒
∞∑

n=1

an konverguje.

Tento protipř́ıklad funguje pro každé α ∈
(

1
m , 1〉 . Kdybychom řadu

∞∑
k=1

1
k ”rozředili“ nulami

ještě v́ıce, dostaneme protipř́ıklad pro všechna α ∈ (0, 1〉. Vyzkoušejte an = 1
k

pro n = k! , an = 0 pro ostatńı n.

12. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy. Jestliže existuje č́ıslo q < 1 a index n0 tak, že

n
√

an ≤ q < 1 ∀n ≥ n0, pak daná řada konverguje.

Jestliže nerovnost n
√

an ≥ 1 plat́ı pro nekonečně mnoho index̊u n, pak řada diverguje.
(Cauchyovo kritérium).

Důkaz: Necht’ plat́ı n
√

an ≤ q < 1 ∀n ≥ n0. Potom an ≤ qn a podle prvého srovnávaćıho
kritéria je řada konvergentńı.

Je-li n
√

an ≥ 1 pro nekonečně mnoho index̊u n, pak an ≥ 1 pro nekonečně mnoho index̊u n
a neńı splněna podmı́nka lim

n→∞
an = 0. Řada tedy diverguje.

13. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy. Je-li lim sup

n→∞
n
√

an < 1, pak daná řada konverguje, je-li

lim sup
n→∞

n
√

an > 1, pak řada diverguje. (Limitńı Cauchyovo kritérium).

Důkaz: Označme lim
n→∞

n
√

an = α < 1. Potom k libovolnému č́ıslu q takovému, že α < q < 1

existuje index n0 tak, že n
√

an ≤ q ∀n ≥ n0. Podle předchoźıho cvičeńı je tedy daná řada
konvergentńı.

Jestliže α > 1. potom nerovnost n
√

an ≥ 1 plat́ı pro nekonečně mnoho index̊u n a daná řada
diverguje.

Poznámka: Je-li lim
n→∞

n
√

an = α = 1, může řada konvergovat i divergovat. Stač́ı uvážit

řady
∞∑

n=1

1
n a

∞∑
n=1

1
n2 . V obou př́ıpadech je lim

n→∞
n
√

an = lim
n→∞

n
√

an = 1 a jak již v́ıme, prvá

řada diverguje, druhá konverguje.
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14. Bud’
∞∑

n=1
an řada s kladnými členy. Jestliže existuje č́ıslo q ∈ (0, 1) a index n0 tak, že

an+1
an

≤ q < 1 pro všechna n ≥ n0, je daná řada konvergentńı.

Jestliže an+1
an

≥ 1 pro n ≥ n0, řada diverguje. (D’Alembertovo kritérium).

Důkaz: Je-li an+1
an

≤ q, potom podle cvičeńı 2.2.17 (Seminář z matematické analýzy I.)
plat́ı an0+k ≤ an0q

k ∀ k ∈ N a daná řada konverguje.
Je-li an+1

an
≥ 1 ∀n ≥ n0, potom indukćı dokážeme, že an0+k ≥ an0 > 0 ∀ k ∈ N a poněvadž

neńı splněna nutná podmı́nka konvergence ( lim
n→∞

an = 0 ), je řada divergentńı.

15. Bud’
∞∑

n=1
an řada s kladnými členy. Potom plat́ı: Je-li lim

n→∞
an+1
an

< 1, je řada konvergentńı,

je-li lim
n→∞

an+1
an

> 1, řada diverguje ( Limitńı d’Alembertovo kritérium ).

Důkaz: Je-li lim
n→∞

an+1
an

= α < 1, pak k libovolnému č́ıslu q takovému, že α < q < 1 existuje

index n0 tak, že an+1
an

≤ q ∀n ≥ n0 a podle předchoźıho cvičeńı řada konverguje. Jestliže
lim

n→∞

an+1
an

= β > 1, pak an+1
an

≥ 1 ∀n ≥ n0 a řada diverguje.

Poznámky: i) Jestliže existuje lim
n→∞

an+1
an

= α, pak pro α < 1 řada konverguje a pro α > 1
diverguje. Př́ıpad α = 1 je opět nerozhodný. Stač́ı uvážit stejné př́ıklady jako v poznámce
ke cvičeńı 13.
ii) Jestliže srovnáme cvičeńı 13 a 15 s cvičeńım 2.4.22 (Sem. z mat. analýzy I.), je vidět, že
Cauchyho kritérium je silněǰśı v tom smyslu, že existuj́ı řady, u kterých nelze rozhodnout
o jejich konvergenci pomoćı d’Alembertova kritéria, ale dá se rozhodnout pomoćı Cauchyho
kritéria. Jako ukázka slouž́ı řada

1
2

+
1
3

+
1
22

+
1
32

+ · · ·+ 1
2n

+
1
3n

+ . . . ,

kde lim
n→∞

an+1
an

= +∞ , lim
n→∞

an+1
an

= 0 , lim
n→∞

n
√

an = 1
2 . Je-li ovšem lim

n→∞
an+1
an

= 1, je také

lim
n→∞

n
√

an = 1 a žádné z kritéríı nelze použ́ıt.

16. Pomoćı cvičeńı 13 nebo 15 rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, jeli

a) an = a(a+1)...(a+n−1)
(2n−1)!! , a > 0 b) an = n5(

√
2+sin

√
n)

2n+n

c) an = (n!)2

2n2 d) an = [ (n+1)! ]n

2!4!...(2n)!

e) an = n−n/3 · 3
√

n! + 1 f) an = nn−1

(2n2+n+1)
n+1

2

g) an = xn

ns , x > 0, s ∈ R h) an = ntg π
2n+1

i) an = 3·6·····(3n)
(n+1)! arcsin 1

2n j) an = (2n)!!
n! arctg 1

3n

k) an = n!an

nn , a > 0 l) an =
(√

n+2√
n+3

)n3/2

m) an = 2+(−1)n

2n n) an = cos2 nπ
3

2n

o) an =
n3[

√
2+(−1)n ]
3n p) an = 1

2(n/2+εn)·3(n/2−εn) , εn = 1
4 {1− (−1)n}

q) an =
(

x
αn

)n

, x > 0, αn > 0, αn −→
n→∞

α
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Řešeńı:

(a) Je

an+1

an
=

a(a + 1) . . . (a + n− 1)(a + n)
(2n + 1)!!

· (2n− 1)!!
a(a + 1) . . . (a + n− 1)

=
a + n

2n + 1

a poněvadž je lim
n→∞

an+1
an

= 1
2 < 1, daná řada konverguje.

(b) Plat́ı

an ≤
n5(

√
2 + 1)

2n + n
≤ n5

2n
(
√

2 + 1) = bn.

Dále
bn+1

bn
=

(n + 1)5(
√

2 + 1)
2n+1

· 2n

n5(
√

2 + 1)
=

1
2

(
n + 1

n

)5

−→
n→∞

1
2

< 1.

Řada
∞∑

n=1
bn konverguje a podle prvého srovnávaćıho kritéria konverguje i řada

∞∑
n=1

bn.

(c) Je
an+1

an
=

[ (n + 1)! ]2

2(n+1)2
· 2n2

(n!)2
=

(n + 1)2

22n+1
−→

n→∞
0 < 1

podle př́ıkladu 2.2.7f) (Sem. z mat. analýzy I.). Tedy daná řada konverguje.

(d) Protože je

an+1

an
=

[ (n + 2)! ]n+1

2! 4! . . . (2n)! (2n + 2)!
· 2! 4! . . . (2n)!

[ (n + 1)! ]n
=

[ (n + 1)!(n + 2) ]n (n + 2)!
(2n + 2)! [ (n + 1)! ]n

=

(n + 2)n(n + 2)!
(2n + 2)!

=
(n + 2)n

(n + 3)(n + 4) . . . (2n + 2)
≤
(

n + 2
n + 3

)n

=

(
1

1 + 1
n+2

)n

−→
n→∞

e−1 < 1 .

Odtud plyne, že lim
n→∞

an+1
an

< 1 a daná řada konverguje.

(e) Plat́ı

an+1

an
=

3
√

(n + 1)! + 1

(n + 1)
n+1

3

· n
n
3

3
√

n! + 1
=
(

n

n + 1

)n
3

· 3

√
(n + 1)! + 1

(n + 1)(n! + 1)
.

Dále

lim
n→∞

(
n

n + 1

)n
3

= lim
n→∞

{(
n

n + 1

)n} 1
3

= e−
1
3 a

lim
n→∞

3

√
(n + 1)! + 1

(n + 1)(n! + 1)
= lim

n→∞
3

√√√√1 + 1
(n+1)!

1 + 1
n!

= 1,

tedy je lim
n→∞

an+1
an

= e−1/3 < 1 a daná řada konverguje.

Poznámka: Pro n ∈ N , n ≥ 4 plat́ı 1 ≤ log2 n ≤ n ≤ 2n ≤ n! ≤ nn. Vı́me již

(viz 2.2.7 Sem. z matem. analýzy 1.), že každá následuj́ıćı posloupnost
{

a
(k)
n

}∞
n=1

jde

do nekonečna řádově rychleji, než předchoźı
{

a
(k−1)
n

}∞
n=1

, nebot’ lim
n→∞

a(k−1)
n

a
(k)
n

= 0 pro

k = 1, 2, 3, 4, 5. Mı́sto limity pod́ılu a(k−1)
n

a
(k)
n

lze zkoumat konvergenci řady
∞∑

n=n0

a(k−1)
n

a
(k)
n

,

kde n0 je vhodné přirozené č́ıslo. Pak řekneme, že
{

a
(k)
n

}
jde do nekonečna mnohem
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rychleji než
{

a
(k−1)
n

}
. Druhá a třet́ı posloupnost nejdou do nekonečna daleko rychleji,

než předchoźı, čtvrtá, pátá a šestá ano. Bud’ α > 0. Potom je

1 ≤ logα
2 n ≤ nα ≤ 2αn ≤ (n!)α ≤ nαn pro n ≥ 4.

Pro α > 1 jde třet́ı posloupnost do nekonečna daleko rychleji než druhá, pro α ∈ (0, 1〉
ne. Jinak je situace stejná jako pro α = 1. Konvergence řady z př́ıkladu e) je po-

dle cvičeńı 6. ekvivalentńı s konvergenćı řady
∞∑

n=1

(
n!
nn

) 1
3 . Předpokládejme, že v každé

skupině posloupnost́ı {logα
2 n} , {nα} , {2nα} , {(n!)α} , {nnα} je dáno uspořádáńı po-

dle r̊ustu α > 0. Je-li 0 < α1 < α2 , 0 < β ≤ 1, pak žádná z posloupnost́ı 1 ≤ logα1
2 n ≤

≤ logα2
2 n ≤ nβ neroste do nekonečna daleko rychleji než předchoźı; r̊usty logα

2 n ≤ nβ

a nα ≤ nβ jsou daleko rychleǰśı právě když β > 1, resp. β > α + 1. Růsty

nα ≤ 2β1n ≤ 2β2n ≤ (n!)γ1 ≤ (n!)γ2

jsou daleko rychleǰśı vždy (tj. pro α > 0 , 0 < β1 < β2 , 0 < γ1 < γ2). Skupiny

{(n!)α} , α > 0 a {nnβ} , β > 0, se bohužel ”překrývaj́ı“.
∞∑

n=n0

(n!)α

nnβ konverguje právě

když je 0 < α ≤ β. Lze sestavit ještě bohatš́ı stupnice.

(f) Je

n
√

an =
n

n−1
n

(2n2 + n + 1)
n+1
2n

=
n1− 1

n

(2n2 + n + 1)
1
2+ 1

2n

≤

≤ n√
2n2 + n + 1

· 1
n
√

n
· 1

2n
√

2n2 + n + 1
−→

n→∞

1√
2

< 1

a daná řada konverguje. Podle cvičeńı 2.2.7e) (Sem. z mat analýzy I.) je totiž
lim

n→∞
n
√

n = lim
n→∞

2n
√

2n2 + n + 1 = 1.

(g) Plat́ı n
√

an = x
n√ns −→

n→∞
x a tedy daná řada konverguje pro x < 1 a diverguje pro x > 1.

Je-li x = 1, dostaneme řadu
∞∑

n=1

1
ns a ta je podle cvičeńı 2e) konvergentńı pro s > 1

a divergentńı pro s ≤ 1.

(h) Podle poznámky k cvičeńı 2c) plat́ı

an ≤ n · 4
π
· π

2n+1
=

n

2n−1
= bn a

bn+1

bn
=

n + 1
2n

−→
n→∞

1
2

< 1.

Řada
∞∑

n=1
bn tedy konverguje a podle cvičeńı 1 konverguje i řada

∞∑
n=1

an.

(i) Opět podle poznámky 2c) je

an ≥
3 · 6 . . . (3n)

(n + 1)!
· 1
2n

= bn a
bn+1

bn
=

3n + 3
2(n + 2)

−→
n→∞

3
2

> 1

a řada
∞∑

n=1
bn diverguje. Podle cvičeńı 1 diverguje tedy i daná řada.

(j) Podle stejné poznámky, jako v předchoźım př́ıkladu, plat́ı

an ≤
(2n)!!

n!
· 1
3n

= bn a poněvadž
bn+1

bn
=

(2n + 2)!!
(n + 1)! 3n+1

·3
n · n!

(2n)!!
=

2n + 2
3(n + 1)

−→
n→∞

2
3

< 1,

je řada
∞∑

n=1
bn konvergentńı a konverguje tedy i řada

∞∑
n=1

an.
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(k) Poněvadž je
an+1

an
=

(n + 1)! an+1

(n + 1)n+1
· nn

n! an
= a

(
n

n + 1

)n

−→
n→∞

a

e
,

podle cvičeńı 2.3.1 (Sem. z mat. analýzy I.), plat́ı, že daná řada konverguje pro a < e
a diverguje pro a > e. Je-li a = e, nemůžeme d’Alembertovým kritériem rozhodnout.
Podle Raabeho kritéria však daná řada pro a = e diverguje (viz př́ıklad 32b)).

Poznámka: Plat́ı Stirlingova formule

lim
n→∞

n!en

nn+ 1
2

=
√

2π .

Odtud plyne, že lim
n→∞

an = +∞ v př́ıkladu k) pro a = e (a tedy řada
∞∑

n=1

n!en

nn diverguje).

(l) Je

n
√

an =
(√

n + 2√
n + 3

)√n

=

(
1

1 + 1√
n+3

)√n

.

Jestliže vybereme posloupnost n = k2, plat́ı

k2√ak2 =

(
1

1 + 1
k+2

)k

−→
n→∞

1
e

< 1

a podle poznámky ke cvičeńı 2.3.1 (Sem. z mat. analýzy I.) je lim
n→∞

n
√

an = 1
e a daná

řada konverguje.

(m) Podle d’Alembertova kritéria dostaneme

a2n+1

a2n
=

1
22n+1

3
22n

=
1
6

,
a2n+2

a2n+1
=

3
22n+2

1
22n+1

=
3
2
,

tedy lim
n→∞

an+1
an

= 3
2 > 1 , lim

n→∞

an+1
an

= 1
6 < 1 a o konvergenci řady nemůžeme rozhod-

nout. Na druhé straně však plat́ı n
√

an =
n
√

2+(−1)n

2 −→
n→∞

1
2 < 1 a daná řada konverguje.

(n) Snadno zjist́ıme, že hodnoty cos2 nπ
3 jsou 1 pro n = 3k a 1

4 pro n = 3k +1 a n = 3k +2.
Odtud plyne, že

a3n+1

a3n
=

1
8

,
a3n+2

a3n+1
=

1
2

,
a3n+3

a3n+2
= 2,

tedy d’Alembertovo kritérium opět nerozhodne. Je však

n
√

an =
n
√

cos2 πn
3

2
−→

n→∞

1
2

< 1

a daná řada konverguje.

(o) Plat́ı

a2n+1

a2n
=
(

2n + 1
2n

)3

· 1
3

(√
2− 1√
2 + 1

)2n

(
√

2− 1) ,

a2n+2

a2n+1
=
(

2n + 2
2n + 1

)3

· 1
3

(√
2 + 1√
2− 1

)2n+1

(
√

2 + 1)

a odtud lim
n→∞

an+1
an

= +∞ , lim
n→∞

an+1
an

= 0. Na druhé straně je n
√

an =
n√

n3(
√

2+(−1)n)
3
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a odtud lim
n→∞

n
√

an =
√

2+1
3 < 1, tedy daná řada konverguje.

Poznámka: Př́ıklady m)-o) potvrzuj́ı poznámku 2 ze cvičeńı 13, tedy, že Cauchyho
kritérium je silněǰśı. Jeho nevýhoda spoč́ıvá v tom, že se s ńım obt́ıžněji poč́ıtá.

(p) Jestliže si naṕı̌seme několik prvých člen̊u dané řady, dostaneme, že

∞∑
n=1

an =
1
2

+
1

2 · 3
+

1
22 · 3

+
1

22 · 32
+ · · ·+ 1

2k · 3k−1
+

1
2k · 3k

+
1

2k+1 · 3k
+ . . . .

Tedy
a2n

a2n−1
=

1
2n3n

1
2n3n−1

=
1
3

,
a2n+1

a2n
=

1
2n+13n

1
2n3n

=
1
2

a lim
n→∞

an+1
an

= 1
2 < 1. Daná řada konverguje.

(q) Plat́ı n
√

an = x
αn

a tedy pro α = +∞ je řada konvergentńı pro všechna x > 0. Je-li
α = 0, je lim

n→∞
n
√

an = +∞ a řada diverguje pro všechna x > 0. Pro α ∈ (0,+∞) je

lim
n→∞

n
√

an = x
α a řada konverguje pro x ∈ (0, α) a diverguje pro x ∈ (α, +∞).

Vyšetřeńı př́ıpadu x = α je poněkud komplikovaněǰśı a ukážeme zde alespoň nutné
podmı́nky konvergence dané řady. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
α = 1 . Potom je an =

(
1

1+βn

)n

, kde lim
n→∞

βn = 0 . Je-li nyńı βn ≤ 0 pro nekonečně
mnoho index̊u n , je řada divergentńı, poněvadž an ≥ 1 pro nekonečně mnoho index̊u.
K tomu, aby řada konvergovala muśı tedy platit, že βn > 0 ∀n ≥ n0 . Dále muśı platit

lim
n→∞

an = 0 , tedy an =
(

1
1 + βn

)n

= (1 + βn )−n =
{

(1 + βn)
1

βn

}−nβn

−→
n→∞

0 .

Odtud plyne, že lim
n→∞

nβn = +∞ a posloupnost {βn}∞n=1 nesmı́ konvergovat k 0 př́ılǐs

rychle. Může tedy být na př́ıklad βn = n−γ , kde 0 < γ < 1 nebo βn = 1
ln n , po př́ıpadě

βn = 1
ln ln n a podobně. Pro které z těchto hodnot je řada skutečně konvergentńı, je

ovšem otázka, na kterou se pokuśıme odpovědět na konci tohoto paragrafu. (Př. 35a)).
Budeme si však muset k tomu odvodit speciálńı kritérium.

17. Užit́ım cvičeńı 13 rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

(a) an = n
3n/2

[
konverguje , n

√
an −→ 1√

3

]
(b) an = 2n

n10

[
diverguje , n

√
an −→ 2

]
(c) an =

(
10
11

)n · n5
[
konverguje , n

√
an −→ 10

11

]
(d) an =

(
11
10

)n · 1
n5

[
diverguje , n

√
an −→ 11

10

]
(e) an = nα

6n , α ∈ R
[
konverguje , n

√
an −→ 1

6

]
(f) an = n2

(2+ 1
n )n

[
konverguje , n

√
an −→ 1

2

]
(g) an = n5

(
3n+2
4n+3

)n [
konverguje , n

√
an −→ 3

4

]
(h) an =

(
6n+1
5n−3

)n
2 ( 5

6

) 2n
3

[
konverguje , n

√
an −→

(
5
6

)1/6
]

(i) an = nα

[ ln(n+1) ]
n
2

, α ∈ R
[
konverguje , n

√
an −→ 0

]
(j) an = nα qn , 0 < q < 1, α ∈ R

[
konverguje , n

√
an −→ q

]
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(k) an = 3+(−1)n

2n+1

[
konverguje , n

√
an −→ 1

2

]
(l) an = 1

3n−n2

[
konverguje , n

√
an −→ 1

3

]
(m) an = an · bn , a, b > 0

[
konverguje pro ab < 1 , diverguje pro ab ≥ 1 , n

√
an = ab

]
(n) an = arcsinn 1

n

[
konverguje , n

√
an −→ 0

]
(o) an = 1

2n(1+ 1
n )n2

[
diverguje , n

√
an −→ e

2

]
(p) an =

(
an

n+2

)n

, a > 0
[
konverguje pro a < 1 , diverguje pro a ≥ 1 , n

√
an −→ a ;

pro a = 1 ukažte, že an −→ e−2
]

(q) an =
(

n2+5
n2+6

)n3 [
konverguje , n

√
an −→ e−1

]
(r) an = cn

(
n

n+1

)n2

, c > 0
[
konverguje pro c < e , diverguje pro c ≥ e n

√
an −→ c

e ;

pro c = e je lim
n→∞

an =
√

e ; použijte l’Hôspitalova pravidla
]

(s) an =
(
1− 3

n

)n [
diverguje , an −→ e−3

]
(t) an =

(
3n

n+5

)n (
n+2
n+3

)n2 [
diverguje , n

√
an −→ 3e−1

]
(u) an =

(
2n−1
2n+1

)n(n−1) [
konverguje , n

√
an −→ e−1

]
(v) an =

(
n−1
n+1

)n2+4n+5 [
konverguje , n

√
an −→ e−2

]
(w) an = nn+1

(3n2+2n+1)
n+3

2

[
konverguje , n

√
an −→ 1√

3

]
18. Užit́ım cvičeńı 15 rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

an, je-li

(a) an = n
10n+n

[
konverguje , an+1

an
−→ 1

10

]
(b) an = 4n−3√

n·3n

[
konverguje , an+1

an
−→ 1√

3

]
(c) an = n2 sin π

2n

[
konverguje , an+1

an
−→ 1

2 ; užijte odhadu sin t ≤ t , ∀ t ∈ 〈0,+∞)
]

(d) an = (2n−1)!!
3n·n!

[
konverguje , an+1

an
−→ 2

3

]
(e) an = (2n)!

(n!)2

[
diverguje , an+1

an
−→ 4

]
(f) an = (3n)!

(n!)3·43n

[
konverguje , an+1

an
−→

(
3
4

)3]
(g) an = n!(2n+1)!

(3n)!

[
konverguje , an+1

an
−→ 4

27

]
(h) an = n!

nn

[
konverguje , an+1

an
−→ 1

e

]
(i) an = nn

2n·n!

[
diverguje , an+1

an
−→ e

2

]
(j) an = nn

3n·n!

[
konverguje , an+1

an
−→ e

3

]
(k) an = nn

(n!)2

[
konverguje , an+1

an
−→ 0

]
(l) an = (nx)n

n! , x > 0
[
konverguje pro x < 1

e , diverguje pro x ≥ 1
e

an+1
an

−→ xe ;

př́ıpad x = e−1 rozhodneme později Raabeovým kritériem
]
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(m) an = 2·5...(3n−1)
1·5...(4n−3)

[
konverguje , an+1

an
−→ 3

4

]
(n) an = 2·5...(3n+2)

2n(n+1)!

[
diverguje , an+1

an
−→ 3

2

]
(o) an = (2n+1)!!

1·4...(3n+1)

[
konverguje , an+1

an
−→ 2

3

]
(p) an = 4·7·10...(3n+1)

2·6·10...(4n−2)

[
konverguje , an+1

an
−→ 3

4

]
(q) an = 2·5·8...(3n−1)

1·6·11...(5n−4)

[
konverguje , an+1

an
−→ 3

5

]
(r) an =

(√
2− 3

√
2
) (√

2− 5
√

2
)
. . .
(√

2− 2n+1
√

2
) [

konverguje , an+1
an

−→
√

2− 1
]

19. Necht’ an > 0 , an+1 ≤ an pro všechna n ∈ N a bud’ lim
n→∞

a2n

an
= q. Potom řada

∞∑
n=1

an

konverguje pro q < 1
2 a diverguje pro q > 1

2 .

Důkaz: Posloupnost
{

a2k+1

a2k

}∞
k=1

je vybraná posloupnost z posloupnosti
{

a2n

an

}∞
n=1

. Odtud

plyne, že lim
k→∞

a2k+1

a2k
= q a dále lim

k→∞

2k+1a2k+1

2ka2k
= 2q. Je-li q < 1

2 (resp. q > 1
2 ), pak řada

∞∑
k=1

2ka2k konverguje (resp. diverguje). Protože řada
∞∑

n=1
an splňuje předpoklady cvičeńı 3.,

je řada
∞∑

n=1
an konvergentńı (resp. divergentńı).

20. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy, f nerostoućı funkce na intervalu 〈1,+∞) taková, že

f(n) = an pro všechna n ∈ N. Potom řada
∞∑

n=1
an konverguje právě když konverguje integrál

∞∫
1

f(x) dx (Cauchyho integrálńı kritérium).

Důkaz: Vzhledem k monotonnosti funkce f plat́ı, že

ak+1 ≤ f(x) ≤ ak pro x ∈ 〈k, k + 1〉 a ∀ k ∈ N.

Tedy

ak+1 ≤
k+1∫
k

f(x) dx ≤ ak ∀ k ∈ N

a sečteńım pro k = 1, 2, . . . , n dostaneme

a2 + a3 + · · ·+ an+1 = sn+1 − a1 ≤
n+1∫
1

f(x) dx ≤ sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

Označme F (u) =
u∫
1

f(x) dx. Protože plat́ı f(x) ≥ 0, je funkce F (u) neklesaj́ıćı. Odtud plyne

existence lim
u→∞

F (u) =
∞∫
1

f(x) dx.

Je-li
∞∫
1

f(x) dx = +∞, pak

lim
n→∞

F (n + 1) = lim
n→∞

n+1∫
1

f(x) dx = +∞,
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a tedy lim
n→∞

sn = +∞.

Je-li
∞∫
1

f(x) dx = A ∈ 〈0,+∞), je posloupnost {sn} neklesaj́ıćı, shora omezená a tedy kon-

vergentńı. Dále plat́ı

∞∫
1

f(x) dx ≤ s = lim
n→∞

sn =
∞∑

n=1

an ≤ a1 +

∞∫
1

f(x) dx.

Poznámka: Stač́ı, když je funkce f nerostoućı a nezáporná na 〈n0,+∞) pro jisté n0 ∈ N.
Tato podmı́nka je ekvivalentńı s t́ım, že f(x+n0− 1) je nezáporná a nerostoućı na 〈1,+∞).

Podle předchoźıho cvičeńı řada
∞∑

n=n0

an =
∞∑

n=1
an+n0−1 konverguje právě když konverguje

∞∫
1

f(x + n0 − 1) dx =

∞∫
n0

f(x) dx, kde an = f(n) ∀n ≥ n0.

Řady
∞∑

n=1
an a

∞∑
n=n0

an konverguj́ı nebo diverguj́ı současně.

21. Pomoćı předchoźıho cvičeńı rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

a) an =
1

nα lnβ n
, n ≥ 2, α, β ∈ R b) an =

1
n(lnn)α(ln lnn)β

, n ≥ 3, α, β ∈ R

c) an =
arcsin n−1

n+1

n
√

ln(n + 1)
d) an =

ln
(
1 + 3+(−1)narctg 2n

n

)
ln2 n

, n ≥ 2

e) an = n2e−
√

n f) an = (3n + n3)e−
√

n lnn

g) an =
1√
n

ln
n + 1
n− 1

, n ≥ 2 h) an =
1
3
√

n
ln
(

1 +
1√

n + 1

)

Řešeńı:

(a) (i) Bud’ α ≤ 0. Potom je nα ≤ 1, tedy 1
nα ≥ 1 a odtud an ≥ 1

lnβ n
. Podle př́ıkladu 2k)

řada
∞∑

n=2

1
lnβ n

diverguje a diverguje i řada
∞∑

n=2
an.

(ii) Necht’ α > 0 a položme f(x) = 1
xα lnβ x

. Potom je

f ′(x) = − α

xα+1 lnβ x
− β

xα+1 lnβ+1 x
= − 1

xα+1 lnβ x

(
α +

β

lnx

)
.

Vzhledem k tomu, že lim
x→∞

β
ln x = 0, je f ′(x) < 0 pro dostatečně veliká x a f je tedy

klesaj́ıćı. Jestliže dále zavedeme substituci ln x = t, je

∞∫
2

dx

xα lnβ x
=

∞∫
ln 2

t−βe(1−α)tdt.
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Tento integrál konverguje pro α > 1 a diverguje pro α < 1. Je-li α = 1, pak integrál
∞∫

ln 2

dt
tβ konverguje pro β > 1.

Výsledně dostáváme, že řada
∞∑

n=1
an konverguje pro α > 1 a libovolné β; je-li α = 1,

pak konverguje pro β > 1. Pro všechny ostatńı hodnoty α , β řada diverguje.

(b) Polož́ıme-li f(x) = 1
x lnα x lnβ ln x

, je

f ′(x) = − 1
x2 lnα x lnβ lnx

− α

x2 lnα+1 x lnβ lnx
− β

x2 lnα+1 x lnβ+1 lnx
=

= − 1
x2 lnα x lnβ lnx

{
1 +

α

lnx
+

β

lnx ln lnx

}
< 0

o všechna dostatečně veliká x. Dále je

∞∫
3

dx

x lnα x lnβ lnx
=

∞∫
ln 3

dt

tα lnβ t
,

zavedeme-li substituci lnx = t. To je však integrál z předchoźıho př́ıkladu, tedy daná
řada konverguje pro α > 1 a libovolné β a je-li α = 1, konverguje pro β > 1. Ve všech
ostatńıch př́ıpadech diverguje.

(c) Podle poznámky (3) k cvičeńı 1.9e) plat́ı pro n ≥ 2

an ≥
n− 1
n + 1

· 1
n
√

ln(n + 1)
≥ 1

3n
√

ln(n + 1)
≥ 1

3(n + 1)
√

ln(n + 1)
.

Řada
∞∑

n=1

1

(n+1)
√

ln(n+1)
diverguje podle cvičeńı a)

(
α = 1 , β = 1

2

)
, tedy daná řada

diverguje.

(d) Užit́ım odhadu ln(1 + t) ≤ t pro ∀ t ≥ 0 dostaneme

an ≤
3 + (−1)narctg 2n

n ln2 n
≤

3 + π
2

n ln2 n
.

Řada
∞∑

n=2

1
n ln2 n

konverguje podle cvičeńı a) (α = 1 , β = 2) a tedy daná řada konver-

guje.

(e) Označme f(x) = x2e−
√

x. Potom plat́ı

f ′(x) =
(

2x− x
√

x

2

)
e−

√
x =

1
2
x(4−

√
x)e−

√
x < 0 pro x > 16.

Pro integrál
∞∫
1

f(x) dx plat́ı
∞∫
1

x2e
√

x dx = 2
∫ ∞

1

t5e−t dt,

zavedeme-li substituci
√

x = t. Integrál
∞∫
1

t5e−t dt konverguje a konverguje tedy i daná

řada.

(f) Užit́ım odhadu ln n ≤ n dostaneme

an ≤ n(3n + n3)e−
√

n ≤ 2n4e−
√

n pro ∀n ≥ 2.
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Analogicky jako v předchoźım př́ıkladu polož́ıme-li f(x) = 2x4e−
√

x, plat́ı
f ′(x) = x3(8−

√
x)e−

√
x a f ′(x) < 0 pro x > 64. Stejně tak

2

∞∫
1

x4e−
√

x dx = 4

∞∫
1

t9e−t dt

a poněvadž tento integrál konverguje, konverguje i daná řada.

Poznámka: V př́ıkladech e) a f) jsme se setkali s problémem zjǐstěńı konvergence

integrálu
∞∫
1

tne−t dt pro n ∈ N. Jestliže využijeme znalosti Γ−funkce, můžeme psát

okamžitě
∞∫
1

tne−t dt ≤
∞∫
0

tne−t dt = Γ(n + 1) = n!.

O konvergenci daného integrálu se však můžeme přesvědčit rovnou integraćı per partes,
jestliže si odvod́ıme rekurentńı formuli

In =

∞∫
1

tne−t dt = e−1 + nIn−1 a odtud In = e−1
n∑

k=0

k!
(

n

k

)
.

(g) Položme f(x) = 1√
x

ln x+1
x−1 . Potom je

f ′(x) = − 1
2x
√

x
ln

x + 1
x− 1

− 2√
x(x2 − 1)

< 0 pro ∀x ≥ 2,

tedy f je klesaj́ıćı funkce. Dále

∞∫
2

1√
x

ln
x + 1
x− 1

dx =

∣∣∣∣∣ u′ = 1√
x

v = ln x+1
x−1

u = 2
√

x v′ = − 2
x2−1

∣∣∣∣∣ =
= 2

√
x ln

x + 1
x− 1

∣∣∣∣∞
2

+ 4

∞∫
2

√
x dx

x2 − 1
= −2

√
2 ln 3 + 4

∞∫
2

√
x dx

x2 − 1
,

nebot’ lim
x→∞

√
x ln x+1

x−1 = 0. To plyne z nerovnosti

0 ≤
√

x ln
x + 1
x− 1

=
√

x ln
(

1 +
2

x− 1

)
≤ 2

√
x

x− 1
pro x > 1.

Integrál
∞∫
2

√
x

x2−1 dx vypočteme substitućı
√

x = t. Tento integrál konverguje, poněvadž

v jediném kritickém bodě x = +∞ tohoto integrálu plat́ı lim
x→∞

( √
x

x2−1 : 1
x3/2

)
= 1

a
∞∫
2

dx
x3/2 =

√
2. Odtud plyne, že

∞∫
2

1√
x

ln x+1
x−1 dx konverguje a konverguje tedy i daná

řada
∞∑

n=2
an.

(h) Plat́ı

an ≥
1

3
√

n + 1
ln
(

1 +
1√

n + 1

)
a položme f(x) =

1
3
√

x + 1
ln
(

1 +
1√

x + 1

)
.
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Potom je f(x) = g
(

1
6√x+1

)
, kde g(t) = t2 ln(1 + t3). Protože g je rostoućı v (0, 1)

a t = 1
6√x+1

klesaj́ıćı v (0,+∞), je f klesaj́ıćı funkce v (0,+∞). Dále funkce ln(1 + t)

je konkávńı v intervalu 〈0, 1〉 a tedy pro t ∈ 〈0, 1〉 plat́ı ln(1 + t) ≥ t ln 2. Odtud

∞∫
1

1
3
√

x + 1
ln
(

1 +
1√

x + 1

)
dx ≥ ln 2

∞∫
1

(x + 1)−
5
6 dx = ln 2

[
6(x + 1)

1
6

]∞
1

= +∞.

Integrál diverguje a tedy diverguje i daná řada.

Poznámky: (i) Konvergenci řady
∞∑

n=2
an z př́ıkladu 21g) můžeme dokázat podstatně

rychleji využit́ım cvičeńı 6. Poněvadž je

an ≤
1√
n

ln
(

1 +
2

n− 1

)
≤ 2√

n(n− 1)
pro ∀n ≥ 2,

stač́ı volit bn = 1
n3/2 a výsledek dostaneme rovnou. Tento postup plat́ı obecně. Konver-

genci řady
∞∑

n=1
an , an ≥ 0, vyšetř́ıme nejjednodušeji tak, že členy řady

∞∑
n=1

an odhad-

neme shora nebo zdola členy řady tvaru
∞∑

n=1

1
nα ,

∞∑
n=1

1
n lnα n ,

∞∑
n=1

1
n ln n lnα ln n , . . . , které

podle Cauchyho integrálńıho kritéria nebo cvičeńı 3. konverguj́ı právě když α > 1.
Př́ımo takto byly řešeny př́ıklady 21c), d) a v podstatě i h):

an =
1
3
√

n
ln
(

1 +
1√

n + 1

)
≥ 1

3
√

n + 1
ln
(

1 +
1√

n + 1

)
≥ ln 2

(n + 1)
5
6

a řada
∞∑

n=1

ln 2
(n+1)5/6 = ln 2

∞∑
n=2

1
n5/6 diverguje.

Pokud jde o př́ıklady 21e) a f), stač́ı uvážit, že podle 2.2.7h) (Sem. z mat. analýzy I.)
je lim

n→∞
ln2 n

n = 0, tj. existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ≥ n0 je

ln2 n

n
≤ 1

36
⇐⇒ −6 ln n ≥ −

√
n ⇐⇒ e−

√
n ≤ 1

n6
.

Tedy v 21e) an ≥ 1
n4 pro n ≥ n0, v 21f) an ≤ 2

n2 pro n ≥ n0, a obě řady
∞∑

n=1

1
n4 i

∞∑
n=1

2
n2

konverguj́ı.

Ještě naznač́ıme d̊ukaz 21a): Je-li α = 1, pak řada
∞∑

n=2

1
nα lnβ n

=
∞∑

n=2
an konverguje

právě když β > 1. Je-li α > 1, pak

an ≤
1

n
1+α

2

⇐⇒ 1

n
α−1

2 lnβ n
=

[
ln−

2β
α−1 n

n

]α−1
2

≤ 1,

což plat́ı pro všechna n > n0, nebot’ podle cvičeńı 2.2.7h) je lim
n→∞

lnp n
n = 0 pro všechna

p ∈ R. Je-li α < 1, pak ze stejných d̊uvod̊u an ≥ 1

n
1+α

2
pro n > n0. Řada

∞∑
n=1

1

n
1+α

2

konverguje pro α > 1 a diverguje pro α < 1.

(ii) Jaký je vztah mezi kritérii ze cvičeńı 9 a 20? Bud’ f nezáporná a nerostoućı na

〈1,∞) , an = f(n). Ze cvičeńı 9 a 20 plyne, že řada
∞∑

n=1
2n a2n konverguje právě když
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konverguje integrál
∞∫
1

f(x) dx. Zdálo by se tedy, že obě kritéria jsou stejně účinná.

(Samozřejmě se může stát, že nerozhodneme o konvergenci
∞∑

n=1
2n a2n nebo

∞∫
1

f(x) dx.)

Integrálńı kritérium je však silněǰśı z toho zvláštńıho d̊uvodu, že se v něm nav́ıc už́ıvá
pojmu integrálu. Bud’

f(x) =
1
x

pro x ∈ 〈1, 2〉 ,

f(x) =
1

x log2 x
pro x ∈ 〈2, 22〉,

f(x) =
1

x log2 x log2 log2 x
pro x ∈ 〈22, 222

〉,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(x) =
1

x log2 x . . . (log2 . . . log2 x)︸ ︷︷ ︸
k−krát

pro x ∈ 〈uk, uk+1〉 , k ∈ N,

kde u0 = 1 , uk = 2uk−1 , k ∈ N. Potom je f spojitá, kladná a klesaj́ıćı na 〈uk−1, uk〉
pro každé k ∈ N, tedy f je spojitá, kladná a klesaj́ıćı v celém intervalu 〈0,∞). Bud’
n ∈ 〈uk−1, uk〉 , k ∈ N. Potom je 2n ∈ 〈uk, uk+1〉 a

2n a2n =
2n

2n log2 2n . . . (log2 . . . log2 2n)︸ ︷︷ ︸
k−krát

=
1

n . . . (log2 . . . log2 n)︸ ︷︷ ︸
(k−1)−krát

= an.

Tedy
∞∑

n=1
2n a2n =

∞∑
n=1

an a kritérium z cvičeńı 9 o konvergenci řady
∞∑

n=1
an nerozhodne.

Plat́ı však
2∫

1

f(x) dx =

2∫
1

dx

2
= ln 2 ,

uk+1∫
uk

f(x) dx =

∣∣∣∣∣ t = log2 x, x = 2t

t ∈ 〈uk−1, uk〉, dx = 2t ln 2 dt

∣∣∣∣∣ = ln 2

uk∫
uk−1

f(t) dt.

Tedy
∞∫
1

f(x) dx =
∞∑

k=1

uk∫
uk−1

f(x) dx =
∞∑

k=1

bk

a řada
∞∑

k=1

bk konverguje podle cvičeńı 15, protože bk+1
bk

= ln 2 < 1. Podle Cauchyho

integrálńıho kritéria je tedy řada
∞∑

n=1
an konvergentńı.

22. Pomoćı cvičeńı 20 rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

(a) an = 1
(n ln n)α , n ≥ 2, α ∈ R [ konverguje pro α > 1]

(b) an = 1
n lnα n , n ≥ 2, α ∈ R [ konverguje pro α > 1]

(c) an = ln n
4√

n5
[ konverguje; ve cvičeńıch a)-c) využijte cvičeńı 21a) ]
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(d) an = n2e−n

[
konverguje; vypočtěte

∞∫
1

x2e−x dx;

můžete též použ́ıt cvičeńı 13 nebo 15]

(e) an = e−
3√n

[
konverguje; vypočtěte

∞∫
1

x2e−x dx

]
(f) an = arctg

√
n+2

n ln2(n+1)

[
konverguje; využijte odhadu arctg t ≤ π

2 ∀ t ∈ R
]

23. Bud’te an, cn > 0 pro ∀n ∈ N a předpokládejme, že řada
∞∑

n=1

1
cn

diverguje. Utvořme posloup-

nost αn = cn
an

an+1
−cn+1. Jestliže existuje index n0 a č́ıslo q > 0 tak, že αn ≥ q pro ∀n ≥ n0,

je řada
∞∑

n=1
an konvergentńı. Je-li αn ≤ 0 pro ∀n ≥ n0, je řada

∞∑
n=1

an divergentńı (Kum-

merovo kritérium).

Důkaz: Můžeme předpokládat, že n0 = 1 a necht’

1) αn ≥ q, tj. cnan − cn+1an+1 ≥ q an+1 > 0. Tedy posloupnost {cnan} je klesaj́ıćı a necht’

ancn −→
n→∞

d . Potom je řada
∞∑

n=1
(cnan−cn+1an+1) podle cvičeńı 1.2 konvergentńı se součtem

c1a1 − d . Podle cvičeńı 1 konverguje i řada
∞∑

n=1
qan+1, tedy i p̊uvodńı řada.

2) Necht’ plat́ı αn ≤ 0 pro ∀n ∈ N, tedy cn
an

an+1
−cn+1 ≤ 0. To však znamená, že an+1

an
≥

1
cn+1

1
cn

a podle třet́ıho srovnávaćıho kritéria (cvičeńı 8) je řada
∞∑

n=1
an divergentńı.

Poznámky: (i) Jak ukazuje d̊ukaz cvičeńı 23, v prvé části tvrzeńı nepotřebujeme divergenci

řady
∞∑

n=1

1
cn

. tedy pokud pro posloupnost {cn} kladných č́ısel plat́ı

αn = cn
an

an+1
− cn+1 ≥ q > 0,

je řada
∞∑

n=1
an konvergentńı. Pro druhou část tvrzeńı je však divergence řady

∞∑
n=1

1
cn

pod-

statná. Jestliže zvoĺıme např. cn = n2 , an = 1
n2 , je αn = cn

an

an+1
− cn+1 = 0 , i když řada

∞∑
n=1

1
n2 konverguje.

(ii) Bud’ cn > 0 , n ∈ N a necht’ řada
∞∑

n=1

1
cn

diverguje. Kummerovo kritérium pro posloupnost

{cn} budeme značit K(cn). Jaké vlastnosti muśı mı́t posloupnost {cn}, aby kritérium K(cn)

rozhodlo o konvergenci některých známých řad? Aby K(cn) rozhodlo o divergenci řady
∞∑

n=1
1,

muśı být αn = cn − cn+1 ≤ 0 , ∀n ≥ n0, tj. {cn} muśı být neklesaj́ıćı (poč́ınaje některým
členem), cn

cn+1
≤ 1 pro n ≥ n0. Necht’ existuje č́ıslo p ∈ (0, 1) tak, že cn

cn+1
≤ p pro nekonečně

mnoho index̊u n ∈ N. Pak Kummerovo kritérium K(cn) nerozhodne o konvergenci žádné

řady
∞∑

n=1
qn , q ∈ (p, 1), nebot’

αn = cn
qn

qn+1
− cn+1 = cn+1

(
cn

cn+1
· 1
q
− 1
)
≤ cn+1

(
p

q
− 1
)

< 0
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pro nekonečně mnoho n ∈ N. Aby kritérium K(cn) rozhodlo o konvergenci každé řady
∞∑

n=1
qn , q > 0 , muśı platit lim

n→∞
cn

cn+1
= 1. Budeme-li hledat cn ve tvaru cn = nα , α ∈ R,

pak všechny podmı́nky plat́ı pro α ∈ 〈0, 1〉. Pro α = 0, tj. cn = 1 ∀n ∈ N, plat́ı

αn =
an

an+1
− 1 ≥ q ⇐⇒ an+1

an
≤ 1

1 + q
< 1 pro q > 0,

αn =
an

an+1
− 1 ≤ 0 ⇐⇒ an+1

an
≥ 1.

Tedy Kummerovo kritérium K(1) z cvičeńı 23 rozhodne o konvergenci stejných řad jako
d’Alembertovo kritérium ze cvičeńı 14. Ř́ıkáme, že tato kritéria jsou ekvivalentńı. Obecněǰśı
tvrzeńı je ve cvičeńı 27. Př́ıpad α = 1, tj. cn = n ∀n ∈ N vyšetř́ıme ve cvičeńıch 25 a 26?.

24. Bud’te an a cn jako ve cvičeńı 23. Potom plat́ı

a) Je-li lim inf
n→∞

(
cn

an

an+1
− cn+1

)
> 0, je řada

∞∑
n=1

an konvergentńı;

b) Je-li lim sup
n→∞

(
cn

an

an+1
− cn+1

)
< 0, je řada

∞∑
n=1

an divergentńı.

( Limitńı Kummerovo kritérium )

Důkaz: a) Necht’ lim
n→∞

(
cn

an

an+1
− cn+1

)
= p > 0 a zvolme č́ıslo q libovolně, ale pevně tak,

že p > q > 0. Potom existuje index n0 tak, že pro ∀n ≥ n0 plat́ı

cn
an

an+1
− cn+1 ≥ q > 0

a podle cvičeńı 23 řada
∞∑

n=1
an konverguje.

b) Je-li lim
n→∞

(
cn

an

an+1
− cn+1

)
< 0, pak existuje index n0 tak, že pro ∀n ≥ n0 plat́ı

cn
an

an+1
− cn+1 ≤ 0

a opět podle cvičeńı 23 řada
∞∑

n=1
an diverguje.

25. Bud’
∞∑

n=1
an řada s kladnými členy. Potom plat́ı

a) Jestliže existuje index n0 a č́ıslo q > 0 tak, že pro ∀n ≥ n0 je

n

(
an

an+1
− 1
)
≥ q + 1,

je řada
∞∑

n=1
an konvergentńı.

b) Je-li

n

(
an

an+1
− 1
)
≤ 1 pro ∀n ≥ n0,
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je řada
∞∑

n=1
an divergentńı. (Raabeho kritérium).

Důkaz: Položme cn = n. Potom je řada
∞∑

n=1

1
n divergentńı podle cvičeńı 1.14b) a

αn = cn
an

an+1
− cn+1 = n

an

an+1
− n− 1 = n

(
an

an+1
− 1
)
− 1.

Tvrzeńı nyńı plyne okamžitě z cvičeńı 23.

26. Bud’
∞∑

n=1
an řada s kladnými členy. Potom plat́ı:

a) Je-li lim inf
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

> 1, je řada
∞∑

n=1

an konvergentńı.

b) Je-li lim sup
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

< 1, je řada
∞∑

n=1

an divergentńı.

( Raabeho limitńı kritérium ).

Důkaz: Provede se analogicky jako u cvičeńı 23.

Poznámka: Bud’ cn > 0 ∀n ∈ N ,
∞∑

n=1

1
cn

divergentńı. Označme M(cn) množinu všech řad
∞∑

n=1
an , o jejichž konvergenci lze rozhodnout pomoćı Kummerova kritéria K(cn), tj.

M(cn) =

{ ∞∑
n=1

an ; ∃n0 ∈ N :
(
∀n ≥ n0 : αn = cn

an

an+1
− cn+1 ≤ 0

)}
∪

∪

{ ∞∑
n=1

an ; ∃n0 ∈ N : (∃ q > 0;∀n ≥ n0 : αn ≥ q)

}
.

Bud’te {cn} a {dn} dvě posloupnosti kladných č́ısel takové, že
∞∑

n=1

1
cn

=
∞∑

n=1

1
dn

= +∞.

Ř́ıkáme, že kritérium K(dn) neńı slabš́ı (resp. je silněǰśı) než kritérium K(cn), jestliže
M(cn) ⊂ M(dn) (resp. M(cn) ⊂ M(dn) , M(dn) − M(cn) 6= ∅). Jestliže M(cn) = M(dn),
pak ř́ıkáme, že kritéria K(cn) a K(dn) jsou ekvivalentńı. Tyto pojmy se použ́ıvaj́ı nejen pro
Kummerova kritéria.

27. Kummerova kritéria K(cn) a K(dn) jsou ekvivalentńı právě když existuje č́ıslo A > 0 tak,
že cn = Adn pro všechna n ≥ n0.

Důkaz: Je vidět, že uvedená podmı́nka je postačuj́ıćı.

Naopak: jsou-li kritéria K(cn) a K(dn) ekvivalentńı, pak z K(dn) plyne divergence řady
∞∑

n=1

1
cn

, tj.

dn ·
1
cn

1
cn+1

− dn+1 = dn
cn+1

cn
− dn+1 ≤ 0 pro n ≥ n1,

cn+1

dn+1
≤ cn

dn
pro n ≥ n1.

Protože z K(cn) plyne divergence řady
∞∑

n=1

1
dn

, je také dn+1
cn+1

≤ dn

cn
pro n ≥ n2 tj. cn

dn
= A > 0

pro n ≥ n0 = max{n1, n2}.
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Poznámka: Všiměte si, že v d̊ukazu už́ıváme jen to, že

Md(cn) =

{ ∞∑
n=1

an : ∃n0 ∀n ≥ n0 , αn = cn
an

an+1
− cn+1 ≤ 0

}
= Md(dn).

Kdyby kritéria K(cn) a K(dn) dokazovala jen konvergenci stejných řad (tj. Mk(ck) =

= Mk(dn)), bude podmı́nka d́ıky libovolnosti konstanty q > 0 slabš́ı: pokud 0 < α ≤ cn

dn
≤ β

pro n ≥ n0, pak stač́ı

cn+1

dn+1
− cn

dn
= o

(
1
dn

)
pro n →∞, tj. lim

n→∞
dn

(
cn+1

dn+1
− cn

dn

)
= 0.

28. Bud’te α1, α2 ∈ 〈0, 1〉, α1 < α2. Pak je kritérium K (nα1) slabš́ı než kritérium K (nα2) .
Speciálně (α1 = 0, α2 = 1) Raabeho kritérium je silněǰśı než d’Alembertovo.

Důkaz: Necht’ αn = nα1 an

an+1
− (n + 1)α1 ≥ q > 0 pro n ≥ n0. Potom

nα2
an

an+1
−(n+1)α2 = nα2−α1

{
nα1

an

an+1
− (n + 1)α1

}
+
(

n + 1
n

)α1−α2

(n+1)α2−(n+1)α2 ≥

≥ qnα2−α1 +
(n + 1)α2

n
·
(
1 + 1

n

)α1−α2 − 1
1
n

≥ qnα2−α1 − 2(α2 − α1)nα2−1

pro n ≥ n0, nebot’

lim
n→∞

(
n + 1

n

)α2

·
(
1 + 1

n

)α2−α1 − 1
1
n

= α2 − α1 < 0

( uvažte spojitost funkce xα1−α2 a derivaci funkce xα1−α2 v bodě x0 = 1 ). Odtud

lim
n→∞

{
nα1

an

an+1
− (n + 1)α1

}
= +∞

a podle cvičeńı 24 řada
∞∑

n=1
an konverguje.

Je-li pro n ≥ n0

an

an+1
≥
(

n

n + 1

)α1

, pak také
an

an+1
≥
(

n

n + 1

)α2

, nebot’
(

n

n + 1

)α1

≥
(

n

n + 1

)α2

pro n ∈ N. Bud’ α ∈ 〈0, 1〉 a užijme kritéria K(nα) na řadu
∞∑

n=1

1
nβ , β ∈ 〈0, 1〉. Je-li β ≤ α,

pak

αn = nα

(
n + 1

n

)β

− (n + 1)α ≤ 0

pro všechna n ∈ N, tedy řada
∞∑

n=1

1
nβ diverguje podle K(nα), je-li β > α, pak

αn = nα−β(n + 1)β − (n + 1)α > 0 pro n ∈ N, ale

lim
n→∞

αn = lim
n→∞

(n + 1)α

n
·
(
1 + 1

n

)β−α − 1
1
n

= 0 · (β − α) = 0,

tedy kritériem K(nα) nelze o konvergenci řady
∞∑

n=1

1
nβ rozhodnout.
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29. Bud’
∞∑

n=1
an řada s kladnými členy. Potom plat́ı:

a) Je-li lim
n→∞

lnn

{
n

(
an

an+1
− 1
)
− 1
}

> 1, je řada
∞∑

n=1

an konvergentńı .

b) Je-li lim
n→∞

lnn

{
n

(
an

an+1
− 1
)
− 1
}

< 1, je řada
∞∑

n=1

an divergentńı .

(Bertrandovo kritérium).

Důkaz: Jestliže ve cvičeńı 24 zvoĺıme c1 = 1 , cn = n lnn pro n ≥ 2, je řada 1 +
∞∑

n=2

1
n ln n

divergentńı podle cvičeńı 20. K d̊ukazu chceme použ́ıt cvičeńı 24, vyjádř́ıme si tedy

cn
an

an+1
− cn+1 = n lnn

an

an+1
− (n + 1) ln(n + 1) = lnn

{
n

(
an

an+1
− 1
)
− 1
}

+

+(n + 1) lnn− (n + 1) ln(n + 1) = lnn

{
n

(
an

an+1
− 1
)
− 1
}
− ln

(
1 +

1
n

)n+1

.

a tvrzeńı plyne z cvičeńı 24 poněvadž je lim
n→∞

ln
(
1 + 1

n

)n+1 = ln e = 1.

30. Bud’
∞∑

n=1
an řada s kladnými členy a necht’

an

an+1
= α +

β

n
+

γn

n1+ε
,

kde α, β ∈ R, ε > 0 jsou pevná a {γn} je omezená posloupnost. Potom plat́ı:

a) Pro α > 1 daná řada konverguje, pro α < 1 diverguje.

b) Je-li α = 1, pak pro β > 1 řada konverguje, pro β ≤ 1 diverguje.

(Gaussovo kritérium)

Důkaz: Je lim
n→∞

an

an+1
= α a tvrzeńı a) plyne z cvičeńı 15.

Je-li α = 1, pak

n

(
an

an+1
− 1
)

= β +
γn

nε
a tedy lim

n→∞
n

(
an

an+1
− 1
)

= β.

Př́ıpad β > 1 a β < 1 plyne nyńı z cvičeńı 26.

Je-li α = β = 1, potom

n

(
an

an+1
− 1
)

= 1 +
γn

nε
a odtud lnn

{
n

(
an

an+1
− 1
)
− 1
}

=
γn lnn

nε
.

Podle cvičeńı 2.2.7h) (Sem. z mat. analýzy I.) je lim
n→∞

γn ln n
nε = 0 a zbývaj́ıćı část tvrzeńı

plyne ze cvičeńı 29.
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31. Bud’ cn > 0 a necht’ řada
∞∑

n=1

1
cn

diverguje. Označme dn = cn

n∑
k=1

1
ck

. Potom řada
∞∑

n=1

1
dn

diverguje a kritérium K(dn) je silněǰśı než kritérium K(cn).

Důkaz: Řada
∞∑

n=1

1
dn

=
∞∑

n=1


1
cn

n∑
k=1

1
ck


diverguje podle cvičeńı 10b) pro α = 1. Necht’ cn

an

an+1
− cn+1 ≥ q > 0 pro n ≥ n0. Pak

dn
an

an+1
− dn+1 = cn

an

an+1

n∑
k=1

1
ck
− cn+1

n+1∑
k=1

1
ck

=
(

cn
an

an+1
− cn+1

) n∑
k=1

1
ck
− 1 ≥

≥ q
n∑

k=1

1
ck
− 1 pro n ≥ n0.

Jelikož lim
n→∞

(
q

n∑
k=1

1
ck
− 1
)

= +∞, plyne odtud, že

lim
n→∞

(
dn

an

an+1
− dn+1

)
= +∞, a tedy dn

an

an+1
− dn+1 ≥ q′ > 0 pro n ≥ n′0.

Pro všechna n ∈ N plat́ı

dn

dn+1
=

cn

n∑
k=1

1
ck

cn+1

n+1∑
k=1

1
ck

<
cn

cn+1
.

Z nerovnosti
an+1

an
≥ cn

cn+1
⇐⇒ cn

an

an+1
− cn+1 ≤ 0 tedy plyne

an+1

an
≥ dn

dn+1
.

Proto
dn

an

an+1
− dn+1 < 0 jakmile cn

an

an+1
− cn+1.

Kritérium K(dn) samozřejmě rozhodne o divergenci řady
∞∑

n=1

1
dn

. Ale

cn

1
dn

1
dn+1

− cn+1 = cn
dn+1

dn
− cn+1 = cn+1


n+1∑
k=1

1
ck

n∑
k=1

1
ck

− 1

 =
1

n∑
k=1

1
ck

−→
n→∞

0

a tedy K(cn) o konvergenci řady
∞∑

n=1

1
dn

nerozhodne.

Poznámka: Pomoćı cvičeńı 31 lze vytvářet stále silněǰśı Kummerova kritéria např.

K(1) , K(n) , K

(
n

n∑
k=1

1
k

)
(všiměte si, že toto kritérium je takřka ekvivalebntńı s kritériem K(n lnn), což je Bertrandovo
kritérium) atd. Bohužel, č́ım silněǰśı Kummerovo kritérium máme, t́ım h̊uře se ověřuj́ı jeho
předpoklady. Praktický význam maj́ı pouze tři kritéria z této skupiny a sice d’Alembertovo,
Raabeho a Gaussovo.
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32. Pomoćı cvičeńı 26 nebo 30 rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

a) an =

√
n!(

a +
√

1
) (

a +
√

2
)
. . . (a +

√
n)

, a > 0 ;

b) an =
ln 2 ln 3 . . . ln(n + 1)

ln(2 + a) ln(3 + a) . . . ln(n + 1 + a)
, a > 0 ;

c) an =
a(a + d)(a + 2d) . . . {a + (n− 1)d}
b(b + d)(b + 2d) . . . {b + (n− 1)d}

, a, b, d > 0 ;

d) an =
1 · 4 . . . (3n− 2) · 2 · 5 . . . (3n + 2)

n! (n + 1)! an
, a > 0 ;

e) an =
α(α + 1) . . . (α + n− 1) β(β + 1) . . . (β + n− 1)

γ(γ + 1) . . . (γ + n− 1)
xn , α, β, γ, x > 0 ;

f) an =
n!xn

(x + α1)(2x + α2) . . . (nx + αn)
, x, αn > 0 , αn −→

n→∞
α ;

g) an =
[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]p

, p ∈ R ; h) an =
[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]p 1
nq

, p, q ∈ R ;

i) an =
n!n−p

q(q + 1) . . . (q + n)
, q > 0, p ∈ R ;

j) an =
[
p(p + 1) . . . (p + n− 1)
q(q + 1) . . . (q + n− 1)

]α

, p, q > 0, α ∈ R ;

k) an = (2−
√

a)(2− 3
√

a) . . . (2− n
√

a) , a > 0 ;

l) an =
(n + 1)!

β(β + 1) . . . (β + n)nα
; β > 0, α ∈ R .

Řešeńı:

(a) Je
an

an+1
=

a +
√

n + 1√
n + 1

= 1 +
a√

n + 1

a odtud

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
n→∞

an√
n + 1

= +∞.

Daná řada tedy konverguje.

(b) Je an

an+1
= ln(n+2+a)

ln(n+2) a odtud

n

(
an

an+1
− 1
)

= n
ln(n + 2 + a)− ln(n + 2)

ln(n + 2)
=

n ln
(
1 + a

n+2

)
ln(n + 2)

≤
ln
(
1 + [a]+1

n+2

)n

ln(n + 2)
−→

n→∞
0

vzhledem k tomu, že
(
1 + [a]+1

n+2

)n

−→
n→∞

e[a]+1 podle cvičeńı 2.3.1 a 2.3.4 ( Seminář

z matematické analýzy I. ) . Daná řada tedy diverguje.
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(c) Plat́ı an

an+1
= b+nd

a+nd a odtud

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
n→∞

n
b + nd− a− nd

a + nd
=

b− a

d
.

Tedy je-li b−a
d > 1, neboli b > a + d, daná řada konverguje a je-li b−a

d < 1, neboli
b < a + d, řada diverguje. Pro b = a + d dostaneme

an =
a(a + d) . . . [ a + (n− 1)d ]

(a + d)(a + 2d) . . . [ a + (n− 1)d ](a + nd)
=

a

a + nd
≥ a

d
· 1
n

a daná řada diverguje.

(d) an

an+1
= (n+1)(n+2)a

(3n+1)(3n+5) −→n→∞
a
9 , je podle cvičeńı 15 řada konvergentńı pro a > 9 a diver-

gentńı pro a < 9. Je-li a = 9, potom plat́ı

an

an+1
=

9n2 + 27n + 18
9n2 + 18n + 5

=
9n2 + 18n + 5 + 9n + 13

9n2 + 18n + 5
= 1 +

9n + 13
9n2 + 18n + 5

=

= 1+
1
n
· 9n2 + 13n

9n2 + 18n + 5
= 1+

1
n
· 9n2 + 18n + 5− 5n− 5

9n2 + 18n + 5
= 1+

1
n
− 5(n + 1)

n(9n2 + 18n + 5)

a podle cvičeńı 30 daná řada diverguje.

(e) Poněvadž je
an

an+1
=

(n + 1)(γ + n)
x(α + n)(β + n)

−→
n→∞

1
x

,

je podle cvičeńı 15 daná řada konvergentńı pro x < 1 a divergentńı pro x > 1. Je-li
x = 1, potom

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
n→∞

n
n2 + n(γ + 1) + γ − n2 − n(α + β)− αβ

(α + n)(β + n)
=

= lim
n→∞

n2(γ − α− β + 1) + n(γ − αβ)
(α + n)(β + n)

= γ − α− β + 1.

Je-li nyńı γ > α+β, řada konverguje a pro γ < α+β diverguje. Pro x = 1 a γ = α+β
plat́ı

an

an+1
=

(n + 1)(α + β + n)
(α + n)(β + n)

=
n2 + n(α + β) + n + α + β

n2 + n(α + β) + αβ
= 1+

n + α + β − αβ

n2 + n(α + β) + αβ
=

= 1 +
1
n
· n2 + n(α + β) + αβ − αβ(n + 1)

n2 + n(α + β) + αβ
= 1 +

1
n
− αβ(n + 1)

n(α + n)(β + n)

a řada podle cvičeńı 30 diverguje.

Poznámka: Řada
∞∑

n=1

α(α + 1) . . . (α + n− 1)β(β + 1) . . . (β + n− 1)
n! γ(γ + 1) . . . (γ + n− 1)

xn

hraje v analýze velmi d̊uležitou roli. Nazývá se (Gaussova) hypergeometrická řada
a setkáme se s ńı později ještě několikrát. Je zobecněńım geometrické řady a mnoha
daľśıch, které s ńı souvisej́ı. Je-li např. α = β = γ = 1, dostaneme okamžitě řadu
∞∑

n=1
xn, pro α = 2 , β = γ = 1 řadu

∞∑
n=1

(n + 1)xn a podobně.
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(f) Poněvadž je
an

an+1
=

(n + 1)x + αn+1

(n + 1)x
= 1 +

αn+1

(n + 1)x
,

plat́ı

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
n→∞

nαn+1

(n + 1)x
=

α

x
.

Je-li α = 0, řada diverguje pro všechna x > 0, je-li α = +∞, řada konverguje pro
všechna x > 0. Pro α > 0 je řada konvergentńı pro x < α a divergentńı pro x > α. Je-li
x = α > 0, je situace značně komplikovaněǰśı. Plat́ı totiž

an

an+1
= 1 +

1
n

+
n(αn+1 − α)− α

α(n + 1)n

a jestliže je např. |αn+1 − α| ≤ γn

nε , kde {γn} je omezená posloupnost a ε > 0, je řada
divergentńı. Jinými slovy, pokud posloupnost {αn} konverguje dostatečně rychle k α ,
je daná řada divergentńı. V př́ıpadě, že však posloupnost {αn} konverguje pomaleji,
Gaussovo kritérium nerozhodne a muśıme použ́ıt kritéria Bertrandova. Je zřejmé, že
můžeme předpokládat, že α = 1 , jinak čitatele i jmenovatele vyděĺıme αn . Uvažme
tedy řadu

∞∑
n=1

n!
(1 + α1)(2 + α2) . . . (n + αn)

, kde αn −→
n→∞

1 .

Podle Bertrandova kritéria (cvičeńı 29) plat́ı

lnn

{
n

(
an

an+1
− 1
)
− 1
}

=

= ln n

{
n

(
n! (1 + α1)(2 + α2) . . . (n + αn)(n + 1 + αn+1)

(n + 1)! (1 + α1)(2 + α2) . . . (n + αn)
− 1
)
− 1
}

=

= lnn

{
n

(
n + 1 + αn+1

n + 1
− 1
)
− 1
}

= ln n

{
n

n + 1 + αn+1 − (n + 1)
n + 1

− 1
}

=

= ln n
n αn+1 − n− 1

n + 1
= ln n

n(αn+1 − 1)− 1
n + 1

.

Zvoĺıme-li nyńı na př́ıklad αn+1 = 1 + k
ln n , n ≥ 2 , k ∈ R , dostaneme

lnn
k n
ln n − 1
n + 1

=
k n− lnn

n + 1
−→

n→∞
k ,

jestliže použijeme l’Hôspitalova pravidla. Tedy pak daná řada konverguje pro k > 1
a diverguje pro k < 1 . Takových posloupnost́ı je však mnoho a tedy bez konkrétńıho
tvaru posloupnosti {αn} nemůžeme o konvergenci nebo divergenci dané řady rozhod-
nout.

(g) Plat́ı

an

an+1
=
[
2n + 2
2n + 1

]p

a tedy n

(
an

an+1
− 1
)

= n

[
(2n + 2)p − (2n + 1)p

(2n + 1)p

]
.

Podle binomického rozvoje plat́ı (1 + x)p = 1 + px + o(x) a tedy

(2n + 2)p = 2pnp

(
1 +

1
n

)p

= 2pnp

[
1 +

p

n
+ o

(
1
n

)]
.
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Analogicky

(2n + 1)p = 2pnp

(
1 +

1
2n

)p

= 2pnp

[
1 +

p

2n
+ o

(
1
n

)]
a odtud

n

(
an

an+1
− 1
)

=
2p np+1

(2n + 1)p

[
1 +

p

n
− 1− p

2n
+ o

(
1
n

)]
=

2p np

(2n + 1)p

[p
2

+ o(1)
]
.

Tedy lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

= p
2 a řada konverguje pro p > 2 a diverguje pro p < 2.

Necht’ je nyńı p = 2. Potom plat́ı

an

an+1
=
[
2n + 2
2n + 1

]2
=
{

1 +
1

2n + 1

}2

= 1 +
2

2n + 1
+

1
(2n + 1)2

=

= 1 +
1
n

+
2

2n + 1
− 1

n
+

1
(2n + 1)2

= 1 +
1
n

+
2n(2n + 1)− (2n + 1)2 + n

n(2n + 1)2
=

= 1 +
1
n
− n(n + 1)

n2(2n + 1)2
= 1 +

1
n

+
γn

n2
,

kde γn = − n(n+1)
(2n+1)2 je omezená posloupnost a tedy daná řada diverguje.

(h) Poněvadž je an

an+1
=
[

2n+2
2n+1

]p (
n+1

n

)q
, dostaneme odtud, že

an

an+1
− 1 =

2p (n + 1)p+q

nq (2n + 1)p
− 1 =

1
nq (2n + 1)p

{
2p (n + 1)p+q − nq (2n + 1)p

}
=

=
2p np+q

nq (2n + 1)p

{(
1 +

1
n

)p+q

−
(

1 +
1
2n

)p
}

=

=
2p np+q

nq (2n + 1)p

{
1 +

p + q

n
− 1− p

2n
+ o

(
1
n

)}
.

Tedy

n

{
an

an+1
− 1
}

=
2p np

(2n + 1)p

{
p + 2q

2
+ o(1)

}
a odtud lim

n→∞
n

{
an

an+1
− 1
}

=
p

2
+ q.

Odtud plyne, že pro p
2 + q > 1 je řada konvergentńı a pro p

2 + q < 1 diverguje. Necht’
je nyńı p

2 + q = 1, tedy q = 2−p
2 a odtud

an

an+1
=
[
2n + 2
2n + 1

]p(
n + 1

n

) 2−p
2

=
(

1 +
1

2n + 1

)p(
1 +

1
n

) 2−p
2

=

=
{

1 +
p

2n + 1
+

p(p− 1)
2(2n + 1)2

+ o

(
1
n2

)}
·
{

1 +
2− p

2n
+

p(p− 2)
8n2

+ o

(
1
n2

)}
=

= 1+
2− p

2n
+

p

2n + 1
+

1
n2

O(1) = 1+
1
n

+
(2− p)(2n + 1) + 2pn− 2(2n + 1)

2n(2n + 1)
+

1
n2

O(1) =

1 +
1
n

+
1
n2

· −pn

2(2n + 1)
+

1
n2

O(1) = 1 +
1
n

+
1
n2

O(1)

a daná řada diverguje.
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(i) Poněvadž je an

an+1
=
(

n+1
n

)p q+n+1
n+1 , plyne odtud, že

n

(
an

an+1
− 1
)

=
(n + 1)p(q + n + 1)− np(n + 1)

np−1(n + 1)
.

Zavedeme-li substituci 1
n = t, dostáváme

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
t→0+

(
1
t + 1

)p (
q + 1

t + 1
)
− 1

tp

(
1
t + 1

)
1

tp−1

(
1
t + 1

) =

= lim
t→0+

(1 + t)p(qt + 1 + t)− (t + 1)
t(t + 1)

=
∣∣∣∣ l’Hôsp.

prav.

∣∣∣∣ =
= lim

t→0+

p(1 + t)p−1(qt + 1 + t) + (1 + t)p(q + 1)− 1
t + 1 + t

= p + q.

Řada tedy konverguje pro p + q > 1 a diverguje pro p + q < 1. Necht’ je dále p + q = 1,
tj. p = 1− q. Potom plat́ı

an

an+1
=
(

n + 1
n

)1−q
q + n + 1

n + 1
=
(

1 +
1
n

)1−q (
1 +

q

n + 1

)
=

=
{

1 +
1− q

n
+

q(q − 1)
2n2

+ o

(
1
n2

)}(
1 +

q

n + 1

)
=

= 1 +
1− q

n
+

q

n + 1
+

1
n2

O(1) = 1 +
1
n
− q

n(n + 1)
+

1
n2

O(1)

a řada diverguje.
(j) Poněvadž plat́ı

an

an+1
=
[
q + n

p + n

]α

=
{

1 +
q − p

p + n

}α

= 1 +
α(q − p)
p + n

+ o

(
1
n

)
dostaneme odtud, že

n

(
an

an+1
− 1
)

=
α n(q − p)

p + n
+ o(1) a tedy lim

n→∞
n

(
an

an+1
− 1
)

= α(q − p).

Je-li tud́ıž α(q − p) > 1, je řada konvergentńı a pro α(q − p) < 1 diverguje. V př́ıpadě,
že α(q − p) = 1, tj. α = 1

q−p , můžeme psát

an

an+1
=
[
q + n

p + n

] 1
q−p

=
{

1 +
q − p

p + n

} 1
q−p

=

= 1+
1

q − p
· q − p

p + n
+

1
q−p

(
1

q−p − 1
)

(q − p)2

2(p + n)2
+o

(
1
n2

)
= 1+

1
p + n

+
1− q + p

2(p + n)2
+o

(
1
n2

)
.

Poněvadž je 1
p+n = 1

n −
p

n(n+1) , plyne odtud, že řada diverguje.

(k) Vzhlem k tomu, že je an

an+1
= 1

2− n+1√a
, dostaneme

n

(
an

an+1
− 1
)

=
n(1− 2 + n+1

√
a)

2− n+1
√

a
= n

n+1
√

a− 1
2− n+1

√
a
.

Poněvadž dále {2− n+1
√

a} −→
n→∞

1, dostaneme, že

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
n→∞

n
(
a

1
n+1 − 1

)
= lim

n→∞

a
1

n+1 − 1
1

n+1

· n

n + 1
= ln a.
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Jestliže je tedy a > e, řada konverguje a pro a < e diverguje. Bud’ a = e. Potom je
an

an+1
= 1

2−et , jestliže označ́ıme t = 1
n+1 . Tedy

an

an+1
=

1
2

1
1− et

2

=
1
2

∞∑
k=0

(
et

2

)k

=
1
2

{
1 +

et

2
+

e2t

22
+ · · ·+ ekt

2k
+ . . .

}
a poněvadž

ekt = 1 + kt + O(t2),
ekt

2k
=

1
2k

+
kt

2k
+ O(t2) ,

dostaneme odtud

an

an+1
=

1
2

{
1 +

1
2

+
1
22

+ . . .

}
+

1
2

{
t

2
+

2t

22
+

3t

23
+ . . .

}
+ O(t2) = 1 + t + O(t2).

Řada
∞∑

n=1

n
2n má podle cvičeńı 1.1.1c) součet 2 a poněvadž je 1

n+1 = 1
n −

1
n(n+1) , je daná

řada pro a = e divergentńı.

(l) Plat́ı
an

an+1
=

β + n + 1
n + 2

(
n + 1

n

)α

=
(

1 +
β − 1
n + 2

)(
1 +

1
n

)α

=

=
(

1 +
β − 1
n + 2

)(
1 +

α

n
+ o

(
1
n

))
= 1 +

α

n
+

β − 1
n + 2

+ o

(
1
n

)
a tedy

n

(
an

an+1
− 1
)

= α +
(β − 1)n

n + 2
+ o(1) a odtud lim

n→∞
n

(
an

an+1
− 1
)

= α + β − 1 .

Je-li nyńı α + β > 2 , je řada konvergentńı a pro α + β < 2 divergentńı. Necht’ je
α + β = 2 , tedy β = 2− α . Potom je

an

an+1
=
(

1 +
1− α

n + 2

)(
1 +

1
n

)α

=
(

1 +
1− α

n + 2

)(
1 +

α

n
+ O

(
1
n2

))
=

= 1 +
α

n
+

1− α

n + 2
+ O

(
1
n2

)
= 1 +

2α + n

n(n + 2)
+ O

(
1
n2

)
=

= 1 +
1
n

+
2(α− 1)
n(n + 2)

+ O

(
1
n2

)
= 1 +

1
n

+ O

(
1
n2

)
=

a řada diverguje.

33. Ukažte, že plat́ı

a) lim
n→∞

n!
nn

= 0 b) lim
n→∞

nn

(n!)2
= 0 c) lim

n→∞

(n!)n

nn2 = 0 d) lim
n→∞

(2n)!
an!

= 0 ; a > 1

Řešeńı:

(a) Uvažme řadu
∞∑

n=1

n!
nn . Podle d’Alembertova kritéria plat́ı

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n + 1)!
(n + 1)n+1

· nn

n!
= lim

n→∞

(
n

n + 1

)n

=
1
e

a dané řada konverguje. Z nutné podmı́nky konvergence plyne dané tvrzeńı.
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(b) Analogicky jako v předchoźım př́ıkladu pro řadu
∞∑

n=1

nn

(n!)2 dostaneme

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n + 1)n+1

[ (n + 1)! ]2
· (n!)2

nn
= lim

n→∞

(
n + 1

n

)n

· 1
n + 1

= 0

a tvrzeńı je ověřeno.
(c) Stejně jako v předchoźıch př́ıkladech uvažme řadu

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

(n!)n

nn2 .

Potom je n
√

an = n!
nn a podle cvičeńı a) je lim

n→∞
n
√

an = 0 a daná řada konverguje.

(d) Stejně tak pro řadu
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

(2n)!
an!

plat́ı
an+1

an
=

(2n + 1)(2n + 2)
a(n+1)!−n!

=
(2n + 1)(2n + 2)

an·n!
.

Podle cvičeńı 2.2.7f) (Seminář z matematické analýzy I.) je lim
n→∞

an+1
an

= 0 a daná řada
konverguje.

34. Bud’
∞∑

n=1
an řada s nezápornými členy. Jestliže existuje index n0 ≥ 2 a č́ıslo p > 1 tak, že

(1− n
√

an)
n

lnn
≥ p > 1 ∀n ≥ n0 ,

potom daná řada konverguje. Je-li

(1− n
√

an)
n

lnn
≤ 1 ∀n ≥ n0 ,

pak daná řada diverguje.

Poznámka: Toto kritérium je v rusky psaných sb́ırkách označováno jako kritěrij Žame.
Nepodařilo se mi zat́ım zjistit, jak se toto jměno má přepisovat, zda Jame, či Jammé,
nebo nějak jinak? Prostě nev́ım. Autoři českého překladu sb́ırky Děmidovič: Sbornik zadač
i upražněnij po matematičeskomu analizu se názvu tohoto kritéria vyhnuli.

Důkaz: Jestliže plat́ı
(1− n

√
an)

n

lnn
≥ p > 1 ,

pak dostaneme, že

(1− n
√

an) ≥ p lnn

n
, neboli an ≤

(
1− p lnn

n

)n

∀n ≥ n0 .

Analogicky, je-li

(1− n
√

an)
n

lnn
≤ 1 , dostaneme an ≥

(
1− lnn

n

)n

∀n ≥ n0 .

Podle cvičeńı 6k) je řada
∞∑

n=2

(
1− p ln n

n

)n

konvergentńı pro p > 1 a divergentńı pro p ≤ 1

a tvrzeńı plyne z 1. srovnávaćıho kritéria (cvičeńı 1).
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35. Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

a) an =
(

1
1 + βn

)n

, kde βn → 0 ; b) an =
n!en

nn+p
, p ∈ R ;

c) an =
1

ln(n!)
, n ≥ 2 ; d) an =

n∑
k=1

ln2 k

nα
, α ∈ R ; e) an =

ln (n!)
nα

, α ∈ R ;

f) an = ln
1

nα
− ln

(
sin

1
nα

)
, α ∈ R ; g) an = a−(b ln n+c ln2 n) , a > 0 , b, c ∈ R ;

h) an =
n2n

(a + n)n+b(b + n)n+a
, a, b > 0 ; i) an =

[ (n + 1)! ]n

2! 4! . . . (2n)!
.

Řešeńı:

(a) Podle př́ıkladu 16q) je jediným nerozhodnutým př́ıpadem βn > 0 ∀n ≥ n0 . Jestliže
využijeme cvičeńı 34, dostaneme

(1− n
√

an )
n

lnn
=
(

1− 1
1 + βn

)
n

lnn
=

n βn

(1 + βn) ln n
.

Poněvadž muśı platit, že n βn −→
n→∞

+∞ , zálež́ı chováńı dané řady na tom, jak rychle

konverguje posloupnost {βn} k 0. Je-li rychlost konvergence jako n−γ , kde 0 < γ < 1 ,
pak

lim
n→∞

(1− n
√

an )
n

lnn
= +∞

a řada konverguje. Jestliže však posloupnost {βn} konverguje rychleji, na př́ıklad pro
βn = k ln n

n (k > 0) , dostaneme

lim
n→∞

(1− n
√

an )
n

lnn
= lim

n→∞

k

1 + k ln n
n

= k .

Řada tedy konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1 . Pro k = 1 ani cvičeńı 34
o konvergenci nerozhodne. Je tedy vidět, že při daľśım rozhodováńı muśıme znát kon-
krétńı tvar posloupnosti {βn}∞n=1 .

(b) Poněvadž je
an

an+1
=

n! en

nn+p

(n+1)! en+1

(n+1)n+1+p

=
(n + 1)n+p

e nn+p
,

plyne odtud, že

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
n→∞

n

[
(n + 1)n+p − e nn+p

e nn+p

]
= lim

n→∞

n

e

{(
1 +

1
n

)n+p

− e

}
=

=

∣∣∣∣∣ 1
n = t

t → 0

∣∣∣∣∣ = 1
e

lim
t→0+

(1 + t)
1
t +p − e

t
= lim

t→0+

e(
1
t +p) ln(1+t)−1 − 1(

1
t + p

)
ln(1 + t)− 1

·
(

1
t + p

)
ln(1 + t)− 1

t
=

= lim
t→0+

(
1
t + p

)
ln(t + 1)− 1

t
=
∣∣∣∣ l’Hôsp.

pravid.

∣∣∣∣ = lim
t→0+

− 1
t2 ln(t + 1) +

(
1
t + p

)
· 1

t+1

1
=

= lim
t→0+

1+tp
t(t+1) −

1
t2 ln(t + 1)

1
= lim

t→0+

1
t + 1

· lim
t→0+

t + t2p− (t + 1) ln(t + 1)
t2

=
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=
∣∣∣∣ l’Hôsp.

pravid.

∣∣∣∣ = lim
t→0+

1 + 2tp− 1− ln(t + 1)
2t

= p− 1
2

lim
t→0+

ln(t + 1)
t

= p− 1
2
.

Je-li nyńı p > 3
2 , je řada konvergentńı a pro p < 3

2 diverguje.
Necht’ je nyńı p = 3

2 a označme bn = 1
n . Potom plat́ı

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

n! en

nn+3/2

1
n

= lim
n→∞

n! en

nn+ 1
2

= lim
n→∞

(
n
e

)n √2πn en

nn+ 1
2

=
√

2π

podle Stirlingovy formule n! ∼
(

n
e

)n √2πn. Podle druhého srovnávaćıho kritéria je tedy
daná řada divergentńı.

(c) Jestliže opět využijeme Stirlingovy formule n! ∼
(

n
e

)n √2πn , dostaneme, že pro členy
dané řady plat́ı

an ∼ bn , kde an =
1

ln(n!)
, bn =

1
ln
{(

n
e

)n √2πn
} =

1
n lnn− n + ln

√
2π n

.

Řada
∞∑

n=2
bn diverguje. Jestliže zvoĺıme cn = 1

n ln n , dostaneme

lim
n→∞

bn

cn
= lim

n→∞

n lnn

n lnn− n + ln
√

2π n
= lim

n→∞

1

1− 1
ln n + ln

√
2π n

n ln n

= 1

Řada
∞∑

n=2
cn diverguje podle cvičeńı 21a) a diverguje tedy i řada

∞∑
n=2

bn podle 2. srovnávaćıho

kritéria a následně i řada
∞∑

n=2
an .

Poznámka: Pokud bychom chtěli k vyšetřeńı konvergence dané řady použ́ıt některé
z kritéríı, zjist́ıme bez problémů, že Raabeho kritérium selže, poněkud deľśı výpočet
ukáže, že selže i Bertrandovo kritérium (v obou př́ıpadech vyjdou př́ıslušné limity 1).
Kritérium, které by mohlo rozhodnout, by pravděpodobně bylo Kummerovo kritérium,
kde cn = n lnn ln lnn , pokud se nám podař́ı vypoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı limitu.

(d) Plat́ı

cn =
(n− 1) ln2 2

nα
≤ an ≤

n ln2 n

nα
= bn .

Řada
∞∑

n=1
bn konverguje podle cvičeńı 21a) pro α > 2 a řada

∞∑
n=1

cn diverguje pro α ≤ 2 .

Odtud plyne, že daná řada konverguje pro α > 2 a diverguje pro α ≤ 2 .

(e) Opětným použit́ım Stirlingovy formule n! ∼
(

n
e

)n √2πn můžeme psát

bn =
ln
(

n
e

)n √2πn

nα
=

n lnn− n + ln
√

2π n

nα

a uvažme řadu
∞∑

n=1

ln n
nβ . Tato řada je podle cvičeńı 21a) konvergentńı pro β > 1

a divergentńı pro β ≤ 1 . Dále plat́ı

lim
n→∞

bn

cn
= lim

n→∞

nβ
{
n lnn− n + ln

√
2π n

}
nα lnn

=

lim
n→∞

nβ+1−α − nβ+1−α

ln n + nβ−α ln
√

2π n
ln n

1
= 1 pro β = α− 1 .

Podle 2. srovnávaćıho kritéria je řada konvergentńı, je-li α− 1 > 1 tj. α > 2 a diverguje
pro α ≤ 2 .
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(f) Je

an = ln
(

1
nα

)
− ln

(
sin

1
nα

)
= ln

1
nα

sin 1
nα

= ln
1

nα sin 1
nα

= − ln
{

nα sin
1

nα

}
.

Tedy
an

an+1
=

ln
{
nα sin 1

nα

}
ln
{

(n + 1)α sin 1
(n+1)α

}
a odtud

n

(
an

an+1
− 1
)

= n

ln
{(

n
n+1

)α
sin 1

nα

sin 1
(n+1)α

}
ln
{

(n + 1)α sin 1
(n+1)α

} .

Nyńı

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= lim
n→∞

ln
{(

n
n+1

)α
sin 1

nα

sin 1
(n+1)α

}
(

n
n+1

)α
sin 1

nα

sin 1
(n+1)α

− 1
· lim

n→∞

(n + 1)α sin 1
(n+1)α − 1

ln
{

(n + 1)α sin 1
(n+1)α

} ·

· lim
n→∞

n

(
n

n+1

)α
sin 1

nα

sin 1
(n+1)α

− 1

(n + 1)α sin 1
(n+1)α − 1

= lim
n→∞

1
(n + 1)α sin 1

(n+1)α

·

· lim
n→∞

n
nα sin 1

nα − (n + 1)α sin 1
(n+1)α

(n + 1)α sin 1
(n+1)α − 1

= lim
n→∞

n
nα sin 1

nα − (n + 1)α sin 1
(n+1)α

(n + 1)α sin 1
(n+1)α − 1

.

Jestliže si všimneme limity jmenovatele, dostáváme

lim
n→∞

(n + 1)2α

{
(n + 1)α sin

1
(n + 1)α

− 1
}

=

∣∣∣∣∣ 1
n+1 = t

n + 1 = 1
t

∣∣∣∣∣ =
= lim

t→0+

1
tα sin tα − 1

t2α
= lim

t→0+

sin tα − tα

t3α
=
∣∣∣∣ l’Hôsp.

prav.

∣∣∣∣ =
=

1
3

lim
t→0+

tα−1 {cos tα − 1}
t3α−1

=
1
3

lim
t→0+

cos tα − 1
t2α

= −1
6

.

Plat́ı tedy dále

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= −6 lim
n→∞

n(n + 1)2α

{
nα sin

1
nα

− (n + 1)α sin
1

(n + 1)α

}
=

=

∣∣∣∣∣ n = 1
t

n + 1 = 1+t
t

∣∣∣∣∣ = −6 lim
t→0+

1
t

(1 + t)2α

t2α

{
sin tα

tα
− (1 + t)α

tα
sin
(

t

1 + t

)α}
=

= −6 lim
t→0+

(1 + t)2α
{

sin tα − (1 + t)α sin
(

t
1+t

)α}
t3α+1

.

Pro výraz ve složené závorce v čitateli plat́ı

sin tα − (1 + t)α sin
(

t

1 + t

)α

= tα − t3α

3!
+ o

(
t3α+1

)
−

−
[
(1 + t)α

{(
t

1 + t

)α

− t3α

3! (1 + t)3α
+ o

(
t3α+1

)}]
=
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= − t3α

3!
+

t3α

3! (1 + t)2α
+ o

(
t3α+1

)
= − t3α

3!
+

t3α

3!
(
1− 2αt + o

(
t2
))

+ o
(
t3α+1

)
=

= −2αt3α+1

3!
+ o

(
t3α+1

)
.

Z tohoto vyjádřeńı plyne, že

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1
)

= 2α .

Je-li tedy α > 1
2 , řada konverguje a pro α < 1

2 diverguje.
Bud’ nyńı α = 1

2 . Potom je

an

an+1
=

ln
(√

n sin 1√
n

)
ln
(√

n + 1 sin 1√
n+1

) a označme pn = ln
(√

n sin
1√
n

)
, qn =

√
n sin

1√
n

.

Potom je pn −→
n→∞

0 , qn −→
n→∞

1 a dále plat́ı

n

(
an

an+1
− 1
)

= n
pn − pn+1

pn+1
=

n (pn − pn+1)
pn+1

.

K vyšetřeńı konvergence dané řady použijeme Bertrandova kritéria a označme

un = ln n

{
n

(
an

an+1
− 1
)
− 1
}

=

= ln n

{
n (pn − pn+1)

pn+1
− 1
}

=
n (pn − pn+1)− pn+1

pn+1
lnn .

Nejdř́ıve si uprav́ıme jmenovatel. Plat́ı

lim
n→∞

pn+1

qn+1 − 1
= 1 a tedy lim

n→∞
un = lim

n→∞

{n(pn − pn+1)− pn+1}
qn+1 − 1

.

Dále dostaneme

lim
n→∞

(n + 1){ qn+1 − 1} = lim
n→∞

(n + 1)
3
2

{
sin

1√
n + 1

− 1√
n + 1

}
=

=
∣∣∣∣ 1√

n + 1
= t

∣∣∣∣ = lim
t→0+

sin t− t

t3
= −1

6

a tedy
lim

n→∞
un = −6 lim

n→∞
{n(pn − pn+1)− pn+1} (n + 1) lnn .

Jestliže se nyńı pod́ıváme na výraz ve složených závorkách, dostaneme

n(pn − pn+1)− pn+1 = n( ln qn − ln qn+1)− ln qn+1 = ln
[(

qn

qn+1

)n 1
qn+1

]
a stač́ı vypoč́ıtat limitu výrazu

(
qn

qn+1

)n

. Je

lim
n→∞

(
qn

qn+1

)n

= lim
n→∞

{(
1 +

qn − qn+1

qn+1

) qn+1
qn−qn+1

}n(qn−qn+1)
qn+1

= e
lim

n→∞

n(qn−qn+1)
qn+1 .
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lim
n→∞

n(qn − qn+1) = lim
n→∞

n

(√
n sin

1√
n
−
√

n + 1 sin
1√

n + 1

)
=

=

∣∣∣∣∣ n = 1
t

n + 1 = t+1
t

∣∣∣∣∣ = lim
t→0+

1√
t5

(
sin

√
t−
√

t + 1
t

sin
√

t

t + 1

)
Nyńı plat́ı

sin
√

t =
√

t− t
√

t

3!
+

t2
√

t

5!
+ o

(√
t5
)

,

√
1 + t sin

√
t

1 + t
=

=
√

1 + t

{ √
t√

1 + t
− t

√
t

3!(1 + t)
√

1 + t
+

t2
√

t

5!(1 + t)2
√

1 + t
+ o

(√
t5
)}

=

=
√

t− 1
3!

t
√

t
(
1− t + o

(
t2
))

+
1
5!

t2
√

t (1 + o(t))

a odtud

sin
√

t−
√

1 + t sin
√

t

t + 1
= − 1

3!
t2
√

t + o
(√

t5
)

.

T́ım pádem dostaneme, že lim
n→∞

n(qn − qn+1) = − 1
6 a následně lim

n→∞
un = −∞ . Daná

řada tedy pro α = 1
2 diverguje.

Poznámka: Jestliže použijeme Gaussova kritéria, dostaneme

an

an+1
= 1 +

1
n

+
n(pn − pn+1)− pn+1

n pn+1
.

Podle předchoźıho výpočtu je sice lim
n→∞

[n(pn − pn+1)− pn+1] = e−1/6 , ale jmenovatel

diverguje k +∞ pomaleji než libovolná mocnina n1+ε ; ε > 0 .

(g) Je zřejmé, že daná řada diverguje pro a = 1 (je to řada ze samých jedniček). Pro a 6= 1
plat́ı

an = e−(b ln n+c ln2 n ) ln a = e−(b ln a+c ln a ln n ) ln n =

= eln(n−(b+c ln n) ln a) = n−(b+c ln n) ln a =
1

n(b+c ln n) ln a
.

Aby tato řada konvergovala, muśı být (b + c lnn) ln a > 1 .

α) Bud’ c = 0 , potom je b ln a > 1 , neboli ab > e .

β) Pro c 6= 0 muśı platit, že c ln a > 0 , neboli ac > 1 a b může být libovolné.

Poznámka: Tato řada by se měla přeřadit jinam, poněvadž řádné kritérium nevyžaduje.

Stač́ı informace o konvergenci řady
∞∑

n=1

1
nα .

(h) n−tý člen dané řady si nejdř́ıve uprav́ıme. Plat́ı

an =
n2n

(a + n)n+b(b + n)n+a
=

n2n+a+b n−(a+b)

(a + n)n+b(b + n)n+a
=

n−(a+b)(
1 + a

n

)n+b (1 + b
n

)n+a .

Poněvadž jmenovatel z̊ustává omezený, chová se an zhruba jako n−(a+b) . Zvolme tedy
bn = 1

nα . Potom plat́ı

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

n2n+α

(a + n)n+b (b + n)n+a
= lim

n→∞

n2n+a+b · nα−a−b

(a + n)n+b (b + n)n+a
=
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= lim
n→∞

nα−a−b(
1 + a

n

)n+b (1 + b
n

)n+a = lim
n→∞

nα−a−b{(
1 + a

n

)n
a

} a(n+b)
n

{(
1 + b

n

)n
b

} b(n+a)
n

=

=
1

ea+b
= e−(a+b) , jakmile α− a− b = 0 , tedy α = a + b .

Je-li tedy a + b > 1 , je řada konvergentńı a pro a + b ≤ 1 diverguje.

(i) Je

an

an+1
=

[(n + 1)! ]n

2! · 4! · . . . · (2n)!
· 2! · 4! · . . . · (2n)! · (2n + 2)!

[(n + 2)! ]n+1 =
(2n + 2)!

(n + 1)! (n + 2)n+1
=

=
(n + 2)(n + 3) . . . (2n + 2)

(n + 2)n+1
=
(

1 +
1

n + 2

)(
1 +

2
n + 2

)
. . .

(
1 +

n

n + 2

)
≥

≥ 1 +
1

n + 2
(1 + 2 + · · ·+ n) ≥ n(n + 1)

2(n + 2)
−→

n→∞
+∞ .

Podle d’Alembertova kritéria tedy daná řada konverguje.

36. Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

a) an =

1
n∫

0

√
x dx

1 + x2
; b) an =

1
n∫
0

4
√

1 + x4 dx

; c) an =

(n+1)π∫
nπ

sin2 x

x
dx ;

d) an =

n+1∫
n

e−
√

x dx ; e) an =

π
n∫

0

sin3 x

1 + x
dx ; f) an =

π
n∫

0

x sin5 x

1 + x2
dx .

Řešeńı:

(a) Funkce f(t) =
√

t je rostoućı a tedy pro x ∈
〈
0, 1

n

〉
plat́ı

√
x ≤

√
1
n a odtud

an =

1
n∫

0

√
x

1 + x2
dx ≤ 1√

n

1
n∫

0

dx

1 + x2
=

1√
n

arctg
1
n
≤ 1

n
√

n
.

Podle 1. srovnávaćıho kritéria (cvičeńı 1) je daná řada konvergentńı.

(b) Poněvadž je 4
√

1 + x4 ≥ x , plyne odtud, že

n∫
0

4
√

1 + x4 dx ≥
n∫

0

x dx =
n2

2
.

Plat́ı tedy odhad

an =
1

n∫
0

4
√

1 + x4 dx

≤ 2
n2

a podle cvičeńı 1 daná řada konverguje.
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(c) Pro x ∈ 〈nπ, (n + 1)π〉 plat́ı 1
x ≥

1
(n+1)π , tedy

an =

(n+1)π∫
nπ

sin2 x

x
dx ≥ 1

(n + 1)π

(n+1)π∫
nπ

sin2 x dx =
1

2(n + 1)π

(n+1)π∫
nπ

(1− cos 2x) dx =

=
1

2(n + 1)
− 1

4(n + 1)π
sin 2x

∣∣∣∣(n+1)π

nπ

=
1

2(n + 1)

a podle cvičeńı 1 řada diverguje.
(d) Označme

sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

k+1∫
k

e−
√

x dx =

n+1∫
1

e−
√

x dx .

Potom je

s = lim
n→∞

sn =

+∞∫
1

e−
√

x dx =
∣∣∣∣ √

x = t

dx = 2t dt

∣∣∣∣ = 2

+∞∫
1

t e−t dt =

=
∣∣∣∣ u = t v′ = e−t

u′ = 1 v = −e−t

∣∣∣∣ = −2
[
t e−t

]+∞
1

+ 2

+∞∫
1

e−t dt = 4e−1

a řada konverguje.
(e) Poněvadž je funkce sin t rostoućı v intervalu

〈
0, π

2

〉
, dostaneme pro x ∈

〈
0, π

n

〉
odhad

sinx ≤ sin
π

n
≤ π

n
, tedy sin3 x ≤ sin3 π

n
≤ π3

n3
.

Odtud plyne, že

an =

π
n∫

0

sin3 x

1 + x
dx ≤ π3

n3

π
n∫

0

dx

1 + x
=

π3 ln
(
1 + π

n

)
n3

a daná řada konverguje opět podle cvičeńı 1.
(f) Analogicky jako ve cvičeńı e) dostaneme

an ≤
π5

n5

π
n∫

0

x dx

1 + x2
=

π5

2n5
ln
(

1 +
π2

n2

)
a daná řada konverguje.

37. Pomoćı cvičeńı 26 rozhodněte o konvergenci řady
∞∑

n=1
an, je-li

(a) an = (2n−1)!!
(2n)!!

[
diverguje, n

(
an

an+1
− 1
)
−→

n→∞
1
2

]
(b) an = (2n−1)!!

(2n)!! · 1
2n+1

[
diverguje, n

(
an

an+1
− 1
)
−→

n→∞
1
4

]
(c) an = 1·5...(4n−3)

2·6...(4n−2)

[
konverguje, n

(
an

an+1
− 1
)
−→

n→∞
3
2

]
(d) an = n!

(x+1)(x+2)...(x+n) ; x > −1 [ konverguje pro x > 1, diverguje pro x ≤ 1 ;

n
(

an

an+1
− 1
)
−→

n→∞
x ; pro x = 1 je an = 1

n+1 pro ∀n ∈ N.
]
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