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Kapitola 1
Ciselné fady.

1.1 Zakladni vlastnosti rad.

o0
1. Najdéte posloupnost {s,} ¢dstetnych souc¢tu fady > a,, rozhodnéte o jeji konvergenci

n=1

a najdéte pripadné jeji soucet s, je-li
a) aniﬂiii)m b) an:m, ¢) an=ng""', qeR,

_ n—vn?-1 _ _ 1
d) an—ﬁ, e) apn=vVn+2-2/n+1+yn, f)a,=In(1-2%),n>2,

5_ 2n+1 . .
g) an:InZS—ﬁ,nZL h) anzln%, i) a, =sin 5= cos =,
j) an = sin 52 sin%, k) a, = m, ) a, = arctg#.
Reseni:
(a) Je
2n+1 1 1

n2(n+1)2 Tn (n+1)2’
pouzijeme-li rozklad a,, na parcialni zlomky. Odtud
a (1 1 1
n = = RS — — 1 —
A N T

a tedy

o~ 2k+1 _
=2 Gy A o=t
(b) Analogicky jako v pfedchozim piikladu plati

n 1 1 1
(2n—1)2(2n+1)2 8 {(271 -1z (2n+ 1)2} ’

tedy

n

sn:Zak=;Z{(2ki1)2_(ijlul)?}:é{l_(27141-1)2}

k=1 k=1

aodtud s = lim s, = %.
n—oo



(c) Podle cviceni 2.1.7b) (Semindf z matematické analyzy 1.) je

n n

- _ 1 1—q" nq

_ k-1 _ E _

=Dk _Equ_u— 2_71_qprOQ7é1
k=1

pt q)

- 1
asn—kzk—n(n; )proq:L

(i) Je-li |q| < 1, pak s = lim s, = ﬁ existuje bez ohledu na to, zda je ¢ redlné
n—oo
nebo komplexni.
(ii) Pro ¢ =1 je zfejmé lim s, = +o00 a dand rada diverguje
n—oo
(iii) Je-li ¢ > 1, je
1-¢"—-ng"(1-q) 1+4q"(ng—1-n)

T T Aoz (—gr e

a dand tada opét diverguje.

(iv)g< -1 hm s, = lim e (ra—l=n)

a=—q? neexistuje a dana fada tedy osciluje.
n—o0 q)

(d) a, prepiSeme do tvaru

n \/n—l n—|—1
a, =
vn(n+1) Vvn(n+1) \/n+1 \/

a z tohoto vyjadreni plyne, ze

o ST

tedy s = lim s, = L.
(e) Pro n-ty Zz;;;ény souéet s, plati
= (V3-2V2+V1)+(VA-2V3+V2) +(VA-2VA+V3)+- - +(vVn—2Vn — 1+Vn — 2)+

+(WVn+l-2vn+vVn—1D+(Vn+2-2Vn+1+vn)=1-V2+vVn+2-Vn+1=
=1-V2+

atedy s= lim s, =1— 2.
n—oo

1
vVn+2++y/n—+1

(f) Jeap,=In(1— %)= "i;l =In(n—1)—2Inn+In(n+1) a tedy

2 n+1

Sp = Z{ln(kz— 1)=2lnk+Ink+1)}=—In2+In(n+1)—lnn=In —1In2.
k=2
Odtud s = lim s, = —In2.

n—oo

(g) Analogicky jako v predchozim pifkladu je

nd—1 (n—1)(n?+n+1)

Bl =1n mE DI —n 1) = In(n—1)=In(n+1)+In(n*+n+1)—In(n®—n+1).

a, = In

Oznaéfme-li b, =n? —n+1, potom b, 11 = (n+1)?—(n+1)+1=n?+n+1 a odtud

n

:i Z ~In(k+ 1)+ +k+1) —In(k* -k +1)} =
2



2 ? 1
:1n2—1n3+1n(n2+n+1)—lnn—ln(n+1)=lng+ln%

atedy s = lim s, = ln%.
n—oo

Plat{ a, = In n(2nt1)

@ =nn— In(n+1)+In(2n + 1) — In(2n — 1),

= Zn: Zn: Ink—-Ink+1)+In2k+1)—In(2k — 1)} =

k=1
2n+1 .
=In(2n+1)—In(n+1)=1In aodtud s = lim s, =In 2.
n+ n— oo
Podle gomometrlckeho vzorce sin a—sin 3 = 2 sin %5 ﬁ cos a'Hj muzeme vyjadiit soucin
sin QL cos ﬁ pomoci rozdilu. Polozime-li —ﬁ = 21 ) L—QHB = 2,” dostaneme

1 1 3 1. 1 .1
a= e 2,5 o1 tedy smz— cosz—nzi smzn—_gfsmw—_1 .

1 .1 1/ o1
Zak—Z{ 2’“2_Sm2kl} 2{51n2—sm2n1}

k=1
atedy s = lim s, = 5 sin 2.
n—oo
Podle analogického vzorce pro cos z — cos y = —2sin 5% sin £2¥ dostaneme

.o« . 3a 1 o @
SIHW'Slnw—i{COS%7COSF}7

1< e o 1 «o
Sn:Zakziz{COSQik_COszki_l}:é{COSﬁ_COSO[}

a odtud s = lim s, = 3% =sin” J.

n—oo

Jestlize a,, pfepiSeme do tvaru

n+1 n+2-1 1 1

Tt T mt2)l  (mrl)! (nt2)l

je ziejmé, ze

1 1 . 1
=D k=g~ oy 8 8= lm b=

Pouzijeme-li vzorce pro soucet arctg x + arctg y (na piiklad Sbirka tiloh z matematické
analyzy II, str. 14), dostaneme

r+y 1 2
arctg x + arctg y = arctg 1 (zy < 1) atedy arctg —— 512 + arctg ——— = arctg —.
— 2y

3

1
222

Indukci dokazeme, ze

—iarct L—arct i atedy s = lim s, = arct 1—E
= gQ'kQ— gn+1 y m s g 1



oo
2. Jestlize 1ze ¢leny fady > a, napsat ve tvaru a, = b,11 — b, a jestlize existuje konecénd

k=1
o0
limita lim b, = b, pak dand fada konverguje a jeji soucet je b — by, t.j. > a, =b— by.
n— oo n=1
Dikaz: Je

(b1 — b) = bps1 — by aodtud s = lim b, = b — by.

n—oo

»
3
I
Q
x>
Il
ol
-
3

Poznamka: Vsechny ¢ésti prikladu 1 (az na c) a 1)) byly feSeny postupem z piikladu 2.
Na pifklad v 1e) b, = vn+1—+/n, 1f) b, =Inn—1In(n—1), 1g) b, =In(n?—n+1) —
—In{n(n — 1)}. Dany postup lze pouzit i tehdy, je-li

k
an =Y Ai(bpyi —bnii1), kde k€N, Ay,... A4, €R
i=1

(srovnejte s prikladem 6) pro vsechna n € N. Je to totéz, jako kdyz

ap = zn:aianri_l, kde iai =0 VnéeN.

=1 i=1

Tento postup se uplatiiuje pii rozkladu a,, na parcidlni zlomky.

o0
3. Najdéte posloupnost {s,} ¢dsteénych souétu fady > a, a jeji soucet s, je-li

n=1
_ 1 . _ 3n—1 .
a) an = (atn)(atntD)(atnt2) (atntd) > ¢ #n€N; b) ap = n(nt1)(n+2)(n+3)(ntd) ’
_ 2n+9 . _ 1
c) an = (1) (n12)(n+3)(nt4)(nts) ’ d) an = w0 M e N

Reseni:
(a) a, prepiseme do tvaru

. (a+n+3)—(a+n) _

a+n)a+n+1)(a+n+2)(a+n+3)

1 1 1
3 {(a+n)(a+n+1)(a+n—|—2) a (a+n+1)(a+n+2)(a+n+3)}'
jestlize v predchozim cviceni polozime
1 1

bn:* y j bn 07b =
@rn)atntDatnt2) e T Tar Diat+2)(atl)

" 1 1 1
S":,;a’“:3{<a+1><a+2><a+3> - <a+n+1><a+n+2><a+n+3>};

s= lim s, =

1
A 3(at)(at2)(at3)"



(b) Plati

3(n+4)— 13 B 3 -
nn+1)(n+2)n+3)(n+4) nn+1)(n+2)(n+3)
B 13(n+4 —n) _ { 1 B 1 }
dnn+1)(n+2)(n+3)(n+4) nn+1)(n+2) m+1)n+2)(n+3)
13 1

1
4 {n(n+ Dn+2)(n+3) (n+1)(n+2)(n—|—3)(n+4)} ’

Zak 1 13

1
(1) (n+2)(n+3) 4{24 (n—l—l)(n—|—2)(n+3)(n+4)}:

1 in +3 atedy s= lim s :i
32 4n+1)(n+2)(n+3)(n+4) n—oo ' 327
(c)
2(n+5)—1
o D+ 2+ 3t H(n+5)
2 n+5—n
nn+1)(n+2)(n+3)(n+4) 5n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5) -
1 1 1
:2{ (n —|—1)(n—|—2)(n+3)_(n—|—1)(n+2)(n—|—3)(n—|—4)}_
1 1 1 .
_5{(n+1)( )(n+3)(n+4)_(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)}’
1(1 1
2{24<n+1><n+2><n+3><n+4>}
1(1 1
5{120_(n—|—1)(n+2)(n+3)(n—|—4)(n+5)}:
23 5n 4 23
1200  10(n+ 1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)’
asfnlimsnf%f’m.
(d) Je
1 (1 1 1 [ =1 &~ 1
ak:m{k_k—i-m} atodtudsn—m{;]€ k,1k+ }z
1PNV LTI S
k=1 k=n—m+1 k=1 k=n+1

m
_ _ 1 1
Tedysfnhm Sn =7 D %

o0
4. Najdéte posloupnost {s,} ¢dste¢nych souctu fady > a,, rozhodnéte o jeji konvergenci

n=1
a najdéte jeji soucet s, je-li

(a) an = —L=s [s

1 1 1 11
n(n+3) {1+ +7_n+1_n+2_n+3’82ﬁ}:|
(b) an =

1 1 1,1 1 1 1 _ 23.
2n—1)(2n+5) {Sn—6{1+3+5 nt1  2ni3 2n+5}’5_90’

uzijte rozkladu na parcidln{ zlomky]




(d) apn =

(e) an =

(f) an =

(g) ap =

(h) an, =

(i> an =

(4) an=

(k) Ap =

(1) an =

(m) a, =

Qp =

q) an =

(s) an =

(t) an

(w) a, =

o0
5. Bud > a, fada, a, tvaru a, =

n=1

= ST [sn =31

[

)

1
T (nF)(n+2) }
1

_ 1.
T 1
uzijte rozkladu a, = 3 {n(n1+1) BCESY (n+2) H

)

- r g =11 __ __ 1 s =
n(n+1)(n+2)(n+3) nT 316 (n+1)(n+2)(n+3) - 1

8
_1 1
uzijte rozkladu a, = 3 {n(n+l)(n+2) - (n+1)(n+2)(n+3) H

1 s =11 1 s— L.
(2n+1)(2n+3)(2n+5) n 4] 35 (2n+3)(2n+5) [ 7 7 60
... 1 1 3 1
uzijte rozkladu a, = 7 { CESy ezl Gy Gy H
S U s, =11 1 1 1
25n2+5n—6 n=5\13 B+3( 5 15
1 —1])_ 11 1 _ _ 1
16n2—8n—15 {Sn =3 { L+ 35— 57 4n+3} » 8= 12}
1 — 1 11 1 — 2
36n2+12n—35 [5" =12 {1 + 7~ g1 6n+7} )y 8= 21}
1 _1f 1 1 _ 1
(c+2n71)(c+2n+1) ,c#F—(2n—1),neN [sn =3 {c+1 c+2n+1} » 8= 2(n+1)}

(c+n)(c+n+3 —C # neN

_1 1 1 1 _1J 1 L.
77{0—}—71+C+72+0+7370+n+176+n+27c+n+3}7'9 f{m+@+ﬁ} ’
v piikladech f)-g) pouzijte rozkladu a,, na parcidlni zlomky]

3n%43n+1 = L =
Cic=i [sn =1~ Gt 5 =1]
4n®+6n°+4n+1 _1 1 _ 1.
R i [sn= {1~ Gt} 5= 4
uzijte rozkladu a,, = 7%3 — ﬁ , Tesp. a, = % {% — (n_&l)4 }]
aq" ', qeR, a#0 [snzlq =an pro ¢q=1;
s = ﬁ pro |¢q| <1, tada diverguje pro |q| > 1}

an | on 1— L 1— 4

. [0 = 35+ 3 o= ]
1 1 _ 1 1 1 1 _3
=g T [sn=3{l-m}+1{l-5} . s=1]
_ 1 2 5 _ 5 1 _ 5
Tor + 1onT + Tonee [sn =56 {1— 157} 5= 3]
1yn—1 1 3 -nH" 51
2n1+(232b1 [5n:6( _ﬁ)+§(1_(3”))7‘9:§}
2 5n =3 (1 ) — e 5= 3;
v piikladech m)-r) vyuzijte vlastnosti geonetrické posloupnosti,
v pitkladu r) navic pifklad 1c).]
In(1+4) [sn =In(n+1); fada diverguje]
zln{l—i—ﬁ} [sn =In(n+2)—Inn—1n3, s=—1n3;
uzijte pravidel pro logaritmovan{ souc¢inu a podilu]
m [sn =+v/n+1—1; fada diverguje,

prepiste a,, do tvaru a, =+vn+1—/n]

1

R TSEETI kde p € N, uy,us,...,Up,... tvoii aritme-

o0
tickou posloupnost s diferenci d # 0,u,, # 0 Vn € N. Potom je fada > a,, konvergentni se

souctem

n=1
1

prd-uius...up



Dikaz: Ponévadz je u,ip = up + pd, je mozno psat

Unptp — Un, 1 { 1 1 }
ap = = )
Dd UpUpt1 .- Untp P d | UpUngi- Ungp—1  UntiUnt2 - - Untp

- - 1 1
=Y 3] - -
k=1 k=1

UUk+1 - - - Uk4p—1 Uk4+1Uk+2 - - - Uk4p
1 1 1 . 1
= — — atedy s= lim s = ————
pd | UiUz ... Up  Upf1Ung2 ... Untp n—00 D-d-uius. .. up

protoze Up41Un42 ... Untp — +00 Prod > 0 & Upy1Unt2 - - Uptp — —00 pro d < 0.
n—oo n—oo

o0
6. Bud s = " a, konvergentni fada, k1 < kg < --- < k,, < ... posloupnost piirozenych &isel.
n=1
Potom

oo kn
s=Y_ Y. a; kde ky=0.

n=1 i=k,_1+1

Dikaz: Tvrzeni tika, ze
s=a1+tas+---=(a1+as+-+ar,)+ @k 41+ Akyp2+ -+ ar,) + ...,

tedy, ze pro konvergentni fady plati asociativni zdkon. To je vSak zfejmé, ponévadz posloup-
nost ¢dstecnych souétu fady na pravé strané je vybrand posloupnost z posloupnosti {s,},

n
Sp = Y. Gk.
k=1
Pozndmka: 7 dukazu je vidét, ze véta plati i v piipadé s = +00 nebo s = —o0.

o0 o0
7. Necht s = > a,, t = > b, jsou konvergentni fady, a,3 € R. Potom je i fada
n=1 n=1

18

(aay, + Bby,) konvergentni a jeji soucet je roven as + [t.

n=1

o o0 oo
Dikaz: Jsou-li sp,t,,0, ¢astetné soutty fad > an, > bn, > (@a, + Bb,), potom je
n=1 n=1 n=1

on = as, + PBt, a tvrzeni plyne okamzité z odpovidajici véty o limitdch posloupnosti.

o0
8. Sectéte fadu > ay, je-li

n=1
_ 1 _ 2—n

a) an = n(n+2)(n+3) b) Gn = n(n+1)(n+3)
_ 1 o 3n+4

c) On = tar1)(nt2)(2n+1)(2n+5) d) Un = Fn+1)(n+d)



ResSeni:

(a) Plati
3 n+1 3 1 1
b am+ D+ 2)(n+3) (m+l)(n+2)(n+3) + nn+1)(n+2)(n+3)’
tedy

;W:;{(n+l)(n+2)(n+3) +n(n+1)(n+2)(n+3)}'

Podle cviceni 4(c) a 4(d) plati

(oo}

e T
n+Dn+2)(n+3) (n+1)(n+2)(n+3) 18

n=1 n:l

5

o0
a podle cviceni 7 je tedy > ap, = 15 + & = =.

n=1

(b) Analogicky jako v pfedchozim cviceni je

2—n _ n?—4 _ n4+n—n—4 _
nn+1)(n+3)  nn+1)n+2)(n+3) nh+)n+2)(n+3)

Ap =

1 n+3—-1 B
T2 +d)  nnt D(ntmT3)
1 1 1
T2 t3)  amtDm+2)  amrDmt2)ns)

Soucty prislusnych fad jsou podle cviceni 4 postupné —z i , L, tedy

S ookl o1
~" 34 18 36

(2n+1)(2n+5) — (4n? + 12n+4) 1 B
n+Dn+2)2n+1)2n+5)  (n+1)(n+2)

4 (n+1)(n+2)—1 B 1 _ 4
n+Dn+2)2n+1)2n+5) (m+1)n+2) (2n+1)(2n+5)

n =

+4a, =

_ 1 . 2n 45— 2 o —
(n+1)(n+2) “(2n+1)(2n+3)(2n+5) "

_ 1 4 8

T n+1D)n+2) (2n+1)(2n+3) + (2n +1)(2n + 3)(2n + 5)

7 této rovnice dostaneme, ze

+ 4a,,.

4 1 8
32n+1)(2n+3) 3(n+1)(n+2) 32n+1)(2n+3)(2n+5)

ap =

a tedy Zan—f—l—lz L.

n=1



_ {3(n+4)-8}(n+2)(n+3) 3 8 (n+3)(n+4) — (2n +6)

n = = =

nn+1)(n+2)(n+3)(n+4) nn+1) nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)
3 8 n+4-—1

2+ D) amrDm+2)  rmF Dt +3)m+ )

I 8 . 16 16
T nn+1) nn+Dn+2) nn+Dn+2)(n+3) nn+1)n+2)(n+3)(n+4)

o0
Podle cviceni 4 a 6 je opét Zlan =3-2+3-1=3.
n—

o0
9. Ukazte, ze fada > a, diverguje, je-li
n=1

3 2
W) = e b) an = (n+ o 2t
ntl/n
C) ap = ﬁ d) ap = (nn—&-ii)n
e) a,=sinna,a#kr,keZ f) ap,=(n+ 1)arctgn%rl
g) a,= 7:;"31 arcsin n%“ h) a, =n?sin %

Dikaz:
(a) Podle piikladu 2.2.7g) (Seminaf z matematické analyzy I.) je lim a, = 400 a fada

tedy diverguje.
(b) Plat{

2
241 1\"
limanzlimn+ 1n(1+2> =1,
n

n— oo n—oo TL2

1

2
ponévadz lim % =1la lim (1 + n—z)n = e. Neni tedy opét splnéna nutna podminka

n—oo n—oo

konvergence.

(c) Jesice lim a, =0, ale

n—oo

|
Sl-
Z

"1
snzz >n-
k=1 k

a fada diverguje.

Pozndmka: Totéz plati i pro fadu Y -, kde o € (0, 1).
n=1
(d) Plati
n"t nw )
ap = o n — L
) )

Je totiz lim n'/™ =1 podle pifkladu 2.2.7¢) (Seminaf z matematické analyzy 1.) a

1\" Ak
n—oo n n—00 n

podle piikladu 2.3.1 (T4z citace).

10



(e) Predpoklddejme, ze lim a, = lim sinna = 0. Potom je i
n—oo

n—oo

0= lim sin(n + 1)a = lim {sinna cosa + cosa sinna} .
n—oo n—oo

Odtud plyne, ze lim cosna = 0, ponévadz sina # 0. To v8ak neni mozné, ponévadz

n—oo
sin® na+cos? nav = 1. (Dokonce vime, jak vypadd mnozZina hromadnych hodnot posloup-
nosti {sinna}fe,, a € R; viz cvieni 2.4.3n) Seminaf I.).

Poznamka: Protoze je funkce sin konkdvni v (0, ) a pifmka y = x je tecnou ke grafu
y =sinz v bodé xy = 0, plati

7r>.

2
1 —x <si < € (0, —
(1) Wx_smx_x,ac (,2

Protoze funkce tg je konvexni v (0, ) a piimka y = x je tecna ke grafu y = tgx v bodé

T, je také

(2) <tgz < 4 € (0 7T>

x r< -z, x —).
— g — T ) ) 4

Pfechodem k inversnim funkcim dostaneme

(3) x < arcsinx < gac, x € (0,1).

™
(4) Zacgarctgxgx, x € (0,1).

Tyto nerovnosti pouzijeme i pfi vySetfovani konvergence rad s nezadpornymi ¢leny po-
moci srovnavaciho kritéria v nasledujicim odstavci.

(f) Prot € (0,1) plati odhad arctg t > 5t a tedy a, = (n + 1)arctg >

1

T2

(g) Jestlize vyuzijeme odhadu arcsint >t pro ¢ € (0,1), dostaneme okamzité
n® 41 1 n® 41

I = 3 MM Ty 3)(n2 + 2) nooo

(h) Vyuzitim odhadu sint > 2¢, ¢ € (0, Z) dostaneme okamzité, Ze a, = n*sin 2 > 2.
o0
10. Ukazte, ze fada Y a, diverguje, je-li

n=1
(a) an = 3/#72”4_4 _UkaZte, ze nlg%o apn, = 1_
(b) a, = /0,02 Ukazte, ze nlingo an =1
_ 1 [ Tenstn 50 1 _ 1]
(¢) a, = cos oy _Ukazte, ze nl:n;o an = 1_
_ 1 Ukate. 70 1i —1]
(d) an, = Ty _Ukazte, ze nh—>n<>lo an, 1_
_ 10" cte e T — ool
() an = 5,75 [Ukazte, ze nh—>Holo = 00|
n )
_ (n-1 e T _ 2
(f) an = (%) {Ukazte, ze nlingo an = e |
2 q
(8) an = (2"273)n {Ukazte ze lim a, =e™?
" 2n2+1 ’ n—oo i

3
(h) an = (3"3_2)n {Ukaite 7e lim a, = e 2
n 3n3+4 I " 00 n

11



(i) an = (1+ %)bn , a,beN {Ukazte, ze lim a, = e # 0}

n—oo
() an = 2 [Vyuzijte odhadu a, > ﬁ}
[ee]
11. Najdéte posloupnost {s,} ¢dstecnych souctu a soucet s fady > a, je-li
n=1
a) a,=q"e"” €eC,lqgf<l,aeR b) a, = AN C) i
n q y 4 y 14 ? n n(n+1)(n+2) (1—1)"

Reseni:

(a) Ponévadz je {a,} geometrickd posloupnost s kvocientem g¢e!® takovym, ze
[ge’ | = |q| <1, plati

n ,ino 2o

n
1 —q"e ge
— — (3¢ — 1 —
Sp = E ap = ge W aS—nh_)ngoSn—m
k=1

(b) a, prepiseme do tvaru a,, =

n(nlﬂ) +1i (n+1)1(n+2) a podle cviceni 7 plati

PR N SR ) —
2= N L e Y
Tedysnzl—n%rl—i—i(%—%ﬁ) aodtuds:nllngosn:1+%.
(c) Podle cviceni 2.1.7b) (Seminaf z matematické analyzy I.) [q = %_J je
n+1

N~k _al-q") ng
8"_,;1(1—2')’“_(1—q)2 l1-q’

Protoze je 1 —q=1- &= =1(1-1i), (1—¢)*=1(1—1i)*=—4%, plati déle

1 2
sp=(i—1) (1— (1—2’)”)_(1—;”“ aodtud s = lim s, =7 — 1.

o0 [ee]
12. Sectéte fady > ¢"cosna, Y. ¢"sinna, kde ¢,a € R, |q| < 1.

n=0 n=1

-~ &) [ee]

ResSeni: Jestlize oznacime s, a t, ¢dstetné soucty fad > ¢"cosna a Y. ¢"sinna, plati
n=0 n=1

podle cvicen{ 2.1.7¢) ( Seminéf z matematické analyzy I.)

g2 cosna — ¢t cos(n + 1)a — qgeosa + 1
n = q? —2qcosa + 1 ’
. ¢ sinna — ¢"sin(n + 1)a + gsina
" g% —2qcosa+1
a tedy
iq” cos no = __1-gcosa iq" sin na = &.
— ¢? —2qcosa+1° — g? —2qcosa +1

12



[e.e]
13. Sectéte fadu > ay, je-li

n=1

I
(a) anz( ) + & [1G—1)]
(b) an = ﬁ [—]
(c) an = (13)71 [£(1+ 2i); uzijte vlastnosti geometrické Fady]

Bolzano-Cauchyova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > ay, je-li

14. Pomoci
n=1

c) ap=%2E, xR

a) Qp = # b) an = % on
. L[]
d) an = cos nx C:L)s(nJrl)x , z€R e) ay = (—=1) _

Resen:
(a) Podle piikladu 2.2.24c) ( Seminaf z matematické analyzy L.) je | son—5, | < 2 Vn,p € N
a tfada tedy konverguje.

(b) Podle piikladu 2.2.24b) (Seminaf L) je | s2, — s, | > 2 Vn € N a fada diverguje.

(c) Plati
sin(n + 1)x sin(n + p)x " | sin(n + §)
[sntp = sn| = | =g+t e | S| T gmr | S
j=1
-5 1 1
w _ (L
= Z 2n+J 2n+1 ' % T on (1 2p> njgoo

a tfada konverguje.

(d) Je
coskx —cos(k + 1)z = coskx — cos(k + 1)
| Sntp — sn | = Z -2 k -
k= k=1
B 7§) coskx —cos(k+ 1)z | nz—i_f) cos kx n§l coskr|
N k N k E—1|
k=n+1 k=n+1 k=n+2
_|cos(n+ 1)z cos(n+p+ 1)z N Tg cosk < >
n+1 n+p ettt k—1
PR +"Z+p 11 U S 1 2
N — — = —_—
“n+1 n+p Wos k-1 k n+1l n+p n+l n+p n+1ln-o

a dand fada je konvergentni.

(e) Jestlize rozepiseme danou fadu, dostaneme

Za TR U U U
n= 23456789"'

| Lo, 1 Loy (L, Ly,
Sén — S3n | = — —
bn 23 3n+1 3n+2 3n+3 3n+4  3n+5 3n+6

13



15.

16.

17. Necht fady > a2,

4+ + L + 1 L > L + L + + L >
6n—2 o6n—1 ©6n/)  3n+1 3n+4 6n —2 —

A U U U S O
=3\n+1 " n+2 m) =3 2m "6

a fada je tedy divergentni.

. oo
Poznamka: Rady typu > n—lp, kde p € R, budou v dalsim hrat dulezitou roli a budeme se
n=1
o0
k nim ¢asto vracet. Je-li p = 1, pak fadu > % nazyvame fadou harmonickou a podle 14b)
n=1
je divergentni.

oo
Pomoci Bolzano-Cauchyova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li

n=1
(a) a, = #_H [Rada diverguje; ukazte, ze |so, — Sp | > ﬁ“]
(b) a, = n++4 [Rada konverguje; dokazte, ze |Sp4p — Spn | < ﬁ +o 4 W
a vyuzijte cviceni 14a)]
(¢) an = \/% [Rada diverguje; ukazte, ze | San — Sp | > L]

n(n+1) n+1

(d) an =g, n €Z, |, | <10 [Rada konverguje; vyuzijte odhadu
|an | < 1gi=r a vlastnosti geometrické Fady]
(e) a, = Cogg‘” ,v€R [Rada konverguje; uzijte odhadu | cosz™| < 1]

oo oo
Budte > an, Y. b, konvergentni fady a necht a, < ¢, < b, Vn € N. Potom je fada
n=1

n=1 =

o0
> ¢, konvergentni.
n=1

oo oo oo
Dukaz: Ozna¢me s, , t,, o, Céstecné soucty tad > an, Y. by, Y. ¢,. Protoze rady

n=1 n=1 n=1
(o) o0
> an, >, b, konverguji, plati
n=1 n=1

Ve >0 3ng tak, ze Yn>ng a Vp € N plati | Spqp — Sn | <&, |tntp —tn | <e.
To v8ak znamena, ze

_5<an+1+an+2+"'+an+pScn+1+cn+2+"'+cn+pSbn+1+bn+2+"'+bn+p<€;

&)
neboli |0y4p — 0 | <€ atada ) ¢, konverguje.
n=1

b2 (an,b, € R) konverguji. Ukaizte, 7ze konvergujf i fady

M8

n=1 1

oo

a) Z‘anbn|a b) Z(an+bn)2’ C) Z |G:Ll| )
n=1 =

n=1

14



18.

19.

20.

Dukaz: a) Podle cviceni 1.3.24a) (Seminaf z matematické analyzy I.) plati

1
=(a2 +b})

0§|anbn|§ 2

a fada Y | anb, | konverguje.
n=1
b) Je
(an + bn)2 = ai + 2a,by, + b% ; _| anbn ‘ < apb, < |anbn |

o0
a podle cvicen{ 7 a 16 je fada > (an + by,)? konvergentni.

n=1

o0 o0

¢) Uvazme b, = % Podle cviceni 14a) je fada Y b2 = # konvergentni a podle bodu

n=1 n=1
00

o0
a) konverguje i fada > |anb, | =
n=1 n=1

[ee] (oo}

Necht a,, > 0 Vn € N. a fada Y a, konverguje. Potom fada > a2 také konverguje.
n=1 n=1

Ukazte, ze obrécené tvrzeni neplati.

1
n2*

18
S|=
18

Reseni: Ukazte, 7e 0 < a2 < a, Vn > ng; uvaite fady
1

3
Il
_
3
Il

(oo}
Je-li lim na, = a # 0, potom fada Y. a, diverguje.

—
n— 00 ne1

Ditkaz: Nechf hm na, = a > 0 a zvolme 0 < € < a. Potom existuje index ng tak, ze pro

vechna n > ng platl |na, —al < e, neboli

n

a—¢ a+e 1 -
- <an<T Odtud ¢, = (a —¢) ZE< Zak:rsn

k:ng k:’n()

a ponévadz je hm t, = +o0o, fada Z an, diverguje. Analogicky se provede dukaz pro a < 0.
n=1

o
Necht a, >0, apy1 < a, Vn € N afada . a, konverguje. Potom je lim na, = 0.

—
n—1 n—00

Diikaz: Ptedpoklddejme, ze lim na, = A > 0. Potom existuje vybrana posloupnost {k, }

n—oo

pfirozenych &isel tak, ze lim k,ap, = A a zvolme tuto posloupnost tak, aby pro vSechna

n—oo
n € N platilo k,ar, > g, neboli ag, > ﬁ a kpt1 > 2k,. Vzhledem k monotonnosti
posloupnosti {a,} plati

k1

A A A A kq
]_Zlaj = Skl Z klakl Z 5 y Skoy = Sk1+j kZJrlaJ Z B) +% (k kl) = §+5 <1 — k‘2) Z A
= 1

Indukci dokdzeme, Ze sy, > n-% — +00. Protoze je posloupnost { s, } monotonni, dostaneme,

n—oo

(oo}
Ze fada Y a, diverguje a to je spor.
n=1

15



Poznamka: Jestlize posloupnost {a, } neni monotonni, pFedchozi tvrzeni uz neplati. Uvazme

fadu 1 1 1
1 z - il
FOF 0+ 7040 g+ 0+ 0 7o+
tedy a, = = pron = k* a a, = 0 pro n # k* (k € N). Potom je > a, = Y &
n=1 n=1

konvergentni, ale lim na, = 1.

n—oo

o0
21. Co je mozno Fici o fadé > ¢, kde ¢, = a,, + by, jestlize
n=1

(a) Rada Y. a, konverguje a fada " b, diverguje.

n=1 n=1

[Diverguje. Kdyby konvergovala, pak konverguje i fada se ¢leny b, = ¢, — ay,. |
(b) Obé rady diverguji. Ilustrujte na prikladech.
[ Muze konvergovat i divergovat. Uvazte a,, = (=1)"!, b, = (—1)" nebo a, = b, = +.]

1.2 Rady s nezdpornymi &leny.

1. Budte > an, Y. bn, an > 0,b, > 0 dvé fady a necht a, < b, Yn > ng, ng € N. Potom

n=1 n=1

oo [ee] o0
z konvergence fady > b, plyne konvergence fady > a, a z divergence fady »_ a, plyne
n=1 n=1

o0
divergence fady > b, (1. srovnavaci kritérium).
n=1

o0 o0
Dikaz: Ponévadz fady . a, a Y. a, bud zaroven konverguji nebo zéroven diverguji,
n=1 n=ng

oo
je mozno predpoklddat, ze ng = 1. Jestlize oznaéime s, a t, ¢dstecné soucty fad > a, a

n=1
an,pakplatl ze Sp < t, Vn € N. Je-li nyn{ lim ¢, =t € R, pakjei lim s, =s e R
(obe posloupnosti {s,} a {t,} jsou monotonni) a je-li hm Sp =400, jei lim t, = +oo.
2. Rozhodnéte o konvergenci fady > a, je-li
n=1

a) an = 1o, 0> —1 b) an:%,azo ¢) an =2" sin 3%, x € (0,3m)
d) al\@,agx/Qﬁ,agx/Q\/2+\/§,a4\/2\/2+\/2+\/§,
e) an=-%,a€R f) an =1, n>2 g) an =sin’, x e (0,m)
h)a":@)zx )oan=(1+52)¢",0<q<1 j) ap=5p n=2
k)an:W,nZ2 l)anzm,nZi’)

nn In 1+sin%
m)anzm,nEQ,peR n)an:% o)anzﬁ

Y arctg {3+(—1)"2

p) anzloan (1+%) q) an: tg{j/’% ) }tgﬁ

16



ResSeni:

(a)

Je-li |a| < 1, pak lim a, =1 a fada diverguje. Pro a = 1 je a,, = % Vn € N a fada
n—oo

opét diverguje.
o0
Je-li @ > 1, pak plati 1-1-% < - atada ) - konverguje (je to geometrickd rada

an
n=1

o0
s kvocientem 0 < g = % < 1). Tedy dané fada Y. a, je konvergentni pro a > 1.

n=1

Pro0<a<1je < a™ a tada Z a™ konverguje.

1+a2n =
n=1
Proa=1jea, =3 Vn € N a fada diverguje.
oo
Je-li a > 1, potom 1+a2“ < ;% = a% a fada 21 a% konverguje.
n=

o0
Tedy fada > a, konverguje pro0 <a<laa>1.

n=1
Sips : n . x 2\ % = 2\
Vyuzitim odhadu sin ¢ < ¢ YVt > 0 dostaneme a, < 2™ - =T (g) a frada 21 (5)
n=
konverguje. Konverguje tedy i ptivodni fada.
pifkladu 2.2.11e) (Semindf z matematické analyzy I.) plati a, = 2sin 5757 a tedy

o o0
an < 5. Rada Y 5= konverguje a konverguje tedy i fada Z Q.

n=1 n=1

Bud o > 2. Potom je - < -5 fada ). -5 konverguje (viz tloha 1.11.24a)), tedy

o0
konverguje i fada Y L.
n=1
o0
Je-li @ < 1, potom n% > 1. podle tlohy 1.11.24b) je fada % divergentni, tedy
- n=1
diverguje i fada ) % .
n=1

oo

Necht « € (1,2). Jestlize oznacime {s,} posloupnost ¢dsteénych soucti fady Y -1, je
n=1

tato posloupnost rostouci a méa tedy limitu. Ukézeme, ze tato limita je vlastni. Podle

dlohy 1.1.6 je

ii N LU i+i+i+ L)y
a 2ua 3a L o e

V kazdé ze zévorek je 281 ¢lenit (k = 1,2,...), pti éemz nejvétsi z nich je tvaru
Plati tedy

n 1 1 1 2 1 n—1
k-1 _ —
SQH_ISZW'Q _1+2¢11+{20¢1} +'”+{2al} =
k=1

__1
2(k—1)a *

Dana rada tedy konverguje pro o > 1 a diverguje pro a < 1.

Jestlize vyuzijeme odhadu Int < ¢ V¢ > 0 dostaneme, ze ﬁ > % Ponévadz je fada
(oo}

3 L divergentni, diverguje i dand fada.
Dy n
n—=

17



Poznamka: Pouzitim stejného odhadu dostaneme, Ze
n>Inn>Inlnn >Inlnlnn > ...

a odtud plyne, ze vsechny fady tvaru

o0 oo

diverguji. Jsou to mimo jiné ukdzky fad s nezdpornymi ¢leny, pro néz lim a, = 0,

n—oo
i kdyz tyto tady diverguji.
Vyuzitim odhadu sin ¢ > 2¢, ¢t € (0,%) (viz pozndmka k pitkladu c)) dostaneme, Ze
sin % > % - %, n 2> 2 adand fada tedy diverguje.
Je
(n!)? (n!)? n! 1

Ap = = < —

Cn—DI )~ 20l 2n— 1Dl 27(2n— DIl 20

a dand tada konverguje.

Ponévadz plati In n < n, n € N, dostaneme, ze a,, < 2¢" a dand fada konverguje.

Jestlize oznaéime {s,} posloupnost ¢astecnych souctu dané fady, je {s,} rostouci
a0 <apyr <a, Yn > 2. NapiSme fadu analogicky jako v piikladu e)

i1—1+1+1+1+1+1+1+
nlnn  21n2 3ln3  221n2? 5ln5 6In6  7In7  231n23

n=2
Potom plati

1 - 1 N 1
22.2In2 2-1-In2  2-2-In?2’

§1 = S90 = ,5212820+2'

1
21n2

Odtud indukci dostaneme, ze

1 1 1
n > I S

2y T me T2 2 me T T 2 1) e

Ponévadz rada Y m diverguje, diverguje i fada »_ ay.
k=0 n=2
Plat{
{hln}lnn — elnn Inlnn _ eln[n1n In " nlnlnn

a tedy a, = ﬁ < % Vn > 1619 = [e62 + 1] a dand fada konverguje.

Poznamka: Analogicky, je-li

an = (lnlnn)lnn _nlnlnlnn <E n-=mnyg= |:€ + :|7
&)
tedy fady typu ) m jsou vSechny konvergentni.
n=no

o0
Obecnégji: je-li lim a, > 2, pak > —i— konverguje. (Staci dokonce lim a, > 1).
n=1

nen
n— o0 n— 00

18
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Analogickym obratem jako v pfedchozim cvi¢eni dostaneme, ze

{Inn}"t" = cninm?,

L’Hospitalovym pravidlem ukazeme, 7e (Inlnn)? < Inn Vn > ng. Jestlize se chceme vy-
hnout I’'Héspitalovu pravidlu, muzeme postupovat nésledovné: v dikazu cviceni 2.2.7g)
(Sem. z mat. analyzy 1.) je vlastné dokdzdno (pro pevné p > 0):

Ve>0 dzg>0 Vr>zg = Inz<ex.

Polozme p = 2. K ¢ = 1 najdeme z((g). Protoze lim lnn = 400, existuje index

n—oo

ng = no(e) € N tak, ze Inn > ¢ pro vsechna n > ng. Tedy
VYn>mng je In*(Inn) = (Inlnn)? < Inn

a odtud
B 1 1

1
elnn ﬁ :

v

Dana rfada diverguje.
Je-li p <0, neni splnéna nutnd podminka konvergence a fada tedy diverguje.

(Inn)?

Pro p > 0 plati lim = 0, (I'Hospitalovym pravidlem ) tedy (Inn)? <n Vn > ng
n—oo

a dana fada diverguje.

Stejnym zpusobem jako v predchozim piikladu ukazeme, ze

nE
an < <= Ve>0, YV >ngle),

V/nd

tedy a, < # Zvolime-li € > 0 tak malé, ze % —e> 1, neboli € < i, dostaneme, ze

dand fada konverguje.

Poznamka: Stejného vysledku dosdhneme pouzitim integralntho kritéria, které bude
uvedeno pozdéji.

Ponévadz plati
1 1

< ———5 <
n(n + 1n“n)

, je tedy a, < 5
n

SRS
S|

1
In <1 + sin > < sin
n

a dana fada konverguje.

Odvodime si nejdiive vyjadieni logaritmu s libovolnym zdkladem pomoci prirozeného
logaritmu. Je-li y = log, =, pak a¥ = z, tedy y Ina = Inx, neboli log, z = ln—ﬁ Pomoci

In
tohoto vyjadreni dostaneme

%
m(1+3%) 5 3
n In?2 “n2ln2 ~ n?ln?2

Ap =

a dand tada konverguje.

Ponévadz argument arctg nabyva pouze dvou hodnot 1 a 5, je
arctg[3 + (—1)" - 2] > arctg 1 = %

Odtud tedy plyne, ze

T
> —
n n

tg

5
4

a dana tada diverguje.



o0
3. Uzitim 1. srovnévaciho kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > ay, je-li

n=1
(a) a, = 25t [ diverguje, a, > 1]
(b) an =~ 712+1 [ konverguje, a, < - |
_ 1 . 1

(¢) ap, = o) [konverguje, an < =7 ]

(d) a, = \/371LT [ diverguje, a, > + ]

(e) an, = m [ konverguje, a, < -7 |

2
f) an = oy [ konverguje, a, < 2 |
sint :

(g) an, = W(i"m [konverguje, a, < #]

(h) a, = % [ konverguje, an, < —7 |

(i) an = a:;t% [konverguje, an < %]

() an = 2AECT42) [ konverguje, a, < 37%]

- t .

(k) a, = % [ konverguje, a, < 75 |

(1) a, = sin Hs%)n [ konverguje, a, < -%; uzijte odhadu sint <t Vt > 0]

(m) a, = 372227(22:7#3) [konverguje, an < 27}72 ]

— 243 ; : 1

(n) a, = s3] [dlvergUJe, ap, > (3+\/§)n}

(o) ap, = ﬁ [ konverguje, a, < =]

() an = g;ﬁ [ konverguje, a, <2(2)"]

(@) an = Wll—:s [konverguje, an < 312"]

(r) ap = ﬁ sin & [ konverguje, a, < —%=; uzijte odhadu sint <t Vit > 0]

(s) an = tgf- [ diverguje, a, > 7 ; uzijte odhadu tgt >¢, ¢t € (0F)]

(t) an = ﬁarctg 2%/77 [ diverguje, a, > g-; uzijte odhadu 5t < arctgt,t € (0, 1)]
(u) a, = % arcsin -+

N

[konverguje, an < 57715 5 wzijte odhadu arcsint < 5t,t € (0, 1)]

(v) an = ntgé@‘fz [diverguje7 ap > % Vn > 2; uzijte odhadu tgt >t,t e (O7 %)]

(w) a, =1In 2213 [ konverguje, a,, < #]

(x) an = ﬁ In 242 [ konverguje, a, < —=]

V dlohach (w) a (x) uzijte odhadu In(1+¢) <¢ V¢ > 0.

(y) an = (2(’;;)1!?” T konverguje, a, < mrr; uzijte skutecnosti (2(2;)1!?” < 1}

4( 2n 4
(z) an = % [diverguje7 an > w ;

najdéte n tak, aby

ng—fl 5| bylo nejmenéi}
oo oo

4. Bud > a, fada s nezdpornymi ¢leny, > b, fada s kladnymi ¢leny. Jestlize existuji kon-
n=1 n=1

stanty a > 0 a § tak, ze o« < $2 < 3 Vn > ng, pak dané fady bud zérovei konverguji nebo
zaroven diverguji (2. srovndvaci kritérium).
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Dukaz: Ponévadz pro n > ng plati a < ‘;—Z < 3, dostaneme, ze
aby, <ap <Bb, YN 2>ng

a vysledek plyne z 1. srovnavaciho kritéria.

o0 (oo}
5. Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny, > b, fada s kladnymi ¢leny. Je-li lim sup b" < 00,

n=1 n=1 n— oo

pak z konvergence fady Z b, plyne konvergence rady Z an. Je-li liminf = > 0, pak

n=1 n=1 n—00

o0

z konvergence fady > a, plyne konvergence fady Z by, (limitn{ tvar 2. srovndvaciho
n=1 n=1

kritéria).

Diikaz: Nechf lim %2 < co. Potom je posloupnost { "} shora omezend, tedy existuje

n—oo bn

B > 0 tak, ze $= < 3, neboli a,, < b, Vn € N. Z prvého srovnavactho kritéria tedy plyne
prvni tvrzeni.

an

Je-li lim ‘g—: > 0, pak existuje a > 0 a index ng tak, ze B > a Vn > ng, neboli a, > ab,
n—oo

a druhé tvrzeni plyne opét ze cviceni 1.

Poznamky: (i.) Z dikazu piedchoziho cviéeni plyne, Ze pokud je limsup Z—: < o0, pak

n—oo

z divergence fady Z an, plyne divergence fady Z b, aje-li hm mf 7= > 0, pak z divergence

n=1 n=1

fady Z by, plyne divergence rady Z .
n=1 n=1

oo o0
(ii.) Jestlize existuje lim = = A aje 0 < A < oo, pak fady }_ a, a ) b, zdroven

n—o0 T n=1 n=1
konverguji nebo diverguji. Posloupnost { } je totiz shora omezend a existuje a > 0 tak, ze

%204 Vn > ng.

[e.°]
6. Rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li

n=1
a) an—(a+bn)s,b>08€R b) a,=1-cosf,zcR
_ e +nt _ Inn+sinn
C) On = 37 +1In?(n+1) d) Gn = n2+4+21In2
e) ap=YEVn=Z 4 e R f) a,= Lo VnT 1\ cR
11 o (VAat)?
g) a,= {1— nT—l} ,a€R h) a, = arcsin ¥ 55
. n+1
3 — n+1 . __arcsin 5
i) an, = /2= arctg e i) an= T

k) an:(l—%) ,a€R.

Reseni:

(a) Jestlize zvolime b, = -1, pak

lim 2 = lim " g _ 1
n— o0 bn T e a+bn o bs

a fada konverguje pro s > 1 a diverguje pro s < 1.
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(b) Pro a, plati podle poznamky k piikladu 2(c)

2

sin? o
=T =7 <
=+ cos =+ cos
7 . 2 ~ .
a zvolime-li b, = 2, dostaneme lim ﬂ = Z a tada konverguje.
s . n ’
(¢) Polozime-li b, = (£)", plati
n 4 4
an C A 1+ %
n—00 Oy n—oo 3 +1n (”Jrl) n—oo 1 4 In? (”+1)
3!L 3!L

a dand tada konverguje.

o0
(d) Polozme b, = 22 Potom je 27 < i;n% a podle cviceni 2(n) je fada 22 oz konver-
n=

gentni. Déle
Inn+sinn

. Qp 1
lim — = lim —/—2%— =1
n—oo O, n—oo 7n2+2 In 2
n2

a dané tada konverguje.

(e) Pf“epléme Qp, do tvaru ap = m. Potom pro bn = ﬁ platf

. G . 4y/n
lim — = lim
n—oo b, n—oo\/n4+24++/n—2

tedy dand fada konverguje pro o > % a diverguje pro a < %

:2,

(f) Jestlize a, upravime analogicky jako v predchoz{m cvi¢eni, dostaneme
n+1

n“{f/(nz—i—n )2+ 3/ (n2 +n)(n2 — 1) + {/(n2 }

a pro b, = ﬁ plati

3
lim an _ lim Vn(n +1)

n—oo by n—oo {/(n2+ n)? + {/(n +n)(n2 —1) + {/(n® — 1) 3

QAp =

Dana fada tedy konverguje pro o > % a diverguje pro a < %

(g) a, prepiseme do tvaru

. {mm}“ 2 :
" Yn+1 I+ 1Y (n+1)2+Vn2 -1+ Y (n—1)?)

aprob, = -5 L plati lim 4= = (%)a . Dand fada tedy konverguje pro o > 1 a diverguje

n—oo “n

=

pro a < 1.
(h) Podle pozndmky ke cviceni 2(c) plati

T (VA+D?P

2 3
0, < n2(y/n+1) T
2 nd+3n+2

s
plati — lim Y "~/ _ %

apro by = —57 2 nioe W3 t3n+2 2

tedy dana fada konverguje.
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(1)

Podle stejné poznamky plati

In—1 = n+1
anZ T .
n2+1 4 ¥nti+4g

Jestlize polozime b,, = ﬁ’ je

. [n—1 = né(n+ 1) =«
lm . —_ p—
nmoo\n24+1 4 Ypiyd 4

a dand tada diverguje.

n+1

Odhadneme—li a, podle pozndmky 2c), plati a,, > P

nh—>ng<> 5 \/W 2%/3, tedy dand rada diverguje.

a pro b, = % dostaneme

Polozme b,, = 77 . Potom plati

n
lim an _ lim n® <1 o lnn) — lim e Inntn In(1—alon)

n—0o00 Oy n—oo n n—o00

Jestlize si napiSeme limitu exponentu, dostaneme

1 1 1 1
lim {alnn—i—nln(l— @ nn)} = lim n {a nn—l—ln(l— a nn)} = :t‘ =
n— 00 n n—00 n n n
. —atlnt+In(l+«tlnt) I’Hosp. —C lnt—oz—l—%
= lim = = lim =
t—04 t prav. T 0, 1
. —alnt—-a—-o2tIn’t—o?tnt+alnt+a . —a’tInt(Int+1)
= lim = lim =0,
t—0, 14+ atlint t—0, 14+ atlint
vzhledem k tomu, Ze
t 1
lim ¢ Int = lim — = lim tl =0.
t—04 t—0y T t—04 —iz
Odtud plyne, ze nlggo Z—: = ¢ = 1 a dan4 fada konverguje pro o > 1 a diverguje pro

a<l.

o0
7. Uzitim 2. srovnavaciho kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li

(a)
(b)
()
(d)

n=1

n+3 : _ 1
P o e | [konvergUJe n = 2]

Ap = n

_ (1402 : 1
an = (Hng) [konverguje b, = ﬁ]
_ 2n245n+1 _ 1
ay = JHEintl [ diverguje, by, = 2
n—yn
n3—n
1

Gy = Vrrh [ konverguje, b, = —7

3

an = [ konverguje, by,

]
= ]
7]

ay, = 7% V2"71 [diverguje7 b, = % ; odstante rozdil v éitateli]

an:%(\/nQ—Fn—&—l—\/nQ—n—&—l)

[diverguje, b, = % ; postupujte jako ve cviceni (f)]
n2"45 2

an = 15741 [konverguje, b, = (g)n]
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10.

(i) an = gz [ diverguje, by = 1]
(j) an=1—cos \37% [ konverguje, b, = # ; uzijte cviceni 5(b)]
(k) Ay = m [diverguje, bn = m ) uzljte cviceni 2(J):|
(1) a, = /n+arctg n® — /n

[bn = 1/2 —; konverguje pro a < —5 a diverguje pro a > —3;

odstrante rozdil odmocnin a Vyuz1Jte odhadu z pozndmky 2(c )]
(m) ap, =vn+a—vVn2+n+6
[konverguje pro a =

1

L1 . 1., _ :
55 bn = 7z ; diverguje pro n# 5; by = —73;

dopliite dany rozdil na o* — 54]

o0 o0
. Bud'te Y an, Y b, fady s kladnymi ¢leny a necht existuje index ng tak, Ze pro vsechna

n=1 n=1

n > ng plati % < b”l‘)“ Potom z konvergence fady Z b, plyne konvergence fady Z an
" n=1 n=1

a z divergence fady Z a, plyne divergence rady E by, (3. srovndvaci kritérium).
n=1 n=1

o . . ; ap bn n
Dukaz: Protoze pro vechna n > ng plati 2 < 2L plyne odtud, ze ™ E < g
n 7‘L n n

Vn > ng a tedy posloupnost { } je monotonni pro n > ng. Jestlize polozime 3 I — B je
”O

< B Vn > no a odtud lim 7= < oo. Tvrzenf nynf plyne ze druhého srovnavaciho

n n—oo “n

kritaria.

o0 o0
Bud 3 a, fada s nezdpornymi ¢leny a necht a, > any1 Vn € N. Potom fada . a,
n=1 n=1
o0
konverguje préavé kdyz konverguje fada > 2"agn.
n=1
Dukaz: Oznacme {s,}52; posloupnost ¢dstetnych souctu rady Z a,. Ponévadz je {s,}

neklesajici, existuje hm Sp. Stejnou limitu ma i kazda vybrand posloupnost Dale plati

Sok — Sgk—1 = azk—1+1 + e + Aok
a vzhledem k monotonnosti posloupnosti {a,}5, je

2P g < s1 — Squ-1 < 28 Lageor pro ke N.

Sectenim téchto nerovnosti pro k = 1,2,...,n dostaneme

n n n

1
B Z 2ka2k < (Sor — Sok—1) = Son —ag < Z 2k_1a2k—1.
=1 k=1

~
Il

-
£

Vysledek nyni plyne z prvého srovnavaciho kritéria.

o0
Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny a necht a; > 0. Potom plati:
n=1

. o0 n
a) Rada Z 92 konverguje pro o > 1. [sn = > ak}
— n [
o0

b) Pro a < 1 fada Z %z konverguje pravé kdyz konverguje fada > ap,.
1 ’VL

n=1
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o0

Dukaz: «) Necht > a, konverguje, tedy existuje lim s, = s € (0,+00). Ponévadz je
n=1 n—oo

{8n}22; neklesajici posloupnost kladnych ¢isel, konverguje také posloupnost {s,;*}22 ; a je

tedy omezend. Existuje tudiz ¢islo K () tak, ze

< K(a) ¥n € N. Potom G—Z < K(a)-a, Vn eN,

n

:E'JQ"—‘

o0
tedy podle cviceni 1. fada ) <2 konverguje.
n=1 "

() Necht fada Y a, diverguje. Pro o < 0 plati
n=1

a a . a a
ap = — - 5% < .59 mneboli — > - Vn € N.
Sn Sp sp 8T
oo
Podle cviceni 1. tedy fada 2o diverguje. Pro o € (0,1) budeme postupovat sporem.
= o

o0
Necht > %= konverguje. Podle Bolzano-Cauchyovy podminky tedy plat{
n=1

n

a a
Ve>0dnge NVn>ng Vpe N= ZH 4P
Sn+1 Sn+p
Specialné plati tento vztah pro n = ng. Tedy pro vSechna p € N je
Apy+1 Ano+p 1 1_ _
€= 3% Tt s@% = s& (Sno+p = Sne) = Sno-(l-lp - Snosnoa-&-p :
no+1 no+p no+p

Limita tohoto vyrazu je pro @ = 1 rovna 1 (pro p — o0), pro a € (0,1) je +00. V kazdém
pifpadé dostdvame pro € € (0,1) spor.

v) Bud « = 2. Protoze s,_1 < sj, dostavame s,_15; < sz a tedy

o _semskeer L L

2
S5 T Sk—15k SkSk—1 Sk—1 Sk

Odtud plyne, ze

2
s a Sk—1 8 a; s a
h—1 "k 1 b—2 k—1 k 1 n 1
(o]
y a .
a rada e konverguje.
n=1 "
Je-li a > 2, pak
a a _ o @
= 22 gl D yYp e N
s& s2 52
n n n
o0
a podle cviceni 1. fada ) %2 konverguje.
= n

8=

0) V obecném piipadé a > 1 oznaéime oo = 1+ ¢, kde € > 0. Protoze funkce f.(z) = %xs +
je rostouci na intervalu (1, 4+00) plat{

€
1+1§1( ok ) g Skl
3 € \ Sk—1 Sk
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11.

Odtud

1 1 s 1 1 Sp_ a Sk — Sk— 1 1 1
£ Sy Sy € S S En En €

Odtud plyne jako v bodu 7), ze

o0
a tedy fada > -£ ¥e konverguje pro € > 0.

’I’Lln

o0

Poznamka: Body v) a §) z predchoziho dikazu plat{ pro libovolnou fadu Y a, — konver-
n=1

gentni i divergentni. Bod 7) dukazu je zbytecny, ale pouzitd nerovnost je daleko ndzornéjsi

nez nerovnost z bodu §).

Bud 3 a, fada s kladnymi ¢leny, o € R. Potom plati:

n=1

[ee]
a) Pro a > 1fada ) konverguje.
n=

An
| 1+n«a,
o0 o0

b) Pro « € (0, 1) plati implikace: je-li fada 3 a, konvergentni, konverguje i fada
n—

n=1

an
1+n%a, *

[e°] [ee]

¢) Pro a <0 fada I +‘:lt;a konverguje pravé kdyz konverguje fada > ay.
n=1 " n=1

Dukaz: «) Pro vsechna n € N je

an < an
1+ n%a,

Odtud plyne bod a) a b) a implikace bodu c)

Z a, konverguje = Z Trmaa- konverguje.
n=1

B) Bud a < 0 a necht konverguje fada Z Trnaa-- Odtud plyne, ze

Proto plati lim n%a, = 0, tj. {n%a,}32,; je omezend posloupnost. Existuje tedy ¢&islo

n—oo

K > 0 tak, ze 1 + n%a, <1+ K pro vSechna n € N. Tedy

Qn

VneN
1+ noa, = 1+K ne

oo
a podle cviceni 1. konverguje fada Y a,.
n=1

Poznamka: Obrécené implikace neplati. Bud a € (0,1). Stejné jako v bodu 2. se ukdze,

ze plati: Jestlize Z T + o konverguje a posloupnost {n%a,} je omezena (coz se zapisuje
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12.

13.

[ee]
n%a, = O(1) nebo a, = O (n%) ), pak 3" a, konverguje. U fad, které nespliiuji podminku
n=1

oo oo
an = O (55) (tzv. podminka Tauberova typu), se mize stét, ze Y. b, = 21 T kon-
n—

n=1

o0
verguje a Y. a, diverguje. Bud m € N. Polozme a, = %, pron=k" k=123,...,

n=1

an, = 0 jinak. Pak fada

1
Zan—1+0+ e =
2 —— '3

2m —2nul 3m—2m—1nul

+...

=

diverguje a a,, = O ( ) pravé kdyz a < --. Pron = k™, k € N je
1 1 1
k

n

b, = = b, = 0 pro ostatni n.

1+ fma—1 k + kma ’

. o0
Rada > b, konverguje praveé tehdy, kdyz ma > 1. Polozme m = E] +1. Tim jsme sestrojili
n=1

protipiiklad na implikaci

(o) o0
Z b, konverguje — Z a, konverguje.

n=1 n=1

Tento protipiiklad funguje pro kazdé a € (:,1) . Kdybychom fadu ) 1 ,rozfedili“ nulami
k=1

=

jesté vice, dostaneme protipiiklad pro vsechna « € (0,1). Vyzkousejte a, =

pro n = k!, a, = 0 pro ostatni n.

o0
Bud Y a, fada s nezdpornymi &leny. Jestlize existuje ¢fslo ¢ < 1 a index ng tak, Ze
n=1

va, < q<1VYn > ng, pak dand rada konverguje.

Jestlize nerovnost /a, > 1 plati pro nekoneéné mnoho indexu n, pak fada diverguje.
(Cauchyovo kritérium).

Ditkaz: Necht plati v/a, < ¢ <1 Vn > ng. Potom a,, < ¢" a podle prvého srovnivaciho
kritéria je fada konvergentni.

Je-li /a,, > 1 pro nekone¢né mnoho indexu n, pak a,, > 1 pro nekoneéné mnoho indext n
a neni splnéna podminka lim a, = 0. Rada tedy diverguje.

n—oo

o0

Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny. Je-li lim sup /a,, < 1, pak dana fada konverguje, je-li
n=1 n— o0

limsup {/a, > 1, pak fada diverguje. (Limitni Cauchyovo kritérium).

n—oo

Diikaz: Oznaéme lim {/a, = a < 1. Potom k libovolnému &islu g takovému, ze a < ¢ < 1
n—oo

existuje index ng tak, ze {/a, < q Vn > ng. Podle predchoziho cviceni je tedy dand tada

konvergentni.

Jestlize a > 1. potom nerovnost /a, > 1 plati pro nekoneéné mnoho indext n a dand fada

diverguje.
Pozndmka: Je-li lim /a, = a = 1, muze fada konvergovat i divergovat. Staéi uvazit
n—oo

fady Z g Z 2.V obou pifpadech je n@o an = lim {/a, =1 a jak jiz vime, prva

rada dlverguje druha konverguje.
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14.

15.

[ee]
Bud Y a, fada s kladnymi ¢leny. Jestlize existuje ¢islo ¢ € (0,1) a index ng tak, Ze
n=1
Qn41
An

Jestlize

< g < 1 pro vSechna n > ng, je dané rada konvergentni.

22il > 1 pro n > ng, fada diverguje. (D’Alembertovo kritérium).

Dukaz: Je-li % < ¢, potom podle cviceni 2.2.17 (Semindr z matematické analyzy I.)
plati anysk < an,q® Yk € N a dani fada konverguje.

Je-li aZ“ > 1 Vn > ng, potom indukci dokdzeme, Ze any1+k > an, > 0 VEk € N a ponévadz
neni Splnena nutnd podminka konvergence ( lim a, = 0), je fada divergentni.
n—oo

o0 E—
Bud 3 a, fada s kladnymi éleny. Potom plati: Je-li lim < 1, je fada konvergentni,

An41
n=1 n—oo an
jeli lim

n—oo

a;“ > 1, fada diverguje (Limitn{ d’Alembertovo kritérium ).

Diikaz: Je-li lim M = «a < 1, pak k libovolnému ¢islu ¢ takovému, ze o < g < 1 existuje

n—oo

index ng tak, ze < q ¥Yn > ng a podle ptredchoziho cviceni fada konverguje. Jestlize

lim *2* = 3> 1, pak “2* > 1 Vn > ng a fada diverguje.

n—oo

an+1
a.

Poznamky: i) Jestlize existuje lim %L = q, pak pro a < 1 fada konverguje a pro a > 1
n—oo n

diverguje. Pfipad o = 1 je opét nerozhodny. Staci uvazit stejné ptriklady jako v poznamce

ke cviceni 13.

ii) Jestlize srovndme cviceni 13 a 15 s cvicenim 2.4.22 (Sem. z mat. analyzy 1.), je vidét, ze

Cauchyho kritérium je silnéjsi v tom smyslu, ze existuji rady, u kterych nelze rozhodnout

o jejich konvergenci pomoci d’Alembertova kritéria, ale d& se rozhodnout pomoci Cauchyho

kritéria. Jako ukazka slouil' fada

+ ! + ! 5+ ! + - + = -+ = +.
2 3 32 3n
kde lim “2 = 400, lim “2£ =0, lim {/a, = 3. Je-li oviem lim %21 = 1, je také
n—oo “n n—oo M n— o0 n—oo 4n
lim /a, =1 a zaddné z kritérii nelze pouzit.
n—oo
o0
16. Pomoci cvi¢eni 13 nebo 15 rozhodnéte o konvergenci fady > a, jeli
n=1
S A
nt)? "
) an= (gnn)‘z d) an= é'(:'-ﬁ-()%l)'
e) an=n""3.Ynl+1 f) an:L
(2n24n+1) 2
g) an:i—z,x>0,seR h) a, = ntgsier
i) ap= M(STI%)"”) arcsin 2*1” j) an= (2”)' arctg = i
5 n3/2
|
k) a,="%,a>0 1) anz(ﬁig)
n 2 nmw
m) ap= H(Q;nl) n) a,= COSQH 3
n3 \/5_,’_(_1)”
0) An = % P) an = 2(w,/2+5n)_13(n/2—5n,) y En = i {1 - (_1)n}

QAn

n
q) a,= (i> ,x>0,an, >0, — «
n—oo



Reseni:

(a) Je
any1 _ala+1)...(a+n—1)(a+n) (2n — )N _a+n
an (2n+ 1N ala+1)...(a+n—-1) 2n+1
a ponévadz je lim GZ“ = % < 1, dand tada konverguje.
(b) Plat{
5 2 1 5
L PWVRHD 1 n gy,
2" +n 2m
Dale .
bn+1:(n+1)5(ﬂ+1)' 2n _ L1 1
bn, 2n+l n5(\/§ +1) 2 n n—o0 2
Rada > by, konverguje a podle prvého srovndvaciho kritéria konverguje i fada . by,.
n=1 n=1
(c) Je
112 n? 2
aa _ [0 2 1
an 2(n+1) (nl)Z 2n+1 50

podle piikladu 2.2.7f) (Sem. z mat. analyzy I.). Tedy dand fada konverguje.
(d) Protoze je

Uny1 [(n+2)!]”+1 ' 2141 ... (2n)! B [((n+ D) (n+2)]" (n+2)! B

an 2140 2n)!2n+2)! [(n+ D" 2n+2) [(n+ )]
(n+2)"(n+2)! (n+2)" n+2\" 1 nﬁ -1

(2n +2)! (n+3)(n+4)...(2n+2)§<n+3> <1+ni2> ot <L

dntl 1 a dang fada konverguje.

n

Odtud plyne, ze lim

(e) Plati
anp1 Y+ DIF1 nf _( n )3 J 1 +1
an  (n4+1)" Ynl+l \n+l (n+1)(n!+1)

Déle

Ont1l _ 6_1/3
an

< 1 a dand fada konverguje.

tedy je lim
n—oo

Poznamka: Pron € N, n > 4 plati 1 < log,n < n < 2" < n! < n" Vime jiz

oo
(viz 2.2.7 Sem. z matem. analyzy 1.), Zze kazd4d ndsledujici posloupnost {a%k)} jde
n=1
_1>® ;o (k=1
do nekonecna tadové rychleji, nez predchozi {a%k 1)} , nebot lim a"r(k) = 0 pro
n=1 n—oo Qap

(k—1) X Gk-1)
k =1,2,3,4,5. Misto limity podilu GZT Ize zkoumat konvergenci fady >, 25—,

n=ng n

kde ng je vhodné ptirozené ¢islo. Pak fekneme, ze {a;’“)} jde do nekone¢na mnohem
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rychleji nez {a%kil)} . Druhé a tfeti posloupnost nejdou do nekoneéna daleko rychleji,

neZ predchozi, ¢tvrtd, pata a Sestd ano. Bud « > 0. Potom je
1<logdmn <n® <2 < (nh)* < n pro n > 4.

Pro a > 1 jde t¥eti posloupnost do nekoneéna daleko rychleji nez druhd, pro a € (0,1)
ne. Jinak je situace stejna jako pro o = 1. Konvergence fady z piikladu e) je po-

dle cviceni 6. ekvivalentni s konvergenci fady Z ( )’7 . Pfedpokladejme, ze v kazdé

skupiné posloupnosti {log§ n} , {n*}, {2"*} , {(n') }, {n"} je ddno usporddani po-
dle rustu o > 0. Je-li 0 < a1 < g, 0 < 3 < 1, pak zéddnd z posloupnosti 1 < logg* n <
<logs?n < n® neroste do nekonecna daleko rychleji nez piedchozi; risty logy n < nf
a n® < n” jsou daleko rychlejsi pravé kdyz 3 > 1, resp. 3 > « + 1. Risty

n® < 20m < 9P < (ph)M < (nl)72

jsou daleko rychlejsi vzdy (tj. pro @« > 0,0 < 81 < f2,0 < 41 < 72). Skupiny

S a
{(nH*} ,a > 0 a {n"P}, B > 0, se bohuzel , prekryvaji“. 3 (Zi,)[, konverguje prave
n=no

kdyz je 0 < a < 3. Lze sestavit jesté bohatsi stupnice.
Je

n—1 1
n n n17§

Van = (2n2 +n+1)% N (2n2 +n+1)2t2.
SR SRS T SR B
VI n+1 ¥Yn B2+ n+ 1n—o /2
a dand fada konverguje. Podle cviceni 2.2.7¢) (Sem. z mat analyzy 1.) je totiz

lim Y/n= lim *%/2n2+n+1=1

n—oo

IN

Plati /a, = % 2% tedy dand fada konverguje pro x < 1 a diverguje pro x > 1.

o0

Je-li x = 1, dostaneme fadu ) # a ta je podle cviceni 2e) konvergentni pro s > 1
n=1

a divergentni pro s < 1.

Podle pozndmky k cviceni 2¢) plati

a"Sn';'QnJrl:Qn*l:bna bn = on 77:o§<1.

Rada E b, tedy konverguje a podle cviceni 1 konverguje i fada Z Q.

n=1
Opét podle pozndmky 2c¢) je
0> 3:6...(3n) 1 — b a bpir _ 3n+3 R §>1
(n + 1)! AL by, 2(77, + 2) n—oo 2

a tada Y b, diverguje. Podle cviceni 1 diverguje tedy i dané fada.

n=1

Podle stejné poznamky, jako v predchozim ptikladu, plati

2n)ll 1 by, 2n+2)I1 3™ -nl 2n+2 2
(2n) = b, a ponévadz = (2n+2) ~3 n_ ent — =<1,

< —
=0 T3 bn (nt 113 2l 3(n+ 1) n—we 3

je fada Z b, konvergentni a konverguje tedy i fada Z Q-

n=1 =
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(k)

Ponévadz je

any1 (n+Dla™tt  pn n \" a
= . = _— —
an (n+1)»+*1  nlan n+1

)
n—oo e

podle cviceni 2.3.1 (Sem. z mat. analyzy 1.), plati, ze dand fada konverguje pro a < e
a diverguje pro a > e. Je-li a = e, nemuzeme d’Alembertovym kritériem rozhodnout.
Podle Raabeho kritéria vsak dand fada pro a = e diverguje (viz piiklad 32b)).

Poznamka: Plati Stirlingova formule

| PP
lim S = v/2x.

n—oo nn+§

nle™
nn

Odtud plyne, ze lim a,, = +oo v pifkladu k) pro a = e (a tedy fada >_ diverguje).

n=1
0 Vi
a _<\/ﬁ+2)f_< 1 ) L
n = 7L 1 :

Jestlize vybereme posloupnost n = k2, plati

k
1 1
M() — - <1

1
1+m n—oo e

Je

a podle pozndmky ke cviceni 2.3.1 (Sem. z mat. analyzy I.) je lim ¢/a, = % a dand
n—oo

tfada konverguje.

Podle d’Alembertova kritéria dostaneme

1 3
Ant1 _ gmagT _ 1 Ant2 _ gEagz _ 3

) 1 y
QA2n, DPID 6 A2n+1 2onFT 2

Qn An

tedy lim “= =2 > 1, lim “** = 1 <1 a o konvergenci fady nemuzeme rozhod-
n—oo n— 00

nout. Na druhé strané vsak plati {/a, = 7%2(_1) — % < 1 a dana fada konverguje.
n—oo

Snadno zjistime, ze hodnoty cos? = jsou 1 pron = 3k a i pron=3k+1lan=3k+2.
Odtud plyne, ze

azn+1 _ 1 azn+2 _ 1 U3nts _
asn, 8" aspy1 27 G3ng2 ’

tedy d’Alembertovo kritérium opét nerozhodne. Je vsak

1/cos? = 1
n/an —

a dané tada konverguje.

Plati
3 2n
n 2 1 1 2-1
a2+1:(n+ ) Lfv2-1 V2-1),
A2 2n 3 \/§+1

2n+1
s (2a2)' 1 (V)™
a1 \2n+1) 3\V2-1

JE— V03 —1\"
a odtud lim “* = 400, lim % = (0. Na druhé strané je {/a, = M

7 n
n—oo n—oo
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a odtud lim /a, = VI 1, tedy dand fada konverguje.

n—oo 3
Pozndmka: Priklady m)-0) potvrzuji poznamku 2 ze cviceni 13, tedy, ze Cauchyho
kritérium je silnéjsi. Jeho nevyhoda spoc¢iva v tom, ze se s nim obtiznéji pocita.
Jestlize si napiseme nékolik prvych ¢lentu dané fady, dostaneme, ze

i 1+ ! + ! + ! +-+ L + ! + ! +
ap=-—+ —+ —— 4 —— ...
—_ "2 2.3 22.3 22.32 ok .3k—1 " 9k .3k ' ok+1.3k

Tedy . .
agn  guga 1 agpgp1 garize 1
- 1 — 9 - 1 9
a2n—1 Sngn—T 3 az Sngn 2
a lim %22tl = % < 1. Dané tada konverguje.
n—oo 9n

Plati {/a, = ;= a tedy pro a = 400 je fada konvergentni pro vsechna z > 0. Je-li
a =0, je lim {/a, = 400 a fada diverguje pro viechna x > 0. Pro a € (0,400) je
n—oo

lim {/a, = ¥ a fada konverguje pro x € (0,a) a diverguje pro = € (o, +00).

n—oo
Vysetteni ptipadu * = « je ponékud komplikovanéjsi a ukdzeme zde alespon nutné
podminky konvergence dané rady. Bez 1jmy na obecnosti muZzeme predpokladat, ze

n

a = 1. Potom je a, = (ﬁ) , kde lim g, = 0. Je-li nyni 3, < 0 pro nekonecné
n n—oo

mnoho indexu n, je fada divergentni, ponévadz a,, > 1 pro nekonetné mnoho indext.

K tomu, aby fada konvergovala musi tedy platit, ze 8,, > 0 Vn > ng . Dédle musi platit

1
L+ Bn

1

) =ara = {assnt " o

n—oo n—oo

lim a, =0, tedy an<

Odtud plyne, ze lim nf, = +oco a posloupnost {3,}°2; nesmi konvergovat k 0 pfilis
n—oo

rychle. Muze tedy byt na piiklad 5, =n~"7, kde 0 <y < 1 nebo 3, = ﬁ , po piipadé
Bn = ﬁ a podobné. Pro které z téchto hodnot je fada skutetné konvergentni, je
ovSem otazka, na kterou se pokusime odpovédét na konci tohoto paragrafu. (Pf. 35a)).
Budeme si vsak muset k tomu odvodit specidlni kritérium.

oo
17. Uzitim cviceni 13 rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li

(a)
(b)
(c)
(d)
()
(f)

—

n=1
: 1
an = 3373 [konverguje, va, — %}
anp = % [diverguje7 va, — 2]
n .
an = (%) n® [konverguje, Y, — %]
1\ . .
an = (15) 75 [ diverguje, /an, — 1t]
an = ’ga ,a€R [konverguje, Ya, — %]
2
. 1
a, = (2-:-17%)” [konverguje, va, — 5]
n
an =n’ (2213) [ konverguje, /a, — 3]
nt1) 2 (5) 2 : 5\1/6
an = <5Zf3) (2)° [konverguje, /an — (2) ]
— n< 3 n
n = o E 0 @€ R [ konverguje, {/a, — 0]
ap,=n%¢",0<qg<l,aeR [konverguje, va, — q]
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3+(=1)"
2n+1

Ap =

On = 3n 32

[konverguje, Ya, —

[ konverguje, {/a, —

anp=a"-b",a,b>0
(n) a, = arcsin” % [konverguje7 va, — 0
(o) a, = QTL(l_il — [diverguje, Vay — 5
n
(p) an = (n‘ﬂg) ,a>0 [konverguje pro a < 1, diverguje pro a > 1, ¥/a, — a;
pro a =1 ukazte, ze a,, — 6’2]
3
n
(@) an = (Zzig) [ konverguje, /a, — e~ ]
2
n
(r) anp =c" (RLH) ,c>0 [konverguje pro ¢ < e, diverguje pro ¢ > e {/a, — £;

an

27

pro c=e je lim a, =+/e; pouzijte 'Hospitalova pravidla}
n—oo
[divelrguje7 an — 6_3]

[ diverguje, {/a, — 3e™!]

(u) a, = 2"*1)71(”_1) [ konverguje, {/a, — e ']
n = \ 2n+1 guje, n
n2+4n+5
(v) an = nT-}) [ konverguje, {/a, — e~ ?]
n+1
W) a, = n — [konver uje, Ya —>i}
(W) an (3n2+2n+1)# guje, n 3

oo
18. Uzitim cviceni 15 rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li

(2) an = w5
(0) an = 75
(¢) an =n?sin g
(d) an = (2;:;)!!
© an = G5

(g) an = %
) an = 2

(i) an = 52

() an = 52

(k) an = gy
SRS ot

n=1
{konverguje, St ., L
n
: an+1 i_
[konverguje, o V3
[konverguje, St Lo wzijte odhadu sint < ¢, Vit € (0,+00)
n
[komverguje7 fotl %}
[diverguje, tntl 4
konverguje, ‘=t —s (§)3
guje, — 1
{konverguje, St
n
[konverg.guje7 foti 1
{diverguje, foti g
. Qn41 g_
[konverguje, Tan T3]
[konverguje7 il 0
: 1 : : 1 ant1 .
>0 [konverguje pro x < <, diverguje pro = > = o e

piipad = = e~! rozhodneme pozdéji Raabeovym kritériem]
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19.

20.

(m) a, = % [konverguje7 % — %}
(n) an = % [diverguje, it %
(0) an = % [komverguje7 s %
(p) an = % [konvelrguje7 % — %}
(@) an = % [konverguje, “ZII — %
(r) an, = (\f— {q’/i) (\f— \5/5) (\/5_ 2"+\1/§) [konverguje, % — V2 — 1_

o0
Necht ap, > 0, any1 < a, pro véechna n € N a bud lim %2 = ¢. Potom fada ) an
n—oo T n=1

konverguje pro g < % a diverguje pro q > %

(oo} (oo}
Dukaz: Posloupnost { M} je vybrand posloupnost z posloupnosti {“2" } . Odtud
k=1 n=1

ayk an

2k +1a . .
%’;’Z“ = 2q. Je-li ¢ < § (resp. ¢ > %), pak Fada

plyne, ze lim 2L — 4 a déle lim
k—oo @ k—o0

[ee] o0
3" 2%y konverguje (resp. diverguje). Protoze fada Y a,, splituje piedpoklady cviceni 3.,
k=1 n=1
o0
je fada Y a, konvergentn{ (resp. divergentnf).
n=1
o0
Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny, f nerostouci funkce na intervalu (1, 4o00) takova, ze
n=1

o0
f(n) = a, pro vsechna n € N. Potom fada Y a, konverguje pravé kdyz konverguje integral
n=1

| f(x)dz (Cauchyho integraln{ kritérium).
1

Dikaz: Vzhledem k monotonnosti funkce f plati, ze
ag41 < f(z) < ag pro z € (k,k+1) a Vk € N.

Tedy
k+1
agr1 < / fx)dx <ap VkeN
k
a sectenim pro k = 1,2,...,n dostaneme

n+1
ag+az+ -+ a1 = Spp1 — a1 < /f(x)dx§8n=a1+a2+~-~+an-
1

Ozna¢me F(u) = [ f(x) dz. Protoze plati f(z) > 0, je funkce F'(u) neklesajici. Odtud plyne
1

existence lim F(u) = [ f(z)dz.
1

U— 00

Je-li [ f(z)dx = +o0, pak
1

n—oo n—o0

34



a tedy lim s, = +oo0.
n—oo

dx = A € {0,+0), je posloupnost {s,} neklesajici, shora omezend a tedy kon-

1/f

Je-li ?f(:c)
Vergeiltm'. Dale plati
)
/f dx<5—hmsn—2an§a1+
1

n—oo
n=1

Poznamka: Staci, kdyz je funkce f nerostouci a nezdpornd na (ng,+o0c) pro jisté ng € N.
Tato podminka je ekvivalentni s tim, ze f(x 4 ng —1) je nezdpornd a nerostouci na (1, +00).
o0 o0

Podle predchoziho cviceni fada Y, an = Y dnin,—1 Konverguje pravé kdyz konverguje

n=no
e’}
1

o0 o0
Rady > an, a >, ap konverguji nebo diverguji soucasné.
n=1

n=1

oo

f(:v—i—no—l)d:r:/f(x)dm, kde a, = f(n) Vn > ng.

no

n=nogo

o0
21. Pomoci predchoziho cviceni rozhodnéte o konvergenci fady > ay, je-li

n=1
a) >2, a,eR b) = ! >3, a,feR
T ewPy T an_n(lnn)a(lnlnn)ﬁ’ e
_1 In (1+ 34+(—1)"arctg 271,)
c) anziﬂ d) a,= 5 - , n>2
ny/In(n + 1) In“n
e) ap,=n%"V" f) = Bn+nYe V"Inn
1 n+1 1 1
n = 71 _—, > 2 h == 1 1
B am= gy n2 ) o {”/ﬁn<+\/m>
Reseni:

()()Buda<0 Potom je n® < 1, tedy -L

> 1 aodtud a, > ﬁ . Podle piikladu 2k)

o]

fada Z 5 diverguje a diverguje i fada Z .
n=2
(ii) Necht a > 0 a polozme f(x) = m Potom je
/ _ & _ g _ i
ey = zetlin e getlnfHlyg o+t In” (a * IHI) -

Vzhledem k tomu, ze hm = =0, je f'

lnm

(z) < 0 pro dostatecné velikd = a f je tedy

klesajici. Jestlize dale Zavedeme substituci Inx = ¢, je

o0

/

2

dzr

xonf
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(f)

Tento integral konverguje pro o > 1 a diverguje pro a < 1. Je-li @ = 1, pak integral
o0

[ % konverguje pro 8 > 1.
In2

o0
Vysledné dostavame, ze fada Y a, konverguje pro o > 1 a libovolné g; je-li @ = 1,
n=1
pak konverguje pro # > 1. Pro vSechny ostatni hodnoty «, 3 fada diverguje.
Polozime-li f(z) =

z In®z Inf Inz’ Jje

1 « I}

!
xTr) = — — —
F@) 2%z 1n’nz 222 flnz 22 otz P!

nzr

1 « 15
=l — 4+ — > <0
2 lno‘xlnﬁlnx{ Jrlna;Jrlnmlnlnx}

o v8echna dostateéné velikd z. Déle je

7 dx - 7 dt
rIn®z n’Ing to P ¢’
3 In3

zavedeme-li substituci Inx = . To je vSak integral z predchoziho piikladu, tedy dana
fada konverguje pro a > 1 a libovolné 3 a je-li @ = 1, konverguje pro 5 > 1. Ve v8ech
ostatnich pripadech diverguje.

Podle pozndmky (3) k cviceni 1.9¢) plati pro n > 2

n—1 1 1 1
apn, > : > > .
n+1l nyIn(n+1) ~ 3nyIn(n+1) ~ 3(n+1)y/In(n+1)
= oS 1 . . s s _ _ 1 . o
Rada n§1 ENETW ETery] diverguje podle cviceni a) (a =1,0= 2)7 tedy dana tada
diverguje.

Uzitim odhadu In(1 4 ¢) < ¢ pro V¢ > 0 dostaneme

< 3+ (—1)"arctg 2n < 3+73

n =

n In®n “nn’n

5 oo

Rada ) nhlliQn konverguje podle cvicen{ a) (« =1, f = 2) a tedy dand fada konver-
guje. "

Oznaéme f(x) = 2%e~V®. Potom plati

f(z) = (2x — x;/:f) eV = %x(él —Vx)e V" <0 pro z > 16.

o0
Pro integral [ f(z)dx plati
1 o oo
/xzeﬂ dx = 2/ tPetdt,
/ 1
oo
zavedeme-li substituci \/z = ¢. Integral [ tPe~t dt konverguje a konverguje tedy i dans
1

rada.

Uzitim odhadu Inn < n dostaneme

an < n(3n+ 713)6_‘/E < ople~Vn pro Vn > 2.
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Analogicky jako v pfedchozim piikladu polozime-li f(z) = 2z*e~V®, plati
fl(x) = 23(8 — x)e V® a f'(x) < 0 pro z > 64. Stejné tak

Q/lee*‘/gdxzél/tgef1t dt
1 1

a ponévadz tento integral konverguje, konverguje i dand rada.

Poznamka: V piikladech e) a f) jsme se setkali s problémem zjisténi konvergence
o0

integralu [ t"e~*dt pro n € N. Jestlize vyuzijeme znalosti I'—funkce, muzeme psdt
1

okamzité
oo

/t”e*t dt < /t"e*t dt=T(n+1)=nl
1 0

O konvergenci daného integralu se vSak muzeme piresvédcit rovnou integraci per partes,
jestlize si odvodime rekurentni formuli

oo

I, = /t”e*t dt =e ' +nZ, 1 aodtud Z, = e ! Z k! <Z>
1 k=0
(g) Polozme f(z) = f In 21, Potom je
1 1 2
fix) =— v <0 pro Vax >2

2x+/T nx—l_\/zf(xQ—l)

tedy f je klesajici funkce. Déle

:c+1

72\f1

T Vzd T Jzd
+4/\/f x2\/§ln3+4/\/f v
9 x4 —1 T4 —
2 2

nebof lim /zIn Ztl = 0. To plyne z nerovnosti

r—00
1 2 2
+ =vrIn(1l+ gﬁprox>1.
-1 r—1 r—1

0< vzl
X

= t. Tento integral konverguje, ponévadz

v Jedmem kritickém bodé = = +oo tohoto integralu plati lim (ﬂif L ) =1
Tr— 00

1 : fL’3/2

a f 5/ = /2. Odtud plyne, ze f L In ’”'H dx konverguje a konverguje tedy i dana

fada Z .
n=2

(h) Plati
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Potom je f(x) = ¢ ( \/7) kde g(t) = t?In(1 + t?). Protoze g je rostouci v (0,1)
at= \6/7 klesajici v (0, +00), je f klesajici funkce v (0,+00). Déle funkce In(1 + ¢)

je konkdvn{ v intervalu (0,1) a tedy pro ¢t € (0,1) plati In(1 +¢) > ¢ In2. Odtud

1 1
In(1+
vr+1 ( Vr+1

Integral diverguje a tedy diverguje i dand rada.

)dx>ln2/x+l S dr=1In2 [6(m+1)%]1 = 4-00.
1

o0

Pozndmky: (i) Konvergenci fady Y a, z piikladu 21g) muzeme dokézat podstatné
n=2

rychleji vyuzitim cviceni 6. Ponévadz je

< ! In(1+ 2 < 2 Vn > 2

a —In ro Vn

"= n n—1 _\/ﬁ(n—l)p -

staci volit bn = 31/2 a vysledek dostaneme rovnou. Tento postup plati obecné. Konver-

genci rady E an , an > 0, vySetiime nejjednoduseji tak, ze ¢leny fady Z an odhad-
n=1 - ) - )

neme shora nebo zdola ¢leny rady tvaru Zl D D e 21 e T o - - -0 Které

n= n= n=

podle Cauchyho integralniho kritéria nebo cviceni 3. konverguji pravé kdyz o > 1.
Pi{mo takto byly feseny piiklady 21c), d) a v podstaté i h):

1 1 1 In2
> In|1+ > 5
\/n+1) vn+1 ( \/n+1) (n+1)%

anzln(l—l—

a fada Z w Jlrnl)25/6 In2 Z 51/6 diverguje.

Pokud Jde o priklady 21e) a f), stacl uvazit, ze podle 2.2.7h) (Sem. z mat. analyzy I.)

je lim In*n — 0, tj. existuje ng € N tak, ze pro vSechna n > ng je
n—oo
In’n 1 1
—— < — <= b6ln>—yne=e V< —.
n 36 nb
o0 o0
Tedy v 21e) a, > # pro n > ng, v 21f) a,, < % pro n > ng, a obé fady > %i > %
n=1 n=1
konverguji.
o0 oo
Jesté naznacime dikaz 21a): Je-li a = 1, pak fada ) —5- = 22 an, konverguje
= n=
pravé kdyz 8 > 1. Je-li a > 1, pak
25 a1
1 1 In"a1n|
p < —7a < = <1,
n-z nz In’n n
coz plat{ pro viechna n > ng, nebot podle cviceni 2.2.7h) je nle % = 0 pro vSechna
. o0
p € R. Je-li a < 1, pak ze stejnych duvodu a,, > ﬁ pro n > ng. Rada Y 11+a
n-2z nein z

konverguje pro a > 1 a diverguje pro o < 1.

(i) Jaky je vztah mezi kritérii ze cviceni 9 a 20?7 Bud' f nezédpornd a nerostouci na
o)

(1,00), an = f(n). Ze cviceni 9 a 20 plyne, Ze fada > 2" ag» konverguje pravé kdyz

n=1
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o0
konverguje integral [ f(z)dxz. Zdalo by se tedy, ze obé kritéria jsou stejné Ucinna.
1

(o] (oo}
(Samoziejmé se muze stat, ze nerozhodneme o konvergenci . 2" asn nebo [ f(x)dx.)

n=1 1
Integralni kritérium je vSak silnéjsi z toho zvlastniho duvodu, Ze se v ném navic uziva
pojmu integralu. Bud

1
fz) = _poz €(1,2),
1
x logy x

1
x logy x log, logs @

fz) =

pro z € (2,2%),

pro z € (22,222),

fx) =

fz) =

€ (ug, , keN,
zlogyx ... (log,...log, ) pro 2 € {u, ti+1)
—_——

k—krdt

kde ug = 1, up = 21k € N. Potom je f spojitd, kladnd a klesajici na (ug_1,ug)
pro kazdé k € N, tedy f je spojitd, kladna a klesajici v celém intervalu (0, 00). Bud
n € (ug—_1,uk), k € N. Potom je 2" € (ug, uk4+1) a

2" 1

= = a,n'

2” n =
@2 2™ logy 27 ... (log, .. . log, 2")  n...(log, ...logsn)
—_—— —_——

k—kradt (k—1)—kradt

o0 o0 o0
Tedy > 2" agn = Y a, a kritérium z cvicen{ 9 o konvergenci fady > a,, nerozhodne.

n=1 n=1 n=1
Plati vsak

2 2 p
/f(x)dac:/%CZmZ7
1 1
s t = log, 7, x =2t *
/ f(z)de = =In2 / f(¢t)dt.
t € (ug_1,u), dr=2"In2dt
Uk Uk —1

Tedy

H\g

f=3" [ faydo=3n
k=1, k=1

o0
5 . S . b
a fada kgl by, konverguje podle cviceni 15, protoze ’z:l = In2 < 1. Podle Cauchyho

o0
integrélniho kritéria je tedy fada ) a, konvergentni.
n=1

(o]
22. Pomocf cviceni 20 rozhodnéte o konvergenci fady > a,, je-li

n=1
(a) a, = m ,n>2aeR [konverguje pro a > 1]
(b) ap = ;g ,n>2,0€R [konverguje pro a > 1]
(¢) an = 1{‘?7% [konverguje; ve cvicenich a)-c) vyuzijte cviceni 21a) ]
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o0
(d) a, =n?e" [konverguje; vypoctéte [ a%e™® du;
1

muzete téz pouzit cviéeni 13 nebo 15]

o0
(€) ap=e V7 [konverguje; vypoctéte [ xz?e”"dx
1
f) a, = % ”;flf | konverguje; vyuzijte odhadu arctg t < I V¢ € R]
o0
23. Bud'te an,c, > 0 proVn € N a predpokladejme, 7e fada > Ci diverguje. Utvorme posloup-

n=1

nost o, — Cn41. Jestlize existuje index ng a ¢islo g > 0 tak, ze a,, > ¢ pro Vn > ng,

=6n aiil
o0 o0
je fada > a, konvergentni. Je-li a,, < 0 pro Vn > ng, je fada > a, divergentn{ (Kum-

n=1 n=1
merovo kritérium).

Dikaz: Muzeme predpoklddat, 7ze ng = 1 a necht
1) an > q, tj. Cnan — Cpi1ani1 > qany1 > 0. Tedy posloupnost {c,a,} je klesajici a necht
o0

ancn, — d. Potom je fada > (¢han —Cnt1an+1) podle cviceni 1.2 konvergentni se souétem
n—00 n=1

[e.e]
c1a1 — d. Podle cviceni 1 konverguje i fada Y ga,41, tedy i puvodni fada.
n=1

2) Necht plati i, <0 proVn € N, tedy ¢, ~%2— o —Cpg1 < 0. To v8ak znamena, ze "“ > Indl

n

a podle tfetiho srovndvaciho kritéria (cviéeni 8) je rada Z ap, divergentni.
n=1

Poznamky: (i) Jak ukazuje dikaz cviceni 23, v prvé ¢asti tvrzeni nepotiebujeme divergenci
o0

fady Y Ci tedy pokud pro posloupnost {¢,} kladnych ¢isel plati
n=1 "

a
Op = Cp = —Cpt1 2 q >0,
Ap41
je Tfada Z an konvergentni. Pro druhou ¢ast tvrzeni je vSak divergence fady Z pod—
n=1
statnd. Jestlize zvolime napf. ¢, = n?, a, = n12 , je an = cnaL+1 —Cpy1 = 0,1 kdyz rada
o0
> - konverguje.
n=1
o0
(i) Bud ¢, > 0, n € N anecht fada Zl i diverguje. Kummerovo kritérium pro posloupnost
=

{¢n} budeme znacit K (c,,). Jaké vlastnosti musi mit posloupnost {c,}, aby kritérium K(c,,)
o0

rozhodlo o konvergenci nékterych zndmych rad? Aby K (c¢,,) rozhodlo o divergenci fady > 1,
n=1

musi byt ozn =c¢p —Cny1 <0, Vn > ng, tj. {¢,} musi byt neklesajl’ci (pocinaje nékterym

¢lenem), Necht existuje ¢islo p € (0,1) tak, z

mnoho 1ndexu n € N. Pak Kummerovo kritérium K(c,) nerozhodne o konvergenm zadné

fady Z q", q € (p, 1), nebot
n=1

n Cn

1 p
an:Cnn_,'_l_CrH»l:Cn#»l( '_]-><Cn+l<_]-)<0
q Cnt+1 4 q
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24.

25.

pro nekoneéné mnoho n € N. Aby kritérium K(c,) rozhodlo o konvergenci kazdé rady

Cn

[e.e]
> ¢", ¢ > 0, musi platit lim
n=1

n—oo ‘ntl

= 1. Budeme-li hledat ¢, ve tvaru ¢, = n%, a € R,

p;k v8echny podminky plati pro « € (0,1). Pro a« =0, tj. ¢, =1 Vn € N, plati

a a 1
Op=—2 —1>q < < - <1 prog>0,
Ap41 (£2%) 1+¢
ap= -2 1<) e Intlsg

Ap+1 (7%

Tedy Kummerovo kritérium K (1) z cviceni 23 rozhodne o konvergenci stejnych fad jako
d’Alembertovo kritérium ze cviceni 14. Rikdme, ze tato kritéria jsou ekvivalentni. Obecnéjsi
tvrzeni je ve cviceni 27. Piipad a = 1, tj. ¢, =n Vn € N vySetiime ve cvicenich 25 a 267.

Bud'te a, a ¢, jako ve cviceni 23. Potom plati

o0

coqe s 2 . .

a) Jeli liminf (cn o — cn+1) >0, jefada g a, konvergentni;
nee Gn+1 n=1

b) Je-li limsup <cna" — cn+1> <0, jefada Z a, divergentni.

n— oo Ap+1 n—1

( Limitn{ Kummerovo kritérium )

Ditkaz: a) Necht lim (cn ai: - = cn+1> = p > 0 a zvolme ¢islo ¢ libovolné, ale pevné tak,
n—oo
ze p > q > 0. Potom existuje index ng tak, ze pro Vn > ng plati

anp

Cn —Cpy12¢>0

an+1

o0
a podle cviceni 23 fada > a, konverguje.
n=1

b) Je-li lim (cn aail — cn+1) < 0, pak existuje index ng tak, ze pro Vn > ng plati
n—oo n
a
Cn o - Cn+1 S 0
An+41

o0
a opét podle cviceni 23 fada > a, diverguje.
n=1

o0
Bud Y a, fada s kladnymi ¢leny. Potom plati
n=1

a) Jestlize existuje index ng a ¢islo ¢ > 0 tak, Zze pro Vn > ng je

n( n —1>Zq+17
An41

(&)
je fada Y a, konvergentni.
n=1

b) Je-li

a
n( ° —1) <1 pro Vn > nog,
an+1
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26.

27.

(o)
je fada > a, divergentni. (Raabeho kritérium).
n=1

oo
Diukaz: Polozme ¢, = n. Potom je fada ) % divergentn{ podle cviceni 1.14b) a
n=1
a a a
Q= Cp —2= —Cpgy1 =1 i nln( n 1)1.
Ap+1 Ap41 An+1

Tvrzeni nyni plyne okamzité z cviceni 23.

Bud Y a, fada s kladnymi ¢leny. Potom plati:

n=1

o0
a
a) Jeli liminf n< e 1> > 1, je fada E a, konvergentni.
n— oo An+1 bt

o0
a
b) Je-li limsup n( n —1) <1, jertada Zan divergentni.
n— 00 Ap+1 n—1

(Raabeho limitn{ kritérium ).

Dikaz: Provede se analogicky jako u cviceni 23.

oo
Pozndmka: Bud ¢, >0 Vn e N, > L divergentni. Ozna¢me M (c,) mnozinu viech fad
n:1 n

[e.e]

> an, o jejichz konvergenci lze rozhodnout pomoci Kummerova kritéria K(c,), tj.
n=1

o0 an
M(c,,) = n;dng €N [ Vn> Dy, = Cp —cp11 <0 U
(cn) {E a ng ( n>mng:a, =c P Cn+t1 )}

n=1

U{Zan;HnOEN:(3q>O;Vn2n0:an2q)}.

n=1
o0 o0
Bud'te {c,} a {d,} dvé posloupnosti kladnych &isel takové, ze > L = Y 4 = 4oo.
n=1 " n=1 "

Rikédme, Ze kritérium K(d,) neni slabsi (resp. je silngjs) nez kritérium K(c,), jestlize
M/(c,) € M(dy,) (resp. M(c,) C M(dy,), M(dy,) — M(c,) # 0). Jestlize M(c,) = M(d,),
pak ftkdme, ze kritéria K(c,) a K(d,) jsou ekvivalentni. Tyto pojmy se pouzivaji nejen pro
Kummerova kritéria.

Kummerova kritéria K(c,) a K(d,,) jsou ekvivalentni pravé kdyz existuje ¢islo A > 0 tak,
ze ¢, = Ad,, pro vsechna n > ny.

Dikaz: Je vidét, ze uvedend podminka je postacujici.

Naopak: jsou-li kritéria K(c,) a K(d,) ekvivalentni, pak z K(d,) plyne divergence fady
o0

>+t

n=1

1

, Cn+1 C
dn : Cln - dn+1 = dn nE dn+1 S 0 pro n 2 ny, S - pro n Z ni.
Cn41 Cn dnJrl dn

Cn+1

(oo}
Protoze z K(c,,) plyne divergence rady > di, je také dnt1 < dn pron >ngtj. =+ =A>0
= dn n

Cn41 — Cn

pro n > ng = max{ni,na}.
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28.

Poznamka: Vsiméte si, ze v dukazu uzivame jen to, ze

o0
a
My(c,) = {Zan : dng Vn >ng, an = Cn »
n=1 n

— Cn+1 § 0} = Md(dn)

Kdyby kritéria K(c,) a K(d,) dokazovala jen konvergenci stejnych fad (tj. Mg(ck) =

= My(d,)), bude podminka diky libovolnosti konstanty ¢ > 0 slabsf: pokud 0 < a < £~ < 3
pro n > ng, pak staci

Cn+1 Cn 1 > . . <Cn+1 Cn>
—— =0 ro n — oo, tj. lim d —— ] =0.
dn+ 1 dn ( dn P ) = n+1 dn

Budte aj,as € (0,1), oy < ag. Pak je kritérium K (n®) slabsi nez kritérium K (n“?).
Specidlné (a; = 0, s = 1) Raabeho kritérium je silngjs{ nez d’Alembertovo.

Dtikaz: Nechf «,, = n‘“a“—il —(n+1)* > ¢ >0 pron > ngy. Potom

[ an

1 o] —Q2
—(n+1)? = no2mn {"a — (n+ 1) }+<n . ) (n+1)°2 —(n+1)"2 >

an+1 an+1 n

1)@2 1+ L o1—az 1
> gn®? T + (n+ D (L+3) > gn® = —2(az — ag)n® !
n

S|

pro n > ng, nebot

NN 1+ 5™ 1
lim <n:;> ( n)l =ay—a; <0

n—oo -
n

(uvazte spojitost funkce %1 ~?2 a derivaci funkce x**~*2 v bodé zg = 1). Odtud

lim {no‘l In__ (n+ 1)a1} = 400

n—oo an+1
o0
a podle cviceni 24 fada »_ a, konverguje.

n=1

Je-li pro n > ng

a n o a n G2 n o n a
mo> , pak také —— > , nebot >
An+t1 n+1 A1 n+1 n+1 n+1

pron € N. Bud «a € (0,1) a uzijme kritéria K (n®) na fadu > n% , 8€(0,1). Je-li 8 < a,

n=1
pak
B
1
U =0 (n+ ) —(n+1)*<0
n
pro véechna n € N, tedy rada n%, diverguje podle K(n®), je-li 8 > «, pak
n=1

an=n""m+1)" —(n+1)*>0 pro n €N, ale

a 1 lﬁ_o‘_l
lim ay, = lim Y (3 =0-(B-a)=0,

n— o0 n— o0 n

3=

o)
tedy kritériem K (n®) nelze o konvergenci fady . -5 rozhodnout.
n=1
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29.

30.

[ee]
Bud Y a, fada s kladnymi ¢leny. Potom plati:

n=1

oo
a) Je-li lim lnn{n( In_ 1) - 1} > 1, jefada Zan konvergentni .

n—o0 Ap+41 el

b) Je-li lim lnn{n< dn_ _ 1> — 1} <1, jetada Zan divergentni .
n—oo an+1 el

(Bertrandovo kritérium).

1

o0
Diikaz: Jestlize ve cviceni 24 zvolime ¢; = 1, ¢, = nlnn pron > 2, je fada 14+ > ——

n=2

divergentni podle cviceni 20. K dukazu chceme pouzit cviceni 24, vyjadiime si tedy

Cn n —¢py1 =nlnn tn —(n+1)ln(n+1)zlnn{n( n —1>—l}+
An+1 An+1 Un+1

1 n+1
+(n+1)lnn—(n+1)ln(n+1)zlnn{n( n —1)—1}—ln(1+) .
Ap+1 n

)n+1

a tvrzeni plyne z cviceni 24 ponévadz je lim In (1 + % =Ine=1.

n—oo

Bud Y a, fada s kladnymi éleny a necht

n=1

an B M
7a+ﬁ+nl+e’

Ap+1

kde a,, 3 € R, € > 0 jsou pevnd a {~,} je omezend posloupnost. Potom plati:
a) Pro a > 1 dand rada konverguje, pro o < 1 diverguje.

b) Jeli a =1, pak pro 8> 1 fada konverguje, pro 5 <1 diverguje.

(Gaussovo kritérium)

Dikaz: Je lim -%2— = o a tvrzen{ a) plyne z cviceni 15.
n—oo 4n+1

Je-li a =1, pak

n(a" 1>—ﬁ+%atedy limn(a" 1>—5.
An+1 ne Gn+1

Piipad g > 1 a 8 < 1 plyne nyni z cviceni 26.

Je-li « = =1, potom

1
n(an —1>:1+%a0dtud 1nn{n<a" —1)—1}:%Lnn.
Ap41 ne An41 ne

Inlnn
1=

Podle cvicen{ 2.2.7h) (Sem. z mat. analyzy I.) je lim = 0 a zbyvajici ¢ast tvrzeni
n—oo

plyne ze cviceni 29.
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&) n (&)
31. Bud ¢, > 0 a necht fada ). - diverguje. Oznacme d,, = ¢, Z Ci Potom fada Y -
n=1 " k=1 n=1 "
diverguje a kritérium K (d,) je silnéjsi nez kritérium K (c,).
Dukaz: Rada
o) 1 o) 1
Cn
IS Rk
— n —
n=1 n=1 kgl o
diverguje podle cvi¢eni 10b) pro o = 1. Nechf ¢, -~ . Pak
a a n n+1 n 1
nan-i-l n+ "a n+1 ; Ck n+ Z Ck an+1 nr ;::1 Ck
>qZ——1 pro n > ng.
k=1

n—oo

Jelikoz lim (q > i — 1) = 400, plyne odtud, ze
k=1

a
lim (dn no_ dn+1> = +o00, atedy d, —dpy1>¢ >0 pro n> n{).

n— oo Apt1 Ap41

Pro vSechna n € N plati
n

1

dn _ gl ok

dps1 n+l

" Cn+1 Z

Cn

<

1 Cn+1
Cr

7 nerovnosti

At c a A1 d
> e e — ¢y4q <0 tedy plyne 2 > y n,
A, Cp41 Ap41 anp n+1
Proto “ a
dp—" —dp1 <0 jakmile ¢, — Cnt1-
An+1 Ap 41
Kritérium K (d,,) samoziejmé rozhodne o divergenci fady Z . Ale
n=1
n+1
1 1
a, _ g _ =R G
Cn 1 —Cn41 = CnT — Cn41 = Cpt1 n - = njgo()
dn n 1 1
+1 kzl o Z ”

o0
a tedy K(c,) o konvergenci fady > - nerozhodne.
n:1 n

Poznamka: Pomoci cviceni 31 lze vytvaret stale silngjsi Kummerova kritéria napt.

K(1), K(n), K<n2;>
k=1

(vsiméte si, Ze toto kritérium je takika ekvivalebntni s kritériem K (nlnn), coz je Bertrandovo
kritérium) atd. Bohuzel, ¢im silngjsi Kummerovo kritérium mame, tim hife se ovéfuji jeho
predpoklady. Prakticky vyznam maji pouze tii kritéria z této skupiny a sice d’Alembertovo,
Raabeho a Gaussovo.
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[ee]
32. Pomoci cvicen{ 26 nebo 30 rozhodnéte o konvergenci fady . a,, je-li

a) Gp = vl a>0;
" @A VD) (@1 VD). (at i) ’
- In2mn3...In(n+1) :
b) an*1n(2+a>]n(3+a)...1n<n+1+a:)’a>0’
ala+d)(a+2d)... {a+ (n—1)d} -
¢) an = b(b+d)(b+2d)...{b+ (n—1)d} it
QO g Lt B2 @)

n!l(n+1)lam
_ afa+l)...(a+n-1)pB+1)...(B+n—-1)

€ n J,'n,a,ﬁ,’}/,$>0;
) Yoy +1)...(y+n-1)
nlaz"
f - T 07 7
) an (m+a1)(2x+a2)...(mc+an)’I’a”> W
(2n —1)I1]* (2n -1 1
n = |—7 y ].:{7 h n = | 775 1 RN R7
g ¢ [ 2n)! pe ) a @l | e P1E
nln=P
i) ap,= ,q>0,peR;
) qlg+1)...(¢+n)
: p(p+1)---(p+n—1)r
i) an = :pq> 0,0 € R;
) L(Q+1)...(q+n1)
K) an= (- Va)2— ¥a)...2— ), a>0;
(n+1)!
) a,= ;1 0>0,aeR.
) =565 e
Reseni:
(a) Je
an _a+\/n+1_1+ a
Gnt1 Vvn+1 vn+1
a odtud

lim n( I _ 1> = lim a ~+00.
n—oo Ap+1 n—oo \/n + 1
Dana fada tedy konverguje.

(b) Je -t = IE2Ha) 5 qtud

Ant1 In(n+2)
a [a)+1)"
o nln(n+2+a)—ln(n+2) nln(1+n—+2) <1n(1+m)
1) = _ -
Gnt1 In(n +2) n(n+2) — Inn+2) noo

n
vzhledem k tomu, ze (1 + %) — eld*! podle cviceni 2.3.1 a 2.3.4 (Seminaf

z matematické analyzy I.). Dand fada tedy diverguje.
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Plat{ -2 = b£nd 4 odtud

Ant1 a+nd
. Gn ) b+nd—a—nd b—a
lim n —1)= limn = .
n—oo Ap+1 n—oo a+ nd d
Tedy je-li }’TTQ > 1, neboli b > a + d, dand fada konverguje a je-li [’?T“ < 1, neboli
b < a + d, rada diverguje. Pro b = a + d dostaneme
. ala+d)...[a+ (n—1)d] __a _Ja 1
" (a+d)(a+2d)...[a+(n—1)d](a+nd) a+nd T d n

a dand tada diverguje.

a, _ (n+1)(n+2)a
an+1  (3n+1)(3n+5) 00

gentni pro a < 9. Je-li a = 9, potom plati

$, je podle cviceni 15 fada konvergentni pro a > 9 a diver-

an  M*4+2Tn+18  9n® +18n+5+9n+13 N In+13

Unyr M2+ 18n+5 924 18n+5 N M2 4+18n+5
C Lo om41n 1 4 l8ng5-5n-5 1 S(n+l)
N n 9n2+18n+5 n 9n2 + 18n+5 N n  n(9n2+ 18n +5)

a podle cviceni 30 dana fada diverguje.

Ponévadz je
an (n+1)(v+n) 1
= — —,
any1 x(a+n)(B+n)n—ox

je podle cviceni 15 dand fada konvergentni pro z < 1 a divergentni pro = > 1. Je-li
r =1, potom

li (an >_ oot dn(y+ )ty —n’—n(e+f) —af _
im n —1] = limn =
n—oo \lntl n—oo (a+n)(B+n)

_ o nly—a=B+l)+n(y—aB)

_nlggo (a+n)(B+n) =y-o—f+L

Je-li nyni v > a + 3, fada konverguje a pro v < a+ 3 diverguje. Prox =lavy=a+p
plati

an, 7(n+1)(a+5+n)7n2+n(a+ﬂ)+n+a+/87 n+a+pB—-af
anp1 (a+n)(B+n)  w24nle+f)+af w2 4n(a+f)+af
_1+l.n2+n(a+ﬁ)+aﬂ—aﬂ(n+1)_1+l_ af(n+1)
B n n?2+n(a+0)+af B n  n(a+n)(8+n)

a fada podle cviceni 30 diverguje.

Poznamka: Rada

ia(a+1)...(a+n71)6(6+1)...(ﬂ+n71)xn
— ly(vy+1)...(y+n—-1)

hraje v analyze velmi dulezitou roli. Nazyvd se (Gaussova) hypergeometrickd fada

a setkame se s ni pozdéji jesté nékolikrat. Je zobecnénim geometrické fady a mnoha

dalsich, které s ni souviseji. Je-li napt. « = § = v = 1, dostaneme okamzité radu
o]

Sat,proa=2,=y=1fadu > (n+1)z™ a podobné.
n=1

n=1
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(f) Ponévadz je

an  (n+ Dz +on1 14 _Ont
i1 (n+1)x (n+1)z’

plati

lim n dn -1 :limM:g.
n—oo a/n+1 n—oo (n —|— 1)1’ X

Je-li a = 0, fada diverguje pro vSechna = > 0, je-li a = 400, fada konverguje pro
vSechna x > 0. Pro a > 0 je fada konvergentni pro x < « a divergentni pro z > «. Je-li
x = a > 0, je situace znac¢né komplikovanéjsi. Plati totiz

n(ep+1 — @) —
a(n+1)n

an 1
=14+—-+

3

Ap41

a jestlize je napf. |apq1 — | < 22, kde {v,} je omezena posloupnost a ¢ > 0, je fada

divergentni. Jinymi slovy, pokud posloupnost {a;,} konverguje dostatecné rychle k «,
je dand fada divergentni. V piipadé, ze vSak posloupnost {a,} konverguje pomalej,
Gaussovo kritérium nerozhodne a musime pouzit kritéria Bertrandova. Je zfejmé, ze
muzeme piedpokliadat, ze o = 1, jinak ¢itatele i jmenovatele vydélime ™. Uvazme
tedy fadu

= n!
, kde a, 1.
;(1+a1)(2+a2)...(n+an) —

Podle Bertrandova kritéria (cviceni 29) plat{

Inn {n <a:il - 1) - 1} =
B G T v e e B

1 1 — 1
:1nn{n<n++an+l—1)—1}:1nn{nn+ t Ont (n—|— )—1}:

n+1 n+1

napyr —n—1 :lnnn(an+1 -1)-1

=1
nn n+1 n+1

Zvolime-li nyni na pfiklad 41 =1+ ﬁ , n>2,keR, dostaneme

kn
mn— 1 kn-—Inn

1 =
nn n+1 n-+1 n::o

k,

jestlize pouzijeme I’'Hospitalova pravidla. Tedy pak dana fada konverguje pro k > 1

a diverguje pro k < 1. Takovych posloupnosti je vSak mnoho a tedy bez konkrétniho
tvaru posloupnosti {e, } nemuzeme o konvergenci nebo divergenci dané rady rozhod-
nout.

Plati

n 2 217 n 2 2P — (2 1)P
n__ |20+ a tedy n a —1)=n (2n+2) (2n+1) .
Ap+1 2n +1 Ap+1 (2’[7, + 1);0

Podle binomického rozvoje plati (1 4+ z)? = 1 + px + o(x) a tedy

1\” 1
(2n + 2)P = 2PnP (1+) = PP [1+p+o(>]
n n n
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Analogicky

1\? ) 1
2n+1)P=2PnP 14+ — ) =2PnP |14+ —+o0| —
2n 2n n
a odtud

n 9P ppt+1 1 2P P
e R == [Bro)].
nt1 (2n + 1)P 2n n (2n+1)p L2

Tedy lim n ( sl 1) = L a fada konverguje pro p > 2 a diverguje pro p < 2.

n—oo 2

Necht je nynf p = 2. Potom plat{

2 2
an 2n + 2 1 2 1
Apt1 {2714—1] { +2n—|—1} +2n+1+(2n+1)2

1 2 1 1 1 2n(2n+1)—(2n+1)2+n
+n+2n—|—1 71—’—(271—!—1)2 +n+ n(2n+1)2
1 n(n+1) 1 %L
=l+-——=—==1 —
* n  n?(2n+1)2 o +
kde v, = — (7;(71":11))2 je omezena posloupnost a tedy dand fada diverguje.
P
(h) Ponévadz je QZL = BZ—I?] (”Tﬂ)q, dostaneme odtud, ze
G, 2P (n + 1)PT4 1
=7 1= - [P 1)PHe — na (9 1Pl =
a7L+1 nq (2n_|_ 1)p nq (2n+ 1)p { (n+ ) n ( n+ ) }

2P ppta 1\Pta 1\”
nd (2n + 1)P < +n> < * 2n>

9P ppta p+q p 1
- 1 -2 )L
n‘l(2n+1)P{ * n 2n+0 n
Tedy

n 2P n? 2 . n
n{ a —1}: 1 {p+ q+0(1)} a odtud lim n{ a —1}:+q.

A1 (2n+ 1) 2 n—oo | apt1

N3

Odtud plyne, ze pro & + ¢ > 1 je fada konvergentni a pro £ + ¢ < 1 diverguje. Necht

jenyni £ +¢=1, tedy ¢ = 2%17 a odtud

D

an, n+21° (n+1 =" 1 P 1 ="
anH 2n+1 2n+1 n

{1 ()}-{1+222p+p(2;2)+0($2>}=
2

-p D 1 2-p2n+1)+2pn—22n+1) 1
o +2n+1+n2 ) Tt 2n(2n+1) T2 (1)
1 1 —pn 1 1 1

14 -4 — .2
+n+n2 22n+1)

a dand tada diverguje.

+ 50 =14+ 0(1)

n2
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(i) Ponévadz je ;2 = (mELy? ‘”%;{1, plyne odtud, ze

n( an _1> _(n+1DPg+n+1)—nP(n+1)

On41 nP~l(n+1)

Zavedeme-li substituci % = t, dostavame

(2 1)y G ) )

e Ny ) T = (1)
_ g Ot (1) | PHésp. | _
TS0y tt+1) T | prav. |
14+8)P gt +1+1¢ 14+t)P 1) -1
B C e 0 U ) B ) A U B
t—‘0+ t+1+t

Rada tedy konverguje pro p+ ¢ > 1 a diverguje pro p+ ¢ < 1. Necht je déle p+q =1,
tj. p =1 — q. Potom plati

n 1\ 1 1\ ¢
an_ _ n—+ qg+n+ — (142 14 q _
An+1 n n+1 n n+1

[t ()} (5

1—
¢, 4
n n+1

1 1 q 1
—01l)=14+--———+=0(1
+ 5 0() =14~~~ 5 0(1)

a fada diverguje.

(j) Ponévadz plati

n (0% _ (0% _ 1
an__ [gtn)”_ [, a=-p_ o ele=p) (1
ant1  [p+n p+n p+n n

dostaneme odtud, ze

n( @n 1)Om(q_p)+o(1)atedy limn( n 1>a(qp).

An+1 p+n n—oo An+1

Je-li tudiz a(g — p) > 1, je fada konvergentni a pro a(q — p) < 1 diverguje. V piipade,
zealg—p)=1t. a= ﬁ, muzeme psét

1 1
Gnp _ qg+n q’p: 1+q—p qf”:
An41 p+n p+n

1 1 2
& (-1 a-»)
1 q-—p q—p<q—p ) =P 1 1 l-g+p 1
= : + to| = ) =1+ + +ol— |-
g—pptn 2(p+n)? n? p+n 20p+n)? " \n?
Ponévadz je ﬁ = % — n(np—&-l)’ plyne odtud, ze fada diverguje.
(k) Vzhlem k tomu, ze je -2o— = -—L_— dostaneme

Ap 41 2— ntla?

2— "a 2— "a

Ponévadz dale {2 — "*/a} — 1, dostaneme, ze
n—oo

_ n+1 n+1 _
n(an _1>:n(1 2+ "a) . a—1

An+41

limn<a —1>:hmn(a"i1—1>=hma+1- i =Ina.

n— oo Apn41 n— oo

a0



Jestlize je tedy a > e, fada konverguje a pro a < e diverguje. Bud a = e. Potom je
dn_ — %et, jestlize oznacime t = —. Tedy

Gn i1 2 +1
G 1 1 1 /et\" 1 et 2t ekt
== == ) =214
Uy 21-9 2}%(2) 2{+2+22+ tor }
a ponévadz
Kt
e 1 kt
1+ kt+O(t?) 5% = o +2—k+0(t2)

dostaneme odtud

an 1 11 1 2 3t ) )
=241 = =+ Ot*) =1+t + O(t?).
— 2{+2+22+ }+2{2+22+23+ }+ (t*) =1+t+0(t?)

1

Rada Z 5 ma podle cviceni 1.1.1c) soucet 2 a ponévadz je +1 = - m, je dand

fada pro a = e divergentni.
(1) Plati
an__ fAn+1 m+1\" 1+ﬂ—1 1+l _
Gnt1 n+2 n n+2 n

<1+ﬁ1) (1+a+0(1>>:1+a+ﬁ—1+ (1)
+2 n n n +2 n
a tedy

n(a” —1):a—|—(ﬂ_1)n+0(1) a odtud limn(a"

An41 n+2 n—oo  \ Gp41

—1>:a+ﬁ—1.

Je-li nynf o + 3 > 2, je fada konvergentni a pro a + 3 < 2 divergentni. Necht je
a+ =2, tedy 8 =2— «.Potom je

an_ _ 1+1—a 1+1 1_~_1 1+ +O 1 _
Gl n+2 n n+2 n2

a fada diverguje.

33. Ukazte, ze plati

! n n" 20!
a) lm — =0 b) 1 ;=0 ¢ lim ()" 0 @) tim ”)_o a>1
Reseni:
(a) Uvazme fadu Y :—l Podle d’Alembertova kritéria plati
n=1

n . 1)! " . "
limaH:hmwon—:hm n =-
n—oo QA n— oo (n + 1)"+1 n! n—oo \ n+ 1 e

a dané fada konverguje. Z nutné podminky konvergence plyne dané tvrzeni.

ol



n

(Z!)? dostaneme

(o]
(b) Analogicky jako v predchozim piikladu pro fadu
n=1

lm 9 g (n+ 1"t (n!)?

. n+1\" 1
m 5 = lim . =0

a tvrzeni je ovéreno.

(c) Stejné jako v predchozich piikladech uvazme fadu

= = (n))"
D an=) e
n=1 n=1 n

Potom je /a, = T’Z—; a podle cvicenf a) je lim /a, = 0 a dand fada konverguje.

n—oo

(d) Stejné tak pro fadu

= =, (2n)!
>a =3
a
n=1 n=1
plati

any1 _ (2n+1)2n+2)  (2n+1)(2n+2)

an aq(nt1)!=n! an'm!

An+1

Podle cviceni 2.2.7f) (Seminéf z matematické analyzy 1.) je lim =0 a dand fada
n—oo

n

konverguje.

o0
34. Bud 3 a, fada s nezédpornymi ¢leny. Jestlize existuje index ng > 2 a &fslo p > 1 tak, 7e
n=1

n
1— Ya,) — >p>1 VYn>ng,
( an) nn = p n = ng
potom dand fada konverguje. Je-li

(1-— \"/an)igl Vn>ng,

Inn

pak dand rada diverguje.

Poznamka: Toto kritérium je v rusky psanych sbirkdch oznacovéno jako kritérij Zame.
Nepodarilo se mi zatim zjistit, jak se toto jméno ma prepisovat, zda Jame, ¢i Jammé,
nebo néjak jinak? Prosté nevim. Autofi ¢eského prekladu sbirky Démidovi¢: Sbornik zadaé
i upraznénij po matematiceskomu analizu se nazvu tohoto kritéria vyhnuli.

Dukaz: Jestlize plati

n
11— —>p>1,
( an)lnn 4

pak dostaneme, ze

| | "
(1- ay,) > paun , mneboli a, < (1 _P nn> VYn>mng.
n
Analogicky, je-li
1 n
(1 - t/ay) % <1, dostaneme a, > (1 — I;n> Vn>ng.

o0 n

Podle cviceni 6k) je fada ) (1 - pl%) konvergentni pro p > 1 a divergentni pro p <1
n=2

a tvrzeni plyne z 1. srovnavactho kritéria (cviceni 1).
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[e.e]
35. Rozhodnéte o konvergenci fady > ay, je-li

n=1
_ 1 " kd 0- b _ nle™ R
a) ap = m ; e 3, —0; ) an—W»PG ;
zn: 2
In“ k
1 — 1 !
c) anp= ,n>2; d) anzk_li,aeR; e) an= n(n),aeR;
In(n!) ne ne
1 . 1 7(b In n4cln? n)
f) anzlnn—a—ln smn—a ,ae€R; g) a,=a ,a>0,bceR;
e [(n+ 11"
h = b>0; i =— "
) = G @00 D =56
Reseni:

(a)

Podle piikladu 16q) je jedingm nerozhodnutym piipadem G, > 0 Vn > ng. Jestlize
vyuzijeme cviceni 34, dostaneme

va ) (L ym_  nB
(1_M)M_<1 1+ﬁn>lnn_(1+ﬁn)lnn'

Ponévadz musi platit, ze n 3, — +o00, zédlezi chovani dané fady na tom, jak rychle
n—oo

konverguje posloupnost {3, } k 0. Je-li rychlost konvergence jako n™7, kde 0 <y < 1,
pak

lim (1 - /ay,) % = 400

n—oo

a fada konverguje. Jestlize v3ak posloupnost {3, } konverguje rychleji, na piiklad pro
B, = Emn (k> 0), dostaneme

lim (1 - a,) " — lim L:k

n—00 m n—oo | 4+ kl%
Rada tedy konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1. Pro k = 1 ani cvieni 34

o konvergenci nerozhodne. Je tedy vidét, ze pfi dalsim rozhodovani musime znét kon-
krétni tvar posloupnosti {8,}52, .

Ponévadz je

! n
Qp _ r?"ip o (n + 1)n+p
- (n+1)!ent?! - n+p
Qnt1 e en

plyne odtud, ze

1)ntp — n+p 1\ "tp
fm o (% 1) = lim o | 2D en — lim 2 (142> —eb =
n—0oo Qp41 n—00 e nvtp n—oo e n

Lt 1 e P — ¢ ; e(tp) (0 =1 _ 1 (1 4 p)In(1+1¢) — 1
= == lim ———— = lim .

t—0 e t—04 t t—04 (% —|—p) In(1+¢)—1 t

i (L +p)In(t+1)—1 | I'Hosp. i —a(t+1)+ (3 +p) =3

= l1im = = l1im =
t—04 t pravid t—04 1
. Jff’f) — @ In(t+1) . 1  t+tp—(t+1)In(t+1)
= lim = lim —— - lim =
t—04 1 t—04y t+1 t—04 12
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1
S e VALY
0 2 Py 20 T ¢ P=3

‘ I'Hosp. ‘ 5 1+2tp—1—In(¢t+1) 1 .. In(t+1)

= = lim =

Je-li nyni p > %, je fada konvergentni a pro p < % diverguje.

Necht je nyni p = % a oznacme b, = % Potom plati

nle” | o n\" V2 e

w22 = lim " lim —(e) =2

1
n— oo ES n—oo pnty n— 00 nhtz
n

. an .
lim — = lim

n—oo n

podle Stirlingovy formule n! ~ (%)n Vv2mn. Podle druhého srovnavaciho kritéria je tedy
dand tada divergentni.

Jestlize opét vyuzijeme Stirlingovy formule n! ~ (2)" v/27n, dostaneme, ze pro cleny
dané tady plati

b kd 1 b 1 L
Ap ~ Op € an = y Un = n = .
In(n!) m{(2)"vV2rn} nlhn-n+Inv2rn
Rada 3 b, diverguje. Jestlize zvolime c¢,, = —— , dostaneme
n=2
T nlnn . 1 1
im — = lim = lim =
n—oCy n—e plnn—n+Iny2rn noee ] Ly lnnvliln

- oo oo
Rada Y ¢, diverguje podle cviceni 21a) a diverguje tedy i fada > b, podle 2. srovndvaciho
n=2 - n=2
kritéria a nésledné i fada > a, .
n=2

Poznamka: Pokud bychom chtéli k vySetieni konvergence dané fady pouzit nékteré
z kritérii, zjistime bez problému, ze Raabeho kritérium selze, ponékud delsi vypocet
ukdze, ze selze 1 Bertrandovo kritérium (v obou pifpadech vyjdou pifslusné limity 1).
Kritérium, které by mohlo rozhodnout, by pravdépodobné bylo Kummerovo kritérium,
kde ¢, = n Inn Inlnn, pokud se ndm podaii vypocitat odpovidajici limitu.

Plati

nO(

. 00 00

Rada Y b, konverguje podle cviceni 21a) pro @ > 2 afada > ¢, diverguje pro a < 2.
n=1 n=1

Odtud plyne, ze dané fada konverguje pro a > 2 a diverguje pro a < 2.

Opétnym pouzitim Stirlingovy formule n! ~ (%)" V27mn muzeme psat

B ln(%)n 21N B nlnn—n+Inv2rn

bn n< n<
o0
a uvazme tadu 12—[? Tato fada je podle cviceni 2la) konvergentni pro 5 > 1
n=1

a divergentni pro 8 < 1. Dale plati

) ” . nﬁ{nlnn—n—i—ln\/%rn}
lim — = lim =

n—0o0 Cp Tn— 00 no hl n

nBJrlfa _ nfti-o n?~*In2rn
Inn Inn

lim
n—o0 1

=1 pro f=a-1.

Podle 2. srovnédvaciho kritéria je fada konvergentni, je-li a — 1 > 1 tj. a > 2 a diverguje
proa < 2.
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an In {n® sin - }
Gn+1  In {(n + 1)« sin (n+11)a }
a odtud
1 n « sin n%
an n n+1 sin W
n < — 1) =n .
Q41 ln{(nJr 1)« sinﬁ}
Nyni
n sin —&
) an . In (m) e } _ (n+ 1) singye 1
lim n —1) = lim e EE—— - lim ; .
n—oo a n—oo sin & n—oo .
n+1 (HLH) g 1 In {(n + 1) sin o }
n « sin n% 1
. n+1l sin W B . 1
- lim n — T = lim — T
n—oo  (n+1)® sin sy 1  n—oo(n+1)% sin i
n® sin L — (n+1)* sinﬁ n® sin 4 — (n+1)* sinﬁ
- lim n — T = lim n — T .
n— 00 (n + 1) sin (777,—‘1-1)‘1 —1 n—oo (’ﬂ —+ 1) Sin 7(7“'_1)& —1
Jestlize si vSimneme limity jmenovatele, dostavame
lim (n + 1)** (n—l—l)asin;—l | ot |
ne (n+1)° n+l=}
1 . o . ~
& sint® —1 . osint® — @ ’
= lim t27: lim 511137: Hosp. | _
t—04 teo t—04 1o prav.
1 t* 1{cost* -1} 1 .. cost®—1 1
== lim =— lim —— = ——.
3 t—04 t3a—1 3 t—0 t2a 6

Plati tedy déle

n . 1 . 1
lim n( I _ 1) = —6 lim n(n+1)* {no‘ sin — — (n + 1)* sm} =
n

n— o0 Apnt1 n— o0

2c : « « o
_ 6 lim 1(1+¢) sint®  (1+1) sin t _
t—0y ¢t 12 te te 1+t

2c : a [ t @
(1+1¢) {smt — (1+t)* sin (m> }
t~>0+ t3a+1 .

Pro vyraz ve slozené zévorce v Citateli plati

t3oz

t A\ ,
sint® — (1+¢)® sin (H> T (£t —

e {(e) - e -

%)




t3oz t3a S tSa t3a 5 3041
= s PO =g gy (L 20t o () o () =
3a+1
_ _2047537' o (341

7 tohoto vyjadteni plyne, ze

a
lim n( n —1) = 2.
n—00 An41
Je-li tedy o > % , fada konverguje a pro a < % diverguje.
Bud nyni a = 1. Potom je

In (\/ﬁ sin %) 1 1
dn_ _ v a ozna¢me p, = In <\/ﬁ sin > , Qn = /1 sin — .
anst o (Vik T sin s ) vn vn

Potom je p, — 0, ¢, — 1 a déle plati
n—oo n—oo

n( Qn _1) :npn_pn-‘rl _ n(pn_pn-‘rl).
Pnt1 Pn+1

an+1

K vySetfeni konvergence dané fady pouzijeme Bertrandova kritéria a ozna¢me

U, =Ilnn<n n 1)1l =
Gp41

_ lnn{n(pn _pn+l) _ 1} _ n(pn _pn+1) — Pn+1 1
Pn41 Pn+1

nn.
Nejdiive si upravime jmenovatel. Plati

lim P+l _ 1 atedy lim u, = lim {n(pn — Pnt1) _anrl}.

Déle dostaneme

lim (n + 1){ 1} = lim (n+1)? s ! !
m (n n — = m (n Sin — =
n—oo 4 +1 n—00 \/n—&— 1 \/7’L+1
1 " I sint —t 1
frg frd frd m — = ——
NoES =0y 3 6

a tedy
lim u, = =6 lim {n(p, —pn+1) = Pn+1} (n+1)Inn.

n—oo n—oo

Jestlize se nyni podivame na vyraz ve slozenych zavorkach, dostaneme

n )1
n(pn — Pnt1) — Pny1 =n(Ing, —Ingyy1) —Inguy =In [( 1 ) }
qn+1 dn+1

n
a staci vypodcitat limitu vyrazu (qu) . Je

n(dn—an41)

9n+1
n = Int1 . n(an—dan41)
. q . Qn — Qn+1 | I Intl lim 24 —9n+t17
lim ( r = lim 14 2t =en—oc  dndl
n—00 \ gn+1 n—00 dn+1
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1 1
lim n(g, — qn = lim n nsin\/n+1sin>
n—00 (q a4 +1) n—oo <f \/ﬁ vn+1

tlio+\f<sm\[ \/t—H . \/H-tl>
sin Vvt = \f*MJriJr (\ﬁ),

Vl—l—tsmw

Vit tV/t 2Vt
- ”Ht{ VItt 31+ oVt +5.(1+zt) \/1+t+0<\/t>5)}:

1 2 1 2
zx/f—gt\/i(l—t—&-o(t ))+at V(14 o(t))

_1
n=y

w1t

Nyni plati

a odtud
sin vVt — \/1—|—tsm“ ) ——tQ\[—l—o(\F).
Tim paddem dostaneme, ze lim n(g, — ¢nt+1) = f% a nasledné lim wu, = —oo. Dana
n— 00 n—00

fada tedy pro a = % diverguje.

Poznamka: Jestlize pouzijeme Gaussova kritéria, dostaneme

Gnp :1+l+n(pn7pn+1)7pn+l )

Ap+1 n N Pn+1

Podle predchoziho vipoctu je sice lim [n(p, — Pni1) — pnsi1) = e~ /6, ale jmenovatel
n—oo
diverguje k +o0o0 pomaleji nez libovolnd mocnina n'*¢; ¢ > 0.
(g) Je ziejmé, ze dand rada diverguje pro a = 1 (je to fada ze samych jednicek). Pro a # 1

plati

—(bInntcin?n)lna —(blnatclnalnn)lnn _

anp =e€ =e

_ In(pGtelmmne) 4 linying 1
=€ ( )_n _n(b+clnn)lna'
Aby tato fada konvergovala, musi byt (b+cInn)lna > 1.
a) Bud ¢=0, potom je bIna > 1, neboli a® > e.
B) Pro ¢ # 0 musi platit, ze ¢ Ina > 0, neboli a® > 1 a b muze byt libovolné.

Poznamka: Tato fada by se méla preradit jinam, ponévadz fadné kritérium nevyzaduje.
o0
Staci informace o konvergenci fady > n%
n=1
(h) n—ty ¢len dané fady si nejdiive upravime. Plati

n2n n2ntatb n—(a-‘rb) n—(a+b)
an = = =

n+b n+a n—+b n+a a\n+b pynta’
(a+n)"to(b+n) (a+n)"t0(b+n) (1+2)""(1+2)

Ponévadz jmenovatel zustdvé omezeny, chové se a,, zhruba jako n= (2% | Zvolme tedy
b, = n% . Potom plati

n2n+a n2n+a+b . nafafb

. Gnp . .
noo by msoo (@ + n)" T (b+ )t niveo (a 4 n)n b (b4 nynta

o7



a—a—b a—a—b

Sy ez e
' ' {oenth 7 {oe Dt
= eal-i-b = e*(’”b), jakmile a—a—b=0, tedy a=a+b.

Je-li tedy a + b > 1, je fada konvergentni a pro a + b < 1 diverguje.
(i) Je

an  [(m+D]" 204l 0 (2n)! - (2n+2)! (2n + 2)! B
angpr  20-40- . (2n)! [(n+2)1]" T (n+ D! (n+ 2t
_ (n+2)(n+3)...2n+2) 1 2 n
B (n+2)n+t _(1+n+2> (1+n+2>"'<1+n+2)2
1 nn+1)
Zl+m(l+2+"'+n)2mn:’o+oo.

Podle d’Alembertova kritéria tedy dand fada konverguje.

o0
36. Rozhodnéte o konvergenci fady > a, je-li

n=1

1
NG 1 in’
a) an—/fz; b) ap=——""—; c) ap= / Smxd:z:;
0 ’ f4v1+$4d$ nmw v
0

n+1

%3 5
d) an:/e_ﬁdx; e) an:/smxdx; f) an:/xsmxdx
0 0

14z

n
Reseni:

a) Funkce f(t) = V/t je rostouci a tedy pro z € 0, LY plati vz < /% a odtud
(a) ] y P 2) P "

=

1
n n

/ VE 1/ dz L1 1

n = < — _= —— ar - X —F=.

“ 1+22 % v ) 1+ a2 \/ﬁann ny/n
0

0

Podle 1. srovndvaciho kritéria (cviceni 1) je dand fada konvergentni.
(b) Ponévadz je v1+ x* > z, plyne odtud, ze

2

/\4/1+x4dx2/mdac:n—.
0 0

2

Plati tedy odhad

1 2
-7 < 2
[ V1+atde "
0

Qn

a podle cviceni 1 dana fada konverguje.
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(¢) Pro x € (nm, (n+ 1)) plati + > (n+1 —, tedy
(n+1)m (n+1)7 (n+1)7w
sin? 1 9 1
ap, = / de > ———— / sinxdr = ———— / (1 — cos2x)dx =
x (n+ ) 2(n+ )7
1 1 (ntL)m 1

= - 1 2 _ -

2(n+1) A+ Lm0 2(n+1)

a podle cviceni 1 fada diverguje.

(d) Oznaéme

¥
3
Il
§
|
x> Ead
\t
3
U
8
Il
= 3
\t
3
=8
8

k 1
Potom je
+o0 +oo
. _ V=t _
=1 = VE g = =2 [ tetdt=
ST o /e v ’da::Qtdt /e
1 1
+oo

—t

= -2 [teit];ﬂm +2 / e tdt =4e !

=1 v=—e
1

a fada konverguje.
(e) Ponévadz je funkce sint rostouci v intervalu <O, g> dostaneme pro x € < > odhad

. N g _m
sinz <sin— < —, tedy sin® z < sin? —g—g.
n n

Odtud plyne, ze

CN\Z‘

593 mBhn(l1+~
:/bmxda: / n(—i—n)
1+z n3

0 0

a dand tada konverguje opét podle cviceni 1.

(f) Analogicky jako ve cviceni e) dostaneme

7r/
+x2_
0

|
U\
:T
/N
[t
+
S‘ﬂ
NN
N——

3

a dané tada konverguje.

o0
37. Pomoci cvicen{ 26 rozhodnéte o konvergenci fady > a,, je-li

n=1
_ (2n=1) .
(a) an = {;n)” {dlvergUJe n (a"+1 — 1) n:;o 5
b _@n-DN g d ) w4 R
(b) an = Bl T iverguje, n { 7%= 1
(¢) an, = % {konverguje n (m — 1) njgo%
(d) a, = WM x> —1 [konverguje pro x > 1, diverguje pro z < 1;

n(ainfl) — x; pro x =1 je an:n%_l pro Vn € N.
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