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Kapitola 1

Základńı matematické pojmy.

1.1 Logika.

1. Před soudem stoj́ı tři obviněńı A,B,C.

A ř́ıká: jsem nevinen, pachatelem je C.

B ř́ıká: C je nevinen, pachatelem je A.

C ř́ıká: jsem nevinen, B neńı pachatel.

Soud zjistil, že jeden z obviněných 2krát lhal, jeden ř́ıkal 2krát pravdu, jeden jednou lhal

a jednou mluvil pravdu. Kdo je pachatel?

Řešeńı: Z výpovědi C plyne, že nemohl 2krát lhát, poněvadž by byl pachatelem on a
zároveň B. Uvažme nyńı následuj́ıćı př́ıpady:

(a) Necht’ C 2krát mluvil pravdu, pak je A pachatel

i. Jestliže A 2krát lhal, je A pachatel. Jestliže B jednou lhal, je pachatelem B nebo
C. Tento př́ıpad nemůže nastat.

ii. Jestliže B 2krát lhal, pak C je pachatel, což je opět spor.

(b) Necht’ C jednou lhal a jednou mluvil pravdu. Pak pachatelem může být C nebo B.

i. Jestliže A 2krát lhal, je A pachatel, což je spor.
ii. A tedy 2krát mluvil pravdu a B 2krát lhal. Odtud plyne, že pachatelem je C.

2. Do polárńı expedice je třeba z osmi zájemc̊u A,B,C.D,E, F,G,H vybrat šest odborńık̊u:
biologa, hydrologa, synoptika, radistu, mechanika a lékaře. Kvalifikaci maj́ı: na biologa E
a G, na hydrologa B a F, na synoptika F a G, na radistu C a D, na mechanika C a H, na
lékaře A a D. Každý bude vykonávat právě jednu funkci. Kdo pojede, když F nemůže jet
bez B, D bez H a bez C, C nemůže jet s G a A nemůže jet s B?

Řešeńı: Vyṕı̌seme si jednotlivé profese a př́ıslužné zájemce do tabulky.

Biolog E,G Hydrolog B,F Synoptik F,G
Radista C,D Mechanik C,H Lékař A,D

(a) Kdyby A jel s expedićı, pak nejede B a nemůže jet ani F, tedy neńı možné obsadit
funkci hydrologa. Zájemce A tedy jet nemůže.

(b) Poněvadž A nejede, muśı jet D ve funkci lékaře, tedy C ve funkci radisty a H ve funkci
mechanika. Ale C nemůře jet s G, tedy G nepojede. Odtud plyne, že E jede ve funkci
biologa, F ve funkci synoptika a B ve funkci hydrologa.
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3. Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch implikaćı.

(a) Konč́ı-li celé č́ıslo cifrou 5, je dělitelné 5. [ pravdivá ]

(b) Je-li 6 prvoč́ıslo, pak 12 je č́ıslo složené [ pravdivá ]

(c) Jestliže pro dvě č́ısla a, b plat́ı ab = 0, pak a = b = 0. [ nepravdivá ]

(d) Je-li 6 prvoč́ıslo, pak 12 je také prvoř́ıslo. [ pravdivá ]

4. Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch ekvivalenćı.

(a) Č́ıslo je dělitelné 3 právě tehdy, je-li jeho ciferný součet dělitelný 3. [ pravdivá ]

(b) Č́ıslo 9 je sudé právě když je dělitelné 2. [ pravdivá ]

(c) Úhlopž́ıčky rovnoběžńıka jsou na sebe kolmé tehdy a jen tehdy, jeli daný rovnoběžńık
čtverec. [ nepravdivá ]

5. Dvě definice snadnosti ṕısemky jsou:

(a) Ṕısemka je snadná, jestliže každý př́ıklad vyřešil alespoň jeden student.

(b) Ṕısemka je snadná, jestliže alespoň jeden student vyřešil všechny př́ıklady.

Může existovat ṕısemka, která je

α) lehká ve smyslu a), ale ne ve smyslu b)?

β) lehká ve smyslu b), ale ne ve smyslu a)? [ b) ⇒ a) ]

6. Jsou dány výroky, týkaj́ıćı se výšky žák̊u tř́ıd A a B.

(a) Každý žák z B je vyšš́ı než všichni žáci z A.

(b) Nejvyšš́ı žák z B je vyšš́ı než nejvyšš́ı žák zA.

(c) Ke každému žáku z B existuje žák z A, který je menš́ı.

(d) Každý žák z A je menš́ı než alespoň jeden žák z B.

(e) pr̊uměrná výška žák̊u z B je větš́ı než pr̊uměrná výška žák̊u z A.

Jsou některé z těchto výrok̊u ekvivalentńı? Které? [ c) ⇔ d) ]

7. Formulujte předpoklad a tvrzeńı v následuj́ıćıch větách.

(a) Součin dvou po sobě jdoućıch sudých č́ısel je dělitelný osmi.
[ Předpoklad: Součin dvou po sobě jdoućıch č́ısel.

Tvrzeńı: Je dělitelný osmi. ]

(b) Součet a rozd́ıl čtverc̊u dvou po sobě jdoućıch přirozených č́ısel je vždy lichý, jejich
součin vždy sudý a dělitelný čtyřmi.

[ Předpoklad: Součet a rozd́ıl čtverc̊u dvou po sobě jdoućıch přirozených č́ısel.
Tvrzeńı: Je vždy lichý, jejich součin je vždy sudý a dělitelný čtyřmi. ]

8. Vyslovte negaci následuj́ıćıch výrok̊u.

(a) Všechny koeficienty jsou rovny nule. [ Alespoň jeden koeficient ke nenulový. ]

(b) Všechny kořeny rovnice jsou reálné. [ Alespoň jeden kořen rovnice neńı reálný. ]

(c) 4 < −2 . [ 4 ≥ −2. ]
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9. K daným větám vyslovte věty obrácené.

(a) Úhlopř́ıčky kosočtverce p̊uĺı jeho úhly.
[ Čtyřúhelńık, jehož úhlopř́ıčky p̊uĺı jeho úhly, je kosočtverec. ]

(b) Je-li č́ıslo dělitelné dev́ıti, je jeho ciferný součet dělitelný dev́ıti.
[ Je-li ciferný součet č́ısla dělitelný dev́ıti, je č́ıslo dělitelné dev́ıti. ]

10. Vyslovte následuj́ıćı věty ve tvaru nutné a postačuj́ıćı podmı́nky.

(a) Rovnostranný trojúhelńık má vnitřńı úhly stejné.
[ Trojúhelńık je rovnostranný právě tehdy, má-li vnitřńı úhly stejné. Nebo:

Rovnost stran trojúhelńıka je nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby jeho vnitřńı
úhly byly stejné. ]

(b) Jeden z kořen̊u kvadratické rovnice ax2 + bx + c = 0 , a 6= 0 , je nulový.
[ Rovnice ax2 + bx + c = 0 , a 6= 0 má alespoň jeden kožen nulový právě když c = 0 . ]

(c) V rovnoběžńıku se úhlopř́ıčky navzájem p̊uĺı.
[ Ve čtyřúhelńıku se úhlopř́ıčky p̊uĺı právě tehdy, jde-li o rovnoběžńık. ]

11. V následuj́ıćıch větách doplňte vynechaný text slovy ”je nutné“ , ”stač́ı“ , ”je nutné a stač́ı“
tak, aby byly pravdivé.

(a) Aby součet dvou přirozených č́ısel byl dělitelný dvěma,. . . . . . , aby každý sč́ıtanec byl
dělitelný dvěma. [ stač́ı ]

(b) Aby mnohočlen ax2 + bx + c , a 6= 0 byl dělitelný dvojčlenem (x−α) , . . . . . . , aby č́ıslo
α bylo nulovým bodem tohoto mnohočlenu. [ je nutné a stač́ı ]

(c) Aby celé č́ıslo bylo dělitelné stem, . . . . . . , aby bylo dělitelné deseti. [ je nutné ]

(d) Aby celé č́ıslo bylo dělitelné stem, . . . . . . , aby bylo dělitelné tiśıcem. [ stač́ı ]

12. Určete všechna n ∈ N, pro něž z výrok̊u

A : n2 − 2 je dělitelné 7 , B : n− 2 je dělitelné 7 , C : 4n2 − 360n + 8099 < 0

jsou právě dva pravdivé.

[ n = 45 ; ukažte, že je-li n− 2 dělitelné 7, pak n2 − 2 neńı dělitelné 7.]

13. Určete všechna x ∈ R , aby právě jeden z výrok̊u

A : x je celé , B : x2 − 3x je celé záporné , C : x +
1
x

je celé kladné ,

byl nepravdivý.
[
x ∈

{
2; 3+

√
5

2 ; 3−
√

5
2

}]
14. Napǐste následuj́ıćı výroky pomoćı kvantifikátor̊u a určete, zda jsou pravdivé.

(a) K libovolnému reálnému č́ıslu y existuje reálné č́ıslo x tak, že plat́ı x + y2 < 1 .

[∀ y ∈ R ∃x ∈ R : x + y2 < 1 ; pravdivý. ]

(b) Pro libovolné reálné č́ıslo y plat́ı (y − 3)(y + 3) < y2 .

[∀ y ∈ R : (y − 3)(y + 3) < y2 ; pravdivý. ]

(c) Pro jakékoliv reálné č́ıslo x plat́ı x2 − 6x + 15 > 0 .

[∀x ∈ R : x2 − 6x + 15 > 0 ; pravdivý. ]

(d) Existuj́ı reálná č́ısla x taková, že plat́ı |x− 2| ≤ 4 .

[∃x ∈ R : |x− 2| ≤ 4 ; pravdivý. ]
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(e) Existuj́ı reálná č́ısla x taková, že plat́ı log(x2 − 1) = log(x− 1)− log(x + 2) .

[∃x ∈ R : log(x2 − 1) = log(x− 1)− log(x + 2) ; nepravdivý. ]

15. Dokažte sporem následuj́ıćı věty.

(a) Rovnice ax = b , a 6= 0 má jediné řešeńı.
(b) Rovnice a + x = b má jediné řešeńı.
(c) 3

√
7 je č́ıslo iracionálńı.

(d) Rovnice x2 + 1 = 0 nemá reálné kořeny.

16. Dokažte, že pro každé n ∈ N a x > −1 plat́ı

(1 + x)n ≥ 1 + nx , ( Bernoulliova nerovnost ) .

Důkaz: K d̊ukazu použijeme matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeńı zřejmě plat́ı.
Předpokládejme, že

(1 + x)n ≥ 1 + nx .

Jestliže tuto nerovnost vynásob́ıme výrazem 1 + x > 0 , dostaneme

(1 + x)n+1 ≥ (1 + nx)(1 + x) = 1 + (n + 1)x + nx2 ≥ 1 + (n + 1)x

a d̊ukaz je dokončen.

17. Necht’ jsou x1, x1 . . . , xn (n ∈ N) jsou kladná č́ısla taková, že

x1 · x2 · . . . · xn = 1 .

Potom je
x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n .

Důkaz: Tvrzeńı budeme dokazovat opět matematickou indukćı. Je-li n = 1 , je x1 = 1 ,
tedy x1 ≥ 1 a tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n a uvažme množinu č́ısel
{x1, x2, . . . , xn, xn+1} . Jestliže jsou všechna č́ısla rovna 1, je

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1 = n + 1

a tvrzeńı plat́ı. Jestliže existuje jedno z těchto č́ısel, které je menš́ı než 1, muśı existovat jiné
č́ıslo, které je větš́ı než 1. Je totiž

x1 · x2 · . . . · xn · xn+1 = 1 .

Necht’ např. xn < 1 , xn+1 > 1 . Uváž́ıme-li skupinu n č́ısel

x1, x2, . . . , xn−1, xn · xn+1 ,

je jejich součin roven 1 a podle indukčńıho předpokladu plat́ı

x1 + x2 + · · ·+ xn−1 + xn · xn+1 ≥ n .

Přičteme-li k oběma stranám této nerovnosti xn+xn+1 a součin xnxn+1 převedem na pravou
stranu, dostaneme

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1 ≥ n + xn + xn+1 − xn · xn+1 =

= n + 1 + xn+1(1− xn) + xn − 1 = n + 1 + (1− xn)(xn+1 − 1) ≥ n + 1 .
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18. Jsou-li x1, x2, . . . , xn libovolná kladná č́ısla, n ∈ N , potom plat́ı

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≥ n
√

x1 · x2 · . . . · xn .

Aritmetický pr̊uměr je vždy větš́ı nebo roven geometrickému pr̊uměru.

Důkaz: Uvažme n č́ısel
x1

n
√

x1 · x2 · . . . · xn
,

x2

n
√

x1 · x2 · . . . · xn
, . . . ,

xn

n
√

x1 · x2 · . . . · xn
.

Všechna tato č́ısla jsou kladná a jejich součin je roven 1. Podle předchoźıho př́ıkladu je tedy

x1

n
√

x1 · x2 · . . . · xn
+

x2

n
√

x1 · x2 · . . . · xn
+ · · ·+ xn

n
√

x1 · x2 · . . . · xn
≥ n

a odtud plyne, že
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≥ n
√

x1 · x2 · . . . · xn .

19. Metodou matematické indukce dokažte, že pro libovolné přirozené n plat́ı

(a) 12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

(b) 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2 =
[
1
2n(n + 1)

]2 ;

(c) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n + 1) = 1
3n(n + 1)(n + 2) ;

(d) 1
1·3 + 1

3·5 + 1
5·7 + · · ·+ 1

(2n−1)(2n+1) = n
2n+1 ;

(e) 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1 ;

(f) 12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2 = n(4n2−1)
3 ;

(g)
(
1− 1

4

) (
1− 1

9

)
. . .
(
1− 1

(n+1)2

)
= n+2

2n+2 ;

(h) 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n > 13

24 , n > 1 ;

(i) n
2 < 1 + 1

2 + · · ·+ 1
2n−1 < n , n > 1 ;

(j) (a + b)n =
(
n
0

)
anb0 +

(
n
1

)
an−1b1 + · · ·+

(
n
n

)
a0bn ;[

využijte vlastnosti kombinačńıch č́ısel
(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=
(
n+1
k+1

) ]
(k) 1

n+1 + 1
n+2 + · · ·+ 1

3n+1 > 1 ;
[

ukažte, že 1
3n+2 + 1

3n+3 + 1
3n+4 −

1
n+1 > 0

]
(l) n7 − n je dělitelné 7 ;[

ukažte, že kombinačńı č́ısla
(
7
1

)
,
(
7
2

)
,
(
7
3

)
,
(
7
4

)
,
(
7
5

)
,
(
7
6

)
jsou všechna dělitelná 7

]
(m) Pro n > 1 dekadický zápis 22n

+ 1 konč́ı č́ıslićı 7 ;
[ dokažte, že č́ıslo 22n − 6 je dělitelné 10 ]

(n) 1
2 ·

3
4 · . . . · 2n−1

2n < 1√
3n+1

, n > 1 ; [
ukažte, že plat́ı 2n+1

2n+2 <
√

3n+1
3n+4

]
(o)

√
n < 1 + 1√

2
+ · · ·+ 1√

n
< 2

√
n , n > 1 ;[

ukažte, že plat́ı
√

n + 1−
√

n < 1√
n+1

< 2(
√

n + 1−
√

n)
]
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(p) Bud’te xi ≥ 0 pro i = 1, 2, . . . , n , x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ 1
2 . Potom je

(1− x1)(1− x2) . . . (1− xn) ≥ 1
2

;

[ využijte vztahu 1− xn − xn+1 ≤ (1− xn)(1− xn+1) ]

20. Dokažte, že pro x 6= 2kπ , k ∈ Z a n ∈ N plat́ı

(a) 1
2 + cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx = sin 2n+1

2 x

sin x
2

;

(b) sinx + 2 sin 2x + · · ·+ n sinnx = (n+1) sin nx−n sin(n+1)x
4 sin2 x

2
;

(c) sinx + sin 2x + · · ·+ sinnx = sin n+1
2 x

sin x
2

· sin nx
2 .

1.2 Množiny a jejich zobrazeńı.

1. Bud’te Y , Xλ , (λ ∈ Λ) množiny. Ukažte, že plat́ı

Y −
⋃
λ∈Λ

Xλ =
⋂
λ∈Λ

(Y −Xλ) ; Y −
⋂
λ∈Λ

Xλ =
⋃
λ∈Λ

(Y −Xλ) .

De Morganova pravidla.

Důkaz:

(a) Necht’ x ∈ Y −
⋃

λ∈Λ

Xλ . Potom je x ∈ Y , x /∈
⋃

λ∈Λ

Xλ , tedy x /∈ Xλ pro ∀λ ∈ Λ . Odtud

plyne, že x ∈ Y −Xλ pro ∀λ ∈ Λ , tedy x ∈
⋂

λ∈Λ

(Y −Xλ) . T́ım jsme dokázali, že

Y −
⋃
λ∈Λ

Xλ ⊂
⋂
λ∈Λ

(Y −Xλ) .

(b) Obráceně, bud’ x ∈
⋂

λ∈Λ

(Y −Xλ) . Potom je x ∈ Y −Xλ pro ∀λ ∈ Λ , tedy x /∈ Xλ pro

∀λ ∈ Λ a také x /∈
⋃

λ∈Λ

Xλ . Neboli x ∈ Y −
⋃

λ∈Λ

Xλ a plat́ı, že

⋂
λ∈Λ

(Y −Xλ) ⊂ Y −
⋃
λ∈Λ

Xλ .

(c) Analogicky necht’ x ∈ Y −
⋂

λ∈Λ

Xλ . Potom x ∈ Y , x /∈
⋂

λ∈Λ

Xλ , tedy ∃λ0 ∈ Λ , tak, že

x /∈ Xλ0 , neboli x ∈ Y −Xλ0 a x ∈
⋃

λ∈Λ

(Y −Xλ) . Dostáváme, že

Y −
⋂
λ∈Λ

Xλ ⊂
⋃
λ∈Λ

(Y −Xλ) .

(d) Obráceně pro x ∈
⋃

λ∈Λ

(Y −Xλ) ∃λ0 ∈ Λ tak, že x ∈ Y −Xλ0 , neboli x ∈ Y , x /∈ Xλ0

a tedy x /∈
⋂

λ∈Λ

Xλ . Následně x ∈ Y −
⋂

λ∈Λ

Xλ a plat́ı inkluse

⋃
λ∈Λ

(Y −Xλ) ⊂ Y −
⋂
λ∈Λ

Xλ .
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Poznámky: i) Důkaz de Morganových pravidel je založen na vlastnosti množin

A = B ⇐⇒ A ⊂ B ∧B ⊂ A .

Tohoto postupu budeme využ́ıvat v daľśım velmi často, pokud se budeme cht́ıt přesvědčit,
že dvě množiny jsou si rovny.

ii) Množina Λ , které budeme ř́ıkat často indexová množina, může být libovolná, např. interval
(0, 1) . Většinou však bude bud’ Λ = N nebo Λ ⊂ N .

2. Ukažte, že plat́ı ⋃
λ∈Λ

Aλ −
⋃
λ∈Λ

Bλ ⊂
⋃
λ∈Λ

(Aλ −Bλ) ⊂
⋃
λ∈Λ

Aλ −
⋂
λ∈Λ

Bλ .

Najděte množiny Aλ a Bλ tak, že nikde neplat́ı rovnost.

Důkaz: Bud’ x ∈
⋃

λ∈Λ

Aλ −
⋃

λ∈Λ

Bλ . Potom je x ∈
⋃

λ∈Λ

Aλ , x /∈
⋃

λ∈Λ

Bλ , tedy evistuje index

λ0 tak, že x ∈ Aλ0 , x /∈ Bλ0 . (Je dokonce x /∈ Bλ ∀λ ∈ Λ .) Odtud plyne, že x ∈ Aλ0 −Bλ0 ,
tedy x ∈

⋃
λ∈Λ

(Aλ −Bλ) a prvá inkluse je dokázána.

Bud’ x ∈
⋃

λ∈Λ

(Aλ − Bλ) . Potom existuje λ0 tak že x ∈ Aλ0 − Bλ0 , tedy x ∈ Aλ0 , x /∈ Bλ0 .

Tud́ıž x ∈
⋃

λ∈Λ

Aλ , x /∈
⋂

λ∈Λ

Bλ a druhá inkluse plat́ı.

Bud’

A1 = 〈0, 1〉 , A2 =
〈

1
2
, 1
〉

, Ak = ∅ pro k ≥ 3 ,

B1 =
〈

0,
1
2

〉
, B2 =

〈
1
2
, 1
〉

, Bk = ∅ pro k ≥ 3 .

Potom je

∞⋃
k=1

Ak −
∞⋃

k=1

Bk = ∅ ,
∞⋃

k=1

(Ak −Bk) =
(

1
2
, 1
〉

,
∞⋃

k=1

Ak −
∞⋂

k=1

Bk = 〈0, 1〉 .

3. Ověřte rovnost množin A = {1,−5} ; B = {x ∈ R ; x2 + 4x− 5 = 0} .

4. Určete, zda M ⊂ N , jestliže

(a) M je množina všech rovnostranných trojúhejńık̊u, N je množina všech rovnoramenných
trojúhelńık̊u. [ Ano ]

(b) M je množina všech celých č́ısel, N je množina všech lichých č́ısel. [ Ne ]

5. Bud’ A = {x ∈ N ; x ≤ 3} . Najděte všechny vlastńı a nevlastńı podmnožiny A .

[ Vlastńı podmnožiny : {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} ; ]

[ nevlastńı podmnožiny : ∅ , {1, 2, 3} = A . ]

6. Najděte množinu B všech podmnožin množiny A = {1, 2} . [B = {∅, 1, 2, {1, 2}} ]

7. Najděte sjednoceńı, pr̊unik a rozd́ıl následuj́ıćıch množin.

(a) A = {1, 2, 4, 6, 9} , B = {3, 4, 5, 8, 10} ; [ A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10} ,

A ∩B = {4} , A−B = {1, 2, 6, 9} , B −A = {3, 5, 8, 10} ]
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(b) A = (4, 8) , B = (1, 4〉 ; [ (1, 8) , ∅ , (4, 8) , (1, 4〉 ]
(c) A = (−3, 7〉 , B = 〈5, 6〉 ; [ (−3, 7〉 , 〈5, 6〉 , (−3, 5) ∪ (6, 7) , ∅ ]

(d) A je množina všech sudých č́ısel, B je množina všech lichých č́ısel . [Z , ∅ , A , B ]

8. A je množina všech sudých č́ısel, B je množina všech lichých č́ısel, které nejsou dělitelné
třemi, C je množina všech č́ısel, dělitelných třemi. Najděte množiny

A ∪B , A ∪ C , A ∪B ∪ C , A ∩ C .

[A ∪B; množina celých č́ısel, kromě lichých násobk̊u tř́ı ]

[A ∪ C; množina všech celých č́ısel, kromě lichých, nedělitelných třemi,]

[ A ∪B ∪ C; množina všech celých č́ısel ]

[A ∩ C; množina všech č́ısel dělitelných šesti ]

9. A je množina všech čtyřúhelńık̊u, B množina všech pravidelných n−úhelńık̊u. Najděte množiny
A−B a B −A . [A−B: množina všech čtyřúhelńık̊u, které nejsou čtverce.,]

[B −A: množina všech pravidelných n−úhelńık̊u, které nejsou čtverce. ]

10. Najděte množiny, které tvoř́ı všechna řešeńı následuj́ıćıch rovnic.

a) cos
πx

2
= 0 ; b) sinπx = 0 .

Určete pr̊unik a sjednoceńı těchto množin.

[ a) množina všech lichých č́ısel ; b) množina všech celých č́ısel ]

[ pr̊unik je množina všech lichých č́ısel, sjednoceńı množina všech celých č́ısel ]

11. Bud’te X a Y dvě množiny. Množinu

4(X, Y ) = X M Y = (X − Y ) ∪ (Y −X)

nazýváme symetrickou diferenćı množin X a Y . Ukažte, že plat́ı

(a) X ⊂ Y ⇐⇒ X ∪ Y = Y ⇐⇒ X ∩ Y = X ;

(b) X ⊂ Z ∧ Y ⊂ Z ⇐⇒ X ∪ Y ⊂ Z ;

(c) Z ⊂ X ∧ Z ⊂ Y ⇐⇒ Z ⊂ X ∩ Y ;

(d) X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪ Z ;

(e) X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩ Z ;

(f) X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z) ;

(g) Je-li M ⊂ X , pak X − (X −M) = M ;

(h) X = (X − Y ) ∪ (X ∩ Y ) ;

(i) X ∪ Y = X ∪ (Y −X) ;

(j) X ∪ Y = (X − Y ) ∪ (Y −X) ∪ (X ∩ Y ) ;

(k) (X ∪ Y )− Z = (X − Z) ∪ Y ⇐⇒ Y ∩ Z = ∅ ;

(l) X M Y = X ∪ Y −X ∩ Y ;

(m) X M Y = ∅ ⇐⇒ X = Y ;

(n) X M Y = X ⇐⇒ Y = ∅ ;

(o) X − (Y ∪ Z) = (X − Y )− Z ;

(p) X − (X − Y ) = X ∩ Y ;
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(q) (X − Y ) ∩ Z = (X ∩ Z)− (Y ∩ Z) .

Návod: Při d̊ukazech využijte vlastnosti X = Y ⇐⇒ X ⊂ Y ∧ Y ⊂ X .

12. Ukažte př́ıklady množin, pro něž plat́ı

(a) A 6= B ∪ (A−B) . Kdy plat́ı rovnost? [ A = 〈0, 1〉 , B = (2, 3) ; B ⊂ A ]
(b) A = B ∪D , ale A−B 6= D . Kdy plat́ı rovnost? [ B = (0, 2) , D = (1, 3) ; B ∩D = ∅ ]
(c) D = A ∪ (B − E) , D 6= (A ∪B)− E . Kdy plat́ı rovnost?

[A = (0, 2) , B = (1, 2) , E = (1, 3) ; A ∩ E = ∅ ]
(d) (A1 ∪A2)− (B1 ∪B2) 6= (A1 −B1) ∪ (A2 −B2) . Jaký vztah plat́ı?

[A1 = (0, 2) , A2 = (4, 6) , B1 = (1, 3) , B2 = (0, 4) ;
(A1 ∪A2)− (B1 ∪B2) ⊂ (A1 −B1) ∪ (A2 −B2) . ]

13. Určete vzájemný vztah množin X a Y (tj. X = Y , X ⊂ Y , Y ⊂ X) je-li

(a) X = A ∪ (B − C) , Y = (A ∪B)− (A ∪ C) ; [X ⊃ Y ]
(b) X = (A ∩B)− C , Y = (A− C) ∩ (B − C) ; [X = Y ]
(c) X = A− (B ∪ C) , Y = (A−B) ∪ (A− C) . [X ⊂ Y ]

14. Najděte množiny
∞⋃

k=1

Ak ,
∞⋃

k=1

Bk ,
∞⋂

k=1

Ck ,
∞⋂

k=1

Dk , je-li

Ak =
〈

0, 1− 1
k

〉
, Bk =

(
0, 1− 1

k

)
, Ck =

〈
0,

1
k

〉
, Dk =

(
0,

1
k

)
.

[ ∞⋃
k=1

Ak = 〈0, 1) ,
∞⋃

k=1

Bk = (0, 1) ,
∞⋂

k=1

Ck = {0} ,
∞⋂

k=1

Dk = ∅
]

15. Ukažte, že 4
( ∞⋃

k=1

Ak ,
∞⋃

k=1

Bk

)
⊂

∞⋃
k=1

4(Ak, Bk) . [ Využijte př́ıkladu 1 ]

16. Necht’ A1, A2, A3, . . . jsou množiny. Ukažte, že
∞⋂

n=1

An ⊂
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ak ⊂
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak ⊂
∞⋃

n=1

An .

Je-li A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . ,pak
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ak =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak =
∞⋃

n=1

An .

Je-li A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . , pak
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ak =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak =
∞⋂

n=1

An .

Návod: Ukažte, že
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ak je množina takových x , která lež́ı ve všech An až na konečný

počet množin, zat́ımco
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak jsou takové prvky, které lež́ı v nekonečně mnoha An .

Poznámka: Množinu
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ak nazýváme dolńı limitou posloupnosti množin a znač́ıme

lim
n→∞

An , množinu
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak horńı limitou posloupnosti množin a znač́ıme lim
n→∞

An . Jestliže

plat́ı lim
n→∞

An = lim
n→∞

An , řekneme, že posloupnost množin má limitu a označ́ıme ji lim
n→∞

An .
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17. Necht’ A ⊂ C , B ⊂ D . Ukažte, že A×B = (A×D) ∩ (C ×B) .

Důkaz: a) Poněvadž plat́ı A×B ⊂ A×D , A×B ⊂ C×B , je i A×B ⊂ (A×D)∩(C×B) .

b) Necht’ obráceně (a, b) ∈ (A × D) ∩ (C × B) . Potom je (a, b) ∈ A × D a zároveň

(a, b) ∈ C×B . Tedy a ∈ A , b ∈ B , neboli (a, b) ∈ A×B a plat́ı (A×D)∩(C×B) ⊂ A×B .

18. Najděte množiny A×B a B ×A , jestliže

(a) A = {x ∈ N ; 1 < x < 4} , B = {x ∈ N ; x2 − 4 = 0} ;
[A×B = {(2, 2), (3, 2)} ; B ×A = {(2, 2), (2, 3)} ]

(b) A = {1, 4, 5} , B = {a, b} .

[A×B = {(1, a), (1, b), (4, a), (4, b), (5, a), (5, b)} ;
B ×A = {(a, 1), (a, 4), (a, 5)(b, 1), (b, 4), (b, 5)} ]

(c) A = N , B = ∅ . [A×B = B ×A = ∅ ]

19. Ukažte, že plat́ı

(a) A×B = ∅ ⇐⇒ A = ∅ ∨ B = ∅ ;

(b) A×B ⊂ X × Y ⇐⇒ A ⊂ X ∧B ⊂ Y ;

(c) (A× Y ) ∪ (B × Y ) = (A ∪B)× Y ;

(d) (X × Y ) ∩ (A×B) = (X ∩A)× (Y ∩B) .

Návod: Využijte postupu z př́ıkladu 17.

20. Bud’ f : X −→ Y , A, B ⊂ X . Ukažte, že

f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B) .

Je-li f prosté zobrazeńı, je dokonce f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) .

Důkaz: a) Necht’ y ∈ f(A ∩ B) . Potom existuje x ∈ A ∩ B tak, že y = f(x) . Je tedy
y ∈ f(A) a zároveň y ∈ f(B) , neboli y ∈ f(A) ∩ f(B) .

b) Obráceně předpokládejme, že f je prosté a bud’ y ∈ f(A) ∩ f(B) . Potom existuj́ı

x1 ∈ A , x2 ∈ B tak, že y = f(x1) = f(x2) . Poněvadž je f prosté, muśı platit x1 = x2 ∈ A∩B
neboli y ∈ f(A ∩B) .

21. Bud’ f : X −→ Y , A, B ⊂ X . Ukažte, že

f(A)− f(B) ⊂ f(A−B) .

Na př́ıkladu ukažte, že f(A)− f(B) 6= f(A−B) .

Důkaz: Bud’ y ∈ f(A)− f(B) . Potom je y ∈ f(A) , y /∈ f(B) . Existuje tedy x ∈ A tak, že
y = f(x) , ale x /∈ B . Odtud plyne, že x ∈ A−B , neboli y ∈ f(A−B) .

Stač́ı zvolit např f : x → x2 , A = 〈−1, 1〉 , B = 〈−1, 0〉 . Potom je

f(A−B) = (0, 1〉 , f(A)− f(B) = ∅ .
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22. Bud’ f : X −→ Y zobrazeńı. Ukažte, že plat́ı

(a) A ⊂ B ⊂ X =⇒ f(A) ⊂ f(B) ;

(b) A,B ∈ X =⇒ f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) ;

(c) A,B ∈ Y =⇒ f−1(A−B) = f−1(A)− f−1(B) ;

(d) A,B ∈ Y =⇒ f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B) ;

(e) A,B ∈ Y =⇒ f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B) .

Návod: Vyjděte z definice př́ıslušných množin a užijte metody př́ıkladu 20.

23. Bud’ f : X −→ Y zobrazeńı, A ⊂ X , B ⊂ Y podmnožiny. Najděte f(A) a f−1(B) , je-li

(a) X = Y = R , f : x → x2 , A = {−1, 0, 1, 2, 3} , B = {3, 4} ;[
f(A) = {0, 1, 4, 9} , f−1(B) =

{
−2,−

√
3,
√

3, 2
} ]

(b) X = N , Y = R , f : x → x2 , A = {1, 3, 10} , B = {3, 7, 9} ;
[ f(A) = {1, 9, 100} , f−1(B) = {3} ]

(c) X = Y = R , f : x → sinx , A = 〈0, π〉 , B =
{

1
2

}
;[

f(A) = 〈0, 1〉 , f−1(B) =
{

π
6 + 2kπ, k ∈ Z

}
∪
{

5π
6 + 2kπ, k ∈ Z

} ]
(d) X = Y = R , f : x → 1

1+x2 , A = 〈0,+∞) , B = (−∞, 0) . [ (0, 1〉 ; ∅ ]

24. Bud’ f : X −→ Y zobrazeńı. Potom je f prosté právě když f(A − B) = f(A) − f(B) pro
všechny podmnožiny B ⊂ A ⊂ X .

Důkaz: Podle př́ıkladu 21 je f(A − B) ⊂ f(A) − f(B) . Necht’ je nyńı f prosté zobrazeńı

a y ∈ f(A−B) . Potom existuje x ∈ A−B tak, že y = f(x) . Poněvadž x ∈ A , x /∈ B , muśı
být y ∈ f(A) , y /∈ f(B) , (f je prosté). Tedy y ∈ f(A)− f(B) , neboli

f(A−B) ⊂ f(A)− f(B) .

Jestliže f neńı prosté, existuj́ı x1, x2 ∈ X , x1 6= x2 tak, že f(x1) = f(x2) = y1 ∈ Y . Položme
A = {x1, x2} , B = {x1} . Potom

f(A−B) = {y1} , f(A)− f(B) = ∅ , B ⊂ A ⊂ X .

25. Ukažte, že následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(a) f : X −→ Y je prosté zobrazeńı ;

(b) f−1(f(A)) = A pro ∀A ⊂ X ;

(c) f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) pro ∀A,B ⊂ X ;

(d) Je-li A ∩B = ∅ , potom f(A) ∩ f(B) = ∅ pro ∀A,B ⊂ X ;

(e) Pro libovolnou dvojici B ⊂ A ⊂ X je f(A−B) = f(A)− f(B) .

Návod: Dokažte řadu implikaćı a) ⇒ b) ⇒ c) ⇒ d) ⇒ e) ⇒ a) . Užijte metody

z př́ıklad̊u 20, 21, 24.

26. Najděte př́ıklady zobrazeńı f : X −→ Y a podmnožiny A ⊂ X , pro něž

(a) f(X −A) ⊂ Y − f(A) ; [ f(x) = x2 , X = 〈0, 1〉 , Y = R , A ⊂ X libovolná množina ]
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(b) f(X −A) ⊃ Y − f(A) ;
[ f(x) = x2 , X = 〈−1, 1〉 , Y = 〈0, 1〉 , A ⊂ X libovolná podmnožina ]

(c) ani jedna z množin f(X −A) a Y − f(A) neńı podmnožinou druhé.
[ f(x) = x2 , X = 〈−1, 1〉 , Y = R , A = 〈0, 1〉 ;

potom f(X −A) = (0, 1〉 , f(A) = 〈0, 1〉 , Y − f(A) = (−∞, 0) ∪ (1,+∞) ]

Poznámka: Plat́ı dokonce následuj́ıćı tvrzeńı.
Je-li f : X −→ Y zobrazeńı, pak je f prosté právě když pro libovolnou množinu A ⊂ X je
f(X −A) ⊂ Y − f(A) .

f je zobrazeńı X na Y právě když pro libovolnou množinu A ⊂ X je f(X−A) ⊃ Y −f(A) .

27. Bud’te X, Y, Z množiny, f : X −→ Y , g : Y −→ Z , h : Z −→ X zobrazeńı. Jsou-li mezi
zobrazeńımi h ◦ g ◦ f , g ◦ f ◦ h , f ◦ h ◦ g dvě zobrazeńı na a třet́ı prosté nebo dvě prostá a
třet́ı na, pak jsou všechna tři zobrazeńı prostá zobrazeńı na. Dokažte.

Důkaz: Označme F = h ◦ g ◦ f , G = f ◦ h ◦ g , H = g ◦ f ◦ h . Zřejmě plat́ı následuj́ıćı
implikace.
α) Je-li F prosté, je f prosté. β) Je-li F na, je h na.
γ) Je-li F na a h bijekce, je h−1 ◦ F na.
δ) Je-li H prosté a h bijekce, pak H ◦ h−1 je prosté.
a) Necht’ např. F a G jsou zobrazeńı na a H je prosté. Poněvadž F je zobrazeńı na, je podle
vlastnosti β) zobrazeńı h také na. Dále H je prosté, tedy podle vlastnosti α) je h také prosté.
Odtud plyne, že h a tedy i h−1 jsou bijekce.
Dále je F zobrazeńı na a tedy také zobrazeńı h−1 ◦ F = g ◦ f je na. H je prosté zobrazeńı
a podle δ) je prosté i zobrazeńı H ◦ h−1 = g ◦ f . Tedy g ◦ f je bijekce.
Vzhledem k tomu, že G je zobrazeńı na, je podle bodu β) zobrazeńı f také na. g ◦f je prosté
zobrazeńı, tedy i f je prosté, neboli je to bijekce.
Konečně g = (g ◦ f) ◦ f−1 je jako složeńı dvou bijekćı také bijekce.

b) Necht’ F je zobrazeńı na G a H jsou prostá. Podle bodu a) je h bijekce a stejně tak
i g ◦ f . Poněvadž je G prosté zobrazeńı, je také g prosté a poněvadž g ◦ f je bijekce, plyne
odtud, že g je zobrazeńı na, neboli bijekce. Vzhledem k tomu, že f = g−1 ◦ (g ◦ f) , je také
f bijekce.

28. Bud’ A = {a1, a2, . . . , an} konečná množina o n prvćıch (n ≥ 0 celé). Označme 2A systém
všech podmnožin množiny A . Potom je m

(
2A
)

= 2n .

Důkaz: Systém 2A obsahuje prázdnou množinu a podmnožiny o jednom, dvou, až n prvćıch.
Počet všech podmnožin o k prvćıch (0 ≤ k ≤ n) je

(
n
k

)
, tedy

m
(
2A
)

=
(

n

0

)
+
(

n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= (1 + 1)n = 2n .

Poznámka: Označeńı 2A = exp(A) pro systém všech podmnožin množiny A se použ́ıvá
pro libovolnou množinu A . Č́ıslice 2 je vlastně zkratka pro dvouprvkovou množinu, např.
{0, 1} . Obecně BA označuje množinu všech zobrazeńı f : A −→ B. Každé zobrazeńı
f : A −→ {0, 1} charakterizuje libovolnou podmnožinu M ⊂ A : x ∈ M ⇔ f(x) = 1 .
Takovou funkci f nazýváme charakteristickou funkćı množiny M .
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29. Každá podmnožina spočetné množiny je konečná nebo spočetné.

Důkaz: Bud’ A spočetná množina, B ⊂ A podmnožina. Je-li B konečná, je tvrzeńı zřejmé.
Necht’ je tedy B nekonečná. Poněvadž A je spočetná, lze jej́ı prvky napsat ve tvaru nekonečné
posloupnosti A = {a1, a2, a3, . . . } . Postupujeme nyńı v této posloupnosti tak daleko, až
naraźıme na prvý prvek množiny B , třeba ak1 ∈ B . Stejným postupem źıskáme index
k2 > k1 tak, že ak2 ∈ B . T́ım dostaneme posloupnost {ak1 , ak2 , . . . } , která obsahuje všechny
prvky množiny B a B je tedy spočetná.

30. Každá nekonečná množina obsahuje nekonečnou spočetnou podmnožinu.

Důkaz: Bud’ A nekonečná množina a zvolme prvek a1 ∈ A . Poněvadž je množina A−{a1}
opět nekonečná, lze zvolit prvek a2 ∈ A−{a1} . Obecně prvek an zvoĺıme libovolně v množině
A − {a1, a2, . . . , an−1} (která je opět nekonečná). T́ım zp̊usobem dostaneme posloupnost
{a1, a2, . . . } , která tvoř́ı spočetnou podmnožinu A .

Poznámka: Předchoźı tvrzeńı je zjednodušená formulace tzv. axiomu výběru. Bud’

{Aλ ; λ ∈ Λ} systém po dvou disjunktńıch neprázdných množin, A =
⋃

λ∈Λ

Aλ . Pak existuje

zobrazeńı f : Λ −→ A tak, že f(λ) ∈ A pro každé λ ∈ Λ . Axiom výběru zaručuje možnost
výběru ”reprezentanta“ množiny Aλ . Specielně v př́ıpadech, kdy prvky množiny A jsou opět
nějaké množiny, je třeba axiomaticky zaručit možnost výběru ”reprezentanta“.

31. Jsou-li A,B spočetné množiny, pak A×B je také spočetná.

Důkaz: Je-li A = {a1, a2, . . . } , B = {b1, b2, . . . } , pak A×B můžeme zapsat do schematu

(a1, b1) , (a1, b2) , (a1, b3) , . . .
(a2, b1) , (a2, b2) , (a2, b3) , . . .
(a3, b1) , (a3, b2) , (a3, b3) , . . .
. . . . . . . . . . . .

Tyto prvky lze zapsat do posloupnosti (např.)

(a1, b1) , (a2, b1) , (a1, b2) , (a3, b1) , (a2, b2) , (a1, b3) , (a4, b1) , . . .

a odtud plyne, že A×B je spočetná mnořina.

32. Je-li A nekonečná množina, B spočetná nebo konečná množina, pak jsou množiny A ∪ B

a A ekvivalentńı (tedy maj́ı stejnou mohutnost).

Důkaz: Plat́ı A ∪B = A ∪ (B − A) , kde sjednoceńı vpravo je disjunktńı a podle př́ıkladu
29 je množina B − A konečná nebo spočetná. Podle př́ıkladu 30 existuje spočetná množina
C ⊂ A a tedy A = (A − C) ∪ C , A ∪ B = (A − C) ∪ C ∪ (B − A) . Množina C ∪ (C − A)
je spočetná a tedy ekvivalentńı s C . Jestliže nyńı přǐrad́ıme každý prvek A − C sám sobě,
dostáváme požadované bijektivńı zobrazeńı A na A ∪B .

33. Bud’ Ω = {a ; a : N → {0, 1}} množina všech posloupnost́ı nul a jedniček. Potom je Ω
nespočetná množina.
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Důkaz: Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že prvky Ω lze uspořádat do posloup-
nosti např.

a(1) = {a(1)
1 , a

(1)
2 , a

(1)
3 , . . . }

a(2) = {a(2)
1 , a

(2)
2 , a

(2)
3 , . . . }

a(3) = {a(3)
1 , a

(3)
2 , a

(3)
3 , . . . }

. . . . . . . . .

Bud’ b = {bn} definována vztahem bn = 1− a
(n)
n . Potom je b ∈ Ω , b 6= a(n) ∀n ∈ N , což je

spor.

Poznámka: Metoda d̊ukazu se nazývá Cantotova diagonalizačńı metoda. Dokázali jsme
tedy, 2N = exp(N) je nespočetná. Obecně je mohutnost exp(A) větš́ı než mohutnost A pro
každou množinu A .

34. Bud’ Ω0 = {a ∈ Ω : a(n) = 0 pro všechna n ∈ N s výjimkou konečně mnoha n} . Potom
je Ω0 spočetná množina.

Důkaz: Bud’ n ∈ N a necht’ An = {a ∈ Ω ; a(k) = 0 pro k > n} . Podle př́ıkladu 28 je
m(An) = 2n . Protože množina

Ω0 =
∞⋃

n=1

An = A1 ∪
∞⋃

n=1

(An+1 −An)

je sjednoceńı disjunktńıch konečných množin, lze prvky Ω0 uspořádat do posloupnosti, tj.
Ω0 je spočetná množina.

Poznámka: Analogicky dostaneme, že Ω1 = {a ∈ Ω ; a(n) = 1 až na konečný počet index̊u}
je spočetná množina. Tedy Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω , kde pouze

Ω = {a ∈ Ω ; ∀ k ∈ N∃n0, n1 ∈ N : n0 > k ∧ n1 > k ∧ a(n0) = 0 ∧ a(n1) = 1}

je nespočetná. Množinově řečeno: systém všech konečných množin a množin s konečným
doplňkem v exp(N) je spočetný. Systém všech podmnožin N , které jsou nekonečné a maj́ı
nekonečný doplněk, je nespočetný.

35. Ukažte, že jsou následuj́ıćı množiny X a Y ekvivalentńı a najděte př́ıslušné bijektivńı zo-
brazeńı X na Y .

(a) X = N , Y je množina vřech sudých kladných č́ısel; [ f(n) = 2n ]

(b) X = N , Y = Z ; [ f(n) = n
2 pro n sudé , f(n) = 1−n

2 pro n liché ]

(c) X = (0, 1) , Y = (a, b) , (a < b) ; [ f(x) = a + (b− a)x ]

(d) X = (0, 1) , Y = R ; [ f(x) = tg
(
x− 1

2

)
π ]

(e) X = R , Y = (0,+∞) ; [ f(x) = ex ]

(f) X = (0,+∞) , Y = (a,+∞) , a ∈ R ; [ f(x) = x + a ]

(g) X = 〈0, 1〉 , Y = 〈0, 1) ;[
f(0) = 0 , f(x) = 1

n+1 + 1
n − x , x ∈

(
1

n+1 , 1
n

〉
, n ∈ N ; (nakreslete si graf) ;

nebo f(x) = x , x ∈ 〈0, 1〉 −
{

1
n ; n ∈ N

}
, f
(

1
n

)
= 1

n+1 ;
srovnejte s d̊ukazem cvičeńı 32 ]
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36. Ukažte, že všechny intervaly maj́ı stejnou mohutnost (omezené i neomezené). Tato mohutnost
se nazývá mohutnost kontinua.

Návod: Užijte výsledky předchoźıho cvičeńı.

37. Ukažte, že množina Q všech racionálńıch č́ısel je spočetná.

Návod: Ukažte, že Q ∼ M0 , kde M0 ⊂ Z×N a použijte cvičeńı 29 a 31.

38. Necht’ pro všechna n ∈ N je An nejvýše spočetná množina. Potom je A =
∞⋃

n=1
An také

nejvýše spočetná množina. Dokažte.

Návod: Jsou-li An nekonečné, uspořádejte je do schématu jako v př́ıkladu 31.

1.3 Reálná a komplexńı č́ısla.

1. Označeńı: Zavedeme zkrácené označeńı součt̊u a součin̊u následuj́ıćımi předpisy:

a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑

j=1

aj , a1 · a2 · . . . · an =
n∏

k=1

ak

a definujeme tzv. prázdný součet a součin předpisem
0∑

j=1

aj = 0 ,
0∏

k=1

ak = 1 .

2. Ukažte, že plat́ı

n∑
j=1

j∑
i=1

aij =
n∑

i=1

n∑
j=i

aij ;
n∏

j=1

j∏
i=1

aij =
n∏

i=1

n∏
j=i

aij .

Řešeńı: Je

n∑
j=1

j∑
i=1

aij =
n∑

j=1

(a1j + a2j + · · ·+ ajj) = a11 + (a12 + a22) + (a13 + a23 + a33) + · · ·+

+(a1n + a2n + · · ·+ ann) = (a11 + a12 + · · ·+ a1n) + (a22 + a23 + · · ·+ a2n) + · · ·+

+(an−1,n−1 + an−1,n) + ann =
n∑

i=1

(aii + ai,i+1 + · · ·+ ain) =
n∑

i=1

n∑
j=i

aij .

Analogicky provedeme d̊ukaz pro součin.

Poznámka: Uvedený postup je poněkud dlouhý a těžkopádný. Danou rovnost je však
možno ověřit okamžitě, jestliže situaci znázorńıme graficky. viz obrázek

Jestliže zaměńıme dané sumace, je okamžitě vidět, že i prob́ıhá od 1 do n a j prob́ıhá od i do
n . Analogicky provedeme tvrzeńı pro součiny. Tohoto postupu bude později běžně použ́ıváno
v souvislosti s výpočtem dvojných integrál̊u.
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3. Bud’te r, n1, n2, . . . , nr přirozená č́ısla. Ukažte, že plat́ı

r∏
j=1

nj∑
i=1

a
(j)
i =

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
nr∑

ir=1

a
(1)
i1

a
(2)
i2
· . . . · a(r)

ir
.

(Zobecněńı distributivńıho zákona).

Důkaz: Důkaz provedeme indukćı podle r . Pro r = 1 vzorec plat́ı. Podle distributivńıho

zákona je c
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

cai . Předpokládejme nyńı, že daný vzorec plat́ı pro r a dokážeme

jeho platnost pro r + 1 . Položme

c =
nr+1∑
i=1

a
(r+1)
i ;

potom
r+1∏
j=1

nj∑
i=1

a
(j)
i = c

r∏
j=1

nj∑
i=1

a
(j)
i = c

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
nr∑

ir=1

a
(1)
i1

a
(2)
i2
· . . . · a(r)

ir
=

=
n1∑

i1=1

·c ·
n2∑

i2=1

· · ·
nr∑

ir=1

a
(1)
i1

a
(2)
i2
· . . . · a(r)

ir
=

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
nr∑

ir=1

a
(1)
i1

a
(2)
i2
· . . . · a(r)

ir
· c =

=
n1∑

i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
nr∑

ir=1

a
(1)
i1

a
(2)
i2
· . . . · a(r)

ir

nr+1∑
ir+1=1

a
(r+1)
ir+1

=
n1∑

i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
nr+1∑

ir+1=1

a
(1)
i1

a
(2)
i2
· . . . · a(r+1)

ir+1
.

4. Ukažte, že plat́ı

(a)
n∑

j=1

a = na ;

(b) c
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

c · ak ;

(c)
n∑

k=1

ak =
n−1∑
k=0

an−k ;
n∏

i=0

ai =
n+2∏
i=2

an−i+2 ;

(d)
(

m∑
i=1

ai

)
·

(
n∑

j=1

bj

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

aibj =
n∑

j=1

m∑
i=1

aibj ;

(e)
m∏

i=1

n∏
j=1

aij =
n∏

j=1

m∏
i=1

aij ;

(f)
n∏

i=1

a = an ;

(g)
(

r∏
i=1

ai

)n

=
r∏

i=1

an
i ;

(h)
r∏

k=1

ank = a

r∑
k=1

nk

;

(i)
n∑

k=l+1

ak =
n−r∑

k=l+1−r

ak+r ;

(j)
n∑

i=1

i = n(n+1)
2 ;

[
užijte identity 2

n∑
i=1

i =
n∑

i=1

i +
n∑

i=1

(n− i + 1)
]
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(k)
n∑

k=0

qk = qn+1−1
q−1 , q 6= 1 ;

[
užijte identity (q − 1)

n∑
k=0

qk =
n+1∑
k=1

qk −
n∑

k=0

qk

]
(l) (a + b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
an−k bk ;

(m) (a− b)n =
n∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)
an−k bk .

5. Ukažte, že pro libovolnou dvojici reálných č́ısel a, b (a < b) existuje racionálńı č́ıslo c tak, že
a < c < b .

Důkaz: Předpokládejme, že 0 < a < b a necht’ a = a0, a1a2a3 . . . , b = b0, b1b2b3 . . . . Je-li
některé z těchto č́ısel racionálńı s periodou 9, zaṕı̌seme je ve tvaru rozvoje s periodou 0.
Poněvadž je a < b , existuje celé nezáporné č́ıslo n tak, že ak = bk pro k = 0, 1, 2, . . . , n− 1
a an < bn . Poněvadž dále 9 neńı periodou č́ısla a , existuje takové přirozené č́ıslo i > n , že
ai 6= 9 .

Uvažme nyńı racionálńı č́ıslo c = c0, c1c2 . . . ci , kde ck = ak pro k = 0, 1, 2, . . . i − 1 ,

ci = ai + 1 . Je zřejmé, že c > a , je však také c < b , poněvadž cn = an < bn .

6. Ukažte, že pro libovolnou dvojici reálných č́ısel a, b (a < b) existuje iracionálńı č́ıslo α tak,
že a < α < b .

Důkaz: Uvažujme racionálńı č́ıslo c z předchoźıho př́ıkladu a sestrojme č́ıslo

α = c0, c1c2 . . . ci010010001000010000010000001 . . . .

Tento desetinný rozvoj je neperiodický a tedy α je iracionálńı č́ıslo. Z předchoźıho př́ıkladu
je též zřejmé, že a < α < b .

7. Komplexńı č́ıslo α se nazývá algebraické, je-li kořenem nenulového polynomu s celoč́ıselnými
koeficienty, tj. když existuje P ∈ Z[x] , P 6= 0 , tak, že P (α) = 0 . Komplexńı č́ıslo, které
neńı algebraické, se nazývá transcendentńı. Ukažte, že množina všech algebraických č́ısel je
spočetná.

Důkaz: Bud’ n ∈ N , Pn množina všech polynomů s celoč́ıselnými koeficienty stupně nejvýše
n−tého. Potom je

Pn ∼ Z× · · · × Z︸ ︷︷ ︸
n+1−krát

= Zn+1

a podle př́ıkladu 1.2.31 je Pn spočetná. Podle př́ıkladu 1.2.38 je spočetná i množina

Z[x] =
∞⋃

n=1

Pn .

Každý nenulový polynom z Pn má v oboru komplexńıch č́ısel C nejvýše n kořen̊u. Tedy
množina všech algebraických č́ısel jako spočetné sjednoceńı konečných množin je (znovu
podle př́ıkladu 1.2.38) nejvýše spočetná. Protože neńı konečná, je spočetná.

Poznámka: Algebraická jsou samozřejmě všechna racionálńı č́ısla. Je-li r = p
q racionálńı,

pak má př́ıslušná algebraická rovnice tvar qx − p = 0 . Algebraická jsou však také všechny
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odmocniny z přirozeného č́ısla, např.
√

2 (x2 − 2 = 0) , 3
√

3 (x3 − 3 = 0) apod. Daľśı alge-
braická č́ısla můžeme źıskat sč́ıtáńım výše uvedených. Třeba

√
3−

√
2 je opět algebraické s

odpov́ıdaj́ıćı algebraickou rovnićı x4 − 10x2 + 1 = 0.

Č́ısla π a e (základ přirozených logaritmů) jsou transcendentńı. Důkaz tohoto tvrzeńı je
však značně komplikovaný a přesahuje rámec tohoto textu. Nicméně stoj́ı za povšimnut́ı,
že právě množina všech transcendentńıch iracionálńıch č́ısel je nespočetná, jak ukážeme
v následuj́ıćım př́ıkladu 9.

8. Množina D = {x ∈ R ; 0, a1a2a3 . . . , kde ai ∈ {0, 9} , i ∈ N} (tj. množina reálných č́ısel

z intervalu 〈0, 1〉 , která maj́ı desetinný rozvoj, složený je z cifer 0 a 9) je nespočetná. Dokažte.

Důkaz: Uvědomte si, že každé x ∈ 〈0, 1〉má nejvýše jeden dekadický zápis tvaru 0, a1a2a3 . . . ,
kde ai ∈ {0, 9} . Podle př́ıkladu 1.2.38 je množina těchto zápis̊u nespočetná a tedy je ne-
spočetná i množina D . (Cifru 1 v př́ıkladu 1.2.38 nahrad́ıme cifrou 9).

Poznámka: Bud’ x = 0, a1a2a3 . . . . Potom

a1 ∈ {0, 9} ⇐⇒ x ∈
〈

0,
1
10

〉
∪
〈

9
10

, 1
〉

,

a1, a2 ∈ {0, 9} ⇐⇒ x ∈
〈

0,
1

100

〉
∪
〈

9
100

,
1
10

〉
∪
〈

9
10

,
91
100

〉
∪
〈

99
100

, 1
〉

atd.

Množinu D dostaneme tedy takto: z intervalu D0 = 〈0, 1〉 vypust́ıme ”prostředńıch“ osm
desetin. T́ım dostaneme množinu D1 . Množina Dn je sjednoceńı 2n disjunktńıch uzavřených
interval̊u. Množinu Dn+1 dostaneme tak, že vypust́ıme z každého intervalu množiny Dn

”prostředńıch“ osm desetin. Potom je

D =
∞⋂

n=1

Dn .

Množina D se nazývá Cantorovo diskontinuum. Součet délek interval̊u Dn je 1
5n . Tedy D

lze pokrýt konečným sjednoceńım interval̊u s libovolně malým součtem délek. Ř́ıkáme, že
množina D má mı́ru 0. Necht’ D0

n vznikne z Dn vypuštěńım krajńıch bod̊u interval̊u Dn .

Potom je množina D̃ =
∞⋂

n=1
D0

n nespočetná, poněvadž vynechané množina bod̊u je spočetná.

9. Množina všech reálných č́ısel je nespočetná.

Důkaz: Důkaz provedeme sporem. Kdyby R byla spočetná, pak je i množina D ⊂ R

z předchoźıho cvičeńı podle př́ıkladu 1.2.29 spočetná, což je spor.

10. Rozhodněte, které z reálných č́ısel x, y je větš́ı.

(a) x = 1, 1234512 , y = 1, 12345 ; [ y ]

(b) x = 1, 12302 , y = 1, 123 . [ y ]

11. Napǐste následuj́ıćı zlomky ve tvaru periodického desetinného rozvoje

(a)
2
3

; [ 0, 6 ] (b)
11
20

; [ 0, 55 ] (c)
3
14

; [ 0, 2142857 ] (d) − 2
7

; [−0, 285714 ]
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12. Zapǐste následuj́ıćı periodické desetinné rozvoje ve tvaru zlomku

(a) 0, 125 ;
[

1
8

]
(b) 0, 3 ;

[
1
3

]
(c) 2, 431 ;

[
2 +

427
990

]
(d) 0, 29 ;

[
3
10

]
13. Najděte pět prvých dolńıch a horńıch aproximaćı následuj́ıćıch č́ısel.

(a) 3
10 [ 0; 1 | 0, 3; 0, 4 | 0, 30; 0, 31 | 0, 300; 0, 301 | 0, 3000; 0, 3001 ]

(b) 1
3 [ 0; 1 | 0, 3; 0, 4 | 0, 33; 0, 34 | 0, 333; 0, 334 | 0, 3333; 0.3334 ]

(c) 11
9 [ 1; 2 | 1, 2; 1, 3 | 1, 22; 1, 23 | 1, 222; 1, 223 | 1, 2222; 1, 2223 ]

(d) − 5
8 [−1; 0 | − 0, 7;−0, 6 | − 0, 63;−0, 62 | − 0, 626;−0, 625 | − 0, 6251;−0, 6250 ]

14. Najděte tři prvé dolńı a horńı aproximace následuj́ıćıch č́ısel.

(a)
√

2 ; [ 1; 2 | 1, 4; 1, 5 | 1, 41; 1, 42 ]
(b)

√
5 ; [ 2; 3 | 2, 2; 2, 3 | 2, 23; 2, 24 ]

(c)
√

3−
√

2 ; [ 0, 3; 0, 4 | 0, 31; 0, 32 | 0, 317; 0, 318 ]
(d)

√
2−

√
3 ; [−0, 4;−0, 3 | − 0, 32;−0, 31 | − 0, 318;−0, 317 ]

(e)
√

3−
√

5 +
√

7 ; [ 2; 3 | 2, 1; 2, 2 | 2, 14; 2, 15 ]

Návod: Hledejte desetinný rozvoj a0, a1a2 . . . an tak, aby

[ a0, a1a2 . . . an ]2 < 2 < [ a0, a1a2 . . . (an + 1) ]2

Pro výpočet druhé odmocniny je známý algoritmus. Pokud spoč́ıtáte dolńı aproximaci

a0, a1a2a3a4 pro
√

2,
√

3,
√

5,
√

7 ,

snadno ověř́ıte všechny uvedené výsledky.

15. Ukažte, že

(a) mezi dvěma r̊uznými racionálńımi č́ısly existuje nekonečně mnoho racionálńıch č́ısel ;
[ využijte toho, že pro a < b je a < a+b

2 < b ]
(b) mezi dvěma r̊uznými reálnými č́ısly existuje nekonečně mnoho raconálńıch č́ısel ;

[ podle př́ıkladu 5 najděte dvě racionálńı č́ısla a < b s touto vlastnost́ı
a pak užijte bod a) ]

(c) mezi dvěma r̊uznými reálnými č́ısly existuje nespočetně mnoho iracionálńıch č́ısel ;
přesněji: množina všech takových č́ısel má stejnou mohutnost jako R ;

[ podle 1.2.32 je (α, β)−Q ∼ (α, β) a podle 1.2.36 (α, β) ∼ R ]

16. Bud’te X, Y omezené neprázdné podmnožiny R a označme

X + Y = {z ; z = x + y , x ∈ X , y ∈ Y } .

Potom je
sup(X + Y ) = supX + supY ; inf(X + Y ) = inf X + inf Y .

Důkaz: Zvolme ε > 0 . Podle definice supréma existuje x0 ∈ X tak, že sup X − ε
2 < x0

a y0 ∈ Y tak, že supY − ε
2 < y0 . Odtud

supX + supY − ε < x0 + y0 ∈ X + Y ,

tedy supX+sup Y je nejmenš́ı horńı odhad množiny X+Y , tj. sup(X+Y ) = supX+supY .
Analogicky dokážeme tvrzeńı pro infimum.
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17. Bud’ A =
{
r ∈ Q ; r2 < 2

}
. Najděte inf A a supA .

[
inf A = −

√
2 , supA =

√
2
]

18. Najděte inf A a supA následuj́ıćıch množin.

(a) A = (0, 1) ; [ inf A = 0 ; supA = 1 ]

(b) A = {n}∞n=1 ; [ inf A = minA = 1 ; supA = +∞ ]

(c) A =
{

1
n

}∞
n=1

; [ inf A = 0 ; supA = maxA = 1 ]

(d) A =
{

1 + (−1)n

n

}∞
n=1

;
[
inf A = minA = 0 ; supA = maxA = 3

2

]
(e) A =

{
n∑

k=0

1
2k

}∞
n=0

. [ inf A = minA = 1 ; supA = 2 ]

19. Bud’te A ⊂ B ⊂ R . Ukažte, že supA ≤ supB , inf A ≥ inf B .

[ Užijte definice supréma a infima ]

20. Bud’te X, Y ∈ R . Označme

−X = {x ; −x ∈ X} ; XY = {z ; z = xy , x ∈ X, y ∈ Y } ;

X − Y = {z ; z = x− y , , x ∈ X, y ∈ Y } .

Ukažte, že plat́ı

(a) sup(−X) = − inf X ; inf(−X) = − supX ; [ užijte definice supréma a infima ]

(b) sup(X − Y ) = supX − inf Y ; inf(X − Y ) = inf X − supY ; oba vzorce plat́ı za
předpokladu, že všechny členy na pravé straně jsou vlastńı č́ısla ;

[ užijte př́ıkladu 16. Je X − Y = X + (−Y ) ]

(c) Bud’te ∅ 6= X, Y ⊂ R+
0 omezené podmnožiny. Potom

sup(XY ) = supX · supY ; inf(XY ) = inf X · inf Y .

[ užijte definice supréma a infima ]

(d) Bud’te ∅ 6= X, Y ⊂ R omezené podmnožiny. Označme

M = { supX · supY ; supX · inf Y ; inf X · supY ; inf X · inf Y }

Potom plat́ı
sup(XY ) = max M , inf(XY ) = minM ;

[ uvažte jednotlivé možnosti ; např. pro X ∪ Y ⊂ (−∞, 0) je
max M = inf X inf Y , minM = supX supY ]

21. Bud’te A,B ⊂ R . Ukažte, že plat́ı

(a) sup(A ∪B) = max{supA, supB} ; [ užijte vlastnosti A ⊂ A ∪B , B ⊂ A ∪B ]

(b) sup(A∩B) ≤ min{supA , supB} ; na př́ıkladu ukažte, že může platit i ostrá nerovnost ;
[ užijte vztahu A ∩B ⊂ A , A ∩B ⊂ B ;

uvažte např. A = (0, 1) ∪ {−2, 4} , B = (0, 1) ∪ {−1, 5} ]

(c) inf(A ∪B) = min{inf A , inf B} ;

(d) inf(A ∩B) ≥ max{inf A , inf B} ; na př́ıkladu ukažte, že může platit i ostrá nerovnost ;
[ uvažte např. A = (0, 1) ∪ {−2, 4} , B = (0, 1) ∪ {−1, 5} ]
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22. Bud’te f, g : A −→ R zobrazeńı, kde A je neprázdná množina a necht’ jsou množiny
f(A) , f(B) omezené. Ukažte, že

inf f(A) + inf g(A) = inf{f(A) + g(A)} ≤ sup{f(A) + g(A)} = sup f(A) + sup f(B) .

[ Využijte př́ıkladu 16 ]

23. Bud’te a ∈ R , ε > 0 . Potom nerovnost |x− a| < ε plat́ı právě když x ∈ (a− ε, a + ε) .

Důkaz: Necht’ x ∈ (a− ε, a + ε) , tj.

a− ε < x < a + ε ⇐⇒ −ε < x− a < ε ⇐⇒ |x− a| < ε .

Poznámka: Uvedenou nerovnost a jej́ı ekvivalentńı vyjádřeńı budeme později v souvislosti
s limitami posloupnost́ı a funkćı použ́ıvat velmi často.

24. Ukažte, že plat́ı

(a) a2 + b2 ≥ 2ab pro ∀ a, b ∈ R ;

(b) a2(1 + b2) + b2(1 + c2) + c2(1 + a2) ≥ 6abc pro ∀ a, b, c ∈ R ;

(c) (a + b + c)3 ≥ 27abc pro ∀ a, b, c ∈ R nezáporná.

Důkaz:

(a) Poněvadž (a−b)2 ≥ 0 pro ∀ a, b ∈ R , dostaneme a2+b2−2ab ≥ 0 , neboli a2+b2 ≥ 2ab .

(b) podle předchoźıho cvičeńı a) plat́ı a2 +b2c2 ≥ 2abc , b2 +c2a2 ≥ 2abc , c2 +a2b2 ≥ 2abc .
Sečteńım těchto nerovnost́ı dostaneme požadované tvrzeńı.

(c) Podle př́ıkladu 1.1.18 plat́ı a+b+c
3 ≥ 3

√
abc . Jestliže tuto nerovnost umocńıme na třet́ı

a vynásob́ıme 27, dostaneme naše tvrzeńı.

25. Ukažte, že plat́ı

(a) ||a| − |b|| ≤ |a + b| ≤ |a + |b| pro ∀ a, b ∈ R ; [ k d̊ukazu 2. nerovnosti využijte vztah
a ≤ |a| , −a ≤ |a| . Pro d̊ukaz 1. nerovnosti použijte 2. nerovnost

na výraz |a| = |a + b− b| . ]

(b)
∣∣∣∣x +

n∑
k=1

xk

∣∣∣∣ ≥ |x| −
n∑

k=1

|xk| , x, xk ∈ R ;[
použijte předchoźı př́ıklad a tvrzeńı

∣∣∣∣ n∑
k=1

xk

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|xk|
]

(c)
n∏

k=1

(1 + xk) ≥ 1 +
n∑

k=1

xk , xk ≥ 0 , k = 1, 2, . . . , n . [ Rozepǐste daný součin ]

26. Řešte následuj́ıćı nerovnice

(a) x−2
1−3x > 0 ;

[
x ∈

(
1
3 , 2
) ]

(b) 2x−5
x+2 < 3 ; [x ∈ (−∞,−11) ∪ (−2,+∞) ]

(c) (x− 4)(x + 1)(1 + 2x)(3− x)(x2 − x + 1) > 0 ;
[
x ∈

(
−1,− 1

2

)
∪ (3, 4)

]
(d) |x− 1| < 1

2 ;
[
x ∈

(
1
2 , 3

2

) ]
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(e) |x + 2| ≥ 10 ; [x ∈ (−∞,−12〉 ∪ 〈8,+∞) ]

(f) |4x + 3| > 4x + |2x− 7| ;
[
x ∈

(
−∞,− 5

3

)
∪ (2, 5)

]
(g) |x(1− x)| < 0, 05 ;

[
x ∈

(
5−
√

30
10 , 5−2

√
5

10

)
∪
(

5+2
√

5
10 , 5+

√
30

10

) ]
27. Ukažte, že libovolná nespočetná podmnožina R obsahuje omezenou nespočetnou množinu.

Ukažte př́ıklad spočetné množiny takové, že každá jej́ı omezená podmnožina je konečná.

Řešeńı: Je-li A daná nespočetná množina, pak

A =
∞⋃

n=1

An , kde An = A ∩ 〈−n, n〉 , n = 1, 2, . . . .

Každá množina An je omezená. Kdyby byly všechny množiny An spočetné, muśı být

i A spočetná, což je spor.

Ohledně druhého př́ıpadu stač́ı vźıt množinu N všech přirozených č́ısel.

28. Bud’ 〈an, bn〉 , n = 1, 2, . . . systém do sebe vnořených interval̊u. Ukažte, že

∞⋂
n=1

〈an, bn〉 6= ∅

a je to bod nebo uzavřený interval.

Důkaz: Množina A = {an ; n ∈ N} je neprázdná a shora omezená (např. b1). Tedy podle
věty o suprému existuje supA = a . Množina B = {bn ; n ∈ N} je neprázdná a zdola
omezená, tedy existuje inf B = b . Bud’te i, j ∈ N , i ≤ j . Potom ai ≤ aj ≤ bj ≤ bi a tedy
ai ≤ bj a aj ≤ bi . Odtud plyne, že pro všechna i, j ∈ N plat́ı ai ≤ bj a tedy ai ≤ b ∀ i ∈ N
a následně a ≤ b .

Bud’ x ∈ R takové, že a ≤ x ≤ b . Potom

∀n ∈ N plat́ı an ≤ a ≤ x ≤ b ≤ bn , tj. x ∈
∞⋂

n=1

〈an, bn〉 .

Je-li x < a , pak existuje k ∈ N tak, že ak > x ; je-li x > b , existuje l ∈ N tak, že bl < x .

Neboli, jeli x < a nebo x > b , pak x /∈
∞⋂

n=1
〈an, bn〉 . Plat́ı tedy

∞⋂
n=1

〈an, bn〉 = {x ∈ R ; a ≤ x ≤ b} ,

což je jednoprvková množina pro a = b , nebo interval 〈a, b〉 , je-li a < b .

29. Ukažte, že pro libovolná dvě č́ısla x, y ∈ R , x 6= y existuj́ı jejich okoĺı, která jsou disjuktńı.[
Volte U(x; ε) a U(y; ε) tak, že ε < 1

2 |x− y|
]

30. Najděte systém do sebe vnořených interval̊u tak, aby

(a) jejich pr̊unik byl prázdný ;
[
(an, bn) =

(
0, 1

n

) ]
(b) jejich pr̊unik obsahoval právě jeden bod ;

[
〈an, bn) =

〈
0, 1

n

) ]
(c) jejich pr̊unik obsahoval interval .

[
〈an, bn〉 =

〈
− 1

n , 1 + 1
n

〉 ]
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31. Bud’te α, β libovolná komplexńı č́ısla. Ukažte, že plat́ı

(a) |α · β| = |α| · |β| ;
(b) ||α| − |β|| ≤ |α + β| ≤ |α|+ |β| .

Důkaz: Necht’ α = a1 + a2i , β = b1 + b2i .

(a) Potom α · β = a1b1 − a2b2 + i(a1b2 + a2b1) a tedy

|α · β| =
√

(a1b1 − a2b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 =
√

a2
1b

2
1 + a2

2b
2
2 + a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1 =

=
√

a2
1 + a2

2 ·
√

b2
1 + b2

2 = |α| · |β| .

(b) Podle cvičeńı 24a) plat́ı a2
1b

2
2 + a2

2b
2
1 ≥ 2a1a2b1b2 a tedy

a2
1b

2
1 + a2

2b
2
2 + a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1 ≥ a2

1b
2
1 + a2

2b
2
2 + 2a1a2b1b2 ,

neboli
(a2

1 + a2
2)(b

2
1 + b2

2) ≥ (a1b1 + a2b2)2 .

Po odmocněńı dostaneme√
(a2

1 + a2
2)(b

2
1 + b2

2) ≥ |a1b1 + a2b2| ≥ a1b1 + a2b2 .

(Cauchyova nerovnost v R2) a odtud

a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 + 2
√

(a2
1 + a2

2)(b
2
1 + b2

2) ≥ a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 + 2(a1b1 + a2b2) .

Po přepsáńı dostáváme dále(√
a2
1 + a2

2 +
√

b2
1 + b2

2

)2

≥ (a1 + b1)2 + (a2 + b2)2 ,

neboli

|α|+ |β| =
√

a2
1 + a2

2 +
√

b2
1 + b2

2 ≥
√

(a1 + b1)2 + (a2 + b2)2 = |α + β| .

(Minkowského nerovnost v R2). Využit́ım této nerovnosti dostaneme

|α| = |α + β − β| ≤ |α + β|+ | − β| = |α + β|+ |β| ,

tedy |α| − |β| ≤ |α + β| . Analogicky

|β| = |α + β|+ |α| , tedy plat́ı též |β| − |α| ≤ |α + β| .

Z těchto dvou nerovnost́ı plyne prvá nerovnost v b).

32. Bud’te α, β libovolná komplexńı č́ısla. Ukažte, že plat́ı

(a) α + β = α + β , α− β = α− β ;

(b) α · β = α · β ;

(c)
(

α
β

)
= α

β
pro β 6= 0 .

Návod: Užijte definici komplexně sdruženého č́ısla.
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33. Řešte rovnici (1 + 2i)x + (3− 5i)y = 1− 3i pro reálná x, y .
[
x = − 4

11 , y = 5
11

]
34. Řešte v komplexńım oboru následuj́ıćı kvadratické rovnice.

(a) x2 − (2 + i)x + (−1 + 7i) = 0 ; [ x1 = 3− i , x2 = −1 + 2i ]

(b) x2 − (3− 2i)x + (5− 5i) = 0 . [x1 = 2 + i , x2 = 1− 3i ]

Návod: Užijte vzorce pro výpočet kořen̊u kvadratické rovnice.

35. Označeńı: Bud’ ϕ ∈ R . Komplexńı jednotku cos ϕ + i sinϕ znač́ıme také eiϕ . Vztah

eiϕ = cos ϕ + i sinϕ

je tzv. Eulerova identita. Později (pomoćı funkčńıch řad) dokážeme, že funkce ez je defi-
nována pro všechna z ∈ C a že plat́ı tato identita. Pomoćı Eulerovy identity si snadno
zapamatujeme Moivreovu větu:

(cos ϕ + i sinϕ)n =
(
eiϕ
)n

= einϕ = cos nϕ + i sinnϕ .

36. Ukažte, že

cos ϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
, sinϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
.

Důkaz: Je

eiϕ = cos ϕ + i sinϕ a tedy e−iϕ = cos(−ϕ) + i sin(−ϕ) = cos ϕ− i sinϕ .

Sečteńım a odečteńım těchto identit dostáváme př́ıslušné vzorce.

37. Vypočtěte mocniny následuj́ıćıch komplexńıch č́ısel.

(a) (1 + i)25 ;
[
212(1 + i)

]
(b)

(
1+i

√
3

1−i

)20

;
[
29(1− i

√
3)
]

(c) (−1+i
√

3)15

(1−i)20 + (−1−i
√

3)15

(1+i)20 ; [−64 ]

(d)
(
1−

√
3−i
2

)20

.
[
(2−

√
3)20

]
38. Řešte následuj́ıćı binomické rovnice.

(a) z3 − i = 0 ;
[
−i ;

√
3+i
2 ; −

√
3+i
2

]
(b) z4 + 4 = 0 ; [ 1 + i ; 1− i ; −1 + i ; −1− i ]

(c) z6 + 27 = 0 ;
[
i
√

3 ; −i
√

3 ; 3+i
√

3
2 ; 3−i

√
3

2 ; − 3+i
√

3
2 ; −3+i

√
3

2

]
39. Vyjádřete cos nx a sinnx pomoćı mocnin cos x a sin x .

Řešeńı: Je

cos nx + i sinnx = (cos x + i sinx)n =
n∑

k=0

ik
(

n

k

)
cosn−k x sink x .
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Srovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostaneme

cos nx = cosn x−
(

n

2

)
cosn−2 x sin2 x +

(
n

4

)
cosn−4 x sin4 x + · · ·+ R ,

sinnx =
(

n

1

)
cosn−1 x sinx−

(
n

3

)
cosn−3 x sin3 x + · · ·+ S ,

kde posledńı členy R a S záviśı na tom, zda je n sudé nebo liché. Pro n sudé je

R = (−1)
n
2 sinn x , S = (−1)

n
2−1 n cos x sinn−1 x ,

pro n liché plat́ı

R = (−1)
n−1

2 n cos x sinn−1 x , S = (−1)
n−1

2 sinn x .

Poznámka: Pro n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, dostaneme

cos 2x = cos2 x− sin2 x , sin 2x = 2 sin x cos x ;

cos 3x = cos3 x− 3 cos x sin2 x , sin 3x = 3 cos2 x sinx− sin3 x ;

cos 4x = cos4 x−6 cos2 x sin2 x+sin4 x , sin 4x = 4 cos3 x sinx−4 cos x sin3 x ;

cos 5x = cos5 x− 10 cos3 x sin2 x + 5 cos x sin4 x ,

sin 5x = 5 cos4 x sinx− 10 cos2 x sin3 x + sin5 x ;

cos 6x = cos6 x− 15 cos4 x sin2 x + 15 cos2 x sin4 x− sin6 x ,

sin 6x = 6 cos5 x sinx− 20 cos3 x sin3 x + 6 cos x sin5 x .

40. Vypoč́ıtejte cos3 x , sin3 x , cos4 x , sin4 x pomoćı cos kx a sin kx .

Řešeńı: cos3 x = 1
4 (cos 3x + 3 cos x) , sin3 x = 1

4 (3 sinx− sin 3x) .

cos4 x = 1
8 (cos 4x + 4 cos 2x + 3) , sin4 x = 1

8 (cos 4x− 4 cos 2x + 3) . Užijte př́ıkladu 36.
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Kapitola 2

Posloupnosti.

2.1 Základńı vlastnosti posloupnost́ı.

1. Najděte předpis pro n−tý člen posloupnosti {xn}∞n=1 , je-li

(a) x1 = a , xn+1 = n+1
xn+1 , n ∈ N , a ∈ R je dané č́ıslo ;

(b) xn+1 = axn + b , n ∈ N , x1, a, b ∈ R jsou daná č́ısla ;
(c) x1 = A , x2 = B , axn+2 + bxn+1 + cxn = 0 , n ∈ N , a, b, c, A,B ∈ R , a 6= 0 6= b jsou

daná č́ısla.

Řešeńı:

(a) Jestliže si naṕı̌seme několik prvých člen̊u posloupnosti {xn}∞n=1 , zjist́ıme, že

x2 =
2

a + 1
=

2(aα1 + β1)
aα2 + β2

, x3 =
3(a + 1)
a + 3

=
3(aα2 + β2)
aα3 + β3

,

x4 =
4(a + 3)
4a + 6

4(aα3 + β3)
aα4 + β4

, x5 =
5(4a + 6)
8a + 18

=
2(aα4 + β4)
aα5 + β5

,

kde α1 = 0 , β1 = 1 , α2 = 1 , β2 = 1 . Zp̊usob výpočtu koeficient̊u αi, βi , i = 3, 4, . . .
bude zřejmý z daľśıch výpočt̊u. Je vidět, že plat́ı

xn =
n(aαn−1 + βn−1)

aαn + βn
.

Ze zadaného rekurentńıho vzorce plyne

xn =
n

xn−1 + 1
=

n
(n−1)(aαn−2+βn−2)

aαn−1+βn−1
+ 1

=

=
n(aαn−1 + βn−1)

a[αn−1 + (n− 1)αn−2] + βn−1 + (n− 1)βn−2
.

Srovnáńım těchto dvou vyjádřeńı dostáváme, že

αn+1 = αn + nαn−1 , α1 = 0, α2 = 1 , n ≥ 2 ;

βn+1 = βn + nβn−1 , β1 = 1, β2 = 1 , n ≥ 2 .

Źıskaný předpis lze dokázat matematickou indukćı.

Poznámka: Z výsledku plyne, že se nám sice nepodařilo vyjádřit xn pomoćı n a x1 ,
ale pro výpočet můžeme využ́ıt rekurentńıch vztah̊u pro αn a βn , což jsou přirozená
č́ısla.
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(b) Poněvadž je
xk+1 = axk + b , xk = axk−1 + b ,

dostaneme

xk+1 − xk = a(xk − xk−1) = a2(xk−1 − xk−2) = · · · = ak−1(x2 − x1) .

Jestliže tyto rovnosti sečteme pro k = 1, 2, . . . , n− 1 , dostaneme

xn − x1 =
n−1∑
k=1

(xk+1 − xk) = (x2 − x1)
n−1∑
k=1

ak−1

a tedy

xn = x1 + (x2 − x1)
an−1 − 1

a− 1
= x1 + [(a− 1)x1 + b]

an−1 − 1
a− 1

= an−1x1 + b
an−1 − 1

a− 1

pro a 6= 1 . Je-li a = 1 , je posloupnost {xn}∞n−1 aritmetická a xn = x1 + (n− 1)b .

(c) Je-li a = 0 nebo c = 0 , dostaneme předchoźı př́ıpad. Hledejme nyńı řešeńı ve tvaru
xn = λn , kde λ je zat́ım neznámý parametr. Dosazeńım do dané rovnice dostaneme

λn(aλ2 + bλ + c) = 0

a pokud je |A|+ |B| > 0 , muśı být λn 6= 0 a tedy

aλ2 + bλ + c = 0 .

V daľśım budeme rozlǐsovat tři př́ıpady.

i. Rovnice
aλ2 + bλ + c = 0

má dva reálné r̊uzné kořeny λ1 6= λ2 . (Je λ1 6= 0 6= λ2 , protože je c 6= 0). Pokusme
se nyńı hledat řešeńı ve tvaru

xn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 ,

kde c1 a c2 jsou neznámé konstanty. Využit́ım počátečńıch podmı́nek x1 = A ,
x2 = B dostaneme soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé c1, c2 tvaru

A = c1λ1 + c2λ2 , B = c1λ
2
1 + c2λ

2
2 ,

která má jediné řešeńı

c1 =
Aλ2 −B

λ1(λ2 − λ1)
, c2 =

B −Aλ1

λ2(λ2 − λ1)
.

ii. Necht’ λ1 = λ2 . Potom budeme hledat řešeńı ve tvaru

xn = c1λ
n
1 + c2nλn

1 .

Využit́ı počátečńıch podmı́nek dostaneme soustavu

A = c1λ1 + c2λ1 , B = c1λ
2
1 + 2c2λ

2
1 ,

která má jediné řešeńı

c1 =
2Aλ1 −B

λ2
1

, c2 =
B −Aλ1

λ2
1

.
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iii. Daná kvadratická rovnice má dvojici komplexně sdružených kořen̊u (vyjádřených
v goniometrickém tvaru)

|λ|(cos ϕ± i sinϕ) , kde sinϕ 6= 0 ,

pro jejichž n−tou mocninu plat́ı

|λ|n(cos nϕ± i sinnϕ) .

Pokusme se tedy nalézt řešeńı ve tvaru

xn = |λ|n(c1 cos nϕ + c2 sinnϕ) .

Využit́ım počátečńıch podmı́nek dostaneme soustavu

A = |λ|(c1 cos ϕ + c2 sinϕ) , B = |λ|2(c1 cos 2ϕ + c2 sin 2ϕ)

s jediným řešeńım

c1 =
A|λ| sin 2ϕ−B sinϕ

|λ|2 sinϕ
, c2 =

B cos ϕ−A|λ| cos 2ϕ

|λ|2 sinϕ
.

Poznámka: Uvedené př́ıklady jsou ukázky tzv. diferenčńıch rovnic, které hraj́ı d̊uležitou
úlohu např. v numerických metodách. S analogickou metodou jako v př́ıkladu c) se
setkáme ve druhém semestru v souvislosti s řešeńım diferenciálńıch rovnic s konstantńımi
koeficienty.

2. Bud’

a(1)
n = 1 , ∀n ∈ N , a(r)

n =
n∑

k=1

a
(r−1)
k pro r = 2, 3, . . . .

Najděte předpis pro a
(r)
n .

Řešeńı: Indukćı podle r dokážeme, že

∀ r ∈ N a ∀n ∈ N plat́ı a(r)
n =

(
n + r − 2

r − 1

)
.

Pro r = 1 a pro ∀n ∈ N je a
(1)
n =

(
n−1

0

)
= 1 a tvrzeńı plat́ı.

Bud’ r ∈ N , r ≥ 2 a necht’ tvrzeńı plat́ı pro r − 1 , tj.

∀n ∈ N je a(r−1)
n =

(
n + r − 3

r − 2

)
.

Potřebujeme dokázat, že

∀n ∈ N plat́ı a(r)
n =

(
n + r − 2

r − 1

)
.

Tuto část d̊ukazu provedeme opět indukćı, tentokrát podle n (r bude pevné). Pro n = 1 je

a
(r−1)
1 =

(
r − 2
r − 2

)
= 1 =

(
r − 1
r − 1

)
= a

(r)
1 .

Necht’ nyńı a
(r)
n =

(
n+r−2

r−1

)
. Potom

a
(r)
n+1 =

n+1∑
k=1

a
(r−1)
k =

n∑
k=1

a
(r−1)
k + a

(r−1)
n+1 =

a(r)
n + a

(r−1)
n+1 =

(
n + r − 2

r − 1

)
+
(

n + r − 2
r − 2

)
=
(

n + r − 1
r − 1

)
podle známé identity pro kombinačńı č́ısla.
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3. Najděte prvých pět člen̊u posloupnosti {an}∞n=1 , je-li

(a) an = 1
2 (1 + (−1)n) ; [ 0 ; 1 ; 0 ; 1 ; 0 ]

(b) an = n + (−1)n ; [ 0 ; 3 ; 2 ; 5 ; 4 ]

(c) an = 2n sin nπ
2

n+1 ;
[
1 ; 0 ; − 3

2 ; 0 ; 5
3

]
(d) an = (−1)n cos πn2

n+1 ;
[
0 ; − 1

2 ; −
√

2
2 ; − cos π

5 ; −
√

3
2

]
(e) an = 10n−1

3 ; [ 3 ; 33 ; 333 ; 3333 ; 33333 ]

(f) an = 10n−1−1
9 ; [ 0 ; 1 ; 11 ; 111 ; 1111 ]

(g) an = n!
nn ;

[
1 ; 1

2 ; 2
9 ; 3

32 ; 24
625

]
4. Ukažte, že posloupnost, pro jej́ıž členy plat́ı vztah an−1 = an+an−2

2 , je aritmetická.

Řešeńı: Je an = 2an−1 − an−2 =⇒ an − an−1 = an−1 − an−2 = · · · = a2 − a1 = d .

5. Najděte předpis pro n−tý člen posloupnosti {an}∞n=1 , je-li

(a) { 8 ; 14 ; 20 ; 26 ; 32 ; . . . } ; [ an = 2 + 6n ]

(b)
{

2 ; 3
2 ; 4

3 ; 5
4 ; 6

5 ; . . .
}

;
[
an = n+1

n

]
(c)

{
1
2 ; 1

2 ; 3
8 ; 1

4 ; 5
32 ; . . .

}
;

[
an = n

2n

]
(d) { 1 ; 5 ; 1 ; 5 ; 1 ; 5 ; . . . } ; [ an = 3 + 2(−1)n ]

(e) {−0, 5 ; 1, 5 ; −4, 5 ; 13, 5 ; −40, 5 ; . . . } ;
[
an = (−3)n

6

]
(f)

{
2
3 ; 3

4 ; 4
5 ; 5

6 ; 6
7 ; . . .

}
;

[
an = n+1

n+2

]
(g)

{
1 ; 1

2 ; 2 ; 1
3 ; 3 ; 1

4 ; . . .
}

;
[
a2n−1 = n , a2n = 1

n+1

]
6. Najděte předpis pro n−tý člen posloupnosti {an}∞n=1 , je-li

(a) an+1 = an + α , a1, α jsou daná č́ısla ; [ an = a1 + (n− 1)α ]

(b) an+1 = an · q , a1, q jsou daná č́ısla ;
[
an = a1 · qn−1

]
(c) a1 = 1

2 , an+1 = n
(n+2)an

;
[
an = n

n+1

]
(d) a1 = 1 , an+1 = (n + 1)an ; [ an = n! ]

(e) a1 = 1
2 , an+1 = an · 1

3(n+1) ;
[
an = 1

2·3n−1·n!

]
(f) a1 = 2 , an+1 = n+2

n·an
;

[
an = n+1

n

]
(g) an = b1 + b2 + · · ·+ bn , kde bn+1 = bn + d , b1, d jsou daná č́ısla ;[

an = nb1 + n(n−1)
2 d ; užijte vlastnosti aritmetické posloupnosti

]
(h) a =n= b1 + b2 + · · ·+ bn , kde bn+1 = bn · q ; b1, q jsou daná č́ısla ;[

an = b1
qn−1
q−1 pro q 6= 1 , an = nb1 pro q = 1 ;

užijte vlastnosti geometrické posloupnosti ]

(i) a1 = α , an+1 = n
(n+2)an

, α ∈ R− {0} je dané ;
[
an = n

n+1 (2α)(−1)n−1
]

(j) a1 = 0 , an+1 = an+1
n+1 ;

[
an = 1

n!

n−1∑
k=1

k!
]
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(k) a1 = a , an+1 = (n + 1)(an + 1) , a ∈ R je dané ;
[

an = n!
(

a +
n−1∑
k=1

k!
)]

Návod: V př́ıkladech a) - k) si napǐste několik prvých člen̊u dané posloupnosti.

(l) a1 = 0 , a2 = 1 , an+2 = 3an+1−an

2 ;
[
an = 2− 22−n

]
(m) a1 = 1 , a2 = 1 , an+2 = an+1 + an , [tzv. Fibonacciho č́ısla] ;[

an = 1√
5

([
1+
√

5
2

]n
−
[

1−
√

5
2

]n) ]
(n) a1 = α , a2 = β , an+2 = an+1 + 2an , α, β ∈ R jsou daná ;[

an = β−2α
3 (−1)n + α+β

3 2n−1
]

(o) a1 = 0 , a2 = 1 , an+2 = 2an+1 − an ; [ an = n− 1 ]

(p) a1 = 1 , a2 = 0 , an+2 = 2an+1 − 2an ;
[
an =

(√
2
)n

cos nπ
4

]
Návod: V př́ıkladech l) - p) použijte metody z př́ıkladu 1c).

7. Vyjádřete následuj́ıćı součty

a)
n∑

k=1

kp pro p = 1, 2, 3, 4, 5 ; b)
n∑

k=1

k qk ; c)
n∑

k=0

rk cos kx ,

n∑
k=1

rk sin kx ;

d)
n∑

k=1

k cos kx ,
n∑

k=1

k sin kx ; e)
n∑

k=1

k

(
n

k

)
,

n∑
k=1

k2

(
n

k

)
; f)

n∑
k=0

[(
n

k

)]2
;

g)
n∑

k=1

1
k(k + 1)(k + 2)

.

Řešeńı:

(a) Pro p = 1 dostaneme známý vzorec 1+2+· · ·+n = n(n+1)
2 . Bud’ nyńı p = 2 a uvažujme

identitu
(x + 1)3 − x3 = 3x2 + 3x + 1 .

Jestliže v této identitě budeme postupně dosazovat za x = 1, 2, . . . , n a všechny tyto
nerovnosti sečteme, dostaneme

n∑
k=1

[
(k + 1)3 − k3

]
= 3

n∑
k=1

k2 +
n∑

k=1

k + n .

Využit́ım rovnosti
n∑

k=1

k = n(n+1)
2 dostaneme dále

(n + 1)3 − 1 = 3
n∑

k=1

k2 +
3
2
n(n + 1) + n

a odtud
n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

Pro p = 3 využijeme rovnosti

(x + 1)4 − x4 = 4x3 + 6x2 + 4x + 1 .
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Stejným postupem dostaneme

(n + 1)4 − 1 = 4
n∑

k=1

k3 + 6
n∑

k=1

k2 + 4
n∑

k=1

k + n

a odtud
n∑

k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4
=

[
n∑

k=1

k

]2

.

Analogickýn zp̊usobem najdeme

n∑
k=1

k4 =
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)

30
a

n∑
k=1

k5 =
n2(n + 1)2(2n2 + 2n− 1)

12
.

Poznámka: Je možné dokázat, že pro libovolné p ∈ N plat́ı

1p + 2p + · · ·+ np =
np+1

p + 1
+

np

2
+

[ p
2 ]∑

k=1

1
2k

(
p

2k − 1

)
B2k np−2k+1 ,

kde [x] je celá část č́ısla x ∈ R , tj. celé č́ıslo k takové, že k ≤ x < k + 1 a Bn jsou tzv.
Bernoulliho č́ısla, definovaná rekurentně vztahy

B0 = 1 , Bn = −
n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk

n− k + 1
, n ∈ N .

Plat́ı

B1 = −1
2

, B2 =
1
6

, B4 = − 1
30

, B6 =
1
42

, B8 = − 1
30

, . . . , B2n+1 = 0 , n ∈ N .

(b) Je-li q = 1 , dostaneme předchoźı př́ıpad (p = 1). Necht’ je tedy q 6= 1 . Podle vzorce pro
n−tý částečný součet geometrické posloupnosti plat́ı

(1− q)
n∑

k=1

kqk =
n∑

k=1

kqk −
n∑

k=1

kqk+1 =
n∑

k=1

kqk −
n+1∑
k=2

(k − 1)qk =

=
n∑

k=1

qk − nqn+1 =
q(1− qn)

1− q
− nqn+1 .

Odtud
n∑

k=1

kqk =
q(1− qn)
(1− q)2

− nqn+1

1− q
.

(c) Uvažme výraz
n∑

k=0

rk cos kx + i
n∑

k=0

rk sin kx =
n∑

k=0

rkeikx

podle Eulerovy identity (1.3.35). Toto je však součet n + 1 člen̊u geometrické posloup-
nosti s kvocientem q = reix , tedy pro reix 6= 1 plat́ı

n∑
k=0

rkeikx =
1− rn+1ei(n+1)x

1− reix
=

1− rn+1 cos(n + 1)x− irn+1 sin(n + 1)x
1− r cos x− ir sinx

=
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=

[
1− rn+1 cos(n + 1)x− irn+1 sin(n + 1)x

]
[1− r cos x + ir sinx]

(1− r cos x)2 + r2 sin2 x
=

=
rn+2 cos nx− rn+1 cos(n + 1)x− r cos x + 1 + i

[
rn+2 sinnx− rn+1 sin(n + 1)x + r sinx

]
r2 − 2r cos x + 1

po pronásobeńı a krátké úpravě. Jestliže nyńı srovnáme reálné a imaginárńı části obou
stran, dostaneme

n∑
k=0

rk cos kx =
rn+2 cos nx− rn+1 cos(n + 1)x− r cos x + 1

r2 − 2r cos x + 1
,

n∑
k=0

rk sin kx =
rn+2 sinnx− rn+1 sin(n + 1)x + r sinx

r2 − 2r cos x + 1
.

Poznámka: S uvedenými vyjádřeńımi se setkáme několikrát později, poprvé v souvis-
losti s nekonečnými řadami.

(d) Analogicky jako v předchoźım př́ıkladu můžeme psát

n∑
k=1

k cos kx + i
n∑

k=1

k sin kx =
n∑

k=1

keikx .

Podle př́ıkladu b) (q = eix) plat́ı

n∑
k=1

keikx =
eix(1− einx)
(1− eix)2

− nei(n+1)x

1− eix
=

eix
[
1− einx − neinx(1− eix)

]
(1− eix)2

=

=
eix
[
1− (n + 1)einx + nei(n+1)x

]
−4eix

(
ei x

2 −e−i x
2

2i

)2 =
(n + 1)einx − nei(n+1)x − 1

4 sin2 x
2

,

jestliže využijeme vyjádřeńı sin x
2 pomoćı exponenciely (1.3.36). Srovnáńım reálných a

imaginárńıch část́ı dostaneme

n∑
k=1

k cos kx =
(n + 1) cos nx− n cos(n + 1)x− 1

4 sin2 x
2

,

n∑
k=1

k sin kx =
(n + 1) sinnx− n sin(n + 1)x

4 sin2 x
2

.

(e) Plat́ı

k

(
n

k

)
= k

n!
k! (n− k)!

= n
(n− 1)!

(k − 1)! (n− 1− k + 1)!
= n

(
n− 1
k − 1

)
a tedy

n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
= n

n−1∑
l=0

(
n− 1

l

)
= n(1 + 1)n−1 = n2n−1 .

Druhý součet rozeṕı̌seme do tvaru

n∑
k=1

k2

(
n

k

)
=

n∑
k=2

k(k − 1)
(

n

k

)
+

n∑
k=1

k

(
n

k

)
.
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Pro k ≥ 2 plat́ı

k(k − 1)
(

n

k

)
= k(k − 1)

n!
k! (n− k)!

= n(k − 1)
(n− 1)!

(k − 1)! (n− k)!
=

= n(n− 1)
(n− 2)!

(k − 2)! (n− 2− k + 2)!
= n(n− 1)

(
n− 2
k − 2

)
.

Tud́ıž
n∑

k=1

k2

(
n

k

)
= n(n− 1)

n∑
k=2

(
n− 2
k − 2

)
+ n

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
=

= n(n− 1)2n−2 + n2n−1 = n(n + 1)2n−2 .

(f) Uvažujme identitu (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n . Podle binomické věty tedy plat́ı

n∑
k=0

(
n

k

)
xk

n∑
l=0

(
n

l

)
xl =

2n∑
j=0

(
2n

j

)
xj .

Jestliže v součinu na levé straně najdeme koeficient u xn , dostaneme(
n

n

)(
n

0

)
+
(

n

n− 1

)(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n− k

)(
n

k

)
+ · · ·+

(
n

0

)(
n

n

)
.

Poněvadž však plat́ı, že
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
, je tento koeficient roven

n∑
k=0

[(
n

k

)]2
.

Odpov́ıdaj́ıćı koeficient na pravé straně je
(
2n
n

)
, tedy

n∑
k=0

[(
n

k

)]2
=
(

2n

n

)
.

(g) Jestliže zlomek 1
k(k+1)(k+2) rozlož́ıme na parciálńı zlomky, dostaneme

1
k(k + 1)(k + 2)

=
A

k
+

B

k + 1
+

C

k + 2

a běžný výpočet dává soustavu lineárńıch rovnic

A + B + C = 0 , 3A + 2B + C = 0 , 2A = 1

s řešeńım A = 1
2 , B = −1 , C = 1

2 ; tedy

1
k(k + 1)(k + 2)

=
1
2

{
1
k
− 1

k + 1
− 1

k + 1
+

1
k + 2

}
.

Jestliže použijeme toto vyjádřeńı, dostaneme

n∑
k=1

1
k(k + 1)(k + 2)

=
1
2

(
1
1
− 1

2
− 1

2
+

1
3

)
+

1
2

(
1
2
− 1

3
− 1

3
+

1
4

)
+ · · ·+

+
1
2

(
1

n− 1
− 1

n
− 1

n
+

1
n + 1

)
+

1
2

(
1
n
− 1

n + 1
− 1

n + 1
+

1
n + 2

)
=

=
1
2

{
1− 1

2
− 1

n + 1
+

1
n + 2

}
=

1
2

{
1
2
− 1

(n + 1)(n + 2)

}
.
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8. Vyjádřete následuj́ıćı součty.

(a)
n∑

k=1

1
k(k+1) ;

[
1− 1

n+1

]
(b)

n∑
k=1

1
(3k−2)(3k+1) ;

[
n

3n+1

]
(c)

n∑
k=1

1
(4k−3)(4k+1) ;

[
n

4n+1

]
(d)

n∑
k=1

(2k − 1) ;
[
n2 ; užijte vlastnosti aritmetické posloupnosti

]
(e)

n∑
k=1

k(k + 1) ;
[

n(n+1)(n+2)
3 ; užijte př́ıklad 7a)

]
(f)

n∑
k=1

k(k + 1)(k + 2) ;
[

n(n+1)(n+2)(n+3)
4 ; užijte př́ıklad 7a)

]
(g)

n∑
k=1

sin kx ;
[

sin
(n+1)x

2 sin nx
2

sin x
2

; užijte př́ıklad 7c)
]

(h) 1
2 +

n∑
k=1

cos kx ;
[

sin 2n+1
2 x

2 sin x
2

; užijte př́ıklad 7c)
]

(i)
n∑

k=1

sin(2k − 1)x ;
[

sin2 nx
sin x ; užijte metody řešeńı př́ıkladu 7c)

]
(j)

n∑
k=1

cos2 kx ;
[

n
2 + sin nx cos(n+1)x

2 sin x ; užijte metody řešeńı př́ıkladu 7c) a vzorce

cos2 α = 1+cos 2α
2

]
(k)

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
; [ 0 ; užijte binomickou větu na výraz (1− 1)n ]

(l)
n∑

k=0

(n
k)

k+1 ;
[

1
n+1 (2n+1 − 1) ; užijte postupu z př́ıkladu 7e)

]
(m)

n∑
k=0

(k + 1)
(
n
k

)
;

[
(n + 1)2n−1 ; užijte postupu z př́ıkladu 7e)

]
(n)

n∑
k=1

(k − 1)
(
n
k

)
;

[
(n− 2)2n−1 + 1 ; užijte postupu z př́ıkladu 7e)

]
(o)

n∑
k=1

1
(2k−1)(2k+1)(2k+3) ;

[
n(n+2)

3(2n+1)(2n+3) ; užijte postupu z př́ıkladu 7g)
]

(p)
n∑

k=1

1
k(k+1)(k+2)(k+3) ;

[
1
18 −

1
3(n+1)(n+2)(n+3) ; užijte postupu z př́ıkladu 7g)

]
(q)

n∑
k=1

k2

(2k−1)(2k+1) .
[

n(n+1)
2(2n+1) ; užijte postupu z př́ıkladu 7g) a rozkladu

k2

4k2−1 = 1
4 ·

4k2−1+1
4k2−1 = 1

4

(
1 + 1

4k2−1

) ]
9. Ukažte, že jsou následuj́ıćı posloupnosti omezené.

a)
{

(−1)nn + 10√
n2 + 1

}∞
n=1

; b)

{ √
n2 + 2

(n + 3)(
√

n + 1)

}∞
n=1

; c)
{

n
(√

n4 + n−
√

n4 − n
)}∞

n=1
;

d)
{

3
√

n3 + 1− 3
√

n3 − 1
}∞

n=1
; e)

{√
n4 + n

n2 + 1
−
√

n2 − 1

}∞
n=1

; f)
{ n

an

}∞
n=1

, a > 1 ;
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g)
{

n
(
a

1
n − 1

)}∞
n=1

, a > 0 ; h)

{
n∑

k=1

(−1)k+1

k

}∞
n=1

; i)

{
n∑

k=1

k

2k

}∞
n=1

.

Důkaz:

(a) Plat́ı
|(−1)nn + 10| ≤ |(−1)nn|+ 10 = n + 10 ;

√
n2 + 1 ≥ n ,

tedy ∣∣∣∣ (−1)nn + 10√
n2 + 1

∣∣∣∣ ≤ n + 10
n

= 1 +
10
n
≤ 11 .

(b) Je
n2 + 2 ≤ n2 + 2n + 1 , tedy

√
n2 + 2 ≤ n + 1 a odtud

0 ≤
√

n2 + 1
(n + 3)(

√
n + 1)

≤ n + 1
(n + 3)(

√
n + 1)

≤ 1√
n + 1

≤ 1 .

(c) Provedeme nejdř́ıve následuj́ıćı úpravu:

n
(√

n4 + n−
√

n4 − n
)

=
n(n4 + n− n4 + n)√

n4 + n +
√

n4 − n
=

2n2

√
n4 + n +

√
n4 − n

.

Nyńı plat́ı √
n4 + n +

√
n4 − n ≥

√
n4 + n ≥

√
n4 = n2 ,

a tedy
2n2

√
n4 + n +

√
n4 − n

≤ 2n2

n2
= 2 .

(d) Využit́ım vzorce a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2) můžeme přepsat n−tý člen dané
posloupnosti do tvaru

3
√

n3 + 1− 3
√

n3 − 1 =
2

3
√

(n3 + 1)2 + 3
√

n6 − 1 + 3
√

(n3 − 1)2
.

Protože jmenovatel tohoto zlomku je neustále větš́ı než 1, plat́ı√
n4 + n−

√
n4 − n ≤ 2 .

(e) Nejdř́ıve odhadneme prvou odmocninu. Plat́ı

n4 + n

n2 + 1
=

n2
(
n2 + 1

n

)
n2 + 1

≤ n2 a odtud

0 ≤
√

n4 + n

n2 + 1
−
√

n2 − 1 ≤ n−
√

n2 − 1 =
1

n +
√

n2 − 1
≤ 1 .

(f) Podle Bernoulliho nerovnosti (cvičeńı 1.1.16) plat́ı

an = (1 + a− 1)n ≥ n(a− 1) a odtud
n

an
≤ n

n(a− 1)
=

1
a− 1

.
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(g) Necht’ je nejdř́ıve a > 1 . Potom je též a
1
n > 1 a všechny členy dané posloupnosti jsou

kladné. Jestliže využijeme vzorce

αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1) ,

můžeme psát

a
1
n − 1 =

a− 1
n
√

an−1 + n
√

an−2 + · · ·+ n
√

a + 1
≤ a− 1

n
a odtud n

(
a

1
n − 1

)
≤ a− 1 .

Je-li a = 1 , jsou všechny členy dané posloupnosti rovny 0 a tato posloupnost je omezená.
Pro 0 < a < 1 jsou všechny členy posloupnosti záporné (je a

1
n < 1) a ukážeme, že

posloupnost
{

n
(
1− a

1
n

)}
je shora omezená. Napǐsme a ve tvaru a = 1

b , kde b > 1 .

Potom je

n
(
1− a

1
n

)
= n

(
1− 1

n
√

b

)
= n

n
√

b− 1
n
√

b
≤ n

(
n
√

b− 1
)
≤ b− 1

podle prvé části d̊ukazu.
(h) Označme

sn =
n∑

k=1

(−1)k+1

k
.

Je s1 = 1 , s2 = 1
2 a pro liché n = 2l − 1 plat́ı

s2l+1 = s2l−1 −
1
2l

+
1

2l + 1
≤ s2l−1 ≤ s1 .

Pro sudá n = 2j dostáváme

s2j+2 = s2j +
1

2j + 1
− 1

2j + 2
≥ s2j ≥ s2 .

Jestliže tyto výsledky shrneme, je vidět, že plat́ı

1 = s1 ≥ s2j+1 = s2j +
1

2j + 1
≥ s2j ≥ s2 =

1
2

,

tedy
1
2
≤

n∑
k=1

(−1)k+1

k
≤ 1 .

(i) Plat́ı
n∑

k=1

k
2k = 1 +

n∑
k=3

k
2k a pro k ≥ 3 je

2k = (1 + 1)k =
k∑

j=0

(
k

j

)
≥
(

k

3

)
=

k(k − 1)(k − 2)
6

.

Tedy k
2k ≤ 6

(k−1)(k−2) . Pro součet
n∑

k=3

1
(k−1)(k−2) plat́ı

n∑
k=3

1
(k − 1)(k − 2)

=
n−2∑
l=1

1
1(l + 1)

=
n−2∑
l=1

[
1
l
− 1

l + 1

]
= 1− 1

n− 1
.

Odtud plyne, že

0 ≤
n∑

k=1

k

2k
≤ 1 + 6

(
1− 1

n− 1

)
≤ 7 .

Poznámka: Uvedené postupy nejsou samozřejmě jediné a pravděpodobně také ne
nejlepš́ı. Kařdý si může zvolit jiný postup a popř́ıpadě nalézt vhodněǰśı odhady.
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10. Bud’ {xn}∞n=1 posloupnost kladných č́ısel. Potom je posloupnost

sn =
n∑

k=1

1
xk

, omezená právě když je omezená posloupnost yn =
n∏

k=1

(
1 +

1
xk

)
, n ∈ N .

Důkaz: Bud’ M = sup{sn ; n ∈ N} . Je-li M < 1 , položme s0 = n0 = 0 . Pokud M ≥ 1 ,
existuje n0 ∈ N tak, že sn0 ∈ (M − 1,M) . Pak pro n > n0 plat́ı

s̃n = sn − sn0 =
n∑

k=n0+1

1
xk

≤ M − sn0 = q , q ∈ (0, 1) .

Pak pro n > n0 je

ỹn =
n∏

k=n0+1

(
1 +

1
xk

)
= 1 +

n∑
i=n0+1

1
xi

+
n∑

i,j=n0+1,i 6=j

1
xixj

+ · · ·+ 1
xn0+1 · . . . · xn

≤

≤ 1 + q + q2 + · · ·+ qn−n0 ≤ 1
1− q

.

tedy pro n > n0 máme

yn ≤
1

1− q

n0∏
k=1

(
1 +

1
xk

)
.

Odtud plyne, že {yn}∞n=1 je omezená posloupnost. Protože dále plat́ı

yn =
n∏

k=1

(
1 +

1
xk

)
= 1 +

n∑
k=1

1
xk

+ · · · >
n∑

k=1

1
xk

= sn ,

vid́ıme, že neńı-li posloupnost {sn}∞n=1 omezená, pak také posloupnost {yn}∞n=1 neńı omezená.

11. Ukažte, že jsou následuj́ıćı posloupnosti omezené.

(a)
{

4n2+1
3n2+2

}∞
n=1

;
[
užijte rozkladu 4n2+1

3n2+2 = 4
3 −

5
3(3n2+2)

]
(b)

{
2n2−1
2+n2

}∞
n=1

; [ proved’te analogicky jako v př́ıkladu a) ]

(c)
{

n+(−1)n

3n−1

}∞
n=1

; [ užijte odhadu |n + (−1)n| ≤ n + 1 ]

(d)
{

1−n√
n2+1

}∞
n=1

;
[
použijte odhadu

√
n2 + 1 ≥ n

]
(e)

{
3n+5√
4n2−1

}∞
n=1

;
[
užijte odhadu

√
4n2 − 1 ≥

√
4n2 − 4n + 1 = 2n− 1

]
(f)

{√
n2 + 1− n

}∞
n=1

; [ užijte postupu z př́ıkladu 9c) ]

(g)
{

2n+1
3n−2

}∞
n=1

;
[
využijte odhad̊u 2n + 1 ≤ 2n+1 , 3n − 2 ≥ 3n−1

]
(h)

{
ln2 n+10
ln2 n2+2

}∞
n=1

;
[
vyjádřete ln2 n2

]
(i) {log(3n + 5)− log(n + 1)}∞n=1 ;

[
odhadněte 3n+5

n+1

]
(j)
{

n∑
k=1

1
k(k+1)

}∞
n=1

;
[

najděte součet
n∑

k=1

1
k(k+1)

]
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(k)
{

n∑
k=1

kqk

}∞
n=1

, |q| < 1 .
[
užijte př́ıklady 7b) a 9f)

(
q = 1

a , |a| > 1
) ]

12. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti jsou neomezené.

a)
{√

n4 + n3 + 1−
√

n4 − n3 + 1
}∞

n=1
; b)

{√
n2 + (−1)n

√
n3 − n

}∞
n=1

;

c)
{

3n − 2n

2n + 1

}∞
n=1

; d)
{

n
√

n!
}∞

n=1
;

e)
{

(2n)!!
(2n− 1)!!

}∞
n=1

, kde (2n)!! = 2 · 4 · 6 · . . . · (2n) , (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1) ;

f)
{

an

nk

}∞
n=1

, |a| > 1 , k ∈ R ; g)
{

n + 1
log(n + 1)

}∞
n=1

; h)

{
n∑

k=1

(−1)k+1k2

}∞
n=1

.

Důkaz: Abychom ukázali, že je posloupnost {an}∞n=1 neomezená, muśıme pro každé M ∈ R
nalézt index n(M) tak, že |an(M)| > M . Poněvadž je posloupnost přirozených č́ısel {n}
neomezená, stač́ı ke každému n ∈ N nalézt takový index kn , že |akn

| > n .

(a) Je √
n4 + n3 + 1−

√
n4 − n3 + 1 =

2n3

√
n4 + n3 + 1 +

√
n4 − n3 + 1

a poněvadž√
n4 + n3 + 1 +

√
n4 − n3 + 1 ≤ 2

√
n4 + n3 + 1 ≤ 2

√
3n4 ≤ 4n2 ,

dostaneme √
n4 + n3 + 1−

√
n4 − n3 + 1 ≥ 2n3

4n2
=

n

2
a stač́ı volit kn = 2n .

(b) Provedeme analogickou úpravu jako v př́ıpadě a).√
n2 + (−1)n

√
n3 − n =

(−1)n
√

n3√
n2 + (−1)n

√
n3 + n

a poněvadž je

|an| =
√

n3√
n2 + (−1)n

√
n3 + n

,

můžeme použ́ıt odhadu √
n2 + (−1)n

√
n3 + n ≤ 3n .

Plat́ı tedy

|an| ≥
√

n3

3n
=

1
3
√

n .

Posloupnost bn = 1
3

√
n je neomezená; je totiž 3bn2 = n a odtud plyne, že i posloupnost

{an} je neomezená.
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(c) Výraz nejdř́ıve uprav́ıme. Je

3n − 2n

2n + 1
=
(

3
2

)n 1−
(

2
3

)n
1 + 1

2n

a poněvadž
(

2
3

)n ≤ 2
3 , můžeme psát, že

1−
(

2
3

)n

≥ 1− 2
3

=
1
3

, 1 +
1
2n

≤ 2 a tud́ıž
3n − 2n

2n + 1
≥ 1

6

(
3
2

)n

.

Posloupnost
{(

3
2

)n}∞
n=1

je neomezená. Plat́ı totiž(
3
2

)n

=
(

1 +
1
2

)n

≥ n

2

podle Bernoulliovy nerovnosti (cvičeńı 1.1.16).

(d) Je-li n sudé, plat́ı

n! = 1 · 2 · . . . · n− 2
2

· n

2
· n + 2

2
· . . . · n ,

je-li n liché, je

n! = 1 · 2 · . . . · n− 1
2

· n + 1
2

· . . . · n .

V každém př́ıpadě je

n! ≥
(n

2

)n
2

a odtud n
√

n! ≥
[(n

2

)n
2
] 1

n

=
√

n

2
.

(e) Je
(2n)!!

(2n− 1)!!
=

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

= 2 · 4
3
· . . . · 2n

2n− 1
=

= (1 + 1)
(

1 +
1
3

)(
1 +

1
5

)
. . .

(
1 +

1
2n− 1

)
.

Podle př́ıkladu 10 je tato posloupnost omezená právě když je omezená posloupnost{
n∑

k=1

1
2k − 1

}∞
n=1

. Označme sn =
n∑

k=1

1
2k − 1

.

Potom

s2n ≥
2n∑

k=1

1
2k

=
1
2

1 +
1
2

+
1
3

+
1
4︸ ︷︷ ︸

21člen̊u

+
1
5

+ · · ·+ 1
8︸ ︷︷ ︸

22člen̊u

+ · · ·+ 1
2n−1 + 1

+ · · ·+ 1
2n︸ ︷︷ ︸

2n−1člen̊u

 ≥

≥ 1
2

(
1 +

1
2

+ 21 · 1
4

+ 22 · 1
8

+ · · ·+ 2n−1 · 1
2n

)
=

1
2

(
1 +

n

2

)
.

Protože posloupnost
{

1
2

(
1 + n

2

)}
neńı omezená, neńı omezená ani

{
n∑

k=1

1
2k−1

}
.
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(f) Poněvadž plat́ı ∣∣∣∣an

nk

∣∣∣∣ = |a|n

nk
,

stač́ı ukázat, že daná posloupnost je neomezená pro a > 1 . Necht’ je nejdř́ıve k ≤ 0 .
Potom plat́ı

an

nk
≥ an = (1 + a− 1)n ≥ n(a− 1)

a daná posloupnost je neomezená.
Je-li k ≥ 0 , pak existuje celé č́ıslo r = [k] tak, že r ≤ k < r + 1 . Odtud plyne, že

nr ≤ nk ≤ nr+1 a tedy
an

nr
≥ an

nk
≥ an

nr+1
.

Z této nerovnosti plyne, že posloupnost
{

an

nk

}
je neomezená právě když je neomezená

posloupnost
{

an

nr

}
. Stač́ı tedy předpokládat, že k ∈ N . Dále plat́ı

an = (1 + a− 1)n =
n∑

l=0

(
n

l

)
(a− 1)l ≥

(
n

k + 1

)
(a− 1)k+1

pro n > k . Tedy

an

nk
≥ 1

nk

(
n

k + 1

)
(a− 1)k+1 =

n(n− 1) . . . (n− k)
nk(k + 1)!

(a− 1)k+1 =

=
1

(k + 1)!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
(n− k)(a− 1)k+1 .

Protože je j
n ≤

k
n pro j = 1, 2, . . . , k − 1 , plat́ı

k−1∏
j=1

(
1− j

n

)
≥

k−1∏
j=1

(
1− k

n

)
=
(

1− k

n

)k−1

a pro n ≥ 2k je dokonce
(
1− k

n

)k−1 ≥ 1
2k−1 . Odtud plyne, že pro n ≥ 2k plat́ı

an

nk
≥ n− k

2k−1(k + 1)!
(a− 1)k+1

a daná posloupnost je neomezená.

(g) Plat́ı {
n + 1

log(n + 1)

}∞
n=1

=
{

n

log n

}∞
n=2

a označme xn =
n

log n
.

Nyńı je x10n = 10n

n a podle předchoźıho př́ıkladu je tato posloupnost neomezená
(a = 10 , k = 1).

(h) Označme

sn =

{
n∑

k=1

(−1)k+1k2

}
.

Je zřejmé, že
1 = s1 < s3 < · · · < s2n+1

a poněvadž

s2n+1 = s2n−1 − (2n)2 + (2n + 1)2 = s2n−1 + 4n + 1 ≥ s1 + 4n + 1 > n ,
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plyne odtud neomezenost dané posloupnosti. Analogicky

0 = s0 > s2 > · · · > s2n

a vzhledem k tomu, že

s2n = s2n−2 + (2n− 1)2 − 2n2 = s2n−2 − 4n + 1 ≤ −4n + 1 ,

neńı posloupnost {sn} omezená zdola ani shora.
Poněkud deľśı, ale také zábavněǰśı, je nalezeńı součtu př́ıslušné sumy. Dá se ukázat, že

sn = (−1)n+1

{[
n− 1

2

]
+ 1
}

2n + 1 + (−1)n

2
,

kde
[

n−1
2

]
znamená opět celou část daného č́ısla.

Poznámka: Posloupnosti z př́ıklad̊u a), c), d), e), g) a f) pro a > 1 jsou posloupnosti
nezáporných č́ısel, tedy omezené zdola. Posloupnosti z př́ıklad̊u b) a f) pro a < −1
nejsou omezené shora ani zdola.

13. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti nejsou omezené. Které z nich jsou omezeny zdola resp.
shora?

(a) {(−1)nn} ; [ napǐste si a2n−1 a a2n ]

(b)
{
n2 − n

}
;

[
užijte úpravy n2 − n = n2

(
1− 1

n

)
; zdola omezená

]
(c) {5n − 4n} ; [ užijte metody př́ıkladu 12c) ; zdola omezená ]

(d)
{
n(−1)n}

; [ napǐste si několik člen̊u dané posloupnosti ; zdola omezená ]

14. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti jsou monotonńı, poč́ınaje jistým indexem n0 .

a)
{

4n−1 + 3n−1

4n + 3n

}∞
n=1

; b)
{

(3n + 1)2

3n

}∞
n=1

;

c) {nqn}∞n=1 , 0 < q < 1 ; d)
{

n
1
n

}∞
n=1

; e) {n− 6 log n}∞n=1 ;

f)
{

an − 1
n

}∞
n=1

, a > 0 , a 6= 1 ; g)
{

n
(
1− a

1
n

)}∞
n=1

, a > 0 , a 6= 1 ;

h)

{
1

(n + 1)!

n∑
k=1

k · k!

}∞
n=1

; i)

{
1−

n∑
k=1

1
2k(2k + 1)

− 1
2(n + 1)

}∞
n=1

.

Důkaz:

(a) Jestliže vyděĺıme čitatele i jmenovatele výrazem 4n−1 , dostaneme

4n−1 + 3n−1

4n + 3n
=

1 +
(

3
4

)n−1

4 + 3
(

3
4

)n−1 =
1 + qn−1

4 + 3qn−1
,

(
q =

3
4

)
.

Ukážeme, že tato posloupnost je klesaj́ıćı, tj.

1 + qn

4 + 3qn
<

1 + qn−1

4 + 3qn−1
.

Po odstaněńı zlomk̊u a jednoduché úpravě dostaneme qn < qn−1 , neboli q < 1 . Stač́ı
tedy volit n0 = 1 .
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(b) Jestliže vyjdeme z předpokladu, že daná posloupnost je opět klesaj́ıćı, dostaneme nerovnost

(3n + 1)2

3n
>

(3n + 4)2

3n+1
,

která je ekvivalentńı s nerovnost́ı

18n2 − 6n− 13 > 0 .

Tato nerovnost je splněna pro n ≥ 2 , tedy n0 = 2 .

(c) Ukážeme opět, že daná posloupnost je klesaj́ıćı, tedy

(n + 1)qn+1 < nqn a odtud q <
n

n + 1
= 1− 1

n + 1
.

Řešeńım této nerovnosti vzhledem k n dostaneme

n + 1 >
1

1− q
, neboli n0 =

[
1

1− q

]
.

(d) Pokuśıme se dokázat, že
n

1
n > (n + 1)

1
n+1 .

Jestliže tuto nerovnost povýš́ıme na n(n + 1) , dostaneme

nn+1 > (n + 1)n , neboli n >

(
1 +

1
n

)n

.

Ukážeme nyńı, že stač́ı volit n0 = 3 , poněvadž posloupnost
{(

1 + 1
n

)n}∞
n=1

je shora
omezená č́ıslem 3. Plat́ı totiž(

1 +
1
n

)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
1
nk

= 1 +
n∑

k=0

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
k!nk

=

= 1 +
n∑

k=0

1
k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
.

Protože je každý člen v horńım součinu menš́ı než 1, dostáváme odtud dále(
1 +

1
n

)n

≤
n∑

k=0

1
k!

= 2 +
n∑

k=2

1
k!
≤ 2 +

n∑
k=2

1
2k−1

= 2 +
1
2

1−
(

1
2

)n−1

1− 1
2

< 2 + 1 = 3 .

Pro k ≥ 2 totiž plat́ı k! = 1 · 2 · 3 · . . . · k ≥ 2k−1 .

(e) Ukážeme, že tato posloupnost je rostoućı, tedy

n + 1− 6 log(n + 1) > n− 6 log n a odtud 1 > 6 log
n + 1

n
= 6 log

(
1 +

1
n

)
.

Po odlogaritmováńı dostaneme nerovnost

1 +
1
n

<
6
√

10 , tedy n >
1

6
√

10− 1

a stač́ı volit

n0 =
[

1
6
√

10− 1

]
+ 1 .
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(f) Ukážeme, že daná posloupnost je rostoućı, tj. že pro všechna n ∈ N plat́ı

an+1 − 1
n + 1

>
an − 1

n
,

neboli pro a ∈ (0, 1) je
an+1 − 1
an − 1

<
n + 1

n

a pro a > 1 plat́ı
an+1 − 1
an − 1

>
n + 1

n
.

Samozřejmě je

an+1 − 1
an − 1

=
(a− 1)(an + an−1 + · · ·+ a + 1)

(a− 1)(an−1 + · · ·+ a + 1)
=

an + an−1 + · · ·+ a + 1
an−1 + · · ·+ a + 1

.

Tedy pro a ∈ (0, 1) máme

an+1 − 1
an − 1

=
an

an−1 + · · ·+ a + 1
+ 1 ≤ an

nan−1
= 1 +

a

n
< 1 +

1
n

a pro a > 1 analogicky

an+1 − 1
an − 1

=
an

an−1 + · · ·+ a + 1
+ 1 ≥ an

nan−1
= 1 +

a

n
> 1 +

1
n

.

(g) Ukážeme, že daná posloupnost je rostoućı, tj. že pro všechna n ∈ N je

(n + 1)
(
1− a

1
n+1

)
> n

(
1− a

1
n

)
,

tzn. pro a ∈ (0, 1) je
1− a

1
n

1− a
1

n+1
<

n + 1
n

= 1 +
1
n

a pro a > 1 plat́ı
1− a

1
n

1− a
1

n+1
>

n + 1
n

= 1 +
1
n

.

Označme t = a
1

n(n+1) . Pak

L =
1− a

1
n

1− a
1

n+1
=

1− tn+1

1− tn
=

1 + t + · · ·+ tn−1 + tn

1 + t + · · ·+ tn−1
= 1 +

tn

1 + t + · · ·+ tn−1
.

Pro a ∈ (0, 1) je t ∈ (0, 1) a tedy

L ≤ 1 +
tn

ntn−1
= 1 +

t

n
< 1 +

1
n

a pro a > 1 je t > 1 , tedy

L ≥ 1 +
tn

ntn−1
= 1 +

t

n
> 1 +

1
n

.

(h) Výraz si uprav́ıme. Plat́ı

1
(n + 1)!

n∑
k=1

k k! =
1

(n + 1)!

n∑
k=1

[(k + 1)− 1]k! =
1

(n + 1)!

[
n∑

k=1

(k + 1)!−
n∑

k=1

k!

]
=
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=
1

(n + 1)!

[
n+1∑
k=2

k!−
n∑

k=1

k!

]
=

(n + 1)!− 1
(n + 1)!

= 1− 1
(n + 1)!

.

Protože {(n + 1)!} je rostoućı posloupnost, je
{

1
(n+1)!

}
klesaj́ıćı a obě posloupnosti{

− 1
(n+1)!

}
a
{

1− 1
(n+1)!

}
jsou rostoućı.

(i) Po úpravě

1−
n∑

k=1

1
2k(2k + 1)

− 1
2(n + 1)

= 1−
n∑

k=1

(
1
2k

− 1
2k + 1

)
− 1

2(n + 1)
=

= 1−
(

1
2
− 1

2n + 1

)
− 1

2n + 2
=

1
2

+
1

2n + 1
− 1

2n + 2
=

1
2

+
1

(2n + 1)(2n + 2)

je vidět, že daná posloupnost je klesaj́ıćı.

15. Bud’ {xn}∞n=1 monotonńı posloupnost. Ukažte, že
{

1
n

n∑
k=1

xk

}∞
n=1

je také monotonńı.

Důkaz: Bud’ {xn} rostoućı. Pak xk < xn+1 pro k = 1, 2, . . . , n . Sečteńım těchto nerovnost́ı
dostaneme

n∑
k=1

xk < nxn+1 .

Přičteme-li k této nerovnosti výraz n
n∑

k=1

xk , dostaneme

(n + 1)
n∑

k=1

xk < n
n+1∑
k=1

xk . Odtud
1
n

n∑
k=1

xk <
1

n + 1

n+1∑
k=1

xk

pro libovolné n ∈ N a tedy posloupnost
{

1
n

n∑
k=1

xk

}∞
n=1

je rostoućı. Analogicky pro klesaj́ıćı,

nerostoućı a neklesaj́ıćı posloupnost.

16. Ukažte, že jsou následuj́ıćı posloupnosti monotonńı, poč́ınaje jistým indexem n0 .

(a)
{

n+1
2n+1

}∞
n=1

; [ klesaj́ıćı ; n0 = 1 ]

(b)
{

3n+4
n+2

}∞
n=1

; [ rostoućı ]

(c)
{

100n
n2+16

}∞
n=1

; [ klesaj́ıćı ; n0 = 4 ]

(d)
{

2n+1
2n

}∞
n=1

; [ klesaj́ıćı ]

(e)
{

1−n√
n

}∞
n=1

; [ klesaj́ıćı ]

(f)
{√

3n− 2
}∞

n=1
; [ rostoućı ]

(g) {2n − 100n}∞n=1 ; [ rostoućı ; n0 = 7 ]

(h)
{

100n

n!

}∞
n=1

; [ klesaj́ıćı ; n0 = 100 ]

(i)
{

2n

n

}∞
n=1

; [ rostoućı ; n0 = 2 ]

(j)
{

n3

n2−3

}∞
n=1

;
[
rostoućı ; n0 = 3 , ukažte, že n3

n2−3 < (n+1)3

(n+1)2−3 ⇐⇒

⇐⇒ n4 + 2n3 − 8n2 − 9n− 3 = (n− 3)(n3 + 5n2 + 7n + 12) + 33 > 0
]
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(k)
{√

n + 1−
√

n
}∞

n=1
;

[
klesaj́ıćı; využijte úpravy

√
n + 1−

√
n = 1√

n+1+
√

n

]
(l)
{
n3 − 6n2

}∞
n=1

;
[
rostoućı ; n0 = 7 , užijte vyjádřeńı n3 − 6n2 = n2(n− 6)

]
(m)

{
n2

n3+32

}∞
n=1

; [ klesaj́ıćı ; n0 = 4 , postupujte analogicky jako v př́ıkladu j) ]

(n)
{

3
√

n3 − 1− n
}∞

n=1
;
[

rostoućı; využijte úpravy 3
√

n3 − 1− n = −1
3
√

(n3−1)2+n 3√n3−1+n2

]
(o)

{
n+1√
n2+7

}∞
n=1

;
[
rostoućı ; n0 = 7 , ukažte, že (n+1)2

n2+7 < (n+2)2

(n+1)2+7 ⇐⇒

⇐⇒ 2n2 − 10n− 20 > 0
]

(p)
{

n−3√
n2+1

}∞
n=1

; [ rostoućı ; n0 = 4 , řešte jako př́ıklad o) ]

(q) {3n − 2n}∞n=1 ;
[
rostoućı; užijte vyjádřeńı 3n − 2n = 2n

{(
3
2

)n − 1
} ]

(r)
{
2n − 3n−2

}∞
n=1

;
[
klesaj́ıćı; užijte vyjádřeńı ; 2n − 3n−2 = −2n

{
1
9

(
3
2

)n − 1
} ]

(s) {ln(n + 1)− lnn}∞n=1 ;
[
klesaj́ıćı; uvažte, že ln(n + 1)− lnn = ln

(
1 + 1

n

) ]
(t)

{
ln(n2 + 9n)− 2 ln n

}∞
n=1

; [ klesaj́ıćı; řešte analogicky jako cvičeńı s) ]

(u)
{

n3

2n

}∞
n=1

;
[
klesaj́ıćı ; n0 = 4 , ukažte, že

(
1 + 1

n

)3
< 2 ⇐⇒ n ≥ 4

]
(v) {lnn− n}∞n=1 .

[
klesaj́ıćı; uvažte, že 1 + 1

n < e =⇒ ln
(
1 + 1

n

)
< 1

]
17. Ukažte, že posloupnost {sinn}∞n=1 neńı monotonńı.

Důkaz: Posloupnost {sinn} obsahuje nekonečně mnoho kladných člen̊u. Skutečně ke každému
k ∈ N existuje přirozené č́ıslo nk tak, že nk ∈ (2kπ, (2k + 1)π) , protože délka daného inter-
valu je π > 1 . Zobrazeńı k −→ nk je rostoućı posloupnost přirozených č́ısel a sinnk > 0 .

Analogicky ke každému l ∈ N existuje přirozené č́ıslo nl tak, že nl ∈ ((2l − 1)π, 2lπ)

a sinnl < 0 . Vzhledem k tomu, že každá monotonńı posloupnost (dokonce i monotonńı
pro n ≥ n0) má všechny členy s výjimkou konečně mnoha nezáporné nebo nekladné, neńı
posloupnost {sinn}n≥n0 monotonńı pro žádné n0 ∈ N .

18. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti nejsou monotonńı.

(a) {(−1)n}∞n=1 ; [ uvažte posloupnosti {a2n−1} a {a2n} ]

(b)
{

1
n sin nπ

2

}∞
n=1

; [ vyšetřete členy a4k+1 , a4k+3 ]

(c) {n + (−1)n}∞n=1 ; [ ukažte, že pro každé k ∈ N je a2k > a2k+1 a a2k+1 < a2k+2 ]

19. Zjistěte, které z následuj́ıćıch posloupnost́ı jsou i. monotonńı , ii. omezené.

a)
{

n + 1
n

}∞
n=1

; b) {n + (−1)n}∞n=1 ; c) {2n}∞n=1 ; d) {−2n}∞n=1 ;

e) {(−2)n}∞n=1 ; f) {−(−2)n}∞n=1 ; g)
{
2n+1

}∞
n=1

; h)
{
2−n

}∞
n=1

.

Řešeńı: i. a), c), d), g), h)

ii. a), h)

20. Najděte největš́ı (resp. nejmenš́ı) člen posloupnosti {an}∞n=1 , je-li

(a) an = 6n− n2 − 5 ; [ největš́ı člen a3 = 4 ]
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(b) an = e10n−n2−24 ; [ největš́ı člen a5 = e ]

(c) an =
√

n
9+n ;

[
největš́ı člen a9 = 1

6

]
(d) an = 3n2 − 10n− 14 ; [ nejmenš́ı člen a2 = −22 ]

(e) an = 2n + 512
n2 ; [ nejmenš́ı člen a8 = 24 ]

(f) an = −n2

2n ;
[
nejmenš́ı člen a3 = − 9

8

]
2.2 Limita posloupnosti.

1. Najděte index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı pro členy posloupnosti {an}∞n=1 následuj́ıćı
odhady.

a) an =
(−1)n+1

3n
, |an| < 0, 1 ; b) an =

n + 3
n + 1

, |an − 1| < 0, 01 ;

c) an =
2 + (−1)n

n2 + 1
, |an| < 0, 001 .

Řešeńı:

(a) Má platit

|an| =
∣∣∣∣ (−1)n+1

3n

∣∣∣∣ = 1
3n

<
1
10

.

Tato nerovnost je splněna pro n ≥ n0 = 3 .

(b) Plat́ı ∣∣∣∣n + 3
n + 1

− 1
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 2

n + 1

∣∣∣∣ = 2
n + 1

<
1

100
.

Odtud plyne, že n + 1 > 200 , tedy n > 199 a stač́ı volit n0 = 200 .

(c) Je ∣∣∣∣2 + (−1)n

n2 + 1

∣∣∣∣ ≤ 3
n2 + 1

<
1

1000
,

tedy
n2 + 1 > 3000 , neboli n >

√
2999 .= 54, 8 a n0 = 55 .

2. Užit́ım definice limity posloupnosti dokažte, že

a) lim
n→∞

n

2n + 1
=

1
2

; b) lim
n→∞

√
n2 + a

n
= 1 , a ∈ R ; c) lim

n→∞

1− 2n+1

1 + 2n
= −2 ;

d) lim
n→∞

10
√

n = +∞ ; e) lim
n→∞

loga n = +∞ , a > 1 .

Poznámky: i. Jestliže ke každému ε > 0 umı́me naj́ıt r ∈ R tak, že

∀n ∈ N : n > r =⇒ |an − a| < ε ,

pak také plat́ı, že lim
n→∞

an = a . Index n0 ∈ N takový, že |an − a| < ε pro všechna n ≥ n0 je

pak možno volit jako n0 = [ r+] + 1 , kde r+ = max(r, 0) .

ii. Bud’ ε0 > 0 . Stač́ı naj́ıt n0 ∈ N ke každému ε ∈ (0, ε0〉 , aby platilo, že lim
n→∞

an = a .

Skutečně pro každé ε > ε0 lze už́ıt n0 , které odpov́ıdá ε0 .
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Důkaz:

(a) Podle definice plat́ı

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 plat́ı
∣∣∣∣ an −

1
2

∣∣∣∣ < ε neboli
∣∣∣∣2n− 2n− 1

2(2n + 1)

∣∣∣∣ < ε .

Odtud dostaneme nerovnici 1
2(2n+1) < ε a jej́ım řešeńım je n > 1

2

{
1
2ε − 1

}
. Stač́ı tedy

volit

n0 =
[
1
2

{
1
2ε
− 1
}]

+ 1 pro ε ∈
(

0,
1
2

〉
; n0 = 1 pro ε >

1
2

.

(b) Bud’ ε ∈ (0, 1〉 . Protože∣∣∣∣∣
√

n2 + a

n
− 1

∣∣∣∣∣ = |
√

n2 + a− n|
n

=
|a|

n
(√

n2 + a + n
) ≤ |a|

n2
,

stač́ı řešit nerovnici
|a|
n2

< ε . Řešeńı je n >

√
|a|
ε

a pro ε ∈ (0, 1〉 stač́ı volit

n0 =

[√
|a|
ε

]
+ 1 .

(c) Je ∣∣∣∣1− 2n+1

1 + 2n
+ 2
∣∣∣∣ = |1− 2n+1 + 2 + 2n+1|

1 + 2n
=

3
1 + 2n

< ε .

Řešeńım této nerovnice pro ε ∈
(
0, 3

2

〉
dostaneme n > log2

(
3
ε − 1

)
a stač́ı volit

n0 =
[
log2

(
3
ε
− 1
)]

+ 1 .

(d) Podle definice plat́ı

∀K > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 plat́ı 10
√

n > K neboli n > log2 K

a stač́ı volit

n0 =
[
log2 K

]
+ 1 pro K ≥ 1 , n0 = 1 pro K < 1 ,

tedy obecně
n0 =

[(
log+ K

)2]
+ 1 .

(e) Nerovnost loga n > K je pro a > 1 ekvivalentńı s nerovnost́ı n > aK a stač́ı volit

n0 =
[
aK
]
+ 1 .

3. Užit́ım definice limity posloupnosti dokažte, že

(a) lim
n→∞

n
n+2 = 1 ;

[
n0 =

[
2
ε − 1

]
pro ε ∈ (0, 1〉 ; řešte nerovnost

∣∣∣ n
n+2 − 1

∣∣∣ < ε
]

(b) lim
n→∞

(−1)n+1

n = 0 ;
[
n0 =

[
1
ε

]
+ 1
]
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(c) lim
n→∞

(−1)n−3
n2 = 0 ;

[
n0 =

[
2√
ε

]
+ 1 ; užijte odhadu |(−1)n − 3| ≤ 4

]
(d) lim

n→∞
n2−2n
n+1 = +∞ ;

[
n0 = [K + 4] ; užijte odhadu n2 − 2n > (n + 1)(n− 3)

]
4. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti nemaj́ı limitu.

a) {(−1)nn}∞n=1 ; b)
{

n2 sin
nπ

4

}∞
n=1

; c)
{[

(−1)n

n

]}∞
n=1

.

Řešeńı:

(a) Označme an = (−1)nn . Stač́ı si nyńı uvědomit, že

a2n = 2n −→
n→∞

+∞ ; a2n−1 = −2n + 1 −→
n→∞

−∞ .

(b) Analogicky
a4n = 16n2 sinnπ = 0 ,

a8n+2 = (8n + 2)2 sin
(8n + 2)π

4
= (8n + 2)2 sin

(
2nπ +

π

2

)
= (8n + 2)2 −→

n→∞
+∞ .

(c) Plat́ı

a2n =
[

1
2n

]
= 0 , a2n+1 =

[
− 1

2n + 1

]
= −1 .

5. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti nemaj́ı limitu.

(a) {(−1)n}∞n=1 ; [ uvažte a2n a a2n+1 ]

(b)
{

2−cos nπ
2+cos nπ

}∞
n=1

; [ analogicky jako v a) ]

(c)
{
n(−1)n}∞

n=1
; [ užijte př́ıkladu a) ]

(d)
{
sin nπ

2

}∞
n=1

; [ vyšetřete a2n a a4n+1 ]

(e)
{
3
(
1− 1

n

)
+ 2(−1)n

}∞
n=1

; [ analogicky jako v a) ]

(f)
{

n
n+1 cos 2πn

3

}∞
n=1

; [ vyjádřete a3n a a3n+1 ]

6. Bud’ {an}∞n=1 posloupnost reálných nebo komplexńıch č́ısel. Ukažte, že

lim
n→∞

|an| = +∞ ⇐⇒ lim
n→∞

1
an

= 0 .

Důkaz: Necht’

lim
n→∞

|an| = +∞ . Potom ∀K > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ⇒ |an| > K .

Zvolme č́ıslo ε > 0 libovolně a najděme index n0 k č́ıslu K = 1
ε > 0 . Potom

∀n ≥ n0 plat́ı |an| >
1
ε

, tedy
∣∣∣∣ 1
an

∣∣∣∣ < ε ⇒ lim
n→∞

1
an

= 0 .

Obrácenou implikaci dokážeme analogicky.
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7. Ukažte, že plat́ı

a) lim
n→∞

nr = +∞ , r > 0 ; b) lim
n→∞

qn = 0 , |q| < 1 ; c) lim
n→∞

an = +∞ , a > 1 ;

d) lim
n→∞

n
√

a = 1 , a > 0 ; e) lim
n→∞

n
√

n = 1 ; f) lim
n→∞

nr

an
= 0 , a > 1, r ∈ R ;

g) lim
n→∞

loga n

n
= 0 , a > 1 ; h) lim

n→∞

logr
a n

n
= 0 , a > 1, r ∈ R .

Důkaz:

(a) Bud’ K > 0 libovolné a hledejme n0 ∈ N tak, že nr > K pro všechna n ≥ n0 , r > 0 .

Tato nerovnost je však ekvivalentńı s nerovnost́ı n > K
1
r a stač́ı volit

n0 =
[
K

1
r

]
+ 1 .

(b) Bud’ ε > 0 libovolné a hledejme index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

|qn − 0| = |q|n < ε .

Logaritmovámı́m této nerovnosti dostaneme

n log |q| < log ε a tedy n >
log ε

log |q|
(je log |q| < 0) .

Stač́ı tedy zvolit

n0 =
[

log ε

log |q|

]
+ 1

(c) Poněvadž a > 1 , je 1
a ∈ (0, 1) a tedy podle cvičeńı b) je lim

n→∞
1

an = 0 . Odtud podle
př́ıkladu 6 dostaneme

lim
n→∞

an = lim
n→∞

|an| = +∞ .

(d) Je-li a = 1 , je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme nyńı, že a > 1 , potom je i n
√

a > 1
a můžeme psát n

√
a = 1 + hn , kde hn > 0 . Odtud plyne, že

a = (1 + hn)n ≥ nhn a tedy 0 < hn <
a

n

Poněvadž

lim
n→∞

a

n
= 0 , plat́ı lim

n→∞
hn = 0 a tedy lim

n→∞
n
√

a = 1 .

Je-li 0 < a < 1 , můžeme psát a = 1
b , kde b > 1 a tedy

lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

1
n
√

bn

=
1

lim
n→∞

n
√

bn

= 1 .

(e) Označme n
√

n = 1 + hn , kde hn > 0 . Potom plat́ı

n = (1 + hn)n ≥ 1 + nhn +
n(n− 1)

2
h2

n ≥
n(n− 1)

2
h2

n

a tedy hn ≤
√

2
n−1 pro n ≥ 2 . To však znamená, že

0 < n
√

n− 1 ≤
√

2
n− 1

a poněvadž lim
n→∞

√
2

n− 1
= 0 , plat́ı lim

n→∞
n
√

n = 1 .
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Poznámka: Pro n ≥ a ≥ 1 je 1 ≤ n
√

a ≤ n
√

n . tedy ze vztahu

lim
n→∞

n
√

n = 1 plyne lim
n→∞

n
√

a = 1 pro a ≥ 1 .

(f) Je-li r ≤ 0 , je tvrzeńı zřejmé vzhledem k př́ıklad̊um c) a 6. Bud’ r = 1 , a > 1 . Pak pro
n ≥ 2 plat́ı

0 <
n

an
<

n
n(n−1)

2 (a− 1)2
=

2
(n− 1)(a− 1)2

−→
n→∞

0 .

Bud’ nyńı r > 0 , a > 1 . Potom je

a
1
r > 1 a tedy lim

n→∞

n

a
n
r

.

To však znamená, že

∀ ε > ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : 0 <
n

a
n
r

< ε
1
r ⇐⇒ 0 <

nr

an
< ε ,

a tedy

lim
n→∞

nr

an
= 0 .

(g) Bud’ ε > 0 libovolné. Máme ukázat, že existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0

plat́ı
loga n

n
< ε .

Tuto nerovnost je však možno přepsat do tvaru

loga n

n
= loga n

1
n < loga aε = ε .

Odlogaritmováńım této nerovnosti dostaneme n
1
n < aε . Podle př́ıkladu e) je

lim
n→∞

n
1
n = 1

a poněvadž aε > 1 je pevné č́ıslo, stač́ı volit n0 tak, aby pro všechna n ≥ n0 platilo

n
1
n < aε .

(h) Tvrzeńı stač́ı dokázat pro r > 0 . Jestliže zvoĺıme ε > 0 libovolně, pak existuje k0 ∈ N
tak, že pro všechna k ≥ k0 plat́ı podle př́ıkladu f)

(k + 1)r

ak+1
<

ε

a
.

Bud’ n ∈ N takové, že n ≥ ak0 . Potom existuje k ≥ k0 tak, že ak ≤ n < ak+1 a odtud

0 < k ≤ loga n < k + 1 =⇒ 0 < logr
a n < (k + 1)r ,

1
n
≤ 1

ak
=⇒

=⇒ 0 <
logr

a n

n
<

(k + 1)r

ak
< ε .

Poznámky: i. Cvičeńı f) plyne z cvičeńı g). Skutečně, vzhledem k tomu, že plat́ı

nr

an
= ar loga n−n = an( loga n

n −1)
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a podle cvičeńı g) je lim
n→∞

loga n
n = 0 , existuje index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

loga n

n
− 1 < −1

2
.

Tedy podle cvičeńı b) dostaneme

0 <
nr

an
< a−

n
2 =

(
a−

1
2

)n

−→
n→∞

0 .

ii. V d̊ukazu cvičeńı f) je dokázáno toto:

Bud’ r > 0 , an ≥ 0 ∀n ∈ N . Potom lim
n→∞

an = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

ar
n = 0 .

Jestliže tuto skutečnost použijeme v př́ıkladu h), dostaneme

lim
n→∞

logr
a n

n
= 0 ⇐⇒ lim

n→∞

loga n

n
1
r

= 0 a odtud pro ε =
1
r

lim
n→∞

loga n

nε
= 0

pro libovolné ε > 0 . Obecně implikace

lim
n→∞

an = a ∈ R =⇒ lim
n→∞

f(an) = f(a)

plat́ı pro funkce f(x) = xα , ax , loga x , sinx , cos x , . . . , jakmile a ∈ D(f) , an ∈ D(f)
pro všechna n ≥ n0 (Heineova definice spojitosti funkce). Rozmyslete si, ve kterých
př́ıkladech se toto tvrzeńı už́ıvá.

8. Necht’ xn 6= 1 ∀n ∈ N , lim
n→∞

xn = 1 . Najděte lim
n→∞

yn , je-li

(a) yn = 2xn−1
xn−2 ; [−1 ]

(b) yn = xn−1
x2

n−1 ;
[

1
2

]
(c) yn = x2

n+xn−2
xn−1 ; [ 3 ]

(d) yn = x2
n−3xn+2

x2
n−1 .

[
− 1

2

]
Návod: Užijte vět o limitách posloupnost́ı a v př́ıkladech b) - d) jednoduchých úprav.

9. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

a) an = αknk + αk−1n
k−1 + · · ·+ α1n + α0 , k ∈ N , α0, α1, . . . , αk ∈ R ;

b) an =
αknk + αk−1n

k−1 + · · ·+ α1n + α0

βlnl + βl−1nl−1 + · · ·+ β1n + β0
, k, l ∈ N , α0, α1, . . . , αk, β0, β1, . . . , βl ∈ R .

Řešeńı:

(a) Necht’ je αk 6= 0 . Potom plat́ı

lim
n→∞

an = nk
{

αk +
αk−1

n
+ · · ·+ α1

nk−1
+

α0

nk

}
.

Protože je

lim
n→∞

αk−1

n
= · · · = lim

n→∞

α1

nk−1
= lim

n→∞

α0

nk
= 0 a lim

n→∞
nk = +∞ ,

je hledaná limita rovna +∞ , je-li αk > 0 a −∞ , je-li αk < 0 .
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(b) Předpokládejme, že αk 6= 0 6= βl .

i. Necht’ l > k . Potom plat́ı

lim
n→∞

an = lim
n→∞

αk

nl−k + αk−1
nl−k−1 + · · ·+ α1

nl−1 + α0
nl

βl + βl−1
n + · · ·+ β1

nl−1 + β0
nl

= 0 ,

poněvadž čitatel má limitu rovnu 0 a jmenovatel βl 6= 0 .

ii. Je-li k = l , pak dostaneme

lim
n→∞

an = lim
n→∞

αk + αk−1
n + · · ·+ α1

nk−1 + α0
nk

βk + βk−1
n + · · ·+ β1

nk−1 + β0
nk

=
αk

βk
.

iii. Předpokládejme nakonec, že l < k . Potom

lim
n→∞

an =

= lim
n→∞

αknk−l + αk−1n
k−l−1 + · · ·+ αl+1n + αl + αl−1

n + · · ·+ α1
nl−1 + α0

nl

βl + βl−1
n + · · ·+ β1

nl−1 + β0
nl

=

= lim
n→∞

αk

βl
nk−l + αk−1

βl
nk−l−1 + · · ·+ α1

βl nl−1 + α0
βl nl

1 + βl−1
βl n + · · ·+ β1

βl nl−1 + β0
βl nl

.

Protože limita jmenovatele je rovna 1, je celá limita podle př́ıkladu a) rovna +∞ ,
je-li αk · βl > 0 a rovna −∞ , je-li αk · βl < 0 .

Poznámka: Předchoźı př́ıklad ukazuje chováńı polynomu a racionálńı funkce pro
n → ∞ . Z př́ıkladu a) plyne, že chováńı polynomu ”pro velká n“ se ř́ıd́ı chováńım
nejvyšš́ı mocnimy.

10. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

(a) an = n
3n+2 ;

[
1
3

]
(b) an = n2−n+2

3n2+2n−4 ;
[

1
3

]
(c) an = 5n3−3n2

n3+1 ; [ 5 ]

(d) an = n−2
n2−n ; [ 0 ]

(e) an = n3+27
n4−15 ; [ 0 ]

(f) an = 106·n
n2+1 ; [ 0 ]

(g) an = (2n+1)(n−3)
(n+2)(n+4) ; [ 2 ]

(h) an = 5n3−4
n4+6 ; [ 0 ]

(i) an = 5n8−n7+1
2−8n8 ;

[
− 5

8

]
(j) an = n2+5n−2

3n3−2n+7 ; [ 0 ]

(k) an = n3+n
n2+3n−2 ; [ +∞ ]

(l) an = (n+3)3

1−n−5n2 ; [−∞ ]

(m) an = −3n+(−1)n

4n−(−1)n ;
[
− 3

4

]
(n) an = n sin n

n2+1 ; [ 0 ]
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(o) an =
(

n−1
n

)n ; [ 1 ]

(p) an = (n+5)3−n(n+7)2

n2−1 ; [ 1 ; upravte čitatele ]

(q) an = (n+10)2+(3n+1)2

(n+6)3−(n+1)3 ;
[

2
3 ; upravte jmenovatele

]
(r) an = n2+1

2n+1 −
3n2+1
6n+1 ;

[
− 1

6 ; sečtěte oba zlomky
]

(s) an = n2

n+3 −
n2

n+2 ; [−1 ; sečtěte dané zlomky ]

(t) an = (n+1)!+(n+2)!
(n+3)! ; [ 0 ; vykrat’te dané faktoriály ]

(u) an = n(n+3)!+(n+2)!
(n+4)! ; [ 1 ; upravte faktoriály ]

(v) an = n!
(n+1)!−n! ; [ 0 ]

(w) an = 2−n
n+1 + n·2−n

n+2 ; [−1 ]

(x) an =
(

1
n2 + 1

n

)
sinn2 ; [ 0 ; využijte omezenosti funkce sinx ]

(y) an = nα·sin n!
n+1 , α < 1 ; [ 0 ; využijte omezenosti funkce sinx]

(z) an = 3n
5+3n+1 ; [ 0 ; vydělte čitatele i jmenovatele 3n a užijte př́ıkladu 7f) ]

11. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

a) an = (n + 1)k − nk , 0 < k < 1 ; b) an =
an

1 + a2n
, a ∈ R ;

c) an =
n
√

8− 1
n
√

16− 1
; d) an =

n
√

ak − 1
n
√

ar − 1
, a > 0 , a 6= 1 , k, r ∈ N ;

e) a1 =
√

2 , a2 =
√

2−
√

2 , a3 =

√
2−

√
2 +

√
2 , a4 =

√
2−

√
2 +

√
2 +

√
2 , . . . ;

f) an =
n∑

k=0

1
(n + k)2

; g) an =
n∑

k=0

1√
n + k

; h) an =
n∑

k=1

1√
n2 + k

;

i) an =
1

1 · 2
− 1

1 · 3
+

1
2 · 3

− 1
3 · 5

+ · · ·+ 1
n(n + 1)

− 1
(2n− 1)(2n + 1)

;

j) an =
n∑

k=1

2k − 1
2k

; k) an = n
√

bn
1 + bn

2 + · · ·+ bn
k , bj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , k .

Řešeńı:

(a) Plat́ı

0 < (n + 1)k − nk = nk

{(
1 +

1
n

)k

− 1

}
< nk

{(
1 +

1
n

)
− 1
}

= nk−1 −→
n→∞

0

poněvadž je 0 < k < 1 .

(b) i. Bud’ a > 1 . Potom vyděleńım čitatele i jmenovatele výrazem a2n dostaneme

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
an

1
a2n + 1

= 0

podle př́ıklad̊u 7c) a 6.
ii. Pro a = 1 je zřejmě lim

n→∞
an = 1

2 .
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iii. Je-li |a| < 1 , pak lim
n→∞

an = 0 podle př́ıkladu 7b), tedy lim
n→∞

an = 0 .

iv. Pro a = −1 je a2n = 1
2 , a2n−1 = − 1

2 , tedy hledaná limita neexistuje.
v. Je-li a < −1 , pak

lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

|a|n = +∞

a podle bodu i. je lim
n→∞

an = 0 .

(c) Plat́ı

lim
n→∞

n
√

8− 1
n
√

16− 1
= lim

n→∞

(
n
√

2− 1
) (

n
√

4 + n
√

2 + 1
)(

n
√

2− 1
) (

n
√

8 + n
√

4 + n
√

2 + 1
) =

3
4

podle př́ıkladu 7d).
(d) Použijeme-li vzorce pro rozklad αk − βk , dostaneme

lim
n→∞

n
√

ak − 1
n
√

ar − 1
= lim

n→∞

( n
√

a− 1)
(

n
√

ak−1 + n
√

ak−2 + · · ·+ n
√

a + 1
)

( n
√

a− 1)
(

n
√

ar−1 + n
√

ar−2 + · · ·+ n
√

a + 1
) =

k

r

opět podle př́ıkladu 7d).
(e) Je

√
2 = 2 cos π

4 = 2 sin π
4 , tedy

a1 = 2 sin
π

4
, a2 =

√
2− 2 cos

π

4
= 2

√
1− cos π

4

2
= 2 sin

π

8
,

a3 =

√
2−

√
2 + 2 cos

π

4
=

√
2− 2

√
1 + cos π

4

2
=
√

2− 2 cos
π

23
= 2 sin

π

24
.

Odtud dostaneme indukćı, že an = 2 sin π
2n+1 a ze spojitosti funkce sin plyne, že

lim
n→∞

an = 0 .

(f) Zřejmě plat́ı an ≥ 0 ∀n ∈ N . Na druhé straně je

1
(n + k)2

≤ 1
n2

pro k = 0, 1, 2, . . . , n .

Sečteńım těchto nerovnost́ı přes všechna k dostaneme

an ≤
n + 1
n2

−→
n→∞

0 a tedy lim
n→∞

an = 0 .

(g) Pro k = 0, 1, 2, . . . , n plat́ı

1√
n + k

≥ 1√
n + n

=
1√
2n

.

Sečteńım podle k dostaneme

an ≥
n + 1√

2n
−→

n→∞
∞ , tedy lim

n→∞
an = +∞ .

(h) Pro k = 0, 1, 2, . . . , n plat́ı

1√
n2 + n

≤ 1√
n2 + k

≤ 1√
n2 + 1

.

Sečteńım podle k dostaneme
n√

n2 + n
≤ an ≤

n√
n2 + 1

.

Poněvadž je

lim
n→∞

n√
n2 + n

= lim
n→∞

n√
n2 + 1

= 1 , plat́ı, že lim
n→∞

an = 1 .
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(i) Rozlož́ıme-li 1
n(n+1) a 1

(2n−1)(2n+1) na parciálńı zlomky, dostaneme

an = 1−1
2
−1

2

(
1− 1

3

)
+

1
2
−1

3
−1

2

(
1
3
− 1

5

)
+· · ·+ 1

n− 1
− 1

n
−1

2

(
1

2n− 3
− 1

2n− 1

)
+

+
1
n
− 1

n + 1
− 1

2

(
1

2n− 1
− 1

2n + 1

)
= 1− 1

n
− 1

2
+

1
2(2n + 1)

o odtud lim
n→∞

an = 1
2 .

(j) Obecný člen an si přeṕı̌seme do tvaru

2
n∑

k=1

k

2k
−

n∑
k=1

1
2k

=
1− 1

2n

1
4

−
n 1

2n

1
2

− 1
2
·
1− 1

2n

1
2

podle př́ıkladu 2.1.7b). Odtud plyne, že lim
n→∞

an = 3 .

(k) Označme B = max{b1, b2, . . . , bk} . Potom plat́ı B ≤ an ≤ B n
√

k a poněvadž je
lim

n→∞
n
√

k = 1 , dostaneme
lim

n→∞
an = B .

Poznámka: Předchoźı cvičeńı k) lze zobecnit následuj́ıćım zp̊usobem. Bud’
{

b
(j)
r

}∞
r=1

pro j = 1, 2, . . . , k k posloupnost́ı nezáporných č́ısel a necht’ existuje

lim
r→∞

b(j)
r = b(j) ∈ R pro j = 1, 2, . . . , k .

Označme

B = max
{

b(1) , b(2) , . . . , b(k)
}

, an = n

√[
b
(1)
n

]n
+
[
b
(2)
n

]n
+ · · ·+

[
b
(k)
n

]n
.

Potom je lim
n→∞

an = B .

Důkaz: Bud’ B = max
{
b(1) , b(2) , . . . , b(k)

}
= b(j) a ε > 0 libovolné. Pak existuje

index n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 je

B − ε

2
≤ an ≤

(
B +

ε

2

)
n
√

k < B + ε .

Odtud plyne např.

lim
n→∞

n
√

3n n2 + 2 = 3 , lim
n→∞

n

√
n2 + 4n

n + 5n
=

4
5

(viz př́ıklad 14).

12. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

(a) an = (4−n − 2) (5−n − 3) ; [ 6 ]

(b) an = 3n−1
3n+1 ; [ 1 ; vydělte čitatele i jmenovatele 3n ]

(c) an = 3n+1+4n+1

3n+4n ; [ 4 ; vydělte čitatele i jmenovatele 4n ]

(d) an = 2n+2+3n+2

2n+3n ; [ 9 ; vydělte čitatele i jmenovatele 3n ]

(e) an = 5·2n−3·5n+1

100·2n+2·5n ;
[
− 15

2 ; vydělte čitatele i jmenovatele 5n
]
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(f) an = (−1)n6n−5n+1

5n−(−1)n+16n+1 ;
[

1
6 ; vydělte čitatele i jmenovatele 6n

]
(g) an =

n∑
k=1

1
3k

n∑
k=1

1
2k

;
[

1
2 ; sečtěte výrazy v čitateli i ve jmenovateli

]
(h) an = 1+2+···+n

n+2 − n
2 ;

[
− 1

2 ; sečtěte 1 + 2 + · · ·+ n
]

(i) an =
n∑

k=1

1
k(k+1) ;

[
1 ; rozložte 1

k(k+1) na parciálńı zlomky
]

(j) an =
n∑

k=1

1
(2k−1)(2k+1) ;

[
1
2 ; rozložte 1

(2k−1)(2k+1)

]
(k) an = (n

k)
nk , k ∈ N ;

[
1
k! užijte definice kombinačńıho č́ısla

]
(l) an = 1

n2

n∑
k=1

k ;
[

1
2 ; sečtěte

n∑
k=1

k

]
(m) an = 1

n3

n∑
k=1

k2 ;
[

1
3 ; sečtěte

n∑
k=1

k2 ; užijte př́ıkladu 2.1.7a)
]

(n) an = 1
n3

n∑
k=1

(2k − 1)2 ;
[

4
3 ; užijte př́ıklad 1.1.19f)

]
(o) an = 1

n4−1

n∑
k=1

k3 , n > 1 ;
[

1
4 ; užijte př́ıklad 2.1.7a)

]
(p) an =

n∑
j=1

(2j−1)

n∑
k=1

k
; [ 2 ; sečtěte výrazy v čitateli i ve jmenovateli ]

(q) an = 1+a+···+an

1+b+···+bn , |a| < 1 , |b| < 1 ;
[

1−b
1−a ; užijte vlastnosti geometrické posloupnosti

]
(r) an =

√
2 · 4
√

2 · . . . · 2n√
2 ; [ 2 ; vynásobte př́ıslušné mocniny a stejném základu ]

(s) an =
n√2−1
n√4−1

;
[

1
2

]
(t) an =

n√8−1
n√2−1

; [ 3 ]

(u) an = 3n−1√
6n2+2n−5

;
[√

3
2 ; vydělte čitatele i jmenovatele n

]
(v) an = 6n−5

3√8n3+4n−7
; [ 3 ; vydělte čitatele i jmenovatele n ]

(w) an = 2n+3
4√81n4+n3 ;

[
2
3 ; vydělte čitatele i jmenovatele n

]
(x) an =

3√n2+n
n−2 ; [ 0 ; vydělte čitatele i jmenovatele n ]

(y) an =
3√n3+2n−1

n+2 ; [ 1 ; vydělte čitatele i jmenovatele n ]

(z) an = 6
√

n
n+3 ; [ 1 ; najděte limitu exponentu ]

13. Najděte př́ıklad posloupnosti {an}∞n=1 tak, že

(a) {an}∞n=1 konverguje, ale { an

an+1
}∞n=1 diverguje.

(b) {an}∞n=1 konverguje, ale posloupnost {an+1
an

}∞n=1 nemá limitu.

(c) {an}∞n=1 konverguje, ale |n(an+1 − an)| −→
n→∞

+∞ .

(d) an −→
n→∞

+∞ a lim
n→∞

(an+1 − an) = A ∈ R , A ≥ 0 .

(e) an −→
n→∞

+∞ a lim
n→∞

(an+1 − an) = +∞ .

(f) an −→
n→∞

+∞ a lim
n→∞

(an+1 − an) neexistuje.
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(g) an −→
n→∞

+∞ a lim
n→∞

an+1
an

= B ∈ R , B ≥ 1 .

(h) an −→
n→∞

+∞ a lim
n→∞

an+1
an

neexistuje.

(i) an −→
n→∞

+∞ a lim
n→∞

an+1
an

= +∞ .

Řešeńı:

(a) Pro an = 1
n! je an

an+1
= n + 1 −→

n→∞
+∞ .

(b) Polož́ıme-li an = (−1)
n(n−1)

2 · 1
n , je lim

n→∞
an = 0 , ale

an+1

an
= (−1)

(n+1)n
2 −n(n−1)

2 · n

n + 1
= (−1)n n

n + 1

a lim
n→∞

an+1
an

neexistuje.

(c) Je-li an = (−1)n

√
n

, je zřejmě lim
n→∞

an = 0 , ale

|n(an+1 − an)| =
∣∣∣∣n(−1)n+1

(
1√

n + 1
+

1√
n

)∣∣∣∣ = n

(
1√

n + 1
+

1√
n

)
−→

n→∞
+∞ .

(d) Stač́ı položit an = An pro A > 0 . Potom je an+1 − an = A . Pro A = 0 zvoĺıme
an =

√
n . Potom je

lim
n→∞

an = +∞ , lim
n→∞

(an+1 − an) = lim
n→∞

(√
n + 1−

√
n
)

= lim
n→∞

1√
n + 1 +

√
n

= 0 .

Poznámka: Jestliže je lim
n→∞

(an+1 − an) = A < 0 , pak je {an}∞n=1 klesaj́ıćı (poč́ınaje

jistým indexem) a tedy nemůže být lim
n→∞

an = +∞ . Totéž plat́ı pro B < 1 v bodě g)
tohoto př́ıkladu.

(e) Je-li an = n2 , pak an+1 − an = 2n + 1 −→
n→∞

+∞ .

(f) Pro an = n + (−1)n je an+1 − an = 1 + 2(−1)n+1 a lim
n→∞

(an+1 − an) neexistuje.

(g) Je-li B > 1 , stač́ı položit an = Bn , protože an+1
an

= Bn+1

Bn = B . Je-li B = 1 , je možné
volit na př́ıklad an = n .

(h) Je-li an = n (2 + (−1)n) , pak

an+1

an
=

n + 1
n

· 2 + (−1)n+1

2 + (−1)n
.

Plat́ı lim
n→∞

n+1
n = 1 a označ́ıme-li

bn =
2 + (−1)n+1

2 + (−1)n
, je b2n =

1
3

, b2n+1 = 3 ,

tedy lim
n→∞

an+1
an

neexistuje.

(i) Stač́ı položit an = n! . Potom je an+1
an

= n + 1 −→
n→∞

+∞ .
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14. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

a) an = n
3
2
(√

n + 1 +
√

n− 1− 2
√

n
)

; b) an =
n3

3

(
3

√
1 +

3
n3

− 1

)
;

c) an =
3
√

n− 3
√

n + 1
4
√

n + 1− 4
√

n
; d) an =

3 n
√

16− 4 n
√

8 + 1(
n
√

2− 1
)2 ; e) an =

n
√

n4 + 2 n
√

n2 − 3
n
√

n2 − 3 n
√

n + 2
;

f) an =
3

1− n
√

8
− 5

1− n
√

32
; g) an = n

p

nk , p, k ∈ N ;

h) an = n

√
2n3 + 1
3n2 − 2

; i) an = n2

√
n− 1
n + 1

+ n
√

3n · n3 + 2 ;

j) an = n

√
1
n
− 1

2n
; k) an = n

√
n2 + 4n

n + 5n
.

Řešeńı:

(a) Doplněńım výrazu v závorce na rozd́ıl čtverc̊u (a =
√

n + 1 +
√

n− 1 , b = 2
√

n )
dostaneme

lim
n→∞

n
3
2
(√

n + 1 +
√

n− 1− 2
√

n
)

= lim
n→∞

n
3
2
(
n + 1 + n− 1 + 2

√
n2 − 1− 4n

)
√

n + 1 +
√

n− 1 + 2
√

n
=

= lim
n→∞

2
(√

n2 − 1− n
)
n

3
2

√
n + 1 +

√
n− 1 + 2

√
n

= lim
n→∞

2n
3
2 (−1)(√

n + 1 +
√

n− 1 + 2
√

n
) (√

n2 − 1 + n
) =

= lim
n→∞

−2(√
1 + 1

n +
√

1− 1
n + 2

)(√
1− 1

n2 + 1
) = −2

8
= −1

4
,

jestliže čitatele i jmenovatele vyděĺıme n
3
2 .

(b)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n3

3

(
3

√
1 +

3
n3

− 1

)
= lim

n→∞

n2

3

(
3
√

n3 + 3− n
)

=

= lim
n→∞

3n2

3
(

3
√

(n3 + 3)2 + n 3
√

n3 + 3 + n2
) = lim

n→∞

1
3
√(

1 + 3
n3

)2 + 3

√
1 + 3

n3 + 1
=

1
3

,

jestliže výraz v závorce doplńıme na rozd́ıl třet́ıch mocnin a3 − b3 a pak čitatele
i jmenovatele vyděĺıme n2 .

(c) Doplněńım čitatele na rozd́ıl a3 − b3 a jmenovatele na a4 − b4 dostaneme

lim
n→∞

3
√

n− 3
√

n + 1
4
√

n + 1− 4
√

n
= lim

n→∞

−
(

4
√

(n + 1)3 + 4
√

n(n + 1)2 + 4
√

n2(n + 1) + n3
)

3
√

n2 + 3
√

n(n + 1) + 3
√

(n + 1)2
=

= lim
n→∞

−
(

12

√
(n+1)9

n8 + 12

√
(n+1)6

n5 + 12

√
(n+1)3

n2 + 12
√

n

)
1 + 3

√
1 + 1

n + 3
√(

1 + 1
n

)2 = −∞ ,

jestliže čitatele i jmenovatele vyděĺıme n
2
3 (nejvyšš́ı mocnina ve jmenovateli) a uváž́ıme,

že jmenovatel má limitu 1 a čitatel limitu −∞ .
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Poznámka: Předchoźı př́ıklad lze zobecnit následuj́ıćım zp̊usobem. Bud’ k ∈ N .
Potom

lim
n→∞

(n + 1)
1
k − n

1
k

n
1
k−1

= lim
n→∞

n1− 1
k

(n + 1)
k−1

k + (n + 1)
k−2

k n
1
k + · · ·+ n

k−1
k

=

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

) k−1
k +

(
1 + 1

n

) k−2
k + · · ·+ 1

=
1
k

.

Až budete umět derivovat, rozmyslete si, že

lim
n→∞

(n + 1)α − nα

nα−1
= f ′(1) , kde f(x) = xα

tj. f ′(1) = α pro každé α ∈ R . Tedy

lim
n→∞

3
√

n− 3
√

n + 1
4
√

n + 1− 4
√

n
= lim

n→∞

3
√

n− 3
√

n + 1
n−

2
3

· n−
3
4

4
√

n + 1− 4
√

n
·
(
−n

1
12

)
= −∞ .

(d) Jestliže označ́ıme n
√

2 = t , můžeme psát

an =
3t4 − 4t3 + 1

(t− 1)2
=

(t− 1)2(3t2 + 2t + 1)
(t− 1)2

a tedy
lim

n→∞
an = lim

n→∞

(
3 n
√

4 + 2 n
√

2 + 1
)

= 6 .

(e) Zavedemne-li označeńı n
√

n = t , je možno an přepsat do tvaru

an =
t4 + 2t2 − 3
t2 − 3t + 2

=
(t2 − 1)(t2 + 3)
(t− 1)(t− 2)

=
( n
√

n + 1)
(

n
√

n2 + 3
)

n
√

n− 2

a odtud lim
n→∞

an = −8 .

(f) Plat́ı

an =
3

1− n
√

8
− 5

1− n
√

32
=

3(1− n
√

32)− 5(1− n
√

8)
(1− n

√
8)(1− n

√
32)

=

=
−3 n

√
32 + 5 n

√
8− 2(

1− n
√

2
)2 (

1 + n
√

2 + n
√

4
) (

1 + n
√

2 + n
√

4 + n
√

8 + n
√

16
) =

=

(
1− n

√
2
)2 (−3 n

√
8− 6 n

√
4− 4 n

√
2− 2

)(
1− n

√
2
)2 (

1 + n
√

2 + n
√

4
) (

1 + n
√

2 + n
√

4 + n
√

8 + n
√

16
) .

Po zkráceńı dostaneme lim
n→∞

an = −1 .

(g) Pro k ∈ N plat́ı n ≤ nk , tedy 1
n ≥

1
nk a odtud n

1
n ≥ n

1
nk ≥ 1 . Jestliže umocńıme tuto

nerovnost na p ∈ N , dostaneme

n
p
n ≥ n

p

nk ≥ 1 .

Je však
lim

n→∞
n

p
n =

(
lim

n→∞
n

1
n

)p

= 1 a tedy lim
n→∞

n
p
n = 1 .

Důkaz projde i pro p ∈ R , k ∈ N . Vztah lim
n→∞

n
p
n = 1 plat́ı tud́ıž pro každé p ∈ R

a k > 0 .
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(h) Poněvadž je

lim
n→∞

2n3 + 1
3n2 − 2

= +∞ ,

existuje index n1 tak, že ∀n ≥ n1 plat́ı

2n3 + 1
3n2 − 2

≥ 1 .

Na druhé straně je
2n3 + 1
3n2 − 2

=
2
3
n +

4
3n + 1
3n2 − 2

a vzhledem k tomu, že lim
n→∞

4
3 n+1

3n2−2 = 0 , existuje index n2 tak, že ∀n ≥ n2 je

2n3 + 1
3n2 − 2

≤ n .

Odtud pro n ≥ n0 = max{n1, n2} plat́ı

1 ≤ n

√
2n3 + 1
3n2 − 2

≤ n
√

n −→
n→∞

1 a tedy lim
n→∞

an = 1 .

(i) Pro n ≥ 3 plat́ı

1 ≤ n + 1
n− 1

≤ n

a poněvadž lim
n→∞

n
1

n2 = 1 podle př́ıkladu g), je i lim
n→∞

(
n+1
n−1

) 1
n2

= 1 , tedy

lim
n→∞

n2

√
n− 1
n + 1

= 1 .

Pro druhý člen využijeme odhadu

2 · 3n · n3 ≥ 3n · n3 + 2 ≥ 3n · n3 ∀n ∈ N .

Protože je

lim
n→∞

n
√

2 · 3n · n3 = 3 lim
n→∞

n
√

2 n
√

n3 = 3 a lim
n→∞

n
√

3n · n3 = 3 lim
n→∞

n
√

n3 = 3 ,

je i
lim

n→∞
n
√

3n · n3 + 2 = 3 .

Shrnut́ım obou výsledk̊u dostaneme, že lim
n→∞

an = 4 . Srovnejte postup s poznámkou za

př́ıkladem 11k). Jestliže této poznámky využijeme, můžeme si výpočet poněkud zkrátit.

(j) Pro n ≥ 1 plat́ı 2n−1 ≥ n , tedy 1
2n ≤ 1

2n a odtud

1
2n

≤ 1
n
− 1

2n
≤ 1

n
.

Poněvadž lim
n→∞

n

√
1
2n = lim

n→∞
n

√
1
n = 1 , je i lim

n→∞
an = 1 .

(k) Je zřejmé, že plat́ı (
4
5

)n

=
4n

5n
≤ n2 + 4n

n + 5n
.
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Na druhé straně vzhledem k nerovnosti n2 ≤ 4n , platné pro n ∈ N , můžeme psát

n2 + 4n

n + 5n
≤ n2 + 4n

5n
≤ 2

(
4
5

)n

.

Poněvadž

lim
n→∞

n

√(
4
5

)n

= lim
n→∞

n

√
2
(

4
5

)n

=
4
5

,

je i lim
n→∞

an = 4
5 . Srovnejte s poznámkou za př́ıkladem 11k).

15. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

(a) an =
4√n3+n−

√
n

n+2+
√

n+1
; [ 0 ]

(b) an =
√

n2−3n+1+ 3√2n2+1
n+2 sin n ; [ 1 ; vydělte čitatele i jmenovatele n ]

(c) an = an

1+an , a 6= −1 ;
[
0 pro |a| < 1 ; 1

2 pro a = 1 ; 1 pro |a| > 1
]

(d) an = bn−b−n

bn+b−n , b 6= 0 ; [−1 pro |b| < 1 ; 0 pro |b| = 1 ; 1 pro |b| > 1 ]

(e) an =
√

n2 + 1−
√

n2 − 1 ; [ 0 ; doplňte na rozd́ıl čtverc̊u ]

(f) an =
√

n + 1−
√

n ; [ 0 ]

(g) an = 3n−
√

9n2 − 10n + 1 ;
[

5
3

]
(h) an = log4

(√
n2 + 1 + n

)2 − log4
3
√

n6 + 1 ; [ 1 ; využijte vlastnost́ı logaritmů ]

(i) an =
√

n2 + 5n + 2−
√

n2 + 3n− 7 ; [ 1 ]

(j) an =
√

n(
√

n + 1−
√

n) ;
[

1
2

]
(k) an =

√
(9n + 1)(n + 2)−

√
n(n− 1) ; [ 2 ]

(l) an =
√

3n(
√

n + 2−
√

n− 4) ;
[
3
√

3
]

(m) an = n− 3
√

n3 − n2 ;
[

1
3 ; využijte vzorce pro a3 − b3

]
(n) an = 3

√
n + 1− 3

√
n ; [ 0 ]

(o) an = 3
√

n3 + n2 + 5− n ;
[

1
3

]
(p) an =

√
(n + a1)(n + a2)− n ;

[
a1+a2

2

]
(q) an = 3

√
(n + a1)(n + a2)(n + a3)− n ;

[
a1+a2+a3

3

]
(r) an = 1

n(
√

n2−1−n) ; [−2 ]

(s) an =
√

n2+1−n√
n+1−

√
n

; [ 0 ]

(t) an = 2n−
√

4n2−1√
n2+3−n

;
[

1
6

]
(u) an =

√
n2+1−

√
n2−1√

n2+n−n−1
; [ 0 ]

(v) an =
√

n2+1−n√
n3+1−n

√
n

; [ +∞ ]

16. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

(a) an = n
√

3n − 2n ;
[
3 ; vytkněte 3 a užijte odhadu 1

3 ≤ 1−
(

2
3

)n ≤ 1
]

(b) an = n
√

an + bn , a, b > 0 ; [max{a, b} ; užijte př́ıklad 11k) ]

(c) an = n
√

n2 ; [ 1 ]

(d) an = 3n
√

n ; [ 1 ]
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(e) an = n
√

n + a ; [ 1 ]

(f) an = 2n
√

n2 − 1 ;
[
1 ; užijte odhadu n ≤ n2 − 1 ≤ n2 , n ≥ 2

]
(g) an = n

√
n3 + 3n ;

[
1 ; využijte odhadu n3 ≤ n3 + 3n ≤ 3n3

]
(h) an = n

√
n3 − 3n + 1 ;

[
1 ; použijte odhadu n3

2 ≤ n3 − 3n + 1 ≤ n3 , n ≥ n0

]
(i) an = n

√
2n · n2 + 2n− 1 ;

[
2 ; užijte odhadu 2n · n2 ≤ 2n · n2 + 2n− 1 ≤ 2n+1 · n2

]
(j) an = n

√
5n+1
n+5 ;

[
1 ; užijte odhadu 1 ≤ 5n+1

n+5 ≤ 5
]

(k) an = 3n

√
n4−2n+3

n2+1 ;
[
1 ; užijte odhadu n2

2 ≤ n4−2n+3
n2+1 ≤ n2 , n ≥ n0

]
17. Necht’ an > 0 ∀n ∈ N a lim

n→∞
an+1
an

< 1 . Potom je lim
n→∞

an = 0 .

Důkaz: Označme lim
n→∞

an+1
an

= p a bud’ q takové, že p < q < 1 . Potom existuje index n0

tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı an+1
an

≤ q . Tedy

an0+1 ≤ an0 · q , an0+2 ≤ an0+1 · q ≤ an0 · q2

a odtud indukćı dostaneme, že

an0+k ≤ an0 · qk −→
k→∞

0 , neboli lim
n→∞

an = 0 .

Poznámky: i. V předchoźım cvičeńı jsme vlastně dokázali následuj́ıćı tvrzeńı:

Necht’ an > 0 ∀n ∈ N a předpokládejme, že existuje č́ıslo q ∈ (0, 1) tak, že an+1
an

≤ q

∀n ≥ n0 . Potom lim
n→∞

an = 0 . (Nelimitńı verze cvičeńı 17).

ii. Analogicky můžeme dokázat: Necht’ an > 0 ∀n ∈ N a lim
n→∞

an+1
an

> 1 . Potom je
lim

n→∞
an = +∞ . V nelimitńı podobě má toto tvrzeńı tvar:

Necht’ existuj́ı n0 ∈ N a q > 1 tak, že an+1
an

≥ q plat́ı ∀n ≥ n0 . Potom je lim
n→∞

an = +∞ .

iii. Cvičeńı 17 neńı účinný nástroj k výpočtu limit posloupnost́ı. Vypočteme pouze ty, které
jsou rovny 0 nebo +∞ a to jem pro posloupnosti, které rostou (nebo klesaj́ı) exponenciálně.

18. Ukažte, že plat́ı

a) lim
n→∞

an

n!
= 0 , a ∈ R ; b) lim

n→∞

n!
nn

= 0 .

Řešeńı:

(a) Pro a = 0 je tvrzeńı zřejmé. Je-li a 6= 0 , potom je

|an| =
|a|n

n!
> 0 ,

|an+1|
|an|

=
|a|

n + 1
−→

n→∞
0 .

Tedy podle př́ıkladu 17 dostaneme

lim
n→∞

|an| = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

an = 0 .

63



(b) Bud’ bn = n!
nn . Potom je

bn+1

bn
=

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

=
(

n

n + 1

)n

=
1(

1 + 1
n

)n ≤ 1
2

,

nebot’ podle Bernoulliho nerovnosti je(
1 +

1
n

)n

≥ 1 + n · 1
n

= 2 ∀n ∈ N .

Odtud podle nelimitńı verze př́ıkladu 17 plyne, že

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

n!
nn

= 0 .

Existence limity lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n bude dokázána v následuj́ıćım paragrafu.

19. Jsou-li k ∈ N , a > 1 a p ∈ R daná č́ısla, pak existuje index n0 tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı

p ≤ loga n ≤ nk ≤ an ≤ n! ≤ nn .

Důkaz: Podle př́ıklad̊u 2e) a 6 je

lim
n→∞

p

loga n
= 0 ,

podle př́ıkladu 7g) plat́ı

lim
n→∞

loga n

nk
= 0 ,

podle 7f) je

lim
n→∞

nk

an
= 0

a předchoźı př́ıklad ukazuje, že

lim
n→∞

an

n!
= lim

n→∞

n!
nn

= 0 .

Odtud plynou př́ıslušné nerovnosti.

Poznámka: Limity z d̊ukazu cvičeńı 19 ukazuj́ı, že každá z posloupnost́ı

{p}∞n=1 , {loga n}∞n=1 ,
{
nk
}∞

n=1
, {an}∞n=1 , {n!}∞n=1 , {nn}∞n=1

roste do nekonečna řádově rychleji, než posloupnost předchoźı. Také u funkćı srovnáváme
rychlost jejich r̊ustu pomoćı limity pod́ılu.

20. Necht’ lim
n→∞

an = a ∈ R . Potom je

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an

n
= a .

Důkaz: i. Necht’ a = 0 . Potom

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 plat́ı |an| <
ε

2
.
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Dále plat́ı, že |an| < K pro ∀n ∈ N (konvergentńı posloupnost je omezená) a volme n tak
veliké, že∣∣∣∣a1 + a2 + · · ·+ an0−1

n

∣∣∣∣ ≤ 1
n

(|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an0−1|) ≤
(n0 − 1)K

n
<

ε

2
.

Shrnut́ım dostaneme ∣∣∣∣a1 + a2 + · · ·+ an0−1 + an0 + · · ·+ an

n

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣a1 + a2 + · · ·+ an0−1

n

∣∣∣∣+ 1
n

(|an0 |+ · · ·+ |an|) <
ε

2
+

n− n0 + 1
n

· ε

2
< ε .

Plat́ı tedy

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an

n
= 0 .

ii. Pro a ∈ R libovolné pǐsme αn = an − a . Potom

αn −→
n→∞

0 a
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= a +

α1 + α2 + · · ·+ αn

n
.

Podle prvé části d̊ukazu plat́ı, že

lim
n→∞

α1 + α2 + · · ·+ αn

n
= 0 , tedy lim

n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an

n
= a .

Poznámka: Tvrzeńı plat́ı i pro a = ±∞ , jak bude ukázáno v následuj́ıćım paragrafu
(cvičeńı 2.3.20)

21. Ukažte, že lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

1
k = 0 .

Návod: Užijte cvičeńı 20.

22. Necht’ an > 0 ∀n ∈ N a lim
n→∞

an = a > 0 . Potom

lim
n→∞

n
√

a1 · a2 · . . . · an = a .

Důkaz: i. Předpokládejme nejdř́ıve, že a = 1 a označme bn = log an . Potom je bn −→
n→∞

0

a podle předchoźıho př́ıkladu je také

lim
n→∞

b1 + b2 + · · ·+ bn

n
= 0 .

Je však

1
n

(b1 + b2 + · · ·+ bn) =
1
n

(log a1 + log a2 + · · ·+ log an) = log n
√

a1 · a2 · . . . · an −→
n→∞

0

o odtud
n
√

a1 · a2 · . . . · an −→
n→∞

1 .

Užili jsme spojitost funkce log x v bodě x = 1 a 10x v bodě x = 0 .
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ii. Bud’ an −→
n→∞

a > 0 a označme cn = an

a . Potom je lim
n→∞

cn = 1 a podle prvé části d̊ukazu
plat́ı, že

1 = lim
n→∞

n
√

c1 · c2 · . . . · cn =
1
a

lim
n→∞

n
√

a1 · a2 · . . . · an ,

neboli
lim

n→∞
n
√

a1 · a2 · . . . · an = a .

Poznámka: Tvrzeńı plat́ı i pro a = 0 a a = +∞ . Důkaz cvičeńı 22 lze provést př́ımo bez
použit́ı cvičeńı 20. Pokuste se o d̊ukaz sami.

Naopak ze cvičeńı 22 plyne cvičeńı 20. Je-li lim
n→∞

an = a ∈ R , pak polož́ıme bn = ean > 0 .

Potom je

lim
n→∞

bn = ea > 0 a lim
n→∞

n
√

b1 · b2 · . . . · bn = lim
n→∞

e
1
n (a1+a2+···+an) = ea .

Odtud
lim

n→∞

1
n

(a1 + a2 + · · ·+ an) = a .

23. Bud’te an > 0 ∀n ∈ N a necht’ existuje

lim
n→∞

an+1

an
= a . Potom je lim

n→∞
n
√

an = a .

Důkaz: i. Předpokládejme nejdř́ıve, že a = 0 . Potom

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 je
an+1

an
<

ε

2
.

Odtud plyne, že
an0+1

an0

<
ε

2
, neboli an0+1 < an0 ·

ε

2
.

Dále
an0+2

an0+1
<

ε

2
, tedy an0+2 < an0 ·

(ε

2

)2

a pro p ∈ N dostaneme indukćı

an0+p < an0 ·
(ε

2

)p

t.j. n0+p
√

an0+p <
(ε

2

) p
p+n0 · a

1
n0+p
n0 −→

p→∞

ε

2
.

Odtud tedy plyne, že existuje index n1 tak, že

∀n ≥ n1 je n
√

an < ε , tedy lim
n→∞

n
√

an = 0 .

ii. Necht’ lim
n→∞

an+1
an

= a > 0 . Podle př́ıkladu 22 je také

lim
n→∞

n

√
a1 ·

a2

a1
· . . . · an

an−1
= lim

n→∞
n
√

an = a .

Poznámky: i. Tvrzeńı 23 plat́ı i pro př́ıpad, že a = +∞ . Stač́ı pouze modifikovat část i.

v d̊ukazu.
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ii. Cvičeńı 22 plyne z tvrzeńı 23. Skutečně, bud’ an > 0 ∀n ∈ N , lim
n→∞

an = a a položme
bn = a1 · a2 · . . . · an , n ∈ N . Pak

lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞
an+1 = a a podle 23 je lim

n→∞
n
√

bn = lim
n→∞

n
√

a1 · a2 · . . . · an = a .

Tvrzeńı 20, 22 a 23 jsou vzájemně ekvivalentńı.

iii. Obrácená implikace v př́ıkladech 20, 22 a 23 neplat́ı. V př́ıpadě př́ıkladu 20 stač́ı vźıt
an = (−1)n+1 . Potom

lim
n→∞

an neexistuje, ale lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ak = 0 .

Pro př́ıpad př́ıkladu 22 uvažme posloupnost

a1 = 1 , a2 = 1 , a3 =
1
2

, a4 = 2 , a5 =
1
3

, a6 = 3 , . . . , tedy a2n−1 =
1
n

, a2n = n (n ∈ N) .

Označme bn = n
√

a1 · a2 · . . . · an . Potom je

b2n = 1 , b2n−1 = 2n−1

√
1
n
−→

n→∞
1 , ale lim

n→∞
an neexistuje.

V př́ıkladu 23 uvažme posloupnost a2n = 1
n , a2n−1 = 1

2n−1 pro n ∈ N . Potom je

a2n+1

a2n
=

n

2n + 1
−→

n→∞

1
2

, ale
a2n+2

a2n+1
=

2n + 1
n + 1

−→
n→∞

2 ,

tedy lim
n→∞

an+1
an

neexistuje, zat́ımco lim
n→∞

n
√

an = 1 .

24. Pomoćı Bolzano-Cauchyovy podmı́nky rozhodněte o konvergenci posloupnosti {an}∞n=1 , je-li

a) an =
n∑

k=1

cos k

3k
; b) an =

n∑
k=1

1
k

; c) an =
n∑

k=1

1
k2

;

d) an =
n∑

k=1

αkqk , |q| < 1 , |αk| ≤ c ∀ k ∈ N ;

e) an =
n∑

k=1

1
k!

; f) an =
n∑

k=1

k

(k + 1)2
.

Řešeńı:

(a) Pro libovolná n, p ∈ N plat́ı

|an+p − an| =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

cos k

3k

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

| cos k|
3k

≤
n+p∑

k=n+1

1
3k

=

=
1

3n+1

n+p∑
k=n+1

1
3k−n−1

=
1

3n+1
·
1− 1

3p

1− 1
3

<
1

2 · 3n
−→

n→∞
0 .

Tedy k libovolnému ε > 0 existuje index n0 tak, že ∀n ≥ n0 je 1
2·3n < ε a posloupnost

{an}∞n=1 konverguje.
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(b) Plat́ı

|an+p − an| =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · ·+ 1
n + p

≥ p

n + p
,

jestliže každý zlomek nahrad́ıme nejmenš́ım, tj. p
n+p . Odtud na př́ıklad pro p = n

dostaneme |a2n − an| ≥ 1
2 pro ∀n ∈ N a daná posloupnost diverguje.

(c) Je

|an+p − an| =
1

(n + 1)2
+

1
(n + 2)2

+ · · ·+ 1
(n + p)2

.

Poněvadž plat́ı
1

(k + 1)2
≤ 1

k(k + 1)
=

1
k
− 1

k + 1
,

můžeme psát

|an+p − an| ≤
(

1
n
− 1

n + 1

)
+
(

1
n + 1

− 1
n + 2

)
+ · · ·+

(
1

n + p− 1
− 1

n + p

)
=

1
n
− 1

n + p
≤ 1

n
−→

n→∞
0

a daná posloupnost konverguje.
(d) Je

| an+p − an| =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

αkqk

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|αk||q|k ≤

≤ c|q|n+1

n+p∑
k=n+1

|q|k−n−1 = c|q|n+1 1− qp

1− |q|
≤ c|q|n+1

1− |q|
−→

n→∞
0

a posloupnost {an}∞n=1 konverguje.
(e) Plat́ı

| an+p − an| =
1

(n + 1)!
+

1
(n + 2)!

+ · · ·+ 1
(n + p)!

=

1
(n + 1)!

{
1 +

1
n + 2

+ · · ·+ 1
(n + 2)(n + 3) . . . (n + p)

}
≤

≤ 1
(n + 1)!

{
1 +

1
n + 2

+
1

(n + 2)2
+ · · ·+ 1

(n + 2)p−1

}
=

1
(n + 1)!

1− 1
(n+2)p

1− 1
n+2

≤

≤ 1
(n + 1)!

1
1− 1

n+2

=
1

(n + 1)!
n + 2
n + 1

−→
n→∞

0 .

a daná posloupnost konverguje.
(f) Je

| an+p − an| =
n + 1

(n + 2)2
+

n + 2
(n + 3)2

+ · · ·+ n + p

(n + p + 1)2
≥

≥ n + 1
(n + p + 1)2

+
n + 2

(n + p + 1)2
+ · · ·+ n + p

(n + p + 1)2
≥ p(n + 1)

(n + p + 1)2
.

Pro p = n dostaneme

| a2n − an| ≥
n(n + 1)
(2n + 1)2

−→
n→∞

1
4

.

Existuje tedy index n0 tak, že

∀n ≥ n0 je | a2n − an| ≥
1
5

> 0

a daná posloupnost diverguje.
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25. Pomoćı Bolzano-Cauchyovy podmı́nky rozhodněte o konvergenci posloupnosti {an}∞n=1 , je-li

(a) an =
n∑

k=1

sin kα
2k , α ∈ R ; [ konverguje ; užijte př́ıkladu 24a) ]

(b) an =
n∑

k=1

1
(2k)!! ; [ konverguje ; využijte př́ıkladu 24e) ]

(c) an =
n∑

k=1

(−1)k−1

k(k+1) . [ konverguje ; užijte př́ıkladu 24c) ]

2.3 Monotonńı posloupnosti.

1. Existuje lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n = e .

Důkaz: Označme an =
(
1 + 1

n

)n
. Ukážeme, že {an}∞n=1 je rostoućı a shora omezená.

i. {an}∞n=1 je rostoućı. Uvažme pod́ıl

an+1

an
=

(
1 + 1

n+1

)n+1

(
1 + 1

n

)n =

(
1 + 1

n+1

1 + 1
n

)n+1(
1 +

1
n

)
=

=
(

n2 + 2n

(n + 1)2

)n+1
n + 1

n
=
(

1− 1
(n + 1)2

)n+1
n + 1

n
.

Podle Bernoulliho nerovnosti je(
1− 1

(n + 1)2

)n+1
n + 1

n
>

(
1− 1

n + 1

)
n + 1

n
= 1

a tedy an+1 > an .

ii. {an}∞n=1 je shora omezená. To však bylo již ukázáno v př́ıkladu 2.1.14d).

Poznámka: Protože je daná posloupnost konvergetńı, je i pro každou vybranou posloup-

nost {kn}∞n=1 splněn vztah lim
n→∞

(
1 + 1

kn

)kn

= e . Nav́ıc každá taková posloupnost je také
rostoućı.

2. Ukažte, že posloupnost an =
(
1 + 1

n

)n+1 je klesaj́ıćı a lim
n→∞

an = e .

Návod: Vyšetřete pod́ıl an

an+1
a užijte postupu z př́ıkladu 1.

3. Dokažte, že e = lim
n→∞

n∑
k=0

1
k! .

Důkaz: Označme

xn =
n∑

j=0

1
j!

, an =
(

1 +
1
n

)n

.

Podle př́ıkladu 2.1.14d) je ∀n ≥ k ∈ N (k je pevné)

an = 2+
1
2!

(
1− 1

n

)
+

1
3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+· · ·+ 1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
+
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+ · · ·+ 1
n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
>

> 2 +
1
2!

(
1− 1

n

)
+

1
3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
.

Jestliže v této nerovnosti přejdeme k limitě pro n →∞ , dostaneme

e ≥
k∑

j=0

1
j!

= xk .

Na druhé straně pro libovolné n ∈ N plat́ı

an < xn ≤ e a odtud lim
n→∞

xn = e .

Nav́ıc je okamžitě vidět, že posloupnost {xn}∞n=1 je rostoućı.

Poznámka: Předchoźı limita je vhodný prostředek k přibližnému výpočtu č́ısla e . Jej́ı
přibližná hodnota je e

.= 2, 718 281 828 459 .

4. Pro každé k ∈ N plat́ı lim
n→∞

(
1 + k

n

)n
= e .

Důkaz: Z Bernoulliho nerovnosti plyne, že

1 +
k

n
<

(
1 +

1
n

)k

∀n ∈ N a odtud plyne
(

1 +
k

n

)n

<

(
1 +

1
n

)kn

< ek .

Daná posloupnost je tedy omezená. Označme dále an =
(
1 + k

n

)n
. Potom opět podle

Bernoulliho nerovnosti plat́ı

an+1

an
=

(
1 + k

n+1

)n+1

(
1 + k

n

)n =

(
1 + k

n+1

1 + k
n

)n+1(
1 +

k

n

)
=

=
[

n(n + 1 + k)
(n + 1)(n + k)

]n+1
n + k

n
=
[

(n + 1)(n + k)− k

(n + 1)(n + k)

]n+1
n + k

n
=

=
[

1− k

(n + 1)(n + k)

]n+1
n + k

n
>

(
1− k

k + n

)
n + k

n
= 1 .

Posloupnost {an}∞n=1 je tedy rostoućı a existuje lim
n→∞

an . Abychom zjistili jej́ı hodnotu, stač́ı
vypoč́ıtat lim

n→∞
akn pro jistou vhodně vybranou posloupnost. Položme n = pk pro p ∈ N .

Potom je

apk =
[(

1 +
1
p

)p]k

a poněvadž lim
p→∞

(
1 +

1
p

)p

= e , plat́ı lim
p→∞

apk = ek .

Je tedy
lim

n→∞
an = lim

p→∞
apk = ek .
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5. Ukažte, že lim
n→∞

n!
(2n+1)!! = 0 .

Řešeńı: Jestliže označ́ıme an = n!
(2n+1)!! , potom plat́ı

(n + 1)! (2n + 1)!!
n! (2n + 3)!!

=
n + 1
2n + 3

< 1 ∀n ∈ N

a posloupnost {an}∞n=1 je klesaj́ıćı. Poněvadž an ≥ 0 ∀n ∈ N , existuje lim
n→∞

an = a . Dále

plat́ı an+1 = n+1
2n+3 an a přechodem k limitě dostaneme a = 1

2a , tedy a = 0 .

Poznámka: Výsledek můžeme též okamžitě dostat z cvičeńı 2.2.17, poněvadž

lim
n→∞

an+1
an

= 1
2 < 1 . Naopak tvrzeńı 2.2.17 lze dokázat postupem z tohoto př́ıkladu (limitńım

přechodem pro n →∞ ve vztahu an+1 = an+1
an

an) .

6. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti konverguj́ı.

a)
{

(2n− 1)!!
(2n)!!

}∞
n=1

; b)
{

(2n)!!
(2n + 1)!!

}∞
n=1

; c)

{
n∑

k=1

1
kk

}∞
n=1

;

d)

{
n∑

k=1

1
n + k

}∞
n=1

; e)

{
n∑

k=1

k2

4k

}∞
n=1

; f)

{
n∏

k=1

(
1 +

1
2k

)}∞
n=1

.

Návod: Ukažte, že jsou dané posloupnosti monotonńı a omezené. V př́ıkladu e) užijte odhadu
k2 ≤ 2k pro ∀n ≥ 4 . V př́ıkladu f) užijte cvičeńı 2.1.10.

7. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

(a) an =
(

a
n

)n
, a ∈ R ; [ 0 ]

(b) an =
(

2n+3
n2

)n ; [ 0 ]

(c) an =
(

n+10
2n−1

)n

; [ 0 ]

(d) an =
(

n2

n2+1

)n−1
n+1

; [ 1 ]

(e) an =
(

n+1
n+2

) 1−
√

n
1−n

; [ 1 ]

(f) an =
(

3n2+n+1
2n2+n+1

) n3
1−n

; [ 0 ]

8. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

(a) an =
(
1 + 1

n

)2n [
e2
]

(b) an =
(

n
n+1

)2n [
e−2

]
(c) an =

(
1 + 1

2n

)2n [ e ]

(d) an =
(

2n+1
2n

)2n

[ e ]

(e) an =
(
1 + 1

n+k

)n

, k ∈ N [ e ]

(f) an =
(
1− 1

n

)n [
e−1

]
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(g) an =
(

n+1
n+2

)2n+3 [
e−2

]
9. Ukažte, že plat́ı následuj́ıćı nerovnosti.

(a)
(

n
e

)n
< n! < e

(
n
2

)n
, n ∈ N ;[

užijte indukce a skutečnosti, že posloupnost
(
1 + 1

n

)n roste k č́ıslu e a(
n

n+1

)n

≤ 1
2

]
(b) (n+1)n

n! < en < nn+1

n! pro n ≥ n0 . Najděte př́ıslušné n0 ;
[ užijte indukce pro n ≥ n1 = 1 v prvé nerovnosti a n ≥ n2 = 7 ve druhé nerovnosti ]

10. Vypočtěte lim
n→∞

xn , je-li

(a) xn = n
n√

n!
; [ e ]

(b) xn = 1
n

n
√

(n + 1)(n + 2) . . . (2n) ;
[

4
e

]
(c) xn =

p
√

n
n√

n!
, p > 1 . [ 0 ]

Návod: Užijte př́ıklad 2.2.23 na posloupnosti an = nn

n! a an = (n+1)(n+2)...(2n)
nn .

11. Vypočtěte lim
n→∞

an , je-li

(a) an = 4n·n!
(3n)n ; [ 0 ]

(b) an = 3n·n!
nn . [ +∞ ; užijte cvičeńı 2.2.17 ]

12. Bud’ c > 0 a definujme posloupnost {an}∞n=1 předpisy

a1 =
√

c , an+1 =
√

c + an ∀n ∈ N .

Ukažte, že posloupnost {an}∞n=1 má limitu a najděte ji.

Řešeńı: Posloupnost kladných č́ısel {an}∞n=1 je rostoućı právě tehdy, když

an+1 − an =
√

c + an − an ⇐⇒ a2
n − an − c < 0 ⇐⇒ an ∈

(
0,

1
2
(
1 +

√
1 + 4c

))
.

Indukćı ukážeme, že tento vztah plat́ı pro všechna n ∈ N . Pro n = 1 tvrzeńı zřejmě plat́ı.

Necht’ plat́ı pro n ∈ N . Potom

0 < an+1 =
√

c + an <

√
1
2
(
2c + 1 +

√
1 + 4c

)
=

1
2
(
1 +

√
1 + 4c

)
.

Označme a = lim
n→∞

an . Přejdeme-li ve vyjádřeńı an+1 =
√

c + an k limitě, plat́ı a =
√

c + a .

Tato rovnice má v R jediné řešeńı

a =
1
2
(
1 +

√
1 + 4c

)
.

Poznámka: Př́ıklad 12 lze zobecnit následuj́ıćım zp̊usobem. Bud’

c ≥ −1
4

, a1 ≥
1
2

, an+1 =
√

c + an .
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Pak je posloupnost {an}∞n=1 definována, konvergentńı a lim
n→∞

an = 1
2

(
1 +

√
1 + 4c

)
= a .

Pro a1 ∈
〈

1
2 , a
)

je {an}∞n=1 rostoućı, shora omezená; pro a1 = a je {an}∞n=1 konstantńı a pro
a1 ∈ (a,+∞) je klesaj́ıćı a zdola omezená.

Pro funkci f(x) =
√

c + x je x < f(x) < a pro x ∈
〈

1
2 , a
)
; f(a) = a ; a < f(x) < a pro

x ∈ (a,+∞) . Nakreslete si obrázek.

13. Najděte lim
n→∞

, kde a1 = k
√

α , an+1 = k
√

α an , k ∈ N , k ≥ 2 , α > 0 .

Řešeńı: Je
a2 = k

√
α a1 = k

√
α k
√

α = α
1
k + 1

k2

a odtud indukćı dostaneme, že
an = α

1
k + 1

k2 +···+ 1
kn .

Necht’ α > 1 . Ukážeme, že {an}∞n=1 je rostoućı a shora omezená. Plat́ı

an+1

an
=

α
1
k + 1

k2 +···+ 1
kn + 1

kn+1

α
1
k + 1

k2 +···+ 1
kn

= α
1

kn+1 > 1 .

tedy an+1 > an pro ∀n ∈ N . Dále

a1 < α , a2 = k
√

α a1 < α
2
k ≤ α a indukćı dostaneme, že an ≤ α ∀n ∈ N .

Pro α < 1 je
an+1

an
= α

1
kn+1 < 1 ,

tedy posloupnost {an}∞n=1 je klesaj́ıćı a zdola omezená. Je totiž an > 0 ∀n ∈ N . Poněvadž
existuje lim

n→∞
= a , je možno ve vztahu an+1 = k

√
α an přej́ıt k limitě a dostaneme a = k

√
α a .

Odtud a = k−1
√

α .

Poznámka: Př́ıklad 13 je možno vypoč́ıtat podstatně rychleji, jestliže využijeme spojitosti
funkce f(x) = xp v bodě x = α . Je totiž

lim
n→∞

an = α
lim

n→∞

n∑
i=1

1
ki

= α
1

k−1 .

14. Bud’te a > b > 0 a definujme posloupnosti

a1 =
a + b

2
, b1 =

√
ab , an+1 =

an + bn

2
, bn+1 =

√
an bn , ∀n ∈ N .

Potom existuj́ı
lim

n→∞
an a lim

n→∞
bn a plat́ı lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn .

Důkaz: Podle cvičeńı 1.1.18 plat́ı a > a1 > b1 > b a odtud indukćı dostaneme, že

a > an > an+1 > bn+1 > bn > b ∀n ∈ N .

Tedy posloupnosti {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou monotonńı a omezené. Existuj́ı tedy limity
lim

n→∞
an = α a lim

n→∞
bn = β . Na druhé straně je an+1 = an+bn

2 a přechodem k limitě
dostáváme

α =
α + β

2
, neboli α = β .
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Poznámka: Společnou hodnotu předchoźıch limit nazýváme aritmeticko-geometrickým
pr̊uměrem č́ısel a, b . K vyjádřeńı jej́ı hodnoty je však třeba eliptický integrál, což zat́ım
přesahuje naše možnosti.

15. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnosti konverguj́ı a najděte jejich limity.

(a) a1 = 4 , an+1 =
√

6 + an , n ∈ N ; [ 3 ]

(b) a1 = 1 , an+1 =
√

12 + an , n ∈ N ; [ 4 ]

(c) a1 = 1 , an+1 = 3
√

6 + an , n ∈ N ; [ 2 ]

(d) a1 =
√

2 , an+1 =
√

2 +
√

an , n ∈ N ;
[ přibližná hodnota lim

n→∞
an

.= 1, 83117 ; užijte cvičeńı 12 ]

16. Bud’ a1 = c > 0 , an+1 = 1 + 1
an

∀n ∈ N . Najděte lim
n→∞

an .

Řešeńı: Je zřejmé, že an > 0 ∀n ∈ N . Dále

a2 = 1 +
1
c

=
c + 1

c
, a3 = 1 +

c

c + 1
=

2c + 1
c + 1

, a4 =
3c + 2
2c + 1

, a5 =
5c + 3
3c + 2

, . . .

a předpokládejme, že a1 < a3 , tedy c2+c < 2c+1 . Odtud dostaneme nerovnici c2−c−1 < 0 ,

která je splněna pro c ∈
(
0, 1+

√
5

2

)
.

i. Necht’ c ∈
(
0, 1+

√
5

2

)
. Potom je a1 < a3 , tedy a2 = 1 + 1

a1
> 1 + 1

a3
= a4 . Indukćı nyńı

dostaneme, že

a1 < a3 < · · · < a2k−1 < a2k+1 < . . . , a2 > a4 > · · · > a2k−2 > a2k > · · · > 0 .

Odtud plyne, že existuje lim
k→∞

a2k = a . Protože je

a2k = 1 +
1

a2k−1
= 1 +

1
1 + 1

a2k−2

= 1 +
a2k−2

1 + a2k−2
,

dostaneme pro k →∞ rovnost a = 1 + a
a+1 , neboli a2 − a− 1 = 0 , a ≥ 0 , tj.

lim
k→∞

a2k =
1 +

√
5

2
.

Dále plat́ı

a2k+1 = 1 +
1

a2k
a tedy lim

k→∞
a2k+1 = 1 +

2
1 +

√
5

=
1 +

√
5

2
.

ii. Je-li c = 1+
√

5
2 , je a2 = 1 + 2

1+
√

5
= 1+

√
5

2 a tedy

an =
1 +

√
5

2
∀n ∈ N a také lim

n→∞
an =

1 +
√

5
2

.

iii. Pro c > 1+
√

5
2 plat́ı

a1 > a3 > · · · > a2k−1 > a2k+1 > · · · > 0 a a2 < a4 < · · · < a2k−2 < a2k < . . . .
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tedy

lim
k→∞

a2k+1 =
1 +

√
5

2
a analogickým postupem jako v bodu i. je též

lim
k→∞

a2k =
1 +

√
5

2
.

Poznámka: Pro c < −1 je a2 = 1 + 1
c > 0 a plat́ı opět, že lim

n→∞
an = 1+

√
5

2 .

Pro c ∈ 〈−1, 0〉 je situace poněkud komplikovaněǰśı. V posloupnosti {an}∞n=1 se může
na jistém mı́stě vyskytnout 0 a žádný následuj́ıćı člen tedy neńı definován. Označ́ıme-li

f(x) = 1 + 1
x , pak a1 se nesmı́ postupně rovnat

A1 = 0 , A2 = f−1(A1) , . . . , An+1 = f−1(An) , . . .

tj. posloupnost {An}∞n=1 je definována rekurentně vztahy

A1 = 0 , An+1 =
1

An − 1
, tj. A2 = −1 , A3 = −1

2
, A4 = −2

3
, A5 = −3

5
, A6 = −5

8
, . . . .

Obecně plat́ı An ∈ (−1, 0) pro n ≥ 3 . Dále je

An+2 =
1

1
An−1 − 1

=
An − 1
2−An

.

Je-li tedy An > 1−
√

5
2 , pak

An+2 >
1− 1−

√
5

2

2− 1−
√

5
2

=
−1−

√
5

3 +
√

5
= − (1 +

√
5)(3−

√
5)

4
= −−2 + 2

√
5

4
=

1−
√

5
2

.

Stejně tak plat́ı

An <
1−

√
5

2
=⇒ An+2 <

1−
√

5
2

.

Tedy

A2n−1 >
1−

√
5

2
, A2n <

1−
√

5
2

∀n ∈ N .

Dále
An+2 −An = A2

n−An−1
2−An

< 0 pro n liché ,

An+2 −An = A2
n−An−1
2−An

> 0 pro n sudé .

To tedy znamená, že {A2n−1}∞n=1 je klesaj́ıćı posloupnost a {A2n}∞n=1 je rostoućı, tedy jsou
obě konvergentńı. Jejich limity al a as jsou kořeny rovnice

x =
x− 1
2− x

, které lež́ı v intervalu 〈−1, 0〉 . Odtud lim
n→∞

An = al = as =
1−

√
5

2
.

Je-li c = 1−
√

5
2 , pak

a2 = 1 +
2

1−
√

5
= a1 , tedy lim

n→∞
an =

1−
√

5
2

.
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Bud’ a1 = c ∈ (A2n, A2n+2) , n ∈ N . Potom

a2 ∈ (f (A2n+2) , f(A2n)) = (A2n+1, A2n−1) , a3 ∈ (A2n−2, A2n) , . . . ,

a2n ∈ (A3, A1) =
(
−1

2
, 0
)

, a2n+1 < −1 , a2n+2 > 0 .

Analogicky, je-li

a1 ∈ (A2n+1, A2n−1) , pak a2n−1 ∈ (A3, A1) , a2n+1 > 0 .

Jestliže nyńı shrneme dosažené výsledky, dostaneme

i. Pro c ∈ {An ; n ∈ N} posloupnost {an}∞n=1 neńı definována (resp. je definována jen pro
konečně mnoho člen̊u).

ii. Je-li c = 1−
√

5
2 = A0 , pak lim

n→∞
an = 1−

√
5

2 .

iii. Pro c ∈ R− {An ; n ∈ N ∪ {0}} plat́ı lim
n→∞

an = 1+
√

5
2 .

17. Vyšetřete posloupnost {an}∞n=1 a najděte jej́ı limitu, je-li an+1 = α an − a2
n ∀n ∈ N ,

0 ≤ α ≤ 2 .

Řešeńı: i. Předpokládejme, že existuje lim
n→∞

an = a . potom muśı platit a = α a − a2 - a

jediné možnosti jsou bud’ lim
n→∞

an = 0 nebo lim
n→∞

an = α − 1 . V ostatńıch př́ıpadech bud’

lim
n→∞

an neexistuje nebo lim
n→∞

an = −∞ . Nemůže být lim
n→∞

an = +∞ , poněvadž pro a > α

je an+1 = α an − a2
n < 0 . To plat́ı pro každé α ∈ R .

ii. Bud’ α = 1 . Z př́ıslušného obrázku je patrné, že

viz obrázek

an ∈ (−∞, 0) =⇒ an+1 < an ; an = 0 =⇒ an+1 = 0 ; an ∈ (0, 1) =⇒ an+1 ∈ (0, an) ;

an = 1 =⇒ an+1 = 0 ; an ∈ (1,+∞) =⇒ an+1 ∈ (−∞, 0) .

Je-li tedy a1 ∈ {0; 1} , pak an = 0 ∀n ≥ 2 a lim
n→∞

an = 0 .

Je-li a1 ∈ (−∞, 0) ∪ (1,+∞) , pak je posloupnost {an}∞n=2 záporná a klesaj́ıćı a podle bo-

du i. je tedy lim
n→∞

an = −∞ .

Je-li a1 ∈ (0, 1) , pak je {an}∞n=1 klesaj́ıćı posloupnost č́ısel z intervalu (0, 1) a opět podle
bodu i. je lim

n→∞
an = 0 .

iii. Bud’ α ∈ (1, 2) . Z př́ıslušného obrázku je vidět, že

viz obrázek

an ∈ (−∞, 0) =⇒ an+1 ∈ (−∞, an) ; an = 0 =⇒ an+1 = 0 ;
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an ∈ (0, α− 1) =⇒ an+1 ∈ (an, α− 1) ; an = α− 1 =⇒ an+1 = α− 1 ;

an ∈ (α− 1, 1) =⇒ an+1 ∈ (α− 1, an) ; an = 1 =⇒ an+1 = α− 1 ;

an ∈ (1, α) =⇒ an+1 ∈ (0, α− 1) ; an = α =⇒ an+1 = 0 ; an ∈ (α, +∞) =⇒ an+1 < 0 .

Je-li tedy a1 ∈ {α− 1; 1} , pak an = α− 1 ∀n ≥ 2 a lim
n→∞

an = α− 1 .

Je-li a1 ∈ {0;α} , je an = 0 ∀n ≥ 2 a lim
n→∞

an = 0 .

Je-li a1 ∈ (−∞, 0)∪(α, +∞) , je {an}∞n=2 záporná a klesaj́ıćı posloupnost, tj. lim
n→∞

an = −∞ .

Je-li a1 ∈ (0, α − 1) ∪ (1, α) , je {an}∞n=2 rostoućı posloupnost, an ∈ (0, α − 1) ∀n ≥ 2 tj.
lim

n→∞
an = α− 1 .

Je-li a1 ∈ (α− 1, 1) , je {an}∞n=2 ⊂ (α− 1, 1) klesaj́ıćı posloupnost, tj. lim
n→∞

an = α− 1 .

Proved’te sami pro α = 2 .

iv. Bud’ α ∈ (0, 1) . Z obrázku plyne, že

viz obrázek

an ∈ (−∞, α− 1) =⇒ an+1 ∈ (−∞, an) ; an = α− 1 =⇒ an+1 = α− 1 ;

an ∈ (α−1, 0) =⇒ an+1 ∈ (an, 0) ; an = 0 =⇒ an+1 = 0 ; an ∈ (0, α) =⇒ an+1 ∈ (0, an) ;

an = α =⇒ an+1 = 0 ; an ∈ (α, 1) =⇒ an+1 ∈ (α− 1, 0) ;

an = 1 =⇒ an+1 = α− 1 ; an ∈ (1,+∞) =⇒ an+1 ∈ (−∞, α− 1) .

Neboli pro a1 ∈ {α− 1; 1} je lim
n→∞

an = α− 1 .

Pro a1 ∈ {0;α} je lim
n→∞

an = 0 .

Pro a1 ∈ (−∞, α− 1) ∪ (1,+∞) je lim
n→∞

an = −∞ .

Pro a1 ∈ (α− 1, 0) ∪ (0, α) ∪ (α, 1) je lim
n→∞

an = 0 .

Proved’te sami pro α = 0 .

Poznámka: Pokud je α > 2 , je situace jasná pouze pro a1 ∈ (−∞, 0)∪ (α, +∞) , kde plat́ı,
že lim

n→∞
an = −∞ a pro a1 ∈ {0;α} , kde lim

n→∞
an = 0 .

Označme f(x) = x(α − x) pro x ∈ (0, α) , I0 = (α, +∞) . Pro α > 4 je f−1(I0) otevřený
interval. Omeźıme se na tento př́ıpad. Definujeme

In+1 = f−1 (In) , n ∈ N ∪ {0} ; I =
∞⋃

n=1

In .

In je sjednoceńı 2n−1 disjunktńıch interval̊u (načrtněte si obrázek).

Pro a1 ∈ I plat́ı lim
n→∞

an = −∞ .

Analogicky definujme

J0 = {α} , Jn+1 = f−1(Jn) , J =
∞⋃

n=1

Jn ; K0 = {α−1} , Kn+1 = f−1(Kn) , K =
∞⋃

n=1

Kn .
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Pro a1 ∈ J je lim
n→∞

an = 0 ; pro a1 ∈ K je lim
n→∞

an = α− 1 .

Množiny I, J,K jsou tzv. fraktály. Na poč́ıtač́ıch se často kresĺı fraktály, které dostaneme
jako množinu všech z ∈ C takových, že konverguje posloupnost {an}∞n=1 , kde a1 = z ,

an+1 = c + a2
n , c ∈ C je dané.

18. Stolzova věta.

Bud’te {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 dvě posloupnosti. Necht’ lim
n→∞

bn = +∞ a existuje index n0 tak,
že bn+1 > bn ∀n ≥ n0 . Jestliže existuje

lim
n→∞

an+1 − an

bn+1 − bn
= A , potom lim

n→∞

an

bn
= A .

Důkaz: i. Předpokládejme nejdř́ıv, že A je vlastńı. Potom

∀ ε > 0 ∃N ∈ N tak, že ∀n ≥ N je
∣∣∣∣an+1 − an

bn+1 − bn
−A

∣∣∣∣ < ε

2
,

neboli
A− ε

2
<

an+1 − an

bn+1 − bn
< A +

ε

2
.

Jestliže zvoĺıme N tak, aby bylo N ≥ n0 , je bn+1 − bn > 0 ∀n ≥ N a plat́ı(
A− ε

2

)
(bN+1 − bN ) < aN+1 − aN <

(
A +

ε

2

)
(bN+1 − bN ) ;(

A− ε

2

)
(bN+2 − bN+1) < aN+2 − aN+1 <

(
A +

ε

2

)
(bN+2 − bN+1) ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . .(
A− ε

2

)
(bn − bn−1) < an − an−1 <

(
A +

ε

2

)
(bn − bn−1) .

Sečteńım všech těchto nerovnost́ı dostaneme

A− ε

2
<

an − aN

bn − bN
< A +

ε

2
, tedy

∣∣∣∣an − aN

bn − bN
−A

∣∣∣∣ < ε

2
.

Rozd́ıl an

bn
−A přeṕı̌seme nyńı do tvaru

an

bn
−A =

aN −AbN

bn
+
(

1− bN

bn

)(
an − aN

bn − bN
−A

)
a odtud

≤
∣∣∣∣aN −AbN

bn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣an − aN

bn − bN
−A

∣∣∣∣ .(
Je totiž 0 < bN

bn
< 1
)

. Druhý sč́ıtanec na pravé straně je pro n ≥ N menš́ı než ε
2 , pro

prvý sč́ıtanec plat́ı ∣∣∣∣aN −AbN

bn

∣∣∣∣ < ε

2

pro n dostatečně veliká, např. n ≥ N1 . Je totiž bn −→
n→∞

+∞ . Plat́ı tedy, že∣∣∣∣an

bn
−A

∣∣∣∣ < ε ∀n ≥ N1 .
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ii. Necht’
lim

n→∞

an+1 − an

bn+1 − bn
= +∞ .

Poněvadž je bn+1 − bn > 0 ∀n ≥ n0 , muśı existovat index n1 tak, že

an+1 − an > bn+1 − bn ∀n ≥ n1

(
je lim

n→∞

an+1 − an

bn+1 − bn
= +∞

)
.

tedy pro n ≥ n1 plat́ı
an1+1 − an1 > bn1+1 − bn1 ;

an1+2 − an1+1 > bn1+2 − bn1+1 ;

. . . . . . . . .

an − an−1 > bn − bn−1 .

Sečteńım těchto nerovnost́ı dostaneme

an − an1 > bn − bn1 , tedy lim
n→∞

an = +∞

a stač́ı bod i. aplikovat na posloupnost
{

an

bn

}∞
n=1

, jej́ıž limita je pro n →∞ rovna 0.

iii. Je-li lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
= −∞ , užijeme bod ii. na posloupnosti {−an}∞n=1 a {bn}∞n=1 .

Poznámky: i. Obrácená implikace ve Stolzově větě neplat́ı. Stač́ı zvolit

{an}∞n=1 = {0, 1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0, 5, . . . } ; {bn}∞n=1 = {n2}∞n=1 .

Potom je

an

bn
−→

n→∞
0 , ale

a2n − a2n−1

b2n − b2n−1
=

n

4n− 1
−→

n→∞

1
4

,
a2n+1 − a2n

b2n+1 − b2n
= − n

4n + 1
−→

n→∞
−1

4
,

tedy lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
neexistuje.

ii. Stolzova věta nahrazuje pro výpočet limit posloupnost́ı l’Hôspitalovo pravidlo.

19. Vypočtěte lim
n→∞

xn , je-li

a) xn =
1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
, k ∈ N ; b) xn =

1k + 3k + · · ·+ (2n− 1)k

nk+1
, k ∈ N ;

c) xn =
1k + 2k + · · ·+ nk

nk
− n

k + 1
, k ∈ N .

Řešeńı:

(a) Jestliže označ́ıme
an = 1k + 2k + · · ·+ nk , bn = nk+1 ,

je posloupnost {bn}∞n=1 zřejmě rostoućı do +∞ a

an+1 − an = (n + 1)k , bn+1 − bn = (n + 1)k+1 − nk+1 ;

an+1 − an

bn+1 − bn
=

(n + 1)k

(n + 1)k+1 − nk+1
=

(n + 1)k

(n + 1)k + n(n + 1)k−1 + · · ·+ nk−1(n + 1) + nk
=

=
1

1 + n
n+1 + · · ·+

(
n

n+1

)k−1

+
(

n
n+1

)k
−→

n→∞

1
k + 1

a tedy lim
n→∞

xn =
1

k + 1
.
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(b) Položme
an = 1k + 3k + · · ·+ (2n− 1)k ; bn = nk+1 .

Potom

an+1 − an

bn+1 − bn
=

(2n + 1)k

(n + 1)k+1 − nk+1
=

2knk + k2k−1nk−1 + · · ·+ 1

(k + 1)nk + k+1)
2 nk−1 + · · ·+ 1

−→
n→∞

2k

k + 1

a tedy lim
n→∞

xn = 2k

k+1 .

(c) Je

xn =
(k + 1)(1k + 2k + · · ·+ nk)

(k + 1)nk

a označ́ıme-li opět

an = (k + 1)(1k + 2k + · · ·+ nk) , bn = (k + 1)nk ,

je {bn}∞n=1 monotonńı a bn −→
n→∞

+∞ . Dále

an+1 − an

bn+1 − bn
=

(k + 1)(n + 1)k − (n + 1)k+1 + nk+1

(k + 1) [(n + 1)k − nk]
=

=
(k + 1)

(
nk + knk−1 + k(k−1)

2 nk−2 + · · ·+ kn + 1
)

(k + 1)
(
knk + k(k−1)

2 nk−2 + · · ·+ 1
) −

−
nk+1 + (k + 1)nk + (k+1)k

2 nk−1 + · · ·+ (k + 1)n + 1− nk+1

(k + 1)
(
knk + k(k−1)

2 nk−2 + · · ·+ 1
) =

=

(k+1)k
2 nk−1 +

[
k(k−1)

2 − (k+1)k(k−1)
6

]
nk−2 + · · ·+ (k2 − 1)n

(k + 1)
(
knk + k(k−1)

2 nk−2 + · · ·+ 1
) −→

n→∞

1
2

a odtud lim
n→∞

xn = 1
2 .

20. Dokažte pomoćı Stolzovy věty cvičeńı 2.2.20.

Návod: Zvolte an = x1 + x2 + · · ·+ xn , bn = n . Tedy cvičeńı 2.2.20 plat́ı i pro A = ±∞ .

21. Ukažte, že posloupnost xn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n − lnn konverguje.

Důkaz: Ukážeme, že posloupnost {xn}∞n=1 je klesaj́ıćı a zdola omezená. Podle př́ıkladu 2
plat́ı e <

(
1 + 1

n

)n+1 a odtud

1 < ln
(

1 +
1
n

)n+1

, neboli
1

n + 1
< ln(n + 1)− lnn .

Přičteńım výrazu 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n k oběma stranám nerovnosti dostaneme

xn+1 = 1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n

+
1

n + 1
− ln(n + 1) < 1 +

1
2

+ · · ·+ 1
n
− lnn = xn .

Podle př́ıkladu 1 je
(
1 + 1

k

)k
< e ∀ k ∈ N a tedy ln(k + 1) − ln k < 1

k . Sečteńım těchto
nerovnost́ı pro k = 1, 2, . . . , n dostaneme

ln(n + 1) < 1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n

,
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tedy

0 < 1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n
− ln(n + 1) < 1 +

1
2

+ · · ·+ 1
n
− lnn = xn .

Existuje tedy limita lim
n→∞

xn = C .

Poznámka: C
.= 0, 577 216 . . . se nazývá Eulerova konstanta.

2.4 Částečné limity posloupnost́ı.

1. Bud’ {an}∞n=1 libovolná posloupnost reálných č́ısel. Ukažte, že č́ıslo a ∈ R je částečnou
limitou {an}∞n=1 právě tehdy, když pro libovolné ε > 0 plat́ı nerovnost |an − a| < ε pro
nekonečně mnoho index̊u n . Analogicky +∞ (resp. −∞) je částečnou limitou {an}∞n=1 právě
tehdy, když pro libovolné K > 0 (resp. L < 0) nerovnost an > K (resp. an < L) plat́ı pro
nekonečně mnoho index̊u n .

Poznámka: Někdy se mı́sto částečná limita ř́ıká hromadná hodnota.

Důkaz: i. Necht’ a je částečná limita {an}∞n=1 . Potom existuje vybraná posloupnost {akn}∞n=1

tak, že lim
n→∞

akn = a . Tedy

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 je |akn
− a| < ε

a podmı́nka plat́ı.

ii. Jestliže obráceně pro každé ε > 0 plat́ı nerovnost |an − a| < ε pro nekonečně mnoho
index̊u n , pak pro εn = 1

n > 0 existuje kn ∈ N tak, že |akn
− a| < 1

n a kn > kn−1 , (n > 1).
Potom je zřejmě lim

n→∞
akn

= a .

Analogicky se dokáže tvrzeńı pro př́ıpad částečné limity +∞ nebo −∞ .

2. Bud’ xk ∈ R částečná limita posloupnosti {an}∞n=1 pro každé k ∈ N a necht’ lim
k→∞

xk = x .

Potom je x také částečná limita {an}∞n=1 .

Důkaz: Bud’ x ∈ R a ε > 0 libovolné. Pak existuje xk0 tak, že |xk0 − x| < ε
2 . Protože xk0

je částečná limita {an}∞n=1 , existuje nekonečně mnoho index̊u n tak, že |an − xk0 | < ε
2 . Pro

tato n nyńı plat́ı
|an − x| ≤ |an − xk0 |+ |xk0 − x| < ε .

Analogicky se provede d̊ukaz pro x = +∞ nebo x = −∞ .

Poznámka: Ř́ıkáme, že množina hromadných hodnot posloupnosti {an}∞n=1 je uzavřená.

3. Najděte částečné limity posloupnosti {an}∞n=1 a též sup{an} a inf{an} , je-li

a) an = 1+2(−1)n+1 +3(−1)
n(n−1)

2 b) an =
n− 1
n + 1

cos
2πn

3
; c) an = cosn 2πn

3
;

d) an = (−1)n

(
1 +

1
n

)n

+ sin
nπ

4
; e) an = n 2n (−1)n

; f) an = (−n)sin
nπ
2 ;

g) an = n
√

1 + 2n (−1)n ; h) an =
1
n
− 2

n
+

3
n
− · · ·+ (−1)n−1 n

n
;
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i) an =
1
2

(
n− 2− 3

[
n− 1

3

])(
n− 3− 3

[
n− 1

3

])
;

j) an =
{

1 ,
1
2

, 1 +
1
2

,
1
3

, 1 +
1
3

,
1
2

+
1
3

,
1
4

, 1 +
1
4

,
1
2

+
1
4

,
1
3

+
1
4

,
1
5

, . . .

}
;

k) an =
{

0 , 1 ,
1
2

,
1
3

,
2
3

,
1
4

,
3
4

,
1
5

,
2
5

,
3
5

,
4
5

,
1
6

,
5
6

,
1
7

,
2
7

,
3
7

,
4
7

,
5
7

, . . .

}
;

l) an =
{

1
2

,
2
2

,
3
2

,
1
4

,
2
4

,
3
4

,
4
4

,
5
4

,
1
8

,
2
8

, . . . ,
9
8

, . . . ,
1
2n

, . . . ,
2n + 1

2n
, . . .

}
;

m) an =
{

1
2

,
2
2

,
3
2

,
1
4

,
2
4

,
3
4

,
4
4

, . . . ,
9
4

,
1
8

, . . . ,
27
8

, . . . ,
1
2n

, . . . ,
3n

2n
, . . .

}
;

n) an = sinnx0 , x0 ∈ (0, π) .

Řešeńı:

(a) Je
a4n = 2 , a4n+1 = 6 , a4n+2 = −4 , a4n+3 = 0

a odtud plyne, že částečné limity jsou −4 , 0 , 2 , 6 , inf{an} = −4 , sup{an} = 6 .

(b) Je

a3n =
3n− 1
3n + 1

−→
n→∞

1 ; a3n+1 = −1
2

3n

3n + 2
−→

n→∞
−1

2
; a3n+2 = −1

2
3n + 1
3n + 3

−→
n→∞

−1
2

a tedy lim
n→∞

an = − 1
2 , lim

n→∞
an = 1 . Žádné jiné částečné limity posloupnost {an}∞n=1

nemá. Poněvadž je posloupnost n−1
n+1 = 1− 2

n+1 klesaj́ıćı, plat́ı

inf{an} = −1
2

, sup{an} = 1 .

(c) Plat́ı

a3n = 1 ; a3n+1 =
(−1)n+1

23n+1
−→

n→∞
0 ; a3n+2 =

(−1)n

23n+2
−→

n→∞
0

a tedy lim
n→∞

an = 0 , lim
n→∞

an = 1 . Je zřejmé, že sup{an} = 1 a poněvadž je posloup-

nost
{

1
23n

}∞
n=1

klesaj́ıćı, je inf{an} = a1 = − 1
2 .

(d) Snadno se ukáže, že

lim
n→∞

a8n = e ; lim
n→∞

a8n+1 = −e +
√

2
2

; lim
n→∞

a8n+2 = e + 1 ; lim
n→∞

a8n+3 = −e +
√

2
2

;

lim
n→∞

a8n+4 = e ; lim
n→∞

a8n+5 = −e−
√

2
2

; lim
n→∞

a8n+6 = e−1 ; lim
n→∞

a8n+7 = −e−
√

2
2

.

a částečné limity dané posloupnosti jsou

−e−
√

2
2

, −e +
√

2
2

, e− 1 , e , e + 1 .

Poněvadž je posloupnost

a8n+2 =
(

1 +
1

8n + 2

)8n+2

+ 1 rostoućı, je sup{an} = e + 1 .

Analogicky je

a8n+5 = −
(

1 +
1

8n + 5

)8n+5

−
√

2
2

klesaj́ıćı a tedy inf{an} = −e−
√

2
2

.
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(e) Je
a2n = 2n · 22n −→

n→∞
+∞ , a2n+1 = (2n + 1)2−(2n+1) −→

n→∞
0

a tedy lim
n→∞

an = 0 , lim
n→∞

an = +∞ . Poněvadž an > 0 ∀n ∈ N , plat́ı

inf{an} = 0 a zřejmě sup{an} = +∞ .

(f) Plat́ı

a4n = 1 , a4n+1 = −4n− 1 −→
n→∞

−∞ , a4n+2 = 1 , a4n+3 = − 1
4n + 3

−→
n→∞

0

a částečné limity jsou −∞ , 0 , 1 . Zřejmě je inf{an} = −∞ , sup{an} = 1 .

(g) Je

a2n = 2n
√

1 + 22n −→
n→∞

2 , a2n+1 = 2n+1

√
1 +

1
22n+1

−→
n→∞

1

a plat́ı lim
n→∞

an = 1 , lim
n→∞

an = 2 . Poněvadž an > 1 ∀n ∈ N , je inf{an} = 1 . Dále

plat́ı

1 +
1
2n

> 1 +
1

2n+1
a odtud

(
1 +

1
2n

)n+1

>

(
1 +

1
2n

)n

>

(
1 +

1
2n+1

)n

.

Po odmocněńı a vynásobeńı 2 dostaneme

2 n

√
1 +

1
2n

> 2 n+1

√
1 +

1
2n+1

neboli n
√

1 + 2n >
n+1
√

1 + 2n+1 .

Posloupnost {a2n}∞n=1 je tedy klesaj́ıćı a sup{an} = a2 =
√

5 .

(h) Protože an = 1−2+3−4+···+(−1)n−1·n
n , je zřejmé, že

a2n−1 =
n

2n− 1
−→

n→∞

1
2

, a2n = −1
2

a tedy lim
n→∞

an = −1
2

, lim
n→∞

an =
1
2

.

Dále posloupnost {a2n−1}∞n=1 je klesaj́ıćı a tedy

sup{an} = a1 = 1 , inf{an} = −1
2

.

(i) Je

a3n−2 =
1
2

(
3n− 4− 3

[
3n− 3

3

])(
3n− 5− 3

[
3n− 3

3

])
=

=
1
2
(3n− 4− 3(n− 1))(3n− 5− 3(n− 1)) = 1 ,

a3n−1 =
1
2

(
3n− 3− 3

[
3n− 2

3

])(
3n− 4− 3

[
3n− 2

3

])
=

=
1
2
(3n− 3− 3(n− 1))(3n− 4− 3(n− 1)) = 0 ,

a3n =
1
2

(
3n− 2− 3

[
3n− 1

3

])(
3n− 3− 3

[
3n− 1

3

])
=

=
1
2
(3n− 2− 3(n− 1))(3n− 3− 3(n− 1)) = 0

a tedy
lim

n→∞
an = inf{an} = 0 , lim

n→∞
an = sup{an} = 1 .
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(j) Jestliže se pod́ıváme trochu bĺıže na strukturu posloupnosti {an}∞n=1 , je vidět, že z ńı
můžeme vybrat následuj́ıćı posloupnosti.{

1 ,
1
2

,
1
3

,
1
4

, . . .

}
= {a1, a2, a4, a7, a11, . . . } =

{
a
1+

n(n+1)
2

}∞
n=0

=
{

1
n + 1

}∞
n=0

−→
n→∞

0 ;

{
1 +

1
2

, 1 +
1
3

, 1 +
1
4

, 1 +
1
5

, . . .

}
= {a3, a5, a8, a12, . . . } =

=
{

a
2+

n(n+1)
2

}∞
n=1

=
{

1 +
1

n + 1

}∞
n=1

−→
n→∞

1

{
1
2

+
1
3

,
1
2

+
1
4

,
1
2

+
1
5

,
1
2

+
1
6

, . . .

}
= {a6, a9, a13, a18, . . . } =

=
{

a
3+

n(n+1)
2

}∞
n=2

=
{

1
2

+
1

n + 1

}∞
n=2

−→
n→∞

1
2{

1
3

+
1
4

,
1
3

+
1
5

,
1
3

+
1
6

,
1
3

+
1
7

, . . .

}
= {a10, a14, a19, a25, . . . } =

=
{

a
4+

n(n+1)
2

}∞
n=3

=
{

1
3

+
1

n + 1

}∞
n=3

−→
n→∞

1
3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

{
1
k

+
1

k + 1
,

1
k

+
1

k + 2
,

1
k

+
1

k + 3
,
1
k

+
1

k + 4
, . . .

}
=

=
{

a k2+3k+2
2

, a k2+5k+4
2

, a k2+7k+8
2

, a k2+9k+14
2

, . . .
}

=

=
{

a
k+1+

n(n+1)
2

}∞
n=k

=
{

1
k

+
1

n + 1

}∞
n=k

−→
n→∞

1
k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tuto skutečnost můžeme přehledněji zapsat do schématu

1 ,
1
2 , 1 + 1

2 ,

1
3 , 1 + 1

3 , 1
2 + 1

3 ,
. . . . . . . . .
1

k+1 , 1 + 1
k+1 , 1

2 + 1
k+1 , . . . , 1

k + 1
k+1 ,

. . . . . . . . . . . . . . .
1

n+1 , 1 + 1
n+1 , 1

2 + 1
n+1 , . . . , 1

k + 1
n+1 , . . . , 1

n + 1
n+1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
↓ ↓ ↓ . . . ↓
0 , 1 , 1

2 , . . . 1
k , . . .

Odtud plyne, že posloupnost {an}∞n=1 má za částečné limity č́ısla

0, 1 ,
1
2

,
1
3

, . . . ,
1
k

, . . . .
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Ukážeme dále, že žádné jiné částečné limity neexistuj́ı. Bud’ k ∈ N a ε ∈
(
0, 1

2k(k+1)

)
.

Pak an ∈
(

1
k+1 + ε, 1

k − ε
)

plat́ı nejvýše pro konečně mnoho n ∈ N , nebot’ všechny

prvky (2k + 2)−ho sloupce (a tedy i sloupc̊u následuj́ıćıch) jsou menš́ı než 1
k+1

a v i−tém sloupci, kde i ∈ {2, . . . , 2k + 1} , slňuje podmı́nku an ∈
(

1
k+1 + ε, 1

k − ε
)

jen
konečně mnoho člen̊u an , vzhledem k tomu, že

Uε

(
1

i− 1

)
∩
(

1
k + 1

+ ε,
1
k
− ε

)
= ∅

(v prvńım sloupci takový člen nelež́ı žádný). Tedy v intervalu
(

1
k+1 , 1

k

)
nelež́ı žádná

částečná limita posloupnosti {an}∞n=1 .

Analogicky v intervalech (−∞,−ε) a (ε, +∞) lež́ı nejvýše konečně mnoho člen̊u {an}∞n=1

a tedy {an}∞n=1 nemá žádnou částečnou limitu v množině (−∞, 0) ∪ (1,+∞) .

Plat́ı tedy, že
lim

n→∞
an = 0 , lim

n→∞
an = 1 .

Dále an > 0 ∀n ∈ N a tedy inf{an} = 0 . Protože všechny výše uvedené posloupnosti
jsou klesaj́ıćı, je sup{an} = a3 = 3

2 .

(k) Poněvadž se posloupnost {an}∞n=1 skládá ze všech racionálńıch č́ısel intervalu 〈0, 1〉 ,
tvoř́ı množinu všech částečných limit podle př́ıkladu 1 interval 〈0, 1〉 a tedy

lim
n→∞

an = inf{an} = 0 , lim
n→∞

an = sup{an} = 1 .

Všiměte si, že toto zd̊uvodněńı plat́ı pro každé uspořádáńı množiny Q∩〈0, 1〉 do posloup-
nosti.

(l) Je vidět, že žádné x ∈ (−∞, 0)∪(1,+∞)∪{−∞ ; +∞} neńı částečnou limitou {an}∞n=1 .
Bud’ x ∈ 〈0, 1〉 a ε > 0 libovolné a zvolme index n0 tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı 1

2n < ε . Pro
každé takové n ∈ N najdeme v bloku

1
2n

,
2
2n

,
3
2n

, . . . ,
2n + 1

2n
prvek akn

tak, že 2n + n− 2 ≤ kn ≤ 2n+1 + n− 2

a |akn − x| ≤ 1
2n

< ε .

Tedy nerovnost |an − x| < ε plat́ı pro nekonečně mnoho index̊u n a podle př́ıkladu 1 je
x částečná limita {an}∞n=1 . Dále plat́ı inf{an} = 0 , sup{an} = 1 .

Poznámka: Bud’ ε > 0 . Množinu S nazveme ε−śıt́ı intervalu 〈a, b〉 , jestliže plat́ı

∀x ∈ 〈a, b〉 ∃ y ∈ S tak, že |x− y| < ε .

V předchoźım cvičeńı jsme vlastně dokázali následuj́ıćı tvrzeńı. Jestliže ke každému
ε > 0 a každému n0 ∈ N existuje konečná ε−śıt’ S ⊂ {an ; n ≥ n0} intervalu 〈a, b〉 , pak

〈a, b〉 ⊂ {x ∈ R ; x je částečná limita {an}} .

(m) Protože lim
n→∞

3n

2n = +∞ , je lim
n→∞

an = +∞ . Bud’te K > 0 , ε > 0 (ε malé, K velké).
Existuje n0 ∈ N tak, že

∀n ≥ n0 je
3n

2n
≥ K a

1
2n

< ε .
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∀n ≥ n0 je
{

1
2n

, . . . ,
3n

2n

}
∩ 〈0,K〉 ε− śıt’ v 〈0,K〉 ,

tedy podle předchoźı poznámky je každé x ∈ 〈0,K〉 částečnou limitou {an}∞n=1 . Protože
toto plat́ı pro každé K > 0 a an > 0 ∀n ∈ N , je množina všech částečných limit
posloupnosti {an}∞n=1 rovna 〈0,+∞) ∪ {+∞} . Dále inf{an} = 0 , sup{an} = +∞ .

(n) V řešeńı použijeme zobrazeńı R na jednotkovou kružnici

x −→ [ cos x, sinx ] = x̃ .

Je-li x = 2π
q , q ∈ N , n ≥ 3 , pak posloupnosti {nx}∞n=1 odpov́ıdá posloupnost

{ñx}∞n=1 = {x̃n}∞n=1 vrchol̊u pravidelného q−úhelńıka

x̃n =
[
cos

2kπ

q
, sin

2kπ

q

]
, je-li n = ql + k , l ∈ N ∪ {0} , k = 0, 1, . . . , q − 1 .

Bud’ ε > 0 , x ∈ Pε(0) = (−ε, 0) ∪ (0, ε) , n0 =
[

2π
|x|

]
. Pak každých n0 + 1 za sebou

jdoućıch bod̊u posloupnosti {ñx}∞n=1 = {x̃n}∞n=1 tvoř́ı konečnou ε−śıt’ na jednotkové
kružnici, tj.

∀ ỹ ∀m ∈ N ∃ k ∈ Z ∩ 〈0, n0〉

tak, že velikost úhlu
−→
Oỹ a

−−−−→
Ox̃m+k je menš́ı než ε . Situace je znázorněna na obrázku.

viz obrázek

Bud’ x0 ∈ (0, π) . Rozlǐśıme dva př́ıpady.

i. x0
2π = p

q ∈ Q , (p, q) = 1 . Každý bod x̃n = ñx0 je vrcholem pravidelného q−úhelńıka,
vepsaného do jednotkové kružnice s vrcholem v bodě [1, 0] . Bud’

A = {1, 2, . . . , q − 1} , B =
{

1
q

,
2
q

, . . . ,
q − 1

q

}
a definujme zobrazeńı

f : A −→ B tak, že f : k −→ k
p

q
−
[
k

p

q

]
.

Potom je f prosté zobrazeńı. Skutečně necht’ f(k1) = f(k2) ; pak

(k1 − k2)
p

q
=
[
k2

p

q

]
−
[
k1

p

q

]
= k3 ∈ Z ,

tj. q|(k1 − k2)p . Protože (p, q) = 1 , plat́ı q|(k1 − k2) . Je ale k1, k2 ∈ A , neboli
|k1−k2| ≤ q−1 a tedy k1 = k2 . Existuje tedy k ∈ A tak, že x̃k = k̃x0 = 2̃π

q . Odtud
plyne, že {x̃kn}∞n=1 je posloupnost vrchol̊u pravidelného q−úhelńıka popsaného v
úvodu. Tedy množina všech částečných limit posloupnosti {sinnx0}∞n=1 je{

0 , sin
2π

q
, sin

4π

q
, . . . , sin

2π(q − 1)
q

}
.
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ii. x0
2π /∈ Q . Nejdř́ıve dokážeme pomocné tvrzeńı:
Bud’ x ∈ (−π, π) takové, že x

2π /∈ Q . Potom existuj́ı n1 ∈ N a y ∈ R taková, že

ñ1x = ỹ , y ∈
(

0,
1
2
|x|
)

.

Označme n0 =
[

2π
|x|

]
. potom

n0 − 1 <
2π

|x|
< n0 , (n0 − 1)|x| < 2π < n0|x| .

Pro x > 0 je (n0−1)x < 2π < n0x a za y zvoĺıme to z č́ısel (n0−1)x−2π , n0x−2π ,
které má menš́ı absolutńı hodnotu (a n1 je pak n0 − 1 nebo n0). Pak |y| < 1

2 |x| .
Analogicky pro x < 0 zvoĺıme

y = (n0 − 1)x + 2π nebo y = n0x + 2π .

Bud’ dáno ε > 0 . Pak existuje k ∈ N tak, že x0
2k < ε . Zopakujeme-li předchoźı

pomocné tvrzeńı k−krát, dostaneme, že existuj́ı č́ısla ni ∈ N a xi ∈ R tak, že

ñixi−1 = x̃i , |xi| ∈
(

0,
1
2
|xi−1|

)
, i = 1, 2, . . . , k .

Polož́ıme-li y = xk , l = n1 · n2 · . . . · nk , pak l̃x = ỹ , |y| ∈ (0, ε) a tedy každých
n0 + 1 =

[
2π
|y|

]
+ 1 za sebou jdoućıch člen̊u {ñy}∞n=1 tvoř́ı ε−śıt’ na jednotkové

kružnici, tedy každých n0+1 za sebou jdoućıch člen̊u posloupnosti {sinny}∞n=1 tvoř́ı
ε−śıt’ intervalu 〈−1, 1〉 . Protože {sinny}∞n=1 je vybraná posloupnost z posloup-
nosti {sinnx0}∞n=1 , ověřili jsme podmı́nku z poznámky za př́ıkladem l) a tedy
každý bod intervalu 〈−1, 1〉 je částečná limita posloupnosti {sinnx0}∞n=1 . Protože
v množině (−∞,−1)∪ (1,+∞) nelež́ı žádný bod posloupnosti {sinnx0}∞n=1 , nelež́ı
v (−∞,−1) ∪ (1,+∞) ani žádná částečná limita této posloupnosti. Samozřejmě
plat́ı inf{an} = −1 , sup{an} = 1 .

4. Sestrojte posloupnost {an}∞n=1 tak, aby

(a) neměla konečné částečné limity ; [ např́ıklad an = n ]

(b) měla jednu konečnou částečnou limitu a nekonvergovala ; [ např́ıklad [1 + (−1)n] · n ]

(c) měla částečné limity α1 , α2 , . . . , αp ;
[ např́ıklad {an} = {α1 , α2 , . . . , αp , α1 , α2 , . . . , αp α1 , α2 , . . . , αp , . . . } ]

(d) nekonečně mnoho částečných limit ; [ např́ıklad cvičeńı 3j) ]

(e) každý jej́ı člen byl částečnou limitou ; [ např́ıklad cvičeńı 3l) ]

(f) částečné limity vyplnily R ; [ např́ıklad množina všech racionálńıch č́ısel ]

5. Najděte částeěné limity posloupnosti {an}∞n=1 a též inf{an} a sup{an} , je-li

(a) an = 1− 1
n ;

[
lim

n→∞
an = lim

n→∞
an = 1 ; inf{an} = 0 ; sup{an} = 1

]
(b) an = (−1)n · n ;

[
lim

n→∞
an = inf{an} = −∞ ; lim

n→∞
an = sup{an} = +∞

]
(c) an = n(−1)n

;
[

lim
n→∞

an = inf{an} = 0 ; lim
n→∞

an = sup{an} = +∞
]

(d) an = (−1)n

n + 1+(−1)n

2 ;
[

lim
n→∞

an = 0 ; inf{an} = −1 ; lim
n→∞

an = 1 ; sup{an} = 3
2

]
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(e) an = −n [2 + (−1)n] ;
[

lim
n→∞

an = inf{an} = lim
n→∞

an = −∞ ; sup{an} = −1
]

(f) an = (−1)n−1
(
2 + 3

n

)
;

[
lim

n→∞
an = −2 ; inf{an} = − 7

2 ; lim
n→∞

an = 2 ; sup{an} = 5
]

(g) an = 3
(
1− 1

n

)
+ 2(−1)n ;

[
lim

n→∞
an = 1 ; inf{an} = −2 ; lim

n→∞
an = 5 ; sup{an} = 5

]
(h) an = 1+(−1)n·n

n ;
[

lim
n→∞

an = inf{an} = −1 ; lim
n→∞

an = 1 ; sup{an} = 3
2

]
(i) an = [1−(−1)n]·2n+1

2n+3 ;
[

lim
n→∞

an = inf{an} = 0 ; lim
n→∞

an = sup{an} = 2
]

(j) an = n
√

4(−1)n + 2 ;
[

lim
n→∞

an = inf{an} = lim
n→∞

an = 1 ; sup{an} =
√

6
]

(k) an = 1
2 [(a + b) + (−1)n(a− b)] ;[

lim
n→∞

an = inf{an} = min{a, b} ; lim
n→∞

an = sup{an} = max{a, b}
]

(l) {an}∞n=1 =
{

1
2 , 1

4 , 3
4 , 1

8 , 7
8 , 1

16 , 15
16 , . . . , 1

2n , 2n−1
2n , . . .

}
;[

lim
n→∞

an = inf{an} = 0 ; lim
n→∞

an = sup{an} = 1
]

(m) an = 1 + n sin nπ
2 ; [−∞ , 1 , +∞ ; inf{an} = −∞ ; ; sup{an} = +∞ ;

vyšetřete posloupnosti {a4n} , {a4n+1} , {a4n+2} , {a4n+3} ]

(n) an = n
n+1 sin2 nπ

4 ;
[
0 , 1

2 , 1 ; inf{an} = 0 ; ; sup{an} = 1

rozhodněte, kolika hodnot nabývá sin2 nπ
4

]
(o) an = 1 + n

n+1 cos nπ
2 ;
[
0 , 1 , 2 ; inf{an} = 0 ; sup{an} = 2 ; vyšetřete hodnoty cos nπ

2

]
(p) an = n2

n+1 cos 2πn
3 ;

[
lim

n→∞
an = inf{an} = −∞ ; lim

n→∞
an = sup{an} = +∞ ;

uvažte hodnoty cos 2πn
3

]
(q) an = 1

n + sin nπ
3 ;

[
−
√

3
2 , 0 ,

√
3

2 ; inf{an} = −
√

3
2 ; sup{an} = 1 +

√
3

2

postupujte jako v př́ıkladu o) ]

(r) an =
(
cos nπ

2

)n+1
. [−1 , 0 , 1 ; inf{an} = −1 ; sup{an} = 1 ]

6. Necht’ x1 = 0 , x2k = x2k−1
2 , x2k+1 = 1 + x2k , k ∈ N . Najděte lim

n→∞
xn a lim

n→∞
xn .

Řešeńı: lim
n→∞

xn = 1 , lim
n→∞

xn = 2 . Ukažte, že x2k−1 = 2k−1−1
2k−2 , x2k = 2k−1−1

2k−1 .

7. Bud’te {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 dvě libovolné posloupnosti reálných č́ısel Potom plat́ı

lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

(an+bn) ≤ lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

(an+bn) ≤ lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn ,

jakmile maj́ı součty, vyskytuj́ıćı se v soustavě nerovnost́ı, smysl. Ukažte na př́ıkladu, že
mohou všude platit ostré nerovnosti.

Důkaz: Stač́ı dokázat pouze posledńı dvě nerovnosti. Zbývaj́ıćı nerovnosti dokážeme ana-
logicky, nebo přejdeme k posloupnostem {−an}∞n=1 a {−bn}∞n=1 , jelikož zřejmě plat́ı

lim
n→∞

(−an) = − lim
n→∞

an , lim
n→∞

(−an) = − lim
n→∞

an .
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Označme

lim
n→∞

an = a , lim
n→∞

an = a , lim
n→∞

bn = b , lim
n→∞

(an + bn) = α

a předpokládejme, že α > a + b . Zvolme č́ısla s a t tak, že s > a , t > b , ale α > s + t .
Potom existuje index n0 tak, že

∀n ≥ n0 je an ≤ s , bn ≤ t , tedy an + bn ≤ s + t < α .

To je však spor, poněvadž nerovnost an + bn > s + t muśı platit pro nekonečně mnoho n .

Předpokládejme dále, že α < a + b a zvolme č́ısla u < a a v < b , ale α < u + v . Potom
existuje index n1 tak, že pro ∀n ≥ n1 plat́ı an > u a nerovnost bn > v plat́ı pro nekonečně
mnoho index̊u n . Sečteńım dostaneme, že nerovnost an +bn > u+v > α plat́ı pro nekonečně
mnoho index̊u n . To je však spor se vztahem lim

n→∞
(an + bn) = α .

Zvolme posloupnosti {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 následuj́ıćım zp̊usobem:

{an}∞n=1 = {1, 0,−1, 1, 0,−1, . . . } , {bn}∞n=1 = {0,−1, 1, 0,−1, 1, . . . }

Potom je {an + bn}∞n=1 = {1,−1, 0, 1,−1, 0, . . . } a odtud

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = −2 , lim
n→∞

(an + bn) = −1 , lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = 0 ,

lim
n→∞

(an + bn) = 1 , lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = 2 .

8. Necht’ existuje lim
n→∞

an . Potom plat́ı

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

pro každou posloupnost {bn}∞n=1 , pro kterou má součet vpravo smysl.

Důkaz: Podle cvičeńı 7 plat́ı

lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

(an+bn) ≤ lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn

a všude tedy muśı platit rovnost.

Poznámka: Analogické tvrzeńı plat́ı pro dolńı limity.

9. Bud’ {an}∞n=1 omezená posloupnost. Jestliže pro libovolnou posloupnost {bn}∞n=1 plat́ı

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn ,

pak je posloupnost {an}∞n=1 konvergentńı.

Důkaz: Kdyby platilo lim
n→∞

an < lim
n→∞

an , pak pro bn = −an dostaneme

0 = lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

(−an) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

an > 0 ,

což je spor.

Poznámka: Předchoźı věta plat́ı i pro př́ıpad, že {an}∞n=1 neńı omezená posloupnost, d̊ukaz
se však muśı př́ıslušně modifikovat.
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10. Jsou-li {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 dvě posloupnosti nezáporných č́ısel, potom

lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

(an · bn) ≤ lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

(an · bn) ≤ lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn ,

pokud žádný ze součin̊u neńı neurčitý výraz 0 ·∞ . Ukažte na př́ıkladu, že ve všech vztaźıch
mohou platit ostré nerovnosti.

Návod: Aplikujte metodu d̊ukazu cvičeńı 7 na součin. Uvažte na př́ıklad posloupnosti
{an}∞n=1 = {3, 2, 1, 3, 2, 1, . . . } , {bn}∞n=1 = {2, 1, 3, 2, 1, 3, . . . } .

11. Bud’ {an}∞n=1 posloupnost nezáporných č́ısel a necht’ existuje lim
n→∞

an . Potom plat́ı

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn

pro každou posloupnost nezáporných č́ısel {bn}∞n=1 takovou, že součin na pravé straně má
smysl.

Návod: Využijte předchoźıho cvičeńı a postupu z cvičeńı 8.

12. Necht’ an > 0 ∀n ∈ N a předpokládejme, že

lim
n→∞

an · lim
n→∞

1
an

= 1 .

Potom je posloupnost {an}∞n=1 konvergentńı.

Návod: Využijte cvičeńı 10 a skutečnosti, že

1 = lim
n→∞

(
an ·

1
an

)
= lim

n→∞

(
an ·

1
an

)
.

13. Bud’ {an}∞n=1 posloupnost nezáporných č́ısel a necht’ lim
n→∞

an > 0 . Jestliže pro libovolnou

posloupnost {bn}∞n=1 plat́ı

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn ,

potom je posloupnost {an}∞n=1 konvergentńı.

Návod: Užijte metody cvičeńı 9.

14. Bud’ {an}∞n=1 konvergentńı posloupnost. Potom existuje index n0 tak, že

an0 = sup{an} nebo an0 = inf{an} .

Důkaz: Označme a = lim
n→∞

an . Je-li a = sup{an} = inf{an} , potom an = a ∀n ∈ N a n0

můžeme zvolit libovolně.

Necht’ třeba a < sup{an} = α . Potom

∀ ε > 0 ∃n1 ∈ N ∀n ≥ n1 je an < a + ε

a zvolme ε tak malé, že a + ε < α . Potom je zřejmě

α = max{a1 , a2 , . . . , an1−1} .

Analogicky provedeme d̊ukaz, jestliže a > inf{an} .
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15. Necht’ lim
n→∞

an < sup{an} = α1 . Potom existuje index n1 tak, že an1 = α1 .

Důkaz: Označme a = lim
n→∞

an . Potom pro každé ε > 0 plat́ı nerovnost an > a + ε nejvýše
pro konečný počet index̊u n . Volme ε > 0 tak malé, že a + ε < α1 . Odtud plyne, že existuje
n1 ∈ N tak, že an1 = α1 .

Poznámky: i. Předpoklad a < α1 je splněn na př́ıklad, je-li lim
n→∞

an = −∞ .

ii. Přechodem k posloupnosti {−an}∞n=1 můžeme dokázat implikaci

inf{an} < lim
n→∞

an =⇒ ∃n0 ∈ N tak, že an0 = inf{an} .

16. Bud’ k ∈ N a necht’ lim
n→∞

an < αk = sup{an+k−1} . Potom existuje index nk ≥ k tak, že
ank

= αk . Těchto index̊u je konečně mnoho, tj. nk lze zvolit tak, že an < αk pro n > nk .

Důkaz: Stač́ı už́ıt př́ıklad 15 na posloupnost {an+k−1}∞n=1 . Kdyby existovalo nekonečně
mnoho n ≥ k takových, že an ≥ αk , pak je lim

n→∞
an ≥ αk , což je spor.

Poznámky: i. Jestliže v předchoźım př́ıkladu polož́ıme k = 1 , dostaneme cvičeńı 15.

ii. Bud’ k ∈ N . Obměna implikace z př́ıkladu 16 ř́ıká, že pokud an < αk = sup{an+k−1} pro
∀n ≥ k , pak lim

n→∞
an = αk . Protože je posloupnost

{αm}∞m=1 nerostoućı a lim
m→∞

αm = lim
n→∞

an ,

znamená to, že posloupnost {αm}∞m=1 je konstantńı, poč́ınaje k−tým členem. Jestliže naopak
αm = a pro všechna m ≥ k , pak o tom, zda množina {an+k−1}∞n=1 nabývá svého maxima,
nelze obecně nic ř́ıci. Srovnejte s př́ıkladem 19 a poznámkou za ńım.

17. Necht’ lim
n→∞

an < αk = sup{an+k−1} pro všechna k ∈ N . Potom existuje rostoućı posloup-

nost index̊u {nk}∞k=1 taková, že am < ank
, jakmile je m > nk .

Důkaz: Protože pro všechna k ∈ N je lim
n→∞

an = lim
n→∞

αn < αk a posloupnost {αn}∞n=1

je nerostoućı, existuje nekonečně mnoho index̊u n tak, že αn > αn+1 . Tyto indexy stač́ı
uspořádat do rostoućı posloupnosti {nk}∞k=1 .

Poznámka: Posloupnost {ank
}∞k=1 je tedy klesaj́ıćı.

18. Necht’ an < lim
n→∞

an = a pro všechna n ∈ N . Potom existuje podposloupnost {ank
}∞k=1

taková, že n1 > 1 a am < ank
, jakmile je m < nk .

Důkaz: Označme α′n = max{a1 , a2 , . . . , an} . Pak je {α′n}∞n=1 neklesaj́ıćı posloupnost,
α′n < a pro všechna n ∈ N , lim

n→∞
α′n = a . Hledaná posloupnost index̊u {ank

}∞k=1 je nyńı

množina všech řešeńı nerovnice α′n > α′n−1 , uspořádaná do rostoućı posloupnosti.
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19. Necht’ existuje n0 ∈ N tak, že an < lim
n→∞

an = a pro všechna n ≥ n0 . Pak existuje rostoućı

posloupnost index̊u {ank
}∞k=1 taková, že n1 > n0 a am < ank

, jakmile n0 ≤ m < nk .

Důkaz: Stač́ı už́ıt př́ıklad 18 na posloupnost {an+n0−1}∞n=1 .

Poznámky: i. Posloupnost v př́ıkladu 19 je tedy rostoućı. Předpoklad z př́ıkladu 17 zna-
mená, že existuje nekonečně mnoho index̊u n tak, že an > a , předpoklad z cvičeńı 19 ř́ıká, že
pro ”skoro všechna“ n ∈ N , (tj. až na konečně mnoho) plat́ı an < a . Zbývaj́ı posloupnosti
{an}∞n=1 , pro něž je an > a jen pro konečně mnoho n ∈ N , ale an = a pro nekonečně mnoho
n ∈ N . Je-li m0 − 1 ∈ N největš́ı n ∈ N , pro které je an > a a {nk}∞k=1 je posloupnost
všech n ∈ N , n ≥ m0 , an = a (m0 = 1 , pokud neexistuje n ∈ N tak, že an > a), po-
tom má {ank

}∞k=1 vlastnosti popsané ve cvičeńıch 17 a 19, jen nerovnost am < ank
je třeba

nahradit nerovnost́ı neostrou. Napǐste sami, co plyne z př́ıklad̊u 17 a 19 a této poznámky
pro posloupnost {an}∞n=1 takovou, že posloupnost {−an}∞n=1 splňuje předpoklad cvičeńı 17,
resp. 19, resp. nesplňuje ani jeden z těchto předpoklad̊u.

ii. Př́ıklady 17, 19 a předchoźı poznámka umožňuj́ı z obecné posloupnosti {an}∞n=1 vybrat dvě
monotonńı posloupnosti (s limitami a a a) a daľśı vlastnost́ı. Tyto dvě posloupnosti mohou
být r̊uzné. Jsou-li stejné, pak maj́ı dvě opačné vlastnosti {až na konečně mnoho n jsou jsou
předcházej́ıćı členy menš́ı (resp. nejsou větš́ı) a následuj́ıćı jsou větš́ı (resp. nejsou menš́ı)
nebo naopak}. Posloupnosti, které splňuj́ı podmı́nku v závorce (jej́ı prvńı část dokonce bez
výjimky prvńıch konečně mnoha člen̊u) se nazývaj́ı blokově monotonńı (viz poznámku za
cvičeńım 21).

20. Necht’ an > 0 pro ∀n ∈ N , lim
n→∞

an = 0 . Potom existuje nekonečně mnoho index̊u n , pro

něž an < ak , k = 1, 2, . . . , n− 1 .

Důkaz: Stač́ı použ́ıt cvičeńı 18 na posloupnost
{

1
an

}∞
n=1

.

Poznámka: Z předchoźıho cvičeńı plyne, že z každé posloupnosti lze vybrat posloupnost
monotonńı. Tvrzeńı je zřejmé v př́ıpadě, že {an}∞n=1 neńı omezená. Jestliže {an}∞n=1 je
omezená, uvažme posloupnost bn = an − α , kde α = lim

n→∞
an . Jestliže {bn}∞n=1 obsahuje

nekonečně mnoho 0, je daná vybraná posloupnost bkn
= 0 , n = 1, 2, . . . . Jestliže {bn}∞n=1

obsahuje nekonečně mnoho záporných člen̊u, utvoř́ıme z nich vybranou posloupnost {bkn
}∞n=1

a použijeme cvičeńı 20 na posloupnost {−bkn}∞n=1 . V př́ıpadě, že {bn}∞n=1 má nekonečně
mnoho kladných člen̊u, můžeme použ́ıt cvičeńı 20 př́ımo.

21. Necht’ an > 0 pro ∀n ∈ N , lim
n→∞

an = 0 . Potom existuje nekonečně mnoho index̊u n

takových, že an > an+k , k = 1, 2, . . . .

Důkaz: Tvrzeńı plyne okamžitě z cvičeńı 17.

Poznámka: Předpoklady cvičeńı 21 jsou silněǰśı než předpoklady cvičeńı 20 a položme si
následuj́ıćı otázku. Existuje posloupnost an > 0 pro ∀n ∈ N , lim

n→∞
an = 0 tak, že

a) Množiny všech index̊u z př́ıklad̊u 20 a 21 jsou r̊uzné?

b) Tyto množiny jsou stejné a maj́ı nekonečný doplněk?
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Jinak řečeno. Chceme nalézt posloupnost {an}∞n=1 , an > 0 , lim
n→∞

an = 0 tak, aby obor
pravdivosti výrokové formy s definičńım oborem N

V (n) : ∀m ∈ N : m 6= n =⇒ (m− n)(am − an) < 0

byla nekonečná množina s nekonečným doplňkem. Posloupnost {an}∞n=1 z bodu b) je blokově
klesaj́ıćı, ale neńı klesaj́ıćı, ani klesaj́ıćı poč́ınaje jistým indexem.

22. Bud’ an > 0 ∀n ∈ N . Potom plat́ı

lim
n→∞

an+1

an
≤ lim

n→∞
n
√

an ≤ lim
n→∞

n
√

an ≤ lim
n→∞

an+1

an
.

Ukažte na př́ıkladu, že mohou všude platit ostré nerovnosti.

Důkaz: Označme lim
n→∞

n
√

an = α , lim
n→∞

an+1
an

= β a předpokládejme, že β < α . Zvolme

č́ıslo q tak, aby β < q < α . Potom nerovnost an+1
an

> q plat́ı pouze pro konečně mnoho
index̊u n , neboli

∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 je
an+1

an
≤ q .

Odtud dostaneme postupně, že

an0+p ≤ qp · an0 pro p ∈ N

a po odmocněńı
p+n0
√

an0+p ≤ q · p+n0

√
an0

qn0
−→
p→∞

q .

Tedy α = lim
p→∞

p+n0
√

an0+p ≤ q a to je spor.

Analogicky se dokáže nerovnost lim
n→∞

an+1
an

≤ lim
n→∞

n
√

an .

Je-li {an}∞n=1 = {1 , 2 , 1 , 2 , 1 , 2 , . . . } , potom

lim
n→∞

an+1

an
=

1
2

, lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n
√

an = 1 , lim
n→∞

an+1

an
= 2 .

Pro posloupnost {bn}∞n=1 = {2n , 3n , 2n , 3n , 2n , 3n , . . . } plat́ı dokonce ostré nerovnosti
všude. Je totiž

lim
n→∞

an+1

an
= 0 , lim

n→∞
n
√

an = 2 , lim
n→∞

n
√

an = 3 , lim
n→∞

an+1

an
= +∞ .

Poznámka: Předchoźı cvičeńı ukazuje, že existuje-li lim
n→∞

an+1
an

, pak existuje i limita lim
n→∞

n
√

an

a obě limity jsou si rovny. T́ım dostáváme cvičeńı 2.2.23.

23. Stolzova věta:

Bud’te {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 dvě posloupnosti a necht’ lim
n→∞

bn = +∞ . Předpokládejme dále,
že existuje index n0 tak, že

bn+1 > bn pro ∀n ≥ n0 .

Potom plat́ı

lim
n→∞

an+1 − an

bn+1 − bn
≤ lim

n→∞

an

bn
≤ lim

n→∞

an

bn
≤ lim

n→∞

an+1 − an

bn+1 − bn
.
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Důkaz: Stač́ı dokázat posledńı nerovnost (středńı je zřejmá, prvńı dostaneme přechodem
k posloupnosti {−an}∞n=1 ). Ta plat́ı, je-li lim

n→∞
an+1−an

bn+1−bn
= +∞ .

Bud’ tedy A ∈ R . Potom plat́ı

∀ ε > 0 ∃N ∈ N , N ≥ n0 tak, že ∀n ≥ N je
an+1 − an

bn+1 − bn
< A +

ε

2
tj.

ak+1 − ak <
(
A +

ε

2

)
(bk+1 − bk) pro k ≥ N .

Sečteńım těchto nerovnost́ı pro k = N,N + 1, . . . , n− 1 dostaneme

an − aN <
(
A +

ε

2

)
(bn − bN ) , tedy

an − aN

bn − bN
< A +

ε

2

pro všechna n ≥ N . Dále

an

bn
=
(

1− bN

bn

)
an − aN

bn − bN
+

aN

bn
< A +

ε

2
+

aN

bn
.

Poněvadž lim
n→∞

bn = +∞ , existuje N1 ≥ N tak, že aN

bn
< ε

2 pro n ≥ N1 . Tedy pro n ≥ N1

plat́ı
an

bn
< A + ε tj. lim

n→∞

an

bn
≤ A .

Poznámka: Z předchoźıho cvičeńı plyne, že

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ak ≤ lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ak ≤ lim
n→∞

an .

Pro an > 0 je toto tvrzeńı ekvivalentńı s

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

n
√

a1 · a2 · . . . · an ≤ lim
n→∞

n
√

a1 · a2 · . . . · an ≤ lim
n→∞

an .

24. Necht’ an > 0 pro ∀n ∈ N , lim
n→∞

an+1
an

> q > 0 . Potom existuje index n0 a konstanta C tak,

že an > Cqn pro ∀n ≥ n0 .

Důkaz: Poněvadž je lim
n→∞

an+1
an

> q , plat́ı nerovnost an+1
an

≤ q pouze pro konečně mnoho

index̊u n . Tedy
∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı

an+1

an
> q

a odtud

an0+p > qp an0 , p ∈ N , neboli an0+p > qn0+p an0

qn0
= C qn0+p , p ∈ N .

Poznámka: Analogicky plat́ı: je-li an > 0 pro ∀n ∈ N , lim
n→∞

an+1
an

< q , potom existuje
index n0 a konstanta C tak, že an < Cqn pro ∀n ≥ n0 . Odtud plyne nelimitńı verze cvičeńı
2.2.17 (poznámky za t́ımto cvičeńım).
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25. Bud’ an > 0 pro ∀n ∈ N , lim
n→∞

an+1
an

< q . Potom je lim
n→∞

an

qn = 0 .

Důkaz: Označme lim
n→∞

an+1
an

= α a bud’ p takové, že α < p < q . Potom

∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı
an+1

an
< p

a odtud
an0+k < an0p

k < an0q
k pro k ∈ N .

Po úpravě dostaneme

an0+k <
an0

pn0
· pn0+k <

an0

qn0
· qn0+k , neboli

an0+k

qn0+k
<

an0

pn0

(
p

q

)n0+k

−→
k→∞

0 .

Poznámky: i. Je-li q = 1 , pak je lim
n→∞

an = 0 a dostaneme zobecněńı cvičeńı 2.2.17.

ii. Analogicky plat́ı: je-li an > 0 pro ∀n ∈ N , lim
n→∞

an+1
an

> q > 0 . potom je lim
n→∞

an

qn = +∞ .

26. Bud’ {an}∞n=1 omezená posloupnost taková, že

lim
n→∞

(an+1 − an) = 0 .

potom částečné limity {an}∞n=1 tvoř́ı interval 〈α, β〉 , kde α = lim
n→∞

an , β = lim
n→∞

an .

Důkaz: Bud’ k > 2 celé a označme δ = β−α
k . Č́ıselnou osu rozděĺıme na k interval̊u tvaru

(−∞, α + δ〉 , 〈α + δ, α + 2δ〉, , . . . , 〈β − 2δ, β − δ〉 , 〈β − δ,+∞) .

Potom existuje index N tak, že

∀n ≥ N je |an+1 − an| < δ .

Bud’ n1 prvý index takový, že n1 ≥ N a an1 ∈ (−∞, α + δ〉 , n2 > n1 prvý index takový,
že an2 ∈ 〈β − δ,+∞) . V každém ze zbývaj́ıćıch k − 2 interval̊u muśı ležet alespoň jeden
člen konečné posloupnosti an1 , an1+1 , . . . , an2−1 , an2 (je totiž |an+1 − an| < δ ). T́ımto
zp̊usobem budeme pokračovat dále.

Bud’ n3 > n2 nejmenš́ı takový index, že an3 ∈ (−∞, α + δ〉 , n2 > n1 prvý index takový,
že an4 ∈ 〈β − δ,+∞) a uvažme opět konečnou posloupnost an3 , an3+1 , . . . , an4−1 , an4 .
Jestliže pokračujeme t́ımto zp̊usobem do nekonečna, dostáváme, že v každém z interval̊u
〈α+ lδ, α+(l+1)δ〉 , l = 1, 2, . . . , k−3, k−2 lež́ı nekonečně mnoho člen̊u dané posloupnosti.
Poněvadž δ → 0 pro k →∞ , plyne odtud tvrzeńı.

Poznámka: V d̊ukazu jsme ověřili podmı́nku z poznámky za řešeńım cvičeńı 3l) (existence
śıtě). Předpoklad omezenosti posloupnosti {an}∞n=1 lze vypustit - viz řešeńı úlohy 3m).

27. Necht’ lim
n→∞

n(an − an+1) > 0 . Potom lim
n→∞

an = −∞ .
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Důkaz: Existuje p > 0 a n0 ∈ N tak, že n(an − an+1) > p pro všechna n ≥ n0 . Odtud
plyne, že pro každé k ∈ N plat́ı

an0 − an0+k > p

n0+k−1∑
n=n0

1
n

, an0+k < an0 − p

n0+k−1∑
n=n0

1
n

−→
k→∞

−∞

podle cvičeńı 2.2.24b) a tedy lim
n→∞

an = −∞ .

Poznámka: Analogicky, je-li lim
n→∞

n(an − an+1) < 0 , potom lim
n→∞

an = +∞ . Tedy muśı
být

lim
n→∞

n(an − an+1) ≤ 0 ≤ lim
n→∞

n(an − an+1) ,

pokud posloupnost {an}∞n=1 nemá limitu ±∞ .

28. Najděte nerostoućı posloupnost kladných č́ısel {an}∞n=1 tak, že

lim
n→∞

an = 0 , lim
n→∞

n(an − an+1) = 0 , lim
n→∞

n(an − an+1) = 1 .

Řešeńı: Uvažte posloupnost

{an}∞n=1 =
{

1 , 1 , 1 ,
1
2

,
1
2

,
1
2

,
1
2

,
1
2

,
1
3

,
1
3

,
1
3

,
1
3

,
1
3

,
1
3

,
1
3

, . . .

}
,

tedy ak = 1
n pro k = n2 , n2 + 1 , . . . , (n + 1)2 − 1 .

29. Necht’ posloupnost {an}∞n=1 splňuje podmı́nku

am+n ≤ am + an ∀m,n ∈ N .

Potom posloupnost
{

an

n

}∞
n=1

bud’ konverguje nebo je lim
n→∞

an

n = −∞ . Dále plat́ı

lim
n→∞

an

n
= inf

{an

n

}
.

Důkaz: Předpokládejme, že α = inf
{

an

n

}
je konečné. Bud’ ε > 0 a m ∈ N takové, že

am

m
< α + ε .

Každé přirozené č́ıslo n je možno vyjádřit ve tvaru n = q · m + r , kde r je jedno z č́ısel
0, 1, . . . ,m− 1 . Potom pro n ≥ m plat́ı

an = aqm+r ≤ am + am + · · ·+ am︸ ︷︷ ︸
q−krát

+ar = qam + ar , (a0 = 0) ,

an

n
=

aqm+r

qm + r
≤ am

m
· qm

qm + r
+

ar

n
a odtud α ≤ an

n
< (α + ε)

qm

qm + r
+

ar

n
.

Protože plat́ı

n−m + 1
n

≤ qm

qm + r
=

[
n
m

]
m

n
≤ 1 , je lim

n→∞

qm

qm + r
= 1

a tedy
α ≤ lim

n→∞

an

n
≤ lim

n→∞

an

n
≤ α + ε
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(
je zřejmě lim

n→∞
ar

n = 0
)

. Odtud plyne, že existuje

lim
n→∞

an

n
= inf

{an

n

}
.

Analogicky se provede d̊ukaz v př́ıpadě, že α = −∞ .

Poznámka: Chceme-li se vyhnout limitńımu přechodu pro n →∞ , stač́ı si uvědomit, že

am

m
· qm

qm + r
< max

{
α + ε , (α + ε)

n−m + 1
n

}
≤ α + ε +

|α + ε|m
n

,

tedy
an

n
≤ α + ε +

1
n

(
|α + ε|m + max

r=0,...,m−1
|ar|
)

.

Odtud pro dostatečně velká n plat́ı

α ≤ an

n
≤ α + 2ε .
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