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Kapitola 1

Zakladni matematické pojmy.

1.1 Logika.

1. Pfed soudem stoji tii obvinéni A, B, C.
A tika: jsem nevinen, pachatelem je C.
B 1iké: C je nevinen, pachatelem je A.
C tika: jsem nevinen, B neni pachatel.
Soud zjistil, ze jeden z obvinénych 2kréat lhal, jeden fikal 2krat pravdu, jeden jednou lhal

a jednou mluvil pravdu. Kdo je pachatel?

Reseni: 7 vypovédi C plyne, ze nemohl 2krit lhat, ponévadz by byl pachatelem on a
zaroven B. Uvazme nyni nasledujici pripady:

(a) Necht C 2krat mluvil pravdu, pak je A pachatel
i. Jestlize A 2krat lhal, je A pachatel. Jestlize B jednou lhal, je pachatelem B nebo
C. Tento piipad nemuze nastat.
ii. Jestlize B 2krat lhal, pak C' je pachatel, coz je opét spor.
(b) Necht C jednou lhal a jednou mluvil pravdu. Pak pachatelem muze byt C nebo B.

i. Jestlize A 2krét lhal, je A pachatel, coz je spor.
ii. A tedy 2krat mluvil pravdu a B 2kréat lhal. Odtud plyne, ze pachatelem je C.

2. Do polarni expedice je tfeba z osmi zdjemcu A, B,C.D,E, F,G, H vybrat Sest odborniku:
biologa, hydrologa, synoptika, radistu, mechanika a lékaie. Kvalifikaci maji: na biologa F
a G, na hydrologa B a F| na synoptika F' a GG, na radistu C' a D, na mechanika C' a H, na
lékate A a D. Kazdy bude vykondvat pravé jednu funkci. Kdo pojede, kdyz F nemuze jet
bez B, D bez H a bez C, C nemuze jet s G a A nemuze jet s B?

Reseni: Vypiseme si jednotlivé profese a pifsluzné zajemce do tabulky.

Biolog FE,G Hydrolog B, F Synoptik F,G
Radista C,D Mechanik C, H Lékar A, D

(a) Kdyby A jel s expedici, pak nejede B a nemuze jet ani F, tedy neni mozné obsadit
funkci hydrologa. Zajemce A tedy jet nemuze.

(b) Ponévadz A nejede, musi jet D ve funkci lékate, tedy C' ve funkci radisty a H ve funkci
mechanika. Ale C nemuie jet s G, tedy G nepojede. Odtud plyne, ze E jede ve funkci
biologa, F' ve funkci synoptika a B ve funkci hydrologa.



3. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich implikaci.

(a) Konci-li celé ¢islo cifrou 5, je délitelné 5. [pravdivd
(b) Je-li 6 prvocislo, pak 12 je ¢islo slozené [pravdivd
)
)

(c

]
]
Jestlize pro dvé ¢isla a, b plati ab =0, pak a = b = 0. [nepravdivé |
(d) Je-li 6 prvocislo, pak 12 je také prvofislo. [pravdivd ]

4. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich ekvivalenci.

(a) Cislo je délitelné 3 pravé tehdy, je-li jeho ciferny soucet délitelny 3. [pravdiva ]
(b) Cislo 9 je sudé prave kdyz je délitelné 2. [pravdiva |
(c) Uhlopzicky rovnobéznika jsou na sebe kolmé tehdy a jen tehdy, jeli dany rovnobéznik

Ctverec. [nepravdiva ]

5. Dvé definice snadnosti pisemky jsou:

(a) Pisemka je snadnd, jestlize kazdy priklad vyfesil alespon jeden student.

(b) Pisemka je snadnd, jestlize alesponi jeden student vytesil vechny piiklady.

Muze existovat pisemka, kterd je

«) lehkd ve smyslu a), ale ne ve smyslu b)?

B) lehké ve smyslu b), ale ne ve smyslu a)? [b) = a)]
6. Jsou dany vyroky, tykajici se vysky zaku tiid A a B.
a) Kazdy zak z B je vyssi nez vsichni zaci z A.
b) Nejvyssi zék z B je vySsi nez nejvyssi zak zA.
(c
d

(e) prumérnd vyska zdku z B je véts{ nez prumérnd vyska zdka z A.

(
(
(

)
)
) Ke kazdému zéku z B existuje zdk z A, ktery je mengi.
) Kazdy zék z A je mensi nez alespon jeden zdk z B.

)

Jsou nékteré z téchto vyroku ekvivalentni? Které? [c) & d)]

7. Formulujte predpoklad a tvrzeni v nasledujicich vétach.

(a) Soucin dvou po sobé jdoucich sudych ¢isel je délitelny osmi.
[ Predpoklad: Soucin dvou po sobé jdoucich ¢isel.
Tvrzeni: Je délitelny osmi. ]
(b) Soucet a rozdil étvercu dvou po sobé jdoucich prirozenych éisel je vzdy lichy, jejich
soucin vzdy sudy a délitelny ¢tyimi.
[ Predpoklad: Soucet a rozdil étvercu dvou po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel.
Tvrzeni: Je vzdy lichy, jejich souéin je vzdy sudy a délitelny ¢tyfmi. ]

8. Vyslovte negaci nasledujicich vyroki.

(a) Vsechny koeficienty jsou rovny nule. [ Alespon jeden koeficient ke nenulovy. ]
(b) Vsechny kofeny rovnice jsou redlné. [ Alesporn jeden kofen rovnice nenf redlny. |
(c) 4 < —2. [4>-2.]



9. K danym vétam vyslovte véty obracené.

(a) Uhlopiicky kosoctverce pili jeho thly.
[ CtyFithelnik, jehoz thlopFicky pili jeho thly, je kosoctverec. ]
(b) Je-li ¢islo délitelné deviti, je jeho ciferny soucet délitelny deviti.
[ Je-li ciferny soucet ¢isla délitelny deviti, je ¢islo délitelné deviti. |

10. Vyslovte nésledujici véty ve tvaru nutné a postacujici podminky.

(a) Rovnostranny trojihelnik mé vnitin{ dhly stejné.
[ Trojihelnik je rovnostranny prévé tehdy, ma-li vnitin{ hly stejné. Nebo:
Rovnost stran trojuhelnika je nutnou a postacujici podminkou pro to, aby jeho vnitin{
dhly byly stejné. ]
(b) Jeden z kofenti kvadratické rovnice ax? + bxr + ¢ =0, a # 0, je nulovy.
[Rovnice ax? + bx + ¢ =0, a # 0 m4 alespoii jeden koZen nulovy pravé kdyz ¢ = 0.]
(¢) V rovnobézniku se dhlopficky navzdjem puli.
[ Ve ¢tyfuhelniku se thlopticky puli pravé tehdy, jde-li o rovnobéznik. |

11. V nasledujicich vétach doplinte vynechany text slovy ,je nutné*, | staci“,,je nutné a staci®
tak, aby byly pravdivé.

(a) Aby soucet dvou pfirozenych &isel byl délitelny dvéma,. ... .. , aby kazdy scitanec byl
délitelny dvéma. [staci ]
(b) Aby mnohoélen az? + bx + ¢, a # 0 byl délitelny dvojélenem (x —a),...... , aby ¢islo
a bylo nulovym bodem tohoto mnoho¢lenu. [je nutné a stad]
(¢) Aby celé ¢islo bylo délitelné stem, . .. ... , aby bylo délitelné deseti. [je nutné]
(d) Aby celé ¢islo bylo délitelné stem, ... ... , aby bylo délitelné tis{cem. [staci]

12. Urcete vSechna n € N, pro néz z vyroku
A: n%—2 je délitelné 7, B: n—2 je délitelné 7, C': 4n® — 360n + 8099 < 0
jsou pravé dva pravdivé.
[ n = 45; ukazte, Ze je-li n — 2 délitelné 7, pak n? — 2 nenf délitelné 7.]

13. Urcete vsechna x € R, aby prévé jeden z vyroku

1
A: x jecelé, B: z%— 3z je celé zdporné, C: x+ — je celé kladné,
x

- .34+v5. 3=v6
byl nepravdivy. [x c {2, 35, T}}
14. Napiste nésledujici vyroky pomoci kvantifikdtoru a urcete, zda jsou pravdivé.

(a) K libovolnému redlnému ¢islu y existuje redlné ¢islo @ tak, ze plati x +y? < 1.
[VyeR Jz € R : v +9y% < 1; pravdivy.]
(b) Pro libovolné redlné &islo y plati (y — 3)(y + 3) < 2.
[VyeR : (y—3)(y+3) <y?; pravdivy.]
(c) Pro jakékoliv redlné &fslo z plati #2 — 6z + 15 > 0.
[Vz € R : 22 — 62+ 15 > 0; pravdivy.]
(d) Existuji redlna ¢isla x takova, ze plati |z — 2| < 4.
[Tz eR : |z —2| <4; pravdivy.]



(e) Existuji redlna ¢éisla o takova, ze plati log(2? — 1) = log(x — 1) — log(z + 2) .
[Jz € R : log(x? — 1) = log(z — 1) — log(x + 2); nepravdivy. ]

15. Dokazte sporem nasledujici véty.

a) Rovnice ax = b, a # 0 ma jediné resSeni.

(a)
(b) Rovnice a + x = b m4 jediné Feseni.
(c) /T je cislo iracionalni.

(d) Rovnice 22 + 1 = 0 nem4 realné koteny.
16. Dokazte, ze pro kazdé n € N a z > —1 plati

1+2)" >1+nzx, ( Bernoulliova nerovnost ) .

Dikaz: K dikazu pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.
Predpokladejme, ze
1+z2)">1+nz.

Jestlize tuto nerovnost vynasobime vyrazem 1+ x > 0, dostaneme
A4z)"™ > A 4+n2)14+2)=14+n+Dz+nz?>1+ (n+ 1)z
a dukaz je dokoncen.
17. Necht jsou z1,71...,7, (n € N) jsou kladnd ¢&fsla takovd, Ze
X1-To: ... Ty =1.

Potom je
T4+ T2+ +xTHh >N,

Dukaz: Tvrzeni budeme dokazovat opét matematickou indukci. Je-lin =1, je z; = 1,
tedy x1 > 1 a tvrzeni plati. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a uvazme mnozinu ¢isel
{z1,22,..., 2, Tpr1} . Jestlize jsou viechna ¢isla rovna 1, je

T+ T2+ rpp=n+1

a tvrzeni plati. Jestlize existuje jedno z téchto ¢isel, které je mensi nez 1, musi existovat jiné
cislo, které je vétsi nez 1. Je totiz

T1-T2* ... Ty Tpg1 = 1.
Necht napi. z,, < 1, Z,41 > 1. Uvazime-li skupinu n é&isel
L1, L2y ey Tye1y Ty * Tyt s
je jejich soucin roven 1 a podle indukéniho predpokladu plati
T +x2+ -+ Tpo1 +Th Ty =N

Pricteme-li k obéma stranam této nerovnosti x,, +x,+1 a sou¢in x, 2,41 prevedem na pravou
stranu, dostaneme

T1+r2+ -+ Tp+Tui1 2N+ Ty + Tl — Tn - Tl =

=n+l4+z,p1(l—z,)+z,—1l=n+1+1—-z,)(py1—1)>n+1.



18. Jsou-li z1, o, ..., x, libovolna kladné ¢isla, n € N, potom plati

1 +2xo+ -+ Ty
n

> Yx1 X2 ... Ty -

Aritmeticky prumér je vzdy vétsi nebo roven geometrickému pruméru.

Dukaz: Uvazme n ¢isel

T €2 T

g oo

YT Ty . Ly YTT T .. Tp I > N
Vsechna tato ¢isla jsou kladnd a jejich soucin je roven 1. Podle piedchoziho piikladu je tedy

X1 o ey
+ R >n
Yr1-To Ty Yry-T2r Ty Y1 To ... - Ty

a odtud plyne, ze
T+ Ta+- -+ Ty

n

> Yr1 X9 .. Ty

19. Metodou matematické indukce dokazte, ze pro libovolné ptirozené n plati

(a) 12422 ... 4 n? = MntlOn4D) .

B2 qnd=(14+24--4n)?2=[Lnn+1]*;
124234344 +n(n+1)=3n(n+1)(n+2);

1 1 1 1 _ _n_ .
3tsstsrt -t @2n—1)(2n+1) — 2n+1’
1424224 42n7 1 =2m —1;

)

)

)

)

)

) 12432 4.+ (20— 1)2 = W=D
)

)

)

)

(=D (1 ) = 255
%ﬂ+%ﬁ+...+%>£,n>l;

Lol it o r s <n,n>1;

(a+b)" = (5)amt® + (7)am 1ot + -+ (7)a’";

{vyuiijte vlastnosti kombinaénich &fsel (}) + (kil) = (Zﬁ)}

1 1 1 . she e 1 1 1 1
&) satam T tama >l [ukaZte’ 2¢ 32 T 3nts T 3abd T Al 0}
(1) n” —n je délitelné 7;
[ukaite, ze kombinaé¢ni ¢isla (I), (;), (;), (Z), (g), (g) jsou vsechna délitelnd 7]
(m) Pro n > 1 dekadicky zépis 22" + 1 konéf éislici 7;

[ dokazte, Ze ¢islo 22" — 6 je délitelné 10

1. 3 2n—1 1 .
(H)EZ on <m,n>1,

S . 2n41 3n+1
[ukazte, ze plati 5105 < /3.4 }

(0)\/ﬁ<1+%+-“+%<2\/ﬁ,n>1;
[ukazte, Zeplatf\/ﬁ—\/ﬁ<\/n1ﬁ<2(,/n+ _\/ﬁ)}




(p) Budte ; >0 pro i =1,2,...,n, 1 + 22+ - + 2, < 5. Potom je

l\D\H

1—z1)(1—z2)...(1 —z,) >
[vyuzijte vztahu 1 — 2, — pt1 < (1 — 2,)(1 — 2py1) ]

20. Dokazte, ze pro x # 2km, k € Z an € N plat{

sin 2ntl .

1 - 7T,
(a) 5 +cosw+cos2z + -+ cosnr = Ereank
(b) sinz 4 2sin 2z + - - - + nsinne = &F )Smf:inznfm(n+ =,
2
. . . sin "'2"1 . nz
(c) sinx +sin2x + - +sinnr = —Z— -sin 5 .
= 2

1.2 Mnoziny a jejich zobrazeni.

1. Budte Y, Xy, (A € A) mnoziny. Ukaite, Ze plati

Y- Jxa=-Xy; Y- (X = -Xy).

AEA A€EA A€EA AEA

De Morganova pravidla.

Dukaz:

(a) Necht z € Y — |J X,.Potomjex €Y, z ¢ U Xy, tedy z ¢ X proV A € A. Odtud
AEA
plyne, ze x € Y — X proVA € A, tedy = € ﬂ(Y Xy) . Tim jsme dokézali, ze
AEA

Y- X -Xy).
A€EA AEA

(b) Obrécene, bud z € () (Y — X,).Potom jex € Y — X, proVA € A, tedy z ¢ X pro

AEA
VieAataké x ¢ |J X).NebolizeVY — |J X, aplati, ze
AEA AEA
N -xycYy-[J X\
AEA AEA

(c) Analogicky nechf z € Y — (| X).Potomz €Y, x ¢ [ X», tedy IXg € A, tak, Ze

AEA A€A
x¢ Xy, ,nebolizeY — Xy, aze |J (Y — X,). Dostavame, ze
AEA
Y- XcJ-Xy).
AEA AEA

(d) Obracené prox € |J (Y — X)) INg€eAtak,zexz €Y — X,,,neboliz €Y, z ¢ X,
AEA

atedy x ¢ () Xx.Nésledné z € Y — [ X\ a plati inkluse
AEA AEA

Uy -xy)cy-) X\

AEA AEA



~ W

~N O

Poznamky: i) Dukaz de Morganovych pravidel je zaloZen na vlastnosti mnozin

A=B <<= ACBABCA.
Tohoto postupu budeme vyuzivat v dalsim velmi ¢asto, pokud se budeme chtit presvédcit,
ze dvé mnoziny jsou si rovny.

ii) Mnozina A , které budeme fikat ¢asto indexovd mnozina, muze byt libovolnd, napf. interval
(0,1) . Vétsinou vsak bude bud A = N nebo A C N.

. Ukazte, ze plati
UA)\—UB)\CU(A)\—B)\)CUA)\—HB)\.
AEA A€A AEA A€EA AEA

Najdéte mnoziny Ay a B tak, Ze nikde neplati rovnost.

Dukaz: Bud z € | Ax— J By.Potomjex € |J Ax,x ¢ |J By, tedy evistuje index
AEA AEA AEA AEA
Ao tak, ze z € Ay, , ¢ ¢ By, . (Je dokonce x ¢ By VA € A.) Odtud plyne, ze x € Ay, — B, ,

tedy z € |J (Ax — By) a prvé inkluse je dokdzéna.

AEA
Bud z € |J (Ax — By). Potom existuje \g tak ze z € Ay, — B, , tedy x € Ay, , x & By, -
A€EA
Tudiz x € |J Ax, z ¢ () By a druhd inkluse plati.
AEA AEA
Bud’ .
A1<031>5A2<271> 7Ak:® pro k23a
1 1
Blz<0,2> 7Bg:<2,1> , B, =0 pro k> 3.
Potom je

. Ovéite rovnost mnozin A = {1,-5}; B={r € R; 2% + 42 — 5 = 0}.
. Urcete, zda M C N, jestlize
(a) M je mnozina vsech rovnostrannych trojihejniki, N je mnozina vsech rovnoramennych
trojuihelnikd. [Ano]
(b) M je mnozina vsech celych ¢isel, N je mnozina vsech lichych éisel. [Ne]

. Bud A= {z € N; 2 <3}. Najdéte viechny vlastn{ a nevlastni podmnoziny A .
[ Vlastni podmnoziny : {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}; ]
[nevlastni podmnoziny : 0, {1,2,3} = A.]
. Najdéte mnozinu B vSech podmnozin mnoziny A = {1,2}. [B={0,1,2,{1,2}}]
. Najdéte sjednoceni, prunik a rozdil nasledujicich mnozin.

(a) A={1,2,4,6,9}, B={3,4,58,10}; [AUB ={1,2,3,4,5,6,8,9,10},
ANB={4}, A—B=1{1,2,6,9}, B— A={3,5,8,10}]



(b) A=(4,8), B=(1,4); [(1,8), 0, (4,8), (1,4)]
(¢c) A=(-3,7), B=(50); [(=3,7), (5,6), (—=3,5)U(6,7), 0]
(d) A je mnozina vSech sudych ¢isel, B je mnozina vsech lichych éisel. [Z,0, A, B

8. A je mnozina vsech sudych ¢isel, B je mnozina vSech lichych ¢isel, které nejsou délitelné
tfemi, C' je mnozina vsech ¢isel, délitelnych tfemi. Najdéte mnoziny

AUuB, AuC, AuBUC, AnC.

[ AU B; mnozina celych ¢isel, kromé lichych ndsobku ti{

]

[ AU C; mnozina v8ech celych ¢isel, kromé lichych, nedélitelnych tfemi,]
[AU B U C; mnozina vsech celych ¢isel |

]

[ AN C; mnozina v8ech ¢isel délitelnych Sesti

9. A je mnozina v8ech ¢tyitihelnikl, B mnozina vSech pravidelnych n—ihelnikt. Najdéte mnoziny
A—BaB-A. [A — B: mnozina vSech ¢tyftihelniku, které nejsou ¢tverce.,]

[ B — A: mnozina vsech pravidelnych n—ihelniku, které nejsou ¢tverce. |

10. Najdéte mnoziny, které tvoii vSechna feseni néasledujicich rovnic.

a) cos7:0; b) sinmx =0.

Urcete prunik a sjednoceni téchto mnozin.
[ a) mnozina vsech lichych éisel; b) mnozina vsech celych ¢isel |
[pranik je mnozina v8ech lichych ¢isel, sjednoceni mnozina vsech celych éisel |
11. Bud'te X a Y dvé mnoziny. Mnozinu
AX,)Y)=XAY=X-Y)u(lY - X)

nazyvame symetrickou diferenci mnozin X a Y . Ukazte, ze plati

(a) XCY << XUY =Y <<= XnY=X;

(b) XCZANYCZ < XUY CZ,;

ZCXNZCY <= ZCXNY,;
U(Yuz)=(XuY)uz;
NYNZ)=(XNY)NZ;

f) XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ);

Jei M C X, pak X — (X —M)=M;

)

)
)
(c)
(d) X
(e) X
()
(g)
(h) X=(X-Y)u(XnY);
(i) XuY=XU(Y - X);
) XuY=X-Y)ulYy - X)u(XnY);
k) (XUY)-Z=(X-2)UY <= YNZ=0;
) XAY=XUY-XnNY;
(m) XAY =0« X=Y;

) XAY =X <= Y =0;

) X-(YUuZ)=(X-Y)-Z;

) X—(X-Y)=XNY;

(n
(o
(

p



(@) X=-Y)NnZ=XnZ)—(YNZ).
Naévod: Pii dukazech vyuzijte vlastnosti X =Y < X CY A Y C X.

12. Ukazte priklady mnozin, pro néz plati

(a) A# BU(A— B). Kdy plati rovnost? [A=(0,1), B=(2,3); BC A]
(b) A=BUD,ale A— B # D. Kdy plati rovnost? [ B=(0,2), D = (1,3); BN D ={]
(¢c) D=AU(B—-E),D# (AUB) — E. Kdy plati rovnost?
[A=(0,2), B=(1,2), E=(1,3); ANE =0]
(d) (A1 UAy) — (B1UBsy) # (A1 — B1) U (A — Bsy). Jaky vztah plati?
[Al:(072)7A2:(476)a31:(173)aB2:(074)5
(AlUAQ)_(BluBQ)C(Al_Bl)U(AQ_B2).]

13. Urcete vzdjemny vztah mnozin X ay (tj. X =Y, X CY,Y C X) je-li

(a) X=AU(B—C),Y =(AUB)— (AUC); (X DY)
(b) X=(ANB)—C,Y =(A-C)n(B-0C); (X =Y]
() X=A—(BUC),Y =(A—B)U(A-C). (X CY]

8

14. Najdéte mnoziny |J Ax, U Bk, () Ck, () Dk, je-li
k=1 k=1 k=1 k=1

1 1 1 1
w01y e (o e (01 oo (012,

[@Akzm,l), U Be = (0,1), N Cx= {0}, ﬁDk:@}
k=1 k=1 k=1

k=1

o~

15. Ukazte, ze A ( U 4, U Bk> C U A(Ag, By) . [ Vyuzijte piikladu 1]
k=1 k=1 k=1

16. Nechf A;, Ay, Az, ... jsou mnoziny. Ukazte, Ze

ﬂA CUﬂAkCﬂUAkC UA

n=1k=n n=1k=n
Je-i A3 C Ay C A3 C ... ,pak
UNa=AUa=Ua
n=1k=n n=1k=n n=1

Je—liAlDAgDAgj...,pak

U N =) U 4= ﬂA

n=1k=n n=1k=n
o0 o0
Navod: Ukazte, ze |J [\ Ak je mnozina takovych x, kterd lez{ ve viech A, az na konecny
n=1k=n
oo o0
pocet mnozin, zatimco (| |J Ag jsou takové prvky, které lezi v nekoneéné mnoha A,, .
n=1k=n

o0 o0
Poznamka: Mnozinu |J [ Ak nazyvdme dolnf limitou posloupnosti mnozin a znaéime

n=1k=n
(oo} oo
lim A, ,mnozinu (| |J Ay horni limitou posloupnosti mnozin a zna¢ime lim A, . Jestlize
n—o0 n=1k=n n—0o0
plati lim A, = lim A, , fekneme, Ze posloupnost mnozin m4 limitu a oznac¢ime ji lim A, .
n—oo n— o0 n— o0
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17.

18.

19.

20.

21.

Necht A Cc C, B C D. Ukazte, 2e Ax B=(Ax D)N(C x B).

Dikaz: a) Ponévadzplati AXxB C AxD, AxBCCxB,jeiAxB C (AxD)N(CxB).
b) Necht obrdcené (a,b) € (A x D) N (C x B). Potom je (a,b) € A x D a zéroven
(a,b) e CxB.Tedya€ A, be B, neboli (a,b) € AxBaplati (AxD)N(CxB) C AxB.
Najdéte mnoziny A x B a B x A, jestlize
(a) A={zeN;l<z <4}, B={reN;z?—-4=0};

[AxB={(2,2),3,2)}; BxA={(2,2),(2,3)}]
(b) A={1,4,5}, B={a,b}.

[Ax B ={(1,a),(1,0),(4,a),(4,0),(5,a), (5,0)};
B x A={(a,1),(a,4),(a,5)(b,1), (b,4), (b,5)}]

(c) A=N,B=0. [AxB=BxA=10]
Ukazte, ze plati

(a) AxB=0) < A=0V B=0;
(

)
b) AXBCXxXxY < ACX ABCY;
() AxY)U(BXxY)=(AUB)xY;

)

(d) (X xY)N(AxB)=(XNA) x(YNB).

Navod: Vyuzijte postupu z ptikladu 17.
Bud f: X — Y, A, B C X. Ukaite, Ze

f(ANB) C f(A)Nf(B).
Je-li f prosté zobrazeni, je dokonce f(AN B) = f(A)N f(B).

Ditkaz: a) Nechf y € f(AN B). Potom existuje z € AN B tak, 7ze y = f(x). Je tedy
y € f(A) a zaroven y € f(B), neboli y € f(A)N f(B).

b) Obracené piedpoklddejme, Ze f je prosté a bud y € f(A) N f(B). Potom existujf

x1 € A, x9 € Btak,zey = f(x1) = f(x2) . Ponévadz je f prosté, musi platit ©1 = 9 € ANB
neboli y € f(ANB).

Bud f: X — Y, A, B C X. Ukaite, 7e
f(A) = f(B) C f(A-B).
Na piikladu ukazte, ze f(A) — f(B) # f(A— B).

Dikaz: Bud y € f(A) — f(B). Potom je y € f(A), y ¢ f(B). Existuje tedy = € A tak, ze
y = f(z), ale x ¢ B. Odtud plyne, 7ze x € A — B, neboli y € f(A— B).

Stacf zvolit napi f : 2 — 2%, A= (—1,1), B = (—1,0). Potom je

f(A=B)=(0,1),  f(A)-f(B)=0.

11



22. Bud f : X — Y zobrazeni. Ukaite, Ze plati

(a) ACBC X = f(A) C f(B);
(

)
b) A, B€ X = f(AUB) = f(A)U f(B);
() ABeY = fY(A-B)=f"1(A) - f1(B);
(d) A BeY — fY(ANB)= {1 (A)nf(B);
(€) A BEY = f~YAUB) = f~L(A)Uf Y(B)

Navod: Vyjdéte z definice pfislusnych mnozin a uzijte metody piikladu 20.
23. Bud f : X — Y zobrazeni, A C X, B C Y podmnoziny. Najdéte f(A) a f~1(B), je-li

(a) X=Y=R, f:a2—2% A={-1,0,1,2,3}, B ={3,4};
[ ( ) {0’1749} f { 2_\/>\/>2}]
(b)X:N,Y:R,f:x—>x2,A:{1,3,10},B={3,7,9},

[£(A) = {1,9,100}, f~1(B) = {3}]
(¢) X=Y=R,f:z—>snz, A= ,B={3};

[f(A):<0,1>,f B)={% +2km k€ Z} U{5E + 2k, k € Z}]
(d)X:Y:R,f:x—)ﬁ,A:«),%»OO),B:(*O0,0). [(071>7®]

24. Bud f : X — Y zobrazeni. Potom je f prosté prave kdyz f(A — B) = f(A) — f(B) pro
vsechny podmnoziny B C A C X .

Ditkaz: Podle piikladu 21 je f(A — B) C f(A) — f(B). Necht je nyni f prosté zobrazen{

ay € f(A— B). Potom existuje z € A— B tak, ze y = f(x). Ponévadz z € A, x ¢ B, musi
byt y € f(A), y ¢ f(B),(f je prosté). Tedy y € f(A) — f(B), neboli

f(A=B)C f(A) - f(B).

Jestlize f neni prosté, existuji z1,zo € X, x1 # w2 tak, ze f(z1) = f(x2) =y1 € Y . Polozme
A={z1,22}, B={x1}. Potom

f(A=B)={n}, f(A)-fB)=0, BCACX.

25. Ukazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

(a) f: X — Y je prosté zobrazenf;

(b) f7H(f(A))=AproVACX;

(c) f(ANB) = f(A)Nf(B)proVA BCX;

(d) Je-li AnNB =10, potom f(A)N f(B)=0proVA BC X;

(e) Pro libovolnou dvojici B C A C X je f(A— B) = f(A) — f(B).

Néavod: Dokazte fadu implikaci a) = b) = ¢) = d) = e) = a). Uzijte metody
z prikladua 20, 21, 24.
26. Najdéte piiklady zobrazeni f : X — Y a podmnoziny A C X, pro néz

(a) fF(X-A) Y —f(A); [flz)=2%, X=(0,1),Y =R, AC X libovolnd mnozina
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27.

28.

(b) F(X=A) DY — f(4);

[f(z) =2, X =(-1,1), Y =(0,1), A C X libovoln4d podmnozina |

(c) ani jedna z mnozin f(X A) aY — f(A) neni podmnozinou druhé.
[f(a:):x2 X:< >>Y aA:( 1
potom f(X —A) = (0,1), f(A4) =(0,1), Y — f(A ):( ;0) U (1, +00)]

Poznamka: Plati dokonce nasledujici tvrzeni.

Je-li f : X — Y zobrazeni, pak je f prosté pravé kdyz pro libovolnou mnozinu A C X je
f(X—-A)cY - f(A).

f je zobrazeni X na Y prave kdyz pro libovolnou mnozinu A C X je f(X —A) DY — f(A).
Bud'te X,Y,Z mnoziny, f : X — Y ,g:Y — Z,h : Z — X zobrazeni. Jsou-li mezi

zobrazenimi hogo f, go foh, fohog dvé zobrazeni na a tfet{ prosté nebo dvé prostd a
tfeti na, pak jsou vSechna tii zobrazeni prosta zobrazeni na. Dokazte.

Dikaz: Oznatme FF = hogof,G = fohog, H = go foh. Ziejmé plati nasledujici
implikace.

«) Je-lli F prosté, je f prosté. B) Je-li F na, je h na.

v)  Je-li F na a h bijekce, je h™1 o F na.

§) Je-li H prosté a h bijekce, pak H o h™! je prosté.

a) Necht napt. F' a G jsou zobrazeni na a H je prosté. Ponévadz F je zobrazeni na, je podle
vlastnosti 3) zobrazen{ h také na. Dédle H je prosté, tedy podle vlastnosti «) je h také prosté.
Odtud plyne, ze h a tedy i h~! jsou bijekce.

Déle je F zobrazenf na a tedy také zobrazeni h~! o F = go f je na. H je prosté zobrazeni
a podle §) je prosté i zobrazeni Hoh™! = go f. Tedy go f je bijekce.

Vzhledem k tomu, ze G je zobrazenf na, je podle bodu ) zobrazeni f také na. go f je prosté
zobrazeni, tedy i f je prosté, neboli je to bijekce.

Koneéné g = (go f) o f~! je jako slozeni dvou bijekei také bijekce.

b) Necht F je zobrazeni na G a H jsou prostd. Podle bodu a) je h bijekce a stejné tak
igo f.Ponévadz je G prosté zobrazeni, je také g prosté a ponévadz g o f je bijekce, plyne
odtud, Ze g je zobrazeni na, neboli bijekce. Vzhledem k tomu, ze f = g~ o (go f), je také
f bijekce.

Bud A = {ai,as,...,a,} koneénd mnozina o n prvcich (n > 0 celé). Oznacme 24 systém
vSech podmnozin mnoziny A . Potom je m (2A) =2m,

Diikaz: Systém 24 obsahuje prazdnou mnozinu a podmnoziny o jednom, dvou, az n prvcich.
Potet viech podmnozin o k prveich (0 < k < n) je (1), tedy

m (24) = <g)+<z)++(z> (141" =2n

Pozndmka: Oznaceni 24 = exp(A) pro systém viech podmnozin mnoziny A se pouziva
pro libovolnou mnozinu A. Cislice 2 je vlastné zkratka pro dvouprvkovou mnozinu, napf.
{0,1}. Obecné B# oznatuje mnozinu véech zobrazeni f : A — B. Kazdé zobrazeni
f A — {0,1} charakterizuje libovolnou podmnozinu M C A:z € M < f(z) = 1.
Takovou funkci f nazyvame charakteristickou funkei mnoziny M .
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29.

30.

31.

32.

33.

Kazda podmnozina spocetné mnoziny je konetnéd nebo spocetné.

Diikaz: Bud A spocetnd mnozina, B C A podmnoZina. Je-li B koneén4, je tvrzen{ ziejmé.
Necht je tedy B nekoneéné. Ponévadz A je spocetna, lze jeji prvky napsat ve tvaru nekoneéné
posloupnosti A = {aj,as,as,...}. Postupujeme nyni v této posloupnosti tak daleko, az
narazime na prvy prvek mnoziny B, tieba ay, € B. Stejnym postupem ziskdme index
ky > ky tak, ze ay, € B. Tim dostaneme posloupnost {ag, , a,, ... }, kterd obsahuje viechny
prvky mnoziny B a B je tedy spocetné.

Kazda nekone¢nd mnozina obsahuje nekone¢nou spoc¢etnou podmnozinu.

Dukaz: Bud A nekoneénd mnozina a zvolme prvek a; € A. Ponévadz je mnozina A — {a;}
opét nekoneénd, lze zvolit prvek as € A—{a;}. Obecné prvek a,, zvolime libovolné v mnoziné
A —A{ai,az2,...,an_1} (kterd je opét nekonecénd). Tim zpusobem dostaneme posloupnost
{a1,as,...}, kterd tvoii spotetnou podmnozinu A.

Poznamka: Piedchozi tvrzeni je zjednodusend formulace tzv. axiomu vybéru. Bud

{Ay; X € A} systém po dvou disjunktnich neprazdnych mnozin, A = |J A, . Pak existuje
AEA

zobrazen{ f : A — A tak, ze f(\) € A pro kazdé A\ € A. Axiom vybéru zarucuje moznost

vybéru ,reprezentanta“ mnoziny Ay . Specielné v ptipadech, kdy prvky mnoziny A jsou opét
néjaké mnoziny, je tfeba axiomaticky zarucit moznost vybéru ,reprezentanta‘.

Jsou-li A, B spocetné mnoziny, pak A x B je také spocetna.

Duakaz: Je-li A= {ay,as2,...}, B={b1,bs,...}, pak A x B muzeme zapsat do schematu

(al,bl)a ((11,1)2), (alvb?))a
(a27b1)7 (a2;b2)7 (a27b3)7
(a37b1)7 (a37b2)7 (a37b3)7

Tyto prvky lze zapsat do posloupnosti (napf.)

<a17 bl) 5 (@2, bl) B (a/la b2) ) (a/3a bl) ) (a2a b2) ) (CL]_, b3) 3 (Cl4, bl) PRI
a odtud plyne, ze A X B je spocetnd mnofina.

Je-li A nekonetnd mnozina, B spocetnd nebo konetnd mnozina, pak jsou mnoziny A U B

a A ekvivalentn{ (tedy maji stejnou mohutnost).

Dikaz: Plati AUB = AU (B — A), kde sjednoceni vpravo je disjunktni a podle piikladu
29 je mnozina B — A kone¢nd nebo spocetnd. Podle piikladu 30 existuje spotetnd mnozina
CcAateddy A=(A-C)UC,AUB=(A-C)UCU(B— A). Mnozina C U (C — A)
je spocetnd a tedy ekvivalentni s C'. Jestlize nyni ptifadime kazdy prvek A — C' sdm sobé,
dostavame pozadované bijektivni zobrazeni A na AU B.

Bud © = {a;a : N — {0,1}} mnozina vSech posloupnosti nul a jedni¢ek. Potom je Q
nespocetnd mnozina.
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34.

35.

Dikaz: Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze prvky € lze usporadat do posloup-
nosti napft.
1
= {al 7(12 ,a al )7...}

2) (2 (2
= {a?,a” a5,

®) :{a?%aQ% al¥ .}

Bud b = {b,} definovéna vztahem b, = 1 — a{” . Potom je b € Q, b # a(™Vn € N, coz je
Spor.

Pozndmka: Metoda dukazu se nazyva Cantotova diagonaliza¢ni metoda. Dokézali jsme

tedy, 2N = exp(IN) je nespocetna. Obecné je mohutnost exp(A) vétsi nez mohutnost A pro
kazdou mnozinu A .

Bud Q) = {a € Q : a(n) =0 pro viechna n € N s vyjimkou koneéné mnoha n}. Potom
je Qo spocetnd mnozina.

Dikaz: Bud n € N a necht A, = {a € Q; a(k) = 0 pro k > n}. Podle pifkladu 28 je
m(A,) = 2" . Protoze mnozina

UAn*AlL/IU n+1 —

n=1

je sjednoceni disjunktnich koneé¢nych mnozin, 1ze prvky €y uspoiradat do posloupnosti, tj.
Qg je spocetnd mnozina.

Pozndmka: Analogicky dostaneme, ze Q1 = {a € ; a(n) = 1 az na kone¢ny pocet indexi}
je spocetnd mnozina. Tedy Q = Qo U Q; UQ, kde pouze

Q={aeQ;VkeNIng,n €N :ng>kAny >kAa(ng) =0Aa(ny) =1}

je nespocetna. Mnozinové feceno: systém vSech konecnych mnozin a mnozin s koneénym
doplitkkem v exp(N) je spocetny. Systém vSech podmnozin N, které jsou nekonecné a maji
nekonecny doplnék, je nespocetny.

Ukazte, ze jsou nasledujici mnoziny X a Y ekvivalentni a najdéte ptislusné bijektivni zo-
brazeni X na Y .

(a) X =N, Y je mnozina viech sudych kladnych ¢isel; [ (n) =2n]
(b)y X=N,Y=72; [f(n) =% pro n sudé, f(n)=-5" pro n liché]
(c) X =(0,1),Y = (a,b), (a <b); [@ + (b —a)z]
(d) X =(0,1),Y = R; [f(@) = @fﬁ1
(e) X =R,Y = (0,+00); [f(z) =e€"]
(f) X =(0,400),Y = (a,+), a € R; [f(z)=2+a]
(8) X=(0,1), Y =(0,1);
f(O):Oaf(x)*nT_lJr**SU SCE( %> n € N; (nakreslete si graf);
nebo f(r)=xz,z¢€ —{+:ineN}, f(}) =Z5;

Srovnejte s dukazem cviceni 32|
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36. Ukazte, ze viechny intervaly maji stejnou mohutnost (omezené i neomezené). Tato mohutnost

37.

38.

se nazyva mohutnost kontinua.

Navod: Uzijte vysledky pfedchoziho cviceni.
Ukazte, ze mnozina Q vSech racionalnich ¢isel je spocetna.

Navod: Ukazte, ze Q ~ My, kde My C Z x N a pouzijte cviceni 29 a 31.

o0
Necht pro vsechna n € N je A, nejvyse spocetnd mnozina. Potom je A = | A,

nejvyse spocetnd mnozina. Dokazte.

Navod: Jsou-li A, nekonecné, usporadejte je do schématu jako v piikladu 31.

1.3 Realna a komplexni cisla.

1.

Oznaceni: Zavedeme zkracené oznaceni souc¢tu a soucinu nésledujicimi pfedpisy:
n n
a1+a2+"'+an:§ a;, a1~a2-...~an:Hak
j=1 k=1

a definujeme tzv. prazdny soucet a soucin predpisem Z a; =0, H ar=1.

j=1 k=1
Ukazte, ze plati
n 7 n n n J n n
Zaw => > ey [[1Tes=111Tes-
j=1 i=1 i=1 j=i j=1i=1 i=1j=i
ReSeni: Je
n n
E ,E Aij = E (a1 +ag; + -+ aj;) = a1 + (a12 + aze) + (a13 + azs +asz) + - -
j=11i=1 Jj=1

+(a1n + azn + -+ ann) = (@11 +a12 + -+ a1n) + (@22 +agz + -+ +agy) + -

n

n n
+(@n—1n—1+ Ane1n) + Qnp = Z(aii + a1+t am) = Z Zaij .
i=1 i=1 j=i

Analogicky provedeme dikaz pro soucin.

také

Poznamka: Uvedeny postup je ponékud dlouhy a tézkopadny. Danou rovnost je vSak

mozno ovérit okamzité, jestlize situaci zndzornime graficky. viz obrazek

Jestlize zaménime dané sumace, je okamzité vidét, ze ¢ probihd od 1 do n a j probiha od 7 do
n . Analogicky provedeme tvrzeni pro souciny. Tohoto postupu bude pozdéji bézné pouzivano

v souvislosti s vypoctem dvojnych integrélu.
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3. Budte r,n1,n9,...,n, prirozend &isla. Ukaite, ze plati

ﬁzam ZZ Z 1,

j=11i=1 11=110=1 1.=1

ol

a;,

(Zobecneéni distributivniho zdkona).

Dikaz:
zdkona je ¢ Z a; = Z ca; . Predpoklddejme nyni, ze dany vzorec plati pro

jeho platnost pro r + 1 Polozme

Nyt

_ (r+1) .
o= 3 al:
i=1

potom
r+1 n;
[ = e[ =30 5% 5ty - ol
Jj=11:=1 j=14i=1 11=11i2=1 1,=1
ny no
SD IR DD DU P YD I S
11=1 10=1 =1 11=112=1 1,.=1
Npr41 Ny41
_ (1) (2) ol Gt aBa® .
zlzl 2221 z; ZT 2T§1 RS 11211221 zr+zl1 " 12
4. Ukazte, ze plati
(a) Zn: a=na;
j=1
(b) czn:ak: Soe-ag;
k=1 k=1
n n—1 n n+2
(c) k; ar = kZ::O An—k; l;[o a; = l;[2 Un—it2;

<
INgE!
NgE

—=
=

(%

—s
s
KN

I
s

Il
=
<.
I
-

o

.
I

=

—s
2
Il
)
s

~.
—

Dukaz provedeme indukci podle r. Pro r = 1 vzorec plati. Podle distributivniho

r a dokazeme

1
L)
Tr41

® (Ma) = Ma
=1 =1
() I am = a2
k=1
0 > aw= > s
k=1+1 k=l+1—7r
() 0=t wzjte identity 23 i= i+ S (n—i+1)

=

i=1 i=1

~.
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n ntl_ . . . n n+1 n
(k) > qF =T+, q#1; uzijte identity (¢ —1) 3= ¢" = > ¢" = 3 ¢*
k=0 k=0 k=1 k=0
a)m+mn:g%@mm*w;

NgE

(m) (a—b)" = S (=1)%()an* bk

=~
I
<

. Ukazte, ze pro libovolnou dvojici redlnych ¢isel a,b (a < b) existuje racionédlni ¢islo ¢ tak, ze
a<c<hb.

Diitkaz: Piedpokladejme, Ze 0 < a < b a necht a = ag,a1asas3 ..., b = by, bibsbs ... . Je-li
nékteré z téchto ¢isel racionalni s periodou 9, zapiSseme je ve tvaru rozvoje s periodou O.
Ponévadz je a < b, existuje celé nezaporné ¢islo n tak, ze ay = by pro k=0,1,2,...,n—1

a an < b, . Ponévadz déale 9 neni periodou ¢isla a, existuje takové pfirozené ¢islo ¢ > n, ze
a; 75 9.

Uvazme nyni racionalni ¢islo ¢ = c¢g,c1c0...¢;, kde ¢, = ar pro k = 0,1,2,...¢i — 1,
c; =a; + 1. Je ziejmé, ze ¢ > a, je vSak také ¢ < b, ponévadz ¢, = a,, < by, .

. Ukazte, ze pro libovolnou dvojici redlnych &isel a,b (a < b) existuje iraciondlni &islo « tak,
Zea<a<b.

Dikaz: Uvazujme raciondlni ¢islo ¢ z predchoziho piikladu a sestrojme ¢islo
o = cp,c1¢2 . .. ¢;010010001000010000010000001 . .. .

Tento desetinny rozvoj je neperiodicky a tedy « je iraciondlni ¢islo. Z pfedchoziho piikladu
je téz ziejmé, ze a < a < b.

. Komplexni ¢islo « se nazyva algebraické, je-li kofenem nenulového polynomu s celo¢iselnymi
koeficienty, tj. kdyz existuje P € Z[x], P # 0, tak, ze P(«) = 0. Komplexni ¢islo, které
neni algebraické, se nazyvé transcendentni. Ukazte, ze mnozina vsech algebraickych ¢isel je
spocetna.

Ditkaz: Bud n € N, P, mnozina viech polynomi s celoéiselnymi koeficienty stupné nejvyse
n—tého. Potom je
P,~Zx--xZ=1272""
————

n+1—krat

a podle prikladu 1.2.31 je P, spocetna. Podle piikladu 1.2.38 je spoCetnd i mnozina

Kazdy nenulovy polynom z P, m& v oboru komplexnich ¢isel C nejvyse n kofenu. Tedy
mnozina vSech algebraickych ¢isel jako spocetné sjednoceni koneénych mnozin je (znovu
podle piikladu 1.2.38) nejvyse spocetnd. Protoze neni konecnd, je spocetnd.

Poznamka: Algebraickd jsou samoziejmé vSechna racionalni ¢isla. Je-li r = % racionélni,
pak m& prislusna algebraicka rovnice tvar gr — p = 0. Algebraickd jsou vSak také vsechny
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odmocniny z pfirozeného &isla, napi. v2 (22 —2 = 0), /3 (2% — 3 = 0) apod. Dalsi alge-
braické ¢fsla mizeme ziskat scitanfm vyse uvedenych. Tieba /3 — v/2 je opét algebraické s
odpovidajici algebraickou rovnici z* — 1022 +1 = 0.

Cisla 7 a e (zdklad pfirozenych logaritmi) jsou transcendentni. Dikaz tohoto tvrzeni je
vSak znacné komplikovany a presahuje ramec tohoto textu. Nicméné stoji za povsimnuti,
ze pravé mnozina vsSech transcendentnich iraciondlnich ¢éisel je nespocetnd, jak ukazeme
v nasledujicim piikladu 9.

8. Mnozina D = {z € R; 0,ajaz2a3..., kde a; € {0,9}, ¢ € N} (tj. mnozina redlnych ¢isel

z intervalu (0, 1) | kterd maji desetinny rozvoj, slozeny je z cifer 0 a 9) je nespocetnd. Dokazte.

Dukaz: Uvédomte si, ze kazdé = € (0, 1) mé nejvyse jeden dekadicky zdpis tvaru 0, ajazas . . .
kde a; € {0,9}. Podle pfikladu 1.2.38 je mnozina téchto zdpisti nespocetnd a tedy je ne-
spocetna i mnozina D . (Cifru 1 v piikladu 1.2.38 nahradime cifrou 9).

Poznamka: Bud z = 0,a,a2as3... . Potom

1 9
- |
a1€{0,9}<:>x6<0,10>u<10, >,

1 9 1 9 91 99
- = il =1 .
a1, 02 € {0,9} x€<0’ 100>U<100’10>U<10’100>U<100’ > atd

Mnozinu D dostaneme tedy takto: z intervalu Dy = (0,1) vypustime , prostiednich“ osm
desetin. Tim dostaneme mnozinu D; . Mnozina D, je sjednoceni 2™ disjunktnich uzavienych
intervalua. Mnozinu D, dostaneme tak, ze vypustime z kazdého intervalu mnoziny D,
,prostirednich“ osm desetin. Potom je

Mnozina D se nazyva Cantorovo diskontinuum. Soucet délek intervalu D,, je 5% Tedy D
lze pokryt koneénym sjednocenim intervalii s libovolné malym souétem délek. Rikdme, ze

mnozina D m& miru 0. Necht D® vznikne z D,, vypusténim krajnich bodi intervali D,, .

- o)
Potom je mnozina D = () D2 nespocetnd, ponévadz vynechané mnozina bodii je spocetna.
n=1

9. Mnozina vSech redlnych ¢isel je nespocetna.

Dukaz: Dukaz provedeme sporem. Kdyby R byla spocetnd, pak je i mnozina D C R

z piedchoziho cviceni podle piikladu 1.2.29 spocetnd, coz je spor.
10. Rozhodnéte, které z redlnych ¢isel x,y je vétsi.
(a) x =1,1234512, y = 1,12345; [y]
(b) z=1,12302, y = 1,123. [y]
11. Napiste nasledujici zlomky ve tvaru periodického desetinného rozvoje

S 108 0) 5 [05] () o

2 ___
[0.2142857)  (d) — =3 [~0,285714]
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12.

13.

14.

15.

16.

Zapiste nasledujici periodické desetinné rozvoje ve tvaru zlomku

(a) 0,125; [H (b) 0,3; [H (c) 2,43T; {2+33H (d) 0,29; {130}

Najdéte pét prvych dolnich a hornich aproximaci nasledujicich ¢isel.

(a) 3 [0;1]0,3;0,4]0,30;0,310,300;0,301 | 0,3000; 0, 3001
(b) % [0;1]0,3;0,4]0,33;0,34|0,333;0,334|0,3333;0.3334]
(c) & [1;2]1,2;1,3]1,22;1,23]1,222; 1,223 | 1,2222; 1, 2223 ]
(d) -2 [—1;0] —0,7;—0,6] —0,63;—0,62| — 0,626; —0,625| —0,6251; —0,6250 ]
Najdéte ti prvé dolni a horni aproximace nasledujicich ¢isel

(a) v2; [1;2]1,4;1,5]1,41;1,42]
(b) V5; [2:3]2,2:2,3]2,23;2,24]
(¢) V3—+2; [0,3;0,4]0,31;0,32]0,317;0, 318 ]
(d) v2—+3; [-0,4;—-0,3| —0,32;-0,31| —0,318; —0,317]
(e) V3—V5+VT; [2;312,1;2,2(2,14;2,15]

Névod: Hledejte desetinny rozvoj ag, aias .. .a, tak, aby
2 2
[ag,a1az2...an]" <2 <[ag,a10z2...(ay +1)]
Pro vypocet druhé odmocniny je znamy algoritmus. Pokud spocitate dolni aproximaci
ap, a1a2a304 Pro \/57 \/57 \/57 ﬁv
snadno ovérite vSechny uvedené vysledky.
Ukazte, ze
(a) mezi dvéma ruznymi raciondlnimi ¢isly existuje nekoneéné mnoho raciondlnich éisel;
S . . b
[vyuzijte toho, Ze pro a < b je a < %2 < b]
(b) mezi dvéma ruznymi redlnymi ¢isly existuje nekoneéné mnoho racondlnich ¢isel ;
[podle piikladu 5 najdéte dvé raciondlni ¢isla a < b s touto vlastnosti
a pak uzijte bod a) |
(¢) mezi dvéma ruznymi redlnymi ¢isly existuje nespo¢etné mnoho iraciondlnich éisel;

presnéji: mnozina vsSech takovych ¢isel ma stejnou mohutnost jako R ;
[podle 1.2.32 je (o, 8) — Q ~ (, 8) a podle 1.2.36 (o, ) ~ R

Budte X,Y omezené neprazdné podmnoziny R a oznaéme
X+Y={z;z=z+y,z€X, yeY}.

Potom je
sup(X +Y) =sup X +supY; inf(X+Y)=inf X +infY.

Dikaz: Zvolme ¢ > 0. Podle definice supréma existuje g € X tak, ze sup X — 5§ < zg
ayo €Y tak, ze supY — § < yo. Odtud
sup X +supY —e<zg+yoe X+Y,

tedy sup X +sup Y je nejmensi horni odhad mnoziny X +Y | tj. sup(X+Y) = sup X +sup Y.
Analogicky dokdzeme tvrzeni pro infimum.
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17. Bud A = {TEQ;T2 <2} . Najdéte inf A a supA. [ian:—\/i,supA:ﬂ]

18. Najdéte inf A a sup A nésledujicich mnozin.

(a) A=(0,1); [inffA=0;supA=1]

(b) A={n}2,; [iInfA=minA =1;supA=+o0]

(c) A:{%}Zozl; [inf A=0;supA=maxA=1]

(d) A:{l—l—#};:l; [ian:minA:O;supA:maxA:%]

(e) A{kiogk}oo . [infA=minA =1;supA=2]
= n=0

19. Budte A ¢ B C R. Ukaite, 7e sup A <sup B, inf A > inf B.

[Uzijte definice supréma a infima |

20. Budte X,Y € R. Oznaéme
—X={zr;—reX};, XY={z;z=ay,ze€X,yeY};
X-Y={z;2=0—-y,,2eX,yceY}.
Ukazte, ze plati

(a) sup(—X) = —inf X ; inf(—X) = —sup X ; [uzijte definice supréma a infima ]
(b) sup(X —Y) = supX —infY;inf(X —Y) = inf X — supY; oba vzorce plati za
predpokladu, ze vSechny cleny na pravé strané jsou vlastni ¢isla;
[uzijte pifkladu 16. Je X =Y = X 4+ (=Y)]
¢) Bud'te ) # X,Y C R} omezené podmnoziny. Potom
0

sup(XY)=sup X -supY; inf(XY)=inf X -infY.

[uzijte definice supréma a infima |

(d) Bud'te §) # X, Y C R omezené podmnoziny. Oznaéme
M={supX -supY;supX -infY;inf X -supY; inf X -inf Y }
Potom plati
sup(XY) =max M, inf(XY)=minlM;
[uvazte jednotlivé moznosti;napt. pro X UY C (—o0,0) je
max M = inf Xinf Y, min M = sup X sup Y]
21. Bud'te A, B C R. Ukazte, ze plati

(a) sup(A U B) = max{sup A,sup B}; [uzijte vlastnosti AC AUB, BC AUB ]
(b) sup(ANB) < min{sup 4, sup B}; na piikladu ukazte, Ze muze platit i ostrd nerovnost ;
[uzijte vatahu ANB C A, ANB C B;
uvazte napt. A = (0,1)U{-2,4}, B=(0,1) U {—1,5}]

(¢) inf(AU B) = min{inf A4, inf B};
(d) inf(AN B) > max{inf A, inf B}; na piikladu ukazte, ze muze platit i ostrd nerovnost;
[uvazte napi. A = (0,1)U{-2,4}, B=(0,1)U{-1,5}]
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22. Budte f,g : A — R zobrazeni, kde A je neprdzdnd mmoZzina a necht jsou mnoZiny
f(A), f(B) omezené. Ukazte, ze

inf f(A) +inf g(A) = inf{f(A) + g(A)} < sup{f(A) +g(A)} = sup f(A) +sup f(B) .
[ Vyuzijte piikladu 16]

23. Budte a € R, € > 0. Potom nerovnost |z — a| < ¢ plati pravé kdyz = € (a —¢,a +¢).

Dukaz: Necht z € (a —¢,a+€), tj.

a—e<r<ates= —ce<r—a<e<=|r—al<ec.

Poznamka: Uvedenou nerovnost a jeji ekvivalentni vyjadieni budeme pozdéji v souvislosti
s limitami posloupnosti a funkci pouzivat velmi casto.

24. Ukazte, ze plati

(a) a? +b% > 2ab pro Va,b € R;
(b) a?(1 +b%) + b%(1 + ¢2) + ¢*(1 + a?) > 6abc pro Va,b,c € R;
(¢) (a+b+c)® > 27abc pro Va,b,c € R nezdporna.

Dukaz:

(a) Ponévadz (a—b)? > 0 proVa,b € R, dostaneme a®+b?—2ab > 0, neboli a?+b> > 2ab.

(b) podle piedchoziho cvigenf a) plati a® +b%c? > 2abe, b2 +c2a® > 2abce, ¢ +a?b? > 2abc.
Sec¢tenim téchto nerovnosti dostaneme pozadované tvrzeni.

(¢) Podle piikladu 1.1.18 plati %”"’C > Vabe. Jestlize tuto nerovnost umocnime na tfetf
a vynasobime 27, dostaneme nase tvrzeni.

25. Ukazte, ze plati

(a) [la] = b]] <la+0b] <|a+ b proVa,beR; [ k dukazu 2. nerovnosti vyuzijte vztah
a < lal, —a < |a|. Pro dikaz 1. nerovnosti pouzijte 2. nerovnost
na vyraz |a| = la+b—b|.]
n n
(b) |x+ > x| > 2| — > |zi|, z, 2, € R;
k=1 k=1
n n
pouzijte predchozi piiklad a tvrzeni |3 x| < > |xk|}
k=1 k=1
n n
() [TA+ap) =1+ > ap, 2, >0,k=1,2,...,n. [ Rozepiste dany souéin |
k=1 k=1

26. Reste nasledujici nerovnice

(a) =5 > 0; [z€(5.2)]
(b) 22 <3; [2 € (—o0, —11) U (=2, 4+00)]
(c) (x —4)(x+1)(1+22)3—z) (2?2 —2+1) > 0; [x € (—1, —%) U (3,4)]
(d) |z —1] < 5; [z€(3:3)]
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(e) |z + 2| > 10; [z € (—o0,—12) U (8,+00)]

(f) |4z + 3| > 4z + |22 — T7]; [z € (—00,—-2)U(2,5)]
() [2(1 — )| < 0,05; [0 e (3=, =38 u (2355, 20 |

27. Ukazte, ze libovolna nespocetnd podmnozina R obsahuje omezenou nespoc¢etnou mnozinu.
Ukazte piiklad spocetné mnoziny takové, ze kazda jeji omezend podmnozina je konecné.

ResSeni: Je-li A dand nespocetnd mnozina, pak

oo
A= U An, kde A, =AN{-n,n), n=1,2,....
n=1
Kazdda mnozina A, je omezena. Kdyby byly vSechny mmnoziny A, spocetné, musi byt
i A spocetnd, coz je spor.
Ohledné druhého pripadu staéi vzit mnozinu N vSech ptirozenych &isel.
28. Bud (an,b,), n=1,2,... systém do sebe vnofenych intervalii. UkaZte, Ze

oo

<an> bn> 7é 0

n=1

a je to bod nebo uzavieny interval.

Diikaz: Mnozina A = {a, ; n € N} je neprdzdnd a shora omezend (napf. by). Tedy podle
véty o suprému existuje sup A = a. Mnozina B = {b,;n € N} je neprdzdnd a zdola
omezend, tedy existuje inf B = b. Bud'te i,j € N, i < j. Potom a; < aj < b; < b; a tedy
a; < bj a a; <b;. Odtud plyne, Ze pro vSechna 7,j € N plati a; < b; a tedy a; <bVie N
a nasledné a <b.

Bud z € R takové, 7ze a < x < b. Potom
oo
VneN plati a, <a<z<b<b,, tj. z € ﬂ(an,bn>.
n=1

Je-li x < a, pak existuje £ € N tak, ze ar > x; je-li x > b, existuje [ € N tak, ze b; < z.
(oo}

Neboli, jeli z < a nebo > b, pak © ¢ [ (an,by,) . Plati tedy
n=1

n<an,bn>:{m€R;a§x§b},
n=1

coz je jednoprvkovd mnozina pro a = b, nebo interval (a,b), je-lia <b.

29. Ukazte, ze pro libovolna dvé ¢isla x,y € R, x # y existuji jejich okoli, kterd jsou disjuktni.
[Volte U(z;e) a Uy;e) tak, ze £ < 1|z —y| |

30. Najdéte systém do sebe vnofenych intervala tak, aby

(a) jejich prunik byl prazdny ; [(an,bn) = (0,1)]
(b) jejich prunik obsahoval prévé jeden bod ; [(an, by) = <0, %) ]
(c) jejich prunik obsahoval interval . [(am by) = <_%, 1+ %>]
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31. Bud'te a, 8 libovolnd komplexn{ é&isla. Ukazte, Ze plati

(a) la-B|=lol-16l;
(b) llaf =18l < fa+ 6| < laf + 4]

Dukaz: Nechﬁ o =ai + CLQi, ﬂ = b1 + bgl .

(a) Potom « - 3 = a1by — agbs + i(a1by + agby) a tedy

lov- B = /(a1by — aghs)? + (a1by + aghy)? = \/a%b% + a3b3 + a?b3 + a3b? =

= i +a3- /52 + 83 =al - |5].
(b) Podle cviceni 24a) plati a?b3 + a2b? > 2ajasbiby a tedy
atb? 4+ a3bs 4 albs + a3b? > aib? + a3b3 + 2a1a9b1 by,

neboli
(a3 + a3)(b 4 b3) > (a1by + azbs)”.

Po odmocnéni dostaneme

V(@3 + a3)(83 +83) > [arby + azbo| > arby + asbs

(Cauchyova nerovnost v R?) a odtud

ai + a3 + b7 + b3 + 2\/(a% +a3)(b? +b3) > af + a3 + b7 + b3 + 2(a1by + azbs) .

Po pfepsani dostdavame dale

2
(\/a§ +a} + \/lﬁ +b§) > (a1 +b1)* + (a2 + b2)?,

neboli

|a\+|ﬁ|:\/a§+a§+\/b§+b§2\/(a1+b1)2+(a2+b2)2:|a+ﬁ|.

(Minkowského nerovnost v R?). Vyuzitim této nerovnosti dostaneme

lo| =la+B =Bl <|a+pl+| =B =la+sl+]8,
tedy |a| —|8] < |a+ B|. Analogicky
18] = |+ 8] + ||, tedy plati téz |5] — |a| < |a+ 5].
Z téchto dvou nerovnosti plyne prvd nerovnost v b).

32. Bud'te a, 3 libovolna komplexni ¢fsla. Ukaite, Ze plati

(a) a+f=a+p,a—pF=a—0;
(b) a-B=a-0;

(©) (&) =Z proB£0.

I
2l

Navod: Uzijte definici komplexné sdruzeného ¢isla.

24



33. Reste rovnici (1 + 2i)z + (3 — 5i)y = 1 — 3i pro realnd z,y . [z=-%&,y=25]

34. Reste v komplexnim oboru nésledujici kvadratické rovnice.
(a) 22 — (2+i)x + (=14 7i) = 0; [21 =3 —1, zg = —1+ 2i]
(b) 22 — (3 —2i)x+ (5—5i) =0. [ty =241, 29 =1—3i]

Navod: Uzijte vzorce pro vypocet kofenu kvadratické rovnice.
35. Oznaéeni: Bud ¢ € R. Komplexn{ jednotku cos ¢ + i sin ¢ znaéime také e*? . Vztah
e =cosp +isingp

je tzv. Eulerova identita. Pozdéji (pomoci funkénich fad) dokdzeme, ze funkce e* je defi-
novéana pro vSechna z € C a ze plati tato identita. Pomoci Eulerovy identity si snadno
zapamatujeme Moivreovu vétu:

(cosp +isinp)" = (ew)n = ¢ = cosny +isinng.

36. Ukazte, ze
elP 4 e~i® el — e—iv

cos p = 5 , sin p = 9
1

Dikaz: Je
e =cosp +ising atedy e ' = cos(—p) 4 isin(—yp) = cosp — ising.
Sectenim a odectenim téchto identit dostdvame piislusné vzorce.

37. Vypoctéte mocniny nasledujicich komplexnich &isel.

(a) (1+14)*; [2'2(1 44)]
o\ 20
(b) (H28)7 [2°(1=iv3)]
—1+iv/3)"° —1-iv/3)'% |
(c) ( (1+_i)20) ( (1+i)20) ; [—64]

@ (1-%2)" [ va]

38. Reste nasledujici binomické rovnice.

(a) 2% —i=0; {_i;\/%ﬂ;—\/;ﬂ}
(b) 24 +4=0; [T+d;1—i; —1+i; —1—1i]
() 26427 =0; i3 —iv3: 3+;’x/§; 3—;\/5; _3+;\/§; —321'\/5}

39. Vyjadrete cosnz a sinnx pomoci mocnin coszx a sinx .
Reseni: Je

.. .. (T — .
cosnz + isinnx = (cosx + isinz)" = E Zk(k) cos"* z sin® z .
0

n
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40.

Srovnanim realnych a imaginarnich ¢dsti dostaneme

n

cosnx = cos" T — <2

_ . n _ .
)cos” g sin®z + <4> cos" *zsinfr+--+R,

) n _ . n _ .
sinnx = (1) cos" 1z sinx — (3) cos" Brsindr4--- 49,

kde posledni ¢leny R a S zavisi na tom, zda je n sudé nebo liché. Pro n sudé je

R=(-1)%sin"z, S=(-1)2"'ncoszsin" 'z,

pro n liché plati

n—1 n—1

R=(-1)"% ncoszsin" 'z, S=(-1)"7 sin"z.

Poznamka: Pron =1,2,3,4,5,6, dostaneme

cos 2z = cos? x — sin’ z, sin2x = 2sinx cosx;
cos 3z = cos® x — 3cosx sin’ x , sin3z = 3cos?z sinz — sin® x ;
cosdx = cos? z—6 cos? z sin® z+sin? z , sindz = 4 cos®  sin z—4 cos x sin® z ;
cos 5z = cos® & — 10 cos® z sin® z + 5 cos z sin* z,
sin 5z = 5cos* z sinz — 10 cos? z sin® z + sin® z ;

cos 6z = cos® x — 15 cos* z sin? 2 4 15 cos® = sin? & — sin® .,

sin 6z = 6 cos® z sinz — 20 cos® z sin® x + 6 cos z sin® z .

3 3 4 4

Vypocitejte cos® x, sin” x, cos* z, sin” x pomoci cos kx a sin kx .

3

3 Pz = 1(3sinz —sin3z).

Reseni: cos®z = }(cos3z +3cosz), sin

costx = L(cosdz 4+ 4cos2zx +3), sin'z = L(cosdx — 4cos2z + 3). Uzijte prikladu 36.
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Kapitola 2

Posloupnosti.

2.1 Zakladni vlastnosti posloupnosti.
1. Najdéte predpis pro n—ty ¢len posloupnosti {z,}32  , je-li

(a) z1=a, Top1 = 245, n €N, a € R je dané &islo;
(b) Tpt1 =axy, +b,n €N, x1,a,b € R jsou dand ¢isla;

(¢c) ;1 = A, 20 =B,azpy2+brpy1 +cx, =0, n €N, a,bc,A,BeR,a#0+#b jsou
dand ¢isla.

Reseni:

a) Jestlize si napiSseme nékolik prvych ¢lent posloupnosti {x,, }22, , zjistime, ze
Yy n=1 J

2 — 2 . 2(&0&1 + ﬂl) g — 3(& + 1) . 3(&0&2 + ﬁg)
T e+l acs + B2 T a+3 aog + 33
4(a + 3) 4(aas + P3) 5(a+6) 2(acy + B4)

Ty =

7[1}5: =

da+6 aayg+ By 8a + 18 aas + G5

kde oy = 0,0, =1, a5 =1, B = 1. Zpusob vypoctu koeficientu oy, 5;, 1 = 3,4,...
bude zfejmy z dalsich vypoctu. Je vidét, ze plati

_ n(aa, 1+ fBn-1)

n =

ac, + Bn
Ze zadaného rekurentniho vzorce plyne
n n
Tp = = =
_ 1 (n=1)(aan—2+Bn—2)
Tn-1+ atn—1+PBn-1 +1

_ n(aan—1 + Bn-1)
alon—1+ (n—Dap_o] + Bp1+(n—1)B2°
Srovnanim téchto dvou vyjadieni dostavame, ze

Ap41 :an+nan—1a a1 2070(2:1, RZQ,

ﬁnJrl :6n+nﬁn71aﬁl = 1aﬁ2 = 17 n > 2.
Ziskany predpis 1ze dokazat matematickou indukci.

Poznamka: Z vysledku plyne, Ze se ndm sice nepodarilo vyjadfit x, pomoci n a x1,
ale pro vypocet muzeme vyuzit rekurentnich vztahu pro a,, a 3, , coz jsou pfirozend
cisla.
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(b) Ponévadz je

Tp+1 = axi + b, Ty = axrp—1+0,
dostaneme
_ _ 2 _ _ k-1
Tpt1 — Tk = a(Ty — Tp—1) = a*(Tp—1 — Tp—2) = -+ =a" " (z2 — 1) .
Jestlize tyto rovnosti seCteme pro k = 1,2,...,n — 1, dostaneme
n—1 n—1
Ty — T1 = Z(mkﬂ —xp) = (22 — 21) Zak_l
k=1 k=1
a tedy
anfl —1 anfl -1 anfl -1
Ty =X To — T =z a—1)x b —— =a" g b—m—
n 1+ (22 1) a1 1+ [( )z1 + 0] a1 1+ a1

proa # 1. Je-li a =1, je posloupnost {x,}>° ; aritmetickd a x, = 1 + (n — 1)b.

(¢) Je-li @ = 0 nebo ¢ = 0, dostaneme piedchozi piipad. Hledejme nyni feseni ve tvaru
z, = A", kde A je zatim nezndmy parametr. Dosazenim do dané rovnice dostaneme

N (aX? +bA+¢) =0
a pokud je |A| + |B| > 0, musi byt A™ # 0 a tedy
aX>+bA+c=0.

V dalsim budeme rozliSovat tii pripady.

i. Rovnice
aXl+bh+¢c=0

mé dva redlné rizné kofeny A\ # Ay (Je A; # 0 # A\a, protoze je ¢ # 0). Pokusme
se nyni hledat feseni ve tvaru

Tp = 1AL + 2T,

kde ¢1 a ¢p jsou neznamé konstanty. Vyuzitim pocateénich podminek z; = A,
x9 = B dostaneme soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé ci, co tvaru

Azcl)\1+02)\2, B261>\%+CQ>\§,
ktera méa jediné feseni

Al — B B— A\
“a= Az = A1)’ 2= Aa(Az — A1)
ii. Necht A\; = )2 . Potom budeme hledat feseni ve tvaru
Tp = C1AT + canAT .
Vyuziti poc¢ateénich podminek dostaneme soustavu
A=c1 M + e, B =102 4 2c3)\2,
kterd mé jediné feseni
:2A/\1—B _ B—- A\

Co =

(&1
A2 ’ A2
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iii. Dand kvadratickd rovnice mé dvojici komplexné sdruzenych kofenu (vyjadienych
v goniometrickém tvaru)

[A|(cosp £ ising), kde sinp #0,

pro jejichz n—tou mocninu plati

[A|" (cosny + isinngp) .
Pokusme se tedy nalézt feseni ve tvaru

Ty = | A" (e1 cosnp + cosinng) .
Vyuzitim pocateénich podminek dostaneme soustavu
A =|\|(c1cosp+ casing), B = |\|*(c1 cos 2p + ¢y sin 2¢)

s jedinym feSenim

_ A|X|sin2¢ — Bsing

_ Bcosp — Al)|cos2p

C1 ) C2

[A|? sin [A|? sin

Poznamka: Uvedené piiklady jsou ukazky tzv. diferen¢nich rovnic, které hraji dulezitou
tlohu napf. v numerickych metoddch. S analogickou metodou jako v piikladu c) se

setkame ve druhém semestru v souvislosti s feSenim diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty.

2. Bud

ang) =1,VneN, ag) :Za](:—l) pro r=2,3,....
k=1

Najdéte predpis pro al” .

Reseni: Indukci podle r dokdzeme, ze

9
VreN a VneN plati ag><”+’"1 >
.

Pror=1aproVn e N je a'l) = (”61) =1 a tvrzen{ plati.
Bud r € N, r > 2 a necht tvrzeni plati pro r — 1, tj.

+r—3
VneN je al™ = (" .
nec Jje a, R

Potifebujeme dokazat, ze

-2
VneN plati o) = (n—i—r )

r—1

Tuto ¢ast dukazu provedeme opét indukei, tentokrat podle n (r bude pevné). Pron =1 je

r— -2 -1
ag n_ (" =1= " :agr).
r—2 r—1

Necht nyn{ o = (n+r*2) . Potom

r—1
n+1 n
T r—1 r—1 r—1
= S =S v
k=1 k=1

a(r)—ka(T*l)— n+r—2 i n+r—2\ (n+r-1
" ntl T r—1 r—2 o r—1

podle znamé identity pro kombinaéni ¢isla.
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3. Najdéte prvych pét ¢lenu posloupnosti {a,}32 , je-li

(a) an =51+ (=1)"); (051505 1;0]
(b) an=n+(-1)"; 05352555 4]
2n sin &*
(¢) an = =% [1;0; -3;0; 5]
(d) an = (—1)" cosn—_ﬂ; {0,—%,—?;—0055,—7‘3}
(e) an:LB_l; [3;33;333; 3333; 33333 ]
n—1__
f) a, =15, [0;1;11;111; 1111
nl . 1.2, 3. 24
(8) an =2 [15 3535 55 o5 )
4. Ukazte, ze posloupnost, pro jejiz ¢leny plati vztah a,—1 = L;”” , je aritmeticka.
Reseni: Je a, = 241 — Q-9 = A —Ano1 =An1 —Gpo = =a3 — a1 =d.

5. Najdéte predpis pro n—ty ¢len posloupnosti {a,}32, , je-li

(a) {8;14:20;26;32; ...} ;
(b>{27273'3a§;-~-}§
(c) 272;8;i’352""};
(@) {1:5:1:5:1:5;...};
(€) {—0,5:1,5; —4,5;13,5; —40,5; ...} ;

6 {33889 13

J— — n .
a1 =35 Gntl = i2ya,

)
)
1
) 2
(d) a1 =1, apnt1 = (n+ ay;
) alzévan+1:an'ﬁ;
) n+42 .
)

n-an

ay =2, apy1 =

Gp =0b1 +ba+---+0by,, kde b,11 =0, +d, b1,d jsou dana cisla;

an =nby + ( )d uzijte vlastnosti aritmetické posloupnosti]

(h) a=p,=b1+by+---+b,, kde an =b,-q; bhq jsou dand cisla ;

an:bl

pro ¢ # 1, a, =nby pro ¢q=1;

uzute Vlastnostl geometrické posloupnosti |

(i) alza,anﬂzm,aeR—{O} je dané;

(G) a1 =0, apy1 = L,{fll ;
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n—1
(k) a1 =a, ant1 =(n+1)(a, +1), a € R je dané; {an =n! <a+ > k')}
k=1
Navod: V piikladech a) - k) si napiste nékolik prvych élentt dané posloupnosti.
(1) a1 =0, a3 =1, ap4p = 22221722, [a, =2—2""]
(m) a1 =1,a2 =1, apnt2 = ant1 + an, [tzv. Fibonacciho &isla) ;

[ =3 ([=5] - [9])]

() a1 =a, a3 =, any2 = apy1 + 2a,, @, 3 € R jsou dand;

|:an _ 5;2a(_1)n + &TJrﬁ2n—11|

(0) a1 =0,a2=1, ant2 = 2ap4+1 — an; [a, =n —1]
(p) a1 =1,a2=0, ant2 =2ap41 — 2an; {an=(\/§)HCOS%}
Navod: V piikladech 1) - p) pouzijte metody z piikladu 1c).

7. Vyjadfete nasledujici soucty

a) ikp pro p=1,2,3,4,5; b) iqu; c) irkcoskx,irksmkx;
k=1 — Pt —
n n n n n 9
b e 0 BE0) 0 ST
k=1 k=1 =1 k b1 k P k

n

1
&) ,; k(k+1)(k+2)

Reseni:
(a) Prop = 1 dostaneme zndmy vzorec 14+2+---+n = ”(n;rl) . Bud’ nyni p = 2 a uvazujme
identitu
(x+1)% —2® =322+ 3z + 1.
Jestlize v této identité budeme postupné dosazovat za x = 1,2,...,n a vSechny tyto

nerovnosti seCteme, dostaneme

Zn:[(k+1)3—k3] :3i:k2+zn:k:+n.
o= k=1 k=1

k=1

n
Vyuzitim rovnosti ) k= @ dostaneme déle
k=1

(n+1)371:32k2+gn(n+1)+n
k=1

a odtud

Pro p = 3 vyuzijeme rovnosti

(x4+ 1) — 2t =42% 4 622 + 4o + 1.
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Stejnym postupem dostaneme

(n+1)471:4ik3+6ik2+4ik+n
k=1 k=1 k=1
a odtud
n 2
Zkﬁ M_[Zk] )

Analogickyn zpusobem najdeme

Z”:k4_ n(n+1)(2n +1)(3n% 4+ 3n — 1) Z": n?(n +1)2(2n% +2n — 1)
— 30 P 12 ‘
Poznamka: Je mozné dokazat, ze pro libovolné p € N plati
nPtl P 2] 1 P 2kt 1
1P 197 o ... p_ v = BownP~
MR N 2k(2k—1> 2T ’

k=1

kde [z] je celd ¢ést ¢isla = € R, tj. celé ¢islo k takové, ze k <z < k+ 1 a B, jsou tzv.
Bernoulliho ¢isla, definovana rekurentné vztahy

n—1
n Bk
BO:17Bn:—kZ_O<k)W, neN.

Plati

1 1 1 1 1
Bi=-=,By=>,By=-—,Bs=—,B
1 27 2 ) 4 307 6 ) 8

=——,...,B = N.
49 307 ) 2n+1 07n€

Je-li ¢ = 1, dostaneme piedchozi piipad (p = 1). Necht je tedy q # 1. Podle vzorce pro
n—ty ¢astectny soucet geometrické posloupnosti plati

n n n+1
(1—q) Y k¢" =1 ke* quk“ qu — S k- 1)gk =
k=1 k=1 k=2

Odtud

Uvazme vyraz
n n n
E r* coskz + i E r¥sinkz = E rketke
k=0 k=0 k=0

podle Eulerovy identity (1.3.35). Toto je vSak soucet n + 1 ¢lent geometrické posloup-
nosti s kvocientem g = re'® | tedy pro re*® # 1 plati

Z ke _ 1 — prtlgi(ntl)z B 1 — pntl COS(TL + 1)$ _ jpntl sin(n + 1):8

1 —re= 1—7rcosx —irsinx
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[1—r"*cos(n+ 1)z —ir"™tsin(n + 1)z [1 — r cosz + irsin z]

(1 —rcosx)? 4 r2sin’x
sinna — r"*!sin(n + 1)z + rsinz]

n+2

r"t2cosnz — r"tcos(n + 1)z — rcosz + 1+ [r
r2 —2rcosx + 1

po prondsobeni a kratké dpravé. Jestlize nyni srovname realné a imaginarni ¢asti obou

stran, dostaneme

i F cos k "2 cosnz — r"*tlcos(n + 1)z — rcosx + 1
r*coskxr = ,
k=0

r2 —2rcosx +1

sinnx — r"*lsin(n + 1)z + rsinz

rn+2
r2 —2rcosx + 1

Poznamka: S uvedenymi vyjadienimi se setkdme nékolikrat pozdéji, poprvé v souvis-

losti s nekoneénymi fadami.
(d) Analogicky jako v pfedchozim pifkladu muzeme psét

zn:kcoskx —|—i2n:ksinkm = En:ke“” .
k=1 k=1 k=1

Podle pifkladu b) (¢ = €'*) plati
i keikx _ ezr(l _ evnT) nei(n-ﬁ-.l)z _ ei:v [1 _ einx _ neznz(l _ em)] _
Pt (1 _ 6295)2 1 — eiT (]_ _ 611)2
et [1 —(n+1)e"® + nei("ﬂ)z] (n+ 1)em® — petnthe _q
N 4 sin® 3 ’

—tpin (A5 )2
2
jestlize vyuzijeme vyjadfeni sin § pomoci exponenciely (1.3.36). Srovnanim realnych a

imaginarnich ¢dsti dostaneme
(n+1)cosnz —ncos(n+ 1)z —1

choskx: —5 2
et 4sin” Z
Z e sin kg — (n+1) smnx'—zrism(n + 1z .
= 4sin” 5
(e) Plati
n n! (n—1)! n—1
k =k = =
(k) M-k "(k-Dl(n—1—Fk=+ 1) n(k—l)
a tedy
" In " /n—1 2 n—1
k()= )= ) =+ 1)t =p2n
L) =B () = () et

Druhy soucet rozepiseme do tvaru

é/&(@ - ik(sz 1)<Z> +k:k(z> .



Pro k > 2 plati

n! (n—1)!

k(k —1) (Z) =k =) M D o

(n—2)! B n—2
V=i —2—%+2) _"(”_1)<k2>'

n kg(Z):n(n—l)’é(Z:;)Jrn;(Z:i):
=n(n—1)2""2+n2" ' =n(n+1)2"2.

=n(n—

Tudiz

(f) Uvazujme identitu (1 + z2)"(1 + z)" = (1 + 2)?" . Podle binomické véty tedy plati
n (TL) n n 2n m,
> () () =2 ()
T T a7
oo \F = \! i=o \J

Jestlize v sou¢inu na levé strané najdeme koeficient u 2™, dostaneme

G 66 ()G -+ G0,

Ponévadz vsak plati, ze (Z) = (nﬁ k) , je tento koeficient roven

()]

Odpovidajici koeficient na pravé strané je (277) , tedy

[0 - ()

3 rozlozime na parcidlni zlomky, dostaneme

(g) Jestlize zlomek m

1 A B C
k(k+1)(k+2) k  k+1 k+2

a bézny vypocet dava soustavu linedrnich rovnic
A+B+C=0, 3A+2B+C=0, 24=1

Sfeéenl’mA:%,B:—l,C: ; tedy

l\’J\»—\

1 11 1 L1
k(k+1)(k+2) 21k k+1 k+1 k+2)°

Jestlize pouzijeme toto vyjadieni, dostaneme

1
2
1 1 1 1 1(1 1
=_{1--- + =
2 2 n+l n+2f 212 (+Dn+2)



8. Vyjadrete nasledujici soucty.

R‘M:

—

NgE

—

R'M:

—

NE

(2% —

>
Il

—

R‘M:

—

M=

k(k +

e
Il
=

R'M:

N[ —=
—

R'M:

—

NgE

—

M=

ol
I
<

x> o
It oo

Eod
3
110
iy
ol
|
—

M=

cos® kx ;

~
Ea
+
=
—

1

Bk—2)(3k+1) ’

1

(Ak—3)(dk+1) °

1);

k(k+1);

1)(k+2);

sin kx ;
n
+ > coskx;
k=1

sin(2k — 1)z

n
k

OE

Eod

1

M=

£
Il

1

R‘M:

1

9. Ukazte, ze jsou nasledujici posloupnosti omezené.

}Oo ;¢ {n(\/n4+nf\/n4fn)}

a){

n?+1

(—=1)"n+10

1 .
(2k—1)(2k+1)(2k+3) '

1 .
Rkt 1) (k+2)(k+3) °

k?2
(2k—1)(2k+1) °

o0
n=

b b’{(

oo

d) {\S/n?’—i—l

—f/n3—1}

1

n=

3+

n+3)(v/n+1)

[n®

|

sinnz cos(n+1)x |
2sinz )

sin’ nz

[

|: n(n+1)(n+2)(n+3) .
4 )

|
|

sin x

n(n+1)(n+2) |

3

D

iy (ot in e
sin ~—5—— sin §

in £
sin 3

sin

2n+41

2

2sin §

T

uzijte piiklad 7a)
uzijte piiklad 7a)
; uzijte priklad 7c)
T, uzijte pitklad 7c)
)

; uzijte metody feseni piikladu Tc

COS2 o =

=

; uzijte vlastnosti aritmetické posloupnosti]

|
|
|
|
|

uzijte metody Feseni pitkladu 7c) a vzorce

1+C(2)s 2c ]

[0; uzijte binomickou vétu na vyraz (1 —1)"]

1
n+1

|

[(n +1)2n L,

[(n—2)2""1+1;

[

1
18 ~ 3(n+i)

|

|

n? + 2

nt4+n
n?+1

;e){

35

n(n+2) .
3@n+1)(2n+3)

1 .
n+2)(n+3)

n(n+1) .
2(2n+1)

uzijte postupu z piikladu 7g) a rozkladu

k?2

1, 4k®—1+41

4k2—-1 —

)

4

oo

n=1

4k2—-1

uzijte postupu z pitkladu 7g)

(2n*+1 —1); uzijte postupu z pifkladu 76):|
uzijte postupu z pitkladu 7e) |
uzijte postupu z piikladu 7e)]

uzijte postupu z prikladu 7g)]

)

1 1
=1 (1+ 4k2—1)]

o0

;f){

n

an

n=1

o0
} ,a>1;
n=1

)



Dikaz:
(a) Plati
[(=1)"n+10] < |(-1)"n|+10=n+10; V/n?2+1>mn,
tedy
‘(1) n+10‘ < n+ 10 :1+L0 <11
VvnZ+1 n n
(b) Je

n2+2<n?>+2n+1, tedy Vn2+2<n+1 aodtud
2
< n®+1 < n+1 < 1 <
n+3)(Vn+1) ~ (n+3)(Vn+1) ~ Vn+1
(¢) Provedeme nejdifve nésledujici dpravu:

n(n* +n—n*+n) 2n?
n \/n4—|—n—\/n4—n): = .
( Vit+n+vnt—n  Vnf+n+Vnt-n

1.

Nyni plati

Vnt+n+V/nt —n > Vot 40> Vol =n?,

a ted
Y 2n? 2n?

< —
Vit +n+vnt—n = n?

(d) Vyuzitim vzorce a® — b% = (a — b)(a® + ab + b*) muZeme piepsat n—ty ¢len dané
posloupnosti do tvaru

) . 2
Vnd +1—3/nd—1= :
v V(03 +1)2+9nb —1+ {/(n® —1)2

Protoze jmenovatel tohoto zlomku je neustale vétsi nez 1, plati

Vitdtn—Vnt—n<2.
(e) Nejdifve odhadneme prvou odmocninu. Plat{

4 n?(n?+ 1
n —|—n: ( ”) < n? aodtud
n?+1 n?+1

1 1
o<yl Vi<Vl 1= — <1,
n®+1 n+vn?—1

(f) Podle Bernoulliho nerovnosti (cviceni 1.1.16) plati

n n 1
"=(1 - > -1 dtud — < = .
a (I+a—-1)">n(a—1) aodtu o Sna-1) " a-1
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(2)

Necht je nejdifve a > 1. Potom je téz av >1a vSechny ¢leny dané posloupnosti jsou
kladné. Jestlize vyuzijeme vzorce

aniﬁn:(aiﬂ)(anfl+an726+.”+a5n72+ﬂn71)’

muzeme psat

1 a1 <27l odtud (L 1)< 1
an — 1= < aodtud n{a" —1) <a-—1.
n/an_1+ n/an_2+...+ {L/&—i-l n

Je-lia = 1, jsou vSechny ¢leny dané posloupnosti rovny 0 a tato posloupnost je omezena.

. 2 . . Lo 1 . N
Pro 0 < a < 1 jsou vsechny ¢leny posloupnosti zéporné (je a» < 1) a ukdzeme, ze
posloupnost {n (1 — a%)} je shora omezena. NapiSme a ve tvaru a = % ,kde b > 1.
Potom je

. 1 Vo—1 N
—an ) = - )=t < —1)<b-—
n(l a) n(l %> n 7 _n(\/g 1)_b 1
podle prvé casti dukazu.
Oznaéme
(D

=D

k=1
Jesi =1, 8= % a pro liché n = 2] — 1 plati

1

S21+1 = S21—1 — 2 8911 < 81

— <
+2l+1_

Pro sudéd n = 25 dostavame

1 1
S S R S
S22 =82 oy Ty S5 25
Jestlize tyto vysledky shrneme, je vidét, ze plati
1 1
1:31252j+1:32j+m252]’252:57
tedy
1 n _ 1\k+1
L™
2~ k -
k=1

Platizzﬁkzl—&—ZQﬁkaprokESje
k=1 k=3
k
k k k(k—1)(k—2)
ok = (14 1) = > = —
a1t =32(5)> (5) -
7=0
k . N ;
Tedy 57 < m Pro soucet k§3m plati

1 n—2 1 n—2 1 1 )
kzzgm 1(+1) L_H‘J:1_n—1'

Odtud plyne, ze

<1+6(1— 1 ><7.
’ n—1

Poznamka: Uvedené postupy nejsou samoziejmé jediné a pravdépodobné také ne
nejlepsi. Kardy si muze zvolit jiny postup a popiipadé nalézt vhodnéjsi odhady.

k=1
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10. Bud {z,}5°; posloupnost kladnych &isel. Potom je posloupnost

11.

n n

1 1

Sp = E —, omezend pravé kdyz je omezend posloupnost y, = H 1+— ) ,neN.
=1 'k k=1

Dikaz: Bud M = sup{s,;n € N}. Je-li M < 1, poloZzme sg = ng = 0. Pokud M > 1,
existuje ng € N tak, ze s,, € (M — 1, M). Pak pro n > ng plati

n

— 1

Sp =8, — S8 E jg — Sny = 4, q€<071)
k=no

Pak pro n > ng je

n n
— 1 1
= ]I (1+ )—1+ Z > — 4 ———— <
k=no+1 Tk i=no+1 Ti i,j=no+1,i#j Tily Tnot1- - " In
2 n—no 1
<l+qg+q¢ +--+gq Sli—(f
tedy pro n > ng mame
JRR 1
< — 1+— ).
we g ()

Odtud plyne, ze {y,}22; je omezend posloupnost. Protoze dédle plati

1
Zxkzsna

k=1

yn:ﬁ(H )—1+Zxk+

k=1

vidime, Ze neni-li posloupnost {sn}n 1 omezend, pak také posloupnost {y, } 72, nenf omezena.

Ukazte, ze jsou nésledujici posloupnosti omezené.

2 0 ... n?
(a) {§Z2E }n:1 ; [uzute rozkladu 345 = § — m
(b) {%ﬁ;}} L [ proved’te analogicky jako v pifkladu a) |
(c) {ngf;ll)" } . [uzijte odhadu |n+ (—=1)"| < n+1]
d {1*” }oo ; zijte odhadu vn2 +1 >
(d) V=g S [ pouzijte odhadu vn? +1>n|
(o) iz} [wzijte odhadu vAn? — 1 > vAn? —4n + 1 =2n — 1]
n =1)np=1
() { n?+1 n}:o:l : [uzijte postupu z piikladu 9c) |
(g) {323} i [ vyuzijte odhadi 2" +1 < 27F1 3" —2 > 371 ]
n=
(h) {}Ei Zjig} B [vyjadiete In®n?]
(i) {log(3n+5)—log(n+1)},2, ; [odhadnete 15 ]
() {kgl k(kl—',-l)} i {najdete soucet Z D k+1 }
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(k) {Z qu} . gl < 1. [uzijte pitklady 7b) a 9f) (¢ =1, [a] >1)]
k=1

n=1

12. Ukazte, ze nasledujici posloupnosti jsou neomezené.

a) {\/n4+n3+1—\/n4—n3+1}00

n=1

{2n+1}n1; 9 {n”!}j;;
{

1 ”} , kde 2n)!=2-4-6-...-(2n), 2n—-1!!'=1-3-5-...-(2n—1);
2n — =1

k=1

} Ja|>1,k€eR; g) {lo;(nJrJil)} ; h) {Z(_l)k+1k2} .
n=1 n=1

Diukaz: Abychom ukézali, Ze je posloupnost {a, }52 ; neomezend, musime pro kazdé M € R
nalézt index n(M) tak, ze |anr)| > M. Ponévadz je posloupnost prirozenych cisel {n}
neomezend, staci ke kazdému n € N nalézt takovy index ky, , ze |ag, | > n.

(a) Je

o2n3

Vit +n3+1+vnt —nd +1

Vnt4md+1—/nt—nd+1=

a ponévadz
Vit nd 1+ Vot — 03 +1<2v/nt + 0 +1 < 2v3nT < dn?,
dostaneme ot
Vnt+ n3+17\/n47n3+1>4 5= 5

a staci volit k,, = 2n.

(b) Provedeme analogickou upravu jako v pripadé a).

(Ui
n2 4 (=1)"vVn3 +n

n?+ (=1)"Vn3 —n =

a ponévadz je
Vn3
|an| = )

n?+ (=1)"vnd3+n

muzeme pouzit odhadu

n? 4+ (=1)"vn3+n <3n.

Plat{ tedy
vnd 1
an| 2> —— = =V/n.
fanl 2 =5 3f
Posloupnost b, Sf je neomezend; je totiz 3b,2 = n a odtud plyne, Ze i posloupnost

{a,} je neomezen4.
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(¢) Vyraz nejdifve upravime. Je

(3)"

3n—on  /3\"1-
on 1 \2 14 5

« - n o« , >
a ponévadz (%) < %, muzeme psat, ze

2 2 11+1<2tdh3" 2">13”

= === — a tudiz =) .

3 B M s T e A
Posloupnost {(%) } _, Je neomezend. Platf totiz

3\" (14 \" SN
2) 2) — 2
podle Bernoulliovy nerovnosti (cviceni 1.1.16).
(d) Je-li n sudé, platf
nl=1-2. n—-2n n+2 ‘n
o 2 2 2 ’
je-li n liché, je
n—1 n+1
1—=1.92. . . . .n.
n 5 5 n
V kazdém pripadé je
n nqd
n!2<g)2 a odtud WE {(2)2] = g
(e) Je
@2n)!! 2-4-6-...-(2n) _o 4 2n
2n—-1M 1:3-5-...-2n—1) =~ 3 7 2n—1

Cwen (D) (00 D) (1 )

Podle ptikladu 10 je tato posloupnost omezend pravé kdyz je omezena posloupnost

n 1 S ) n 1
{;2k—1} B . Oznac¢me S"ZZQk—l'

%

k=1
Potom
>§: L I I I PIN I S
Som z e e e T T E T S I
2 2% 2 2737475 8 on—1 41 on
—_—_—— ~—
2t ¢lent 22 élent on—1¢dlent
1 1 1 1 1 1 n
> (1442t 2492 s ol o :7(1 f).
_2<+2+ 1T gt o) =5 (145

n
Protoze posloupnost {% (1 + %)} neni omezend, neni omezena ani { > %11} .
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(f) Ponévadz plati

aﬂ

nk

_ ol

=k

sta¢i ukdzat, ze dand posloupnost je neomezend pro a > 1. Necht je nejdifve k < 0.
Potom plati

an n n

F >a"=(1+a—-1)">n(a—1)

a dand posloupnost je neomezena.

Je-li k > 0, pak existuje celé ¢éislo r = [k] tak, ze r <k < r+ 1. Odtud plyne, ze

n n

a
nrtl :

‘ IS)

n" <nF<nptl g tedy >

a™
r*nk

3

7 této nerovnosti plyne, ze posloupnost {gT:} je neomezend pravé kdyz je neomezena
posloupnost {fL—n} . Staci tedy predpokladat, ze k € N . Déle plati

o =tra1 =3 (P (1)

=0

pron > k. Tedy

a” 1 n nn—1)...(n—k)
> — 1)kt = 1)kl =
nk = nk (k—|— 1)(a ) nk(k +1)! (a—1)
1 1 2 k—1
= (1-—=)(1-=) ... ([1-=—) (n—k)(a— 1)k,
() (=3) - (-5 oy
Protoieje%gfprojzl,Q,...,kz—l,plati

(-0-FiC-5)-(-5)”

a dand posloupnost je neomezena.

Plat{
n+1 o n ° . n
_ = a oznafme T, = .
log(n+1) J,_, logn |, _, " logn
Nyni je zion = %ﬂ a podle predchoziho piikladu je tato posloupnost neomezena
(a=10,k=1).
Oznacme

Sy = {i(l)kﬂkz} )

k=1
Je ziejmé, ze
1=51<s3< - < Sopy1

a ponévadz

Sont1 = Sop—1 — (2n)2 +2n+1)2 =891 +4n+1>s +4n+1>n,
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plyne odtud neomezenost dané posloupnosti. Analogicky
0=s9> 82> "> Sap
a vzhledem k tomu, ze
Son = Son_o4+ (2n—1)2 —2n% =59, o —4n+1< —4n+1,

neni posloupnost {s,} omezend zdola ani shora.

vevs

kde [%71] znamend opét celou ¢ast daného ¢isla.

Pozndmka: Posloupnosti z piikladu a), c), d), e), g) a f) pro a > 1 jsou posloupnosti
nezdpornych ¢isel, tedy omezené zdola. Posloupnosti z piikladi b) a f) pro a < —1
nejsou omezené shora ani zdola.

13. Ukazte, ze néasledujici posloupnosti nejsou omezené. Které z nich jsou omezeny zdola resp.

shora?
(a) {(-=1)"™n} ; [napiste si agp,—1 a azy, |
(b) {n2 — n} ; [uiijte dpravy n? —n =n? (1 — %) ; zdola omezené]
(c) {p"™ —4"}; [uzijte metody piikladu 12¢); zdola omezend ]
(d) {n=V"}; [napiste si nékolik ¢lent dané posloupnosti; zdola omezend |

14. Ukazte, ze nasledujici posloupnosti jsou monotonni, po¢inaje jistym indexem ny .

gn—1 n—17y) > 1)2 oo

) { +3 } ; b) {(?m—i— )} ;

4n+3n n=1 3n n=1
O (ng"}l, 0<q<1li &) {nF} o {n—6lognky,

a” —1 e 1 oo
R T R I () vt
1 & - n 1 1 -
h N kR C 1— - .
) n+1!Z ) Z2k2k+1 2n+ 1

k=1 =1 k=1 -1

Dukaz:

(a) Jestlize vydélime citatele i jmenovatele vyrazem 4"~! | dostaneme

e L@ e ()

AT (3 A3

q:Z

Ukézeme, ze tato posloupnost je klesajici, tj.

1+qn 1 +qn71
443¢" 4+ 3¢n1

Po odstanéni zlomku a jednoduché tipravé dostaneme ¢ < ¢"~ !, neboli ¢ < 1. Sta&f
tedy volit ng = 1.
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(b) Jestlize vyjdeme z predpokladu, ze dand posloupnost je opét klesajici, dostaneme nerovnost

(Bn+1)2 _ (3n+4)2
3n 3n+1 ?

kterd je ekvivalentni s nerovnosti
18n* —6n — 13 >0
Tato nerovnost je splnéna pro n > 2, tedy ng = 2.

(¢) Ukdzeme opét, ze dand posloupnost je klesajici, tedy

n
1)g" ! " dtud ¢g< ——=1- .
(n+1)q <ng" aodtud q ] o

ReSenim této nerovnosti vzhledem k n dostaneme

1 1
n+1>-——, mneboli ng= {} .
l—q L—q

(d) Pokusime se dokazat, ze
nw > (n+ l)nlﬁ )

Jestlize tuto nerovnost povysime na n(n + 1), dostaneme

1 n
n"t > (n4+1)", neboli n > <1 + > .
n

Ukézeme nyni, ze staci volit ng = 3, ponévadz posloupnost {(1 + %)n}:f:l je shora
omezend Cislem 3. Plati totiz

B R
= k=0

1+§:;@<li)(li>'“(lknl>'

Protoze je kazdy ¢clen v hornim sou¢inu mensi nez 1, dostavame odtud déle

(10) ST gzl g e gy oy <eess

Pro k > 2 totiz plati k! =1-2-3- ... - k> 2F1,

(e) Ukézeme, 7e tato posloupnost je rostouci, tedy

1 1
n+1—6log(n+1)>n—6logn aodtud 1> Glogi = 6log <1—|— ) .
n n
Po odlogaritmovéani dostaneme nerovnost
1+ L V10, ted N
el . te n> —
n Y V10 -1
a staci volit

1
ne = | ———| +1
0 {910—1]
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(f) Ukézeme, ze dand posloupnost je rostouci, tj. ze pro vsechna n € N plat{

a"tl —1 a”—1

>
n+1 n

)

neboli pro a € (0,1) je

a"t -1 n+1
<
a” —1 n

a pro a > 1 plati

a" -1 n+1
> .
a” —1 n
Samoziejmé je

"—1  (a-@ - tat+l) e l4efatl

atl -1 (a—1)(a"+a" P+ F+a+1l) a"+a" '+--+a+l

Tedy pro a € (0,1) mame

a"tt—1 a” 1< a” _1+a<1+1
an—1  av it ta+1 =~ nan—1l n n

a pro a > 1 analogicky

amtt—1 a™ 1> a” _1+a>1+1
an—1 e l4--datl = nan-1 n n’

(g) Ukazeme, ze dand posloupnost je rostouci, tj. ze pro vsechna n € N je

(n+1) (l—aﬁ) >n(1—a%>7

tzn. pro a € (0,1) je

l—av n+1 1
A i R
1— qntt n n
a pro a > 1 plati
l—av n+1 1
— > =14+=.
1—agn+tt n n
Oznacéme t = an<"1+1> . Pak
I 1_a% _1—t”+1_1—|—t+---+tn_1+tn_1+ ik
I e N e T

Proa € (0,1) jet € (0,1) a tedy

L<1+ & —1—&—t<1—i-1
- ntn—1 n n
aproa>1jet>1, tedy
t" t 1
L>14 ——=1+—>1+—.
- +nt"‘l +n Jrn

(h) Vyraz si upravime. Plat{

1
n+1'Z 'Z]Hl*l CE]

ikJrl ik']

k=1 k=1
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_ 1

(n+1)!

n+1 n
-1 1
Sk -3k :%:1_7'_
k=2 k=1 (TL+ 1) (n+ ].)
Protoze {(n + 1)!} je rostouci posloupnost, je {7(7#1)!} klesajici a obé posloupnosti
{—ﬁ} a {1 - ﬁ} jsou rostouct.
(i) Po uprave

- 1 1 1 1 1
122k(2k+1)2(n+1)12(%2k+1)2(n+1)

k=1 k=1

(1 1 L1 1 L1 1
B 2 2n+1 2n+2 2 2n+1 2n+2 2 (2n+1)(2n+2)

je vidét, ze dana posloupnost je klesajici.

n o
15. Bud {z,}52,; monotonni posloupnost. Ukazte, ze {711 > J;k} je také monotonni.
k=1 n=1

Dikaz: Bud {x,} rostouci. Pak 2 < 41 prok =1,2,...,n. Se¢tenim téchto nerovnosti
dostaneme

n
E T < NTpy1 -
k=1

n
Piicteme-li k této nerovnosti vyraz n . zj , dostaneme
k=1

n+1 n+1

n n
1 1
(n+1)2xk<n2xk. Odtud fok<712xk
k=1 k=1 ni n+ i

n oo

pro libovolné n € N a tedy posloupnost {:L kzl :z:k} je rostouci. Analogicky pro klesajici,
= n=1

nerostouci a neklesajici posloupnost.

16. Ukazte, ze jsou nasledujici posloupnosti monotonni, po¢inaje jistym indexem ny .

(a) {2’;111} L [Klesajici; ng = 1]
(b) {%} L [rostouci ]
(c) {nlzof?g} L [klesajici; no = 4]
(d) 27;1 20:1 ; [klesajici]
oo
1-—n . Kkl e
() { 7n }n:1 ; [ klesajici ]
(f) {V 3n —2 }Zozl ; [rostouci ]
(g) {2" —100n},2, ; [rostouci; ng = 7]
(h) {19} [Klesajici; no = 100]
(i) {%}Zo:l ; [rostoucl; ng = 2]
el ks
6] {n?ig} . ; [rostouci;no =3, ukazte, ze n?—ig < % =

= n'+2n*-8n? —9n—-3=(n—3)(n® +5n? +Tn+12) +33 > 0]
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(k) {Vn+1- \/ﬁ}zozl ; {klesajl(;l vyuzijte ipravy vn+1—/n = \/Wﬂf}
)]

Q) {n —6n2}n 1} [rostoum no =7, uzijte vyjadieni n® — 6n% =n%(n — 6

o0
(m) {n‘*nif?ﬂ}n:l ; [klesajici; ng =4, postupujte analogicky jako v piikladu j)]

3/°3 1 co ‘. oo . 303 1 4 — —1
n) {\/n 1 n}n:1 ; {rostoum, vyuzijte upravy vn 1—n %/(n3—1)2+n\3/m+n2:|

(o) {\/’%}nﬂ ; [rostouci; nog = 7, ukazte, U ;:1)7 < (éi'ff)+7

< 2n% — 10n — 20 > 0]
(p) { n2+ } [rostouci; ng =4, feste jako pifklad o)]
(@) {3 —2"}7 [ rostouct; uzijte vyjadieni 3" — 27 =27 {(3)" — 1}
(r) {2” — 3" 2}77, L [klesajici; uzijte vyjadieni; 2" — 3772 = -2 {l (7) — 1}]
(s) {In(n+1) —Inn}> ; [ klesajicf; uvazte, ze In(n+1) —lnn=1In(1+1)]
(t) {In(n®+9n)—2In n} [klesajici; feste analogicky jako cviceni s) ]
(u) { } [klesajici; no = 4, ukazte, Ze (1 + %) <2<&n> 4}
(v) {lnn — n}n:1 . [Klesajicf; uvaizte, ze 14+ L <e=1In(1+1) <1]

17. Ukazte, ze posloupnost {sinn}>2 ; nen{ monotonni.

Diukaz: Posloupnost {sinn} obsahuje nekoneéné mnoho kladnych élent. Skuteéné ke kazdému
k € N existuje pfirozené ¢islo ny, tak, ze ny € (2km, (2k + 1)7) , protoze délka daného inter-
valu je m > 1. Zobrazeni k — ny, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel a sinng > 0.
Analogicky ke kazdému [ € N existuje pfirozené ¢islo n; tak, ze n; € ((21 — 1), 2Iw)

a sinn; < 0. Vzhledem k tomu, Ze kazdd monotonni posloupnost (dokonce i monotonnf
pro n > ng) mé vsechny ¢leny s vyjimkou koneéné mnoha nezédporné nebo nekladné, neni
posloupnost {sinn},>n, monotonni pro zadné ny € N.

18. Ukazte, ze nasledujici posloupnosti nejsou monotonni.

(a) {(=1)"} " ; [uvazte posloupnosti {as,_1} a {as,}]
(b) {f sin 7F 2021 : [vySetTete Cleny agg41, Qak+3 ]
(c) {n+ (=)™} ", [ukazte, ze pro kazdé k € N je agg > Gokt1 a aopt+1 < A2k42]

19. Zjistéte, které z nasledujicich posloupnosti jsou i. monotonni, ii. omezené.

a) {”H} _ i (n+(-1)"02 o {20 ) {2l

n

o) {(-2"hls O {—(-2"hls e {2l b {eh .

ReSenti: i.a), c), d), g), h)
ii. a), h)

20. Najdéte nejvétsi (resp. nejmensi) ¢len posloupnosti {a,}52, , je-li

(a) a, =6n—n?—5; [nejvetsi clen az = 4]
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(b) a, = elOn—n"-24, [nejvetsi clen as = €]
(c) an = 9%} ; [nejvetsf clen ag = £ |
(d) a, = 3n%—10n — 14; [nejmensi clen ap = —22]
() an =2n+ 22; [nejmensi ¢len ag = 24]
() an = —3721 ; [nejmenél' ¢len asz = —%]

2.2 Limita posloupnosti.

1. Najdéte index ng tak, ze pro vSechna n > ng plat{ pro ¢leny posloupnosti {a, }5° ; nasledujici

odhady.
(—1)n+t n+3
— 1: = -1 1;
a) an 3n , lan] < 0,1; b) an 7ﬂH_1,|an | <0,01;
24 (=)™
c) a,= Tl |an| < 0,001.
Reseni:
(a) M4 platit
| ‘_ (_1)n+1 _i<i
e T AT
Tato nerovnost je splnéna pro n > ng = 3.
(b) Plati
n+3 2 2 1
n+1 n+1 n+1 100
Odtud plyne, ze n + 1 > 200, tedy n > 199 a staci volit ng = 200.
(c) Je
24+ (-1 3 - 1
n2+1 |~ n2+1 1000’
tedy

n? +1 > 3000, neboli n > /2999 = 54,8 a ng = 55.

2. Uzitim definice limity posloupnosti dokazte, ze

1 vn?+a 1 —29ontl

I == b lim YY1 4eR; lim — =~ = —92;
@) lim oo ST T g ) m — va€Rs o) lim = ’
d)  lim 10V" = 4o0; e) lim log,n=40c0,a>1.

Poznamky: i. Jestlize ke kazdému ¢ > 0 umime najit r € R tak, ze
VneN:n>r=la, —a| <e,

pak také plati, ze lim a, = a. Index ng € N takovy, Ze |a, — a| < & pro vechna n > ng je
n—oo
pak mozno volit jako ng = [r*] + 1, kde r* = max(r,0).
ii. Bud g9 > 0. Staéf najit ng € N ke kazdému ¢ € (0,g0), aby platilo, Ze lim a, = a.
n—oo

Skutecné pro kazdé € > e¢ lze uzit ng, které odpovida g .
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Dikaz:
(a) Podle definice plat{

2n—2n—1

M4 0 3 N vn > lati
g > ng € n = ng plati 2(2n+1)

<.

1
ap — 2' < e neboli

el 1} . Stadi tedy

Odtud dostaneme nerovnici 5 122

1 . s v - , .
3Ty < € @ jejim fesenim je n >

S ED 11 +1 € O1 ; =1 >1
no = |5 e pro ¢ 15 ) no=1proe>g.

(b) Bud ¢ € (0,1). Protoze

‘\/n2+a_1|_|\/n2+a—n|_ |al < lal
n

volit

n n(\/n2+a+n)_ﬁ’

@<5. Resent je n>\/M
n €

staci TeSit nerovnici

a pro ¢ € (0,1) staci volit

HQZ[\/M +1

g

(c) Je
1 —ontl Cjr—ontlgpontl 3 .
1427 - 1427 T 142m ’

ReSenfm této nerovnice pro € € (0, %> dostaneme n > log, (g — 1) a staci volit

e )]

VK >0 dng € N Vn > ng plati 10V™ > K neboli n>log2K

(d) Podle definice plati

a staci volit
noz[logQK]—f—lproKZl, ng=1pro K <1,

tedy obecné
no = [(log* K)*] + 1.

(e) Nerovnost log, n > K je pro a > 1 ekvivalentni s nerovnosti n > a€ a staci volit
ng = [aK ] +1.

3. Uzitim definice limity posloupnosti dokazte, ze

(a) nh_)n;o e =1 [no =[2—1] pro € €(0,1); Feste nerovnost =i 1‘ < 5]
. _1yn+t
(b) lm G2 =, [no=[2]+1]
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(¢) lim (_172# =0; {no = [%} + 1; uzijte odhadu |(—1)" — 3| < 4}

(d) lim n’o2n oo, [no =[K +4]; uzijte odhadu n? —2n > (n+1)(n — 3) |

4. Ukazte, ze nésledujici posloupnosti nemaji limitu.

) {CUmE w0 o H(_i)n]}w

Reseni:
(a) Oznacme a, = (—1)"n. Staci si nyn{ uvédomit, ze
Aoy = 2N —> 400} aop—1 = —2n+1 — —00.
n—oo n—o0

(b) Analogicky
A4p = 16n? sinnw = 0,

(8n+ 2)w

agni2 = (8n + 2)?sin = (8n + 2)*sin <2n7r + g) = (8n +2)* — +o0.

n—oo

(c) Plati

— | Ll=0 = LI
Aop = m — Y, A2n+1 = 277,+1 - .

5. Ukazte, ze nésledujici posloupnosti nemaji limitu.

(&) {(=D"}n2y [uvazte as, a agni1]
(b) {§+§§§ Z;} ; [analogicky jako v a) ]
(c) {n 1)"}n L [uzijte piikladu a) ]
(d) {sin M}n 13 [vySetiete agn a aqnt1]
(€) {3(1—2)+2(=1)"} s [analogicky jako v a)]
(f) {TH cosm}n . [vyjadiete asn, a agpi1]

6. Bud {a,}2, posloupnost redlnych nebo komplexnich &isel. Ukazte, ze

1
lim |a,| =400 <= lim — =0.

n—00 NnN—00 (y,

Dikaz: Necht

lim |a,| =4+0c0. Potom VK >0 dngeN Vn>ng = |a,| > K.
n—oo

Zvolme ¢islo € > 0 libovolné a najdéme index ng k ¢islu K = = > 0. Potom

1
—|<e= lim —=0.

n n—00 Ay,

1
Vn > ng plati |a,| > —, tedy
5

Obrécenou implikaci dokdzeme analogicky.
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7. Ukazte, ze plati

a) lim n" =+o0,r >0; b) lim ¢" =0, |q| <1; c) lim a"=+0c0,a>1;
d) lim {a=1,a>0; e) lim {Yn=1; f) limn—zo,a>1,r€R;
n— oo n— oo n—oo q"
1 log”
g) lim Ogan:O,a>1; h)  lim Ogan:O,a>1,r€R.

n— o0 n n— oo n

Dukaz:

(a) Bud K > 0 libovolné a hledejme ng € N tak, ze n” > K pro viechna n > ng, r > 0.
Tato nerovnost je vSak ekvivalentni s nerovnosti n > K 7 a stacf volit

ng = {K% :| + 1.
(b) Bud & > 0 libovolné a hledejme index ng tak, Ze pro vSechna n > ng plati
l¢" — 0] =q|" <e.

Logaritmovamim této nerovnosti dostaneme

1
n loglg| < loge a tedy n > 08E (je loglg| < 0).
log |q]

]
noz[ °g€]+1
log |q|
1

(c) Ponévadz a > 1, je 1 € (0,1) a tedy podle cviceni b) je lim - = 0. Odtud podle

n—oo

Staci tedy zvolit

prikladu 6 dostaneme

lim ¢" = lim |a"| = 400.
n—oo n—oo

(d) Je-li @ = 1, je tvrzeni zrejmé. Predpoklddejme nyni, ze @ > 1, potom je i {/a > 1
a muzeme psét /a =1+ h,, kde h, > 0. Odtud plyne, ze
a=(14+hy,)" >nh, atedy 0<h,< ¢
n
Ponévadz

1im9=0, plati lim h, =0 atedy lim a=1.

n—oo N, n—oo n—oo
Je-li 0 < a < 1, muzeme ps:ita:%7kdeb> 1 a tedy

1 1
lim /a = lim = =1.
Jim /o= lim Vb,  lim /b,

n—oo

(e) Oznaé¢me /n =1+ h, , kde h,, > 0. Potom plati

(n—1) n(n —1)

n=14hy)">1+nhy + = —hl > Sk
a tedy h, < ,/% pro n > 2. To vSak znamend, ze
. . 2 , .
0< n—-1< a ponévadz  lim =0, plati lim n=1.
n — n— o0 n—1 n— o0

a0



Pozndmka: Pron>a>1jel < {/a < ¢/n. tedy ze vztahu

lim /n=1 plyne lim ¥a=1 pro a>1.

n—oo

(f) Je-lir <0, je tvrzeni ziejmé vzhledem k pifkladiim c) a 6. Bud » =1, a > 1. Pak pro

n > 2 plati
n n 2
0<—< = — 0.
ar ol )2 (n—1)(a—1)? nooo

Bud nyni r > 0, a > 1. Potom je

n
ar >1 atedy lim —
n—oo qr
To v8ak znamena, ze
n 1 n"
Ve> dngeN Vn>ng:0< £<€7‘<:>0<7<€’
ar a
a tedy
T
lim — =0

(g) Bud & > 0 libovolné. Mame ukdzat, 7ze existuje index ng tak, ze pro vSechna n > ng

plati
log, n

n
Tuto nerovnost je vSak mozno prepsat do tvaru

1
8a 1 zlogan% <log,a® =¢.

Odlogaritmovanim této nerovnosti dostaneme nw < a° . Podle pifkladu e) je

. 1
lim n» =1

n—oo
a ponévadz a® > 1 je pevné ¢islo, staci volit ng tak, aby pro vsechna n > ng platilo
nw < ac.

(h) Tvrzeni sta¢l dokdzat pro r > 0. Jestlize zvolime € > 0 libovolné, pak existuje kg € N
tak, ze pro vSechna k > ko plati podle piikladu f)

(k+1)" e
ak+1 < a’

Bud n € N takové, ze n > a* . Potom existuje k > ko tak, ze a¥ < n < o' a odtud

1
0<kglogan<k+1:>0<1oggn<(k+1)’“,Eg =

)
ak
log” k+1)
clogen (k41

< €.
n ak

=0

Poznamky: i. Cviceni f) plyne z cviceni g). Skutecné, vzhledem k tomu, zZe plati

T L
n — gl logan—n _ an(%—l)
an

ol



1 . .. .~ - ,
=82 — (), existuje index ng tak, Ze pro viechna n > ng plati

a podle cviceni g) je lim
n—oo

log, n 1
— < —=.
n 2

Tedy podle cviceni b) dostaneme
n” n 1\"
0<—<a_7:(a_§) — 0.
an

ii. V dukazu cviceni f) je dokdzdno toto:

Bud r>0,a, >0 VneN. Potom lim a, =0 <= lim a/, =0.

n—oo

Jestlize tuto skuteénost pouzijeme v pifkladu h), dostaneme

log” 1 1 1
lim 22" _ g — lim Ogi‘n:O a odtud pro e = - lim % _
n—oo n n—oo N7 r n—oo MNf
pro libovolné € > 0. Obecné implikace
lim a, =a € R = lim f(a,) = f(a)
n—oo n—oo
plat{ pro funkce f(z) = z*, a®, log, z, sinx, cosz, ..., jakmile a € D(f), a, € D(f)

pro vsechna n > ng (Heineova definice spojitosti funkce). Rozmyslete si, ve kterych
ptikladech se toto tvrzeni uziva.

8. Necht x, #1Vn e N, lim z, = 1. Najdéte lim y,, je-li
n—oo n—oo

(a) yn = 22 [—1]
(b) yn = 5771 (3]
(c) g = Ttinc2, 3]
(d) g = Lnt? [-3]

N4évod: Uzijte vét o limitdch posloupnosti a v piikladech b) - d) jednoduchych tprav.
9. Vypoététe lim a,, , je-li
n—oo
a) ap —an® +ap_n" '+ +anta, keN, ag,a1,...,0 €ER;

k k—1
aEn” + op_1n + - ton+ o
b) a, = ,k,leN, ag,a1,...,ak,00,01,---,0 € R.
) n 5lnl+ﬁ171nl71+"'+ﬂln+ﬂo 0 1 kﬂo 61 ﬂl

Reseni:

(a) Necht je a # 0. Potom plati

. Qf—1 a 7))
hman:nk{akJr + == —k}
n—oo nr= n
Protoze je
. Qp_—1 . aq . @ .
lim =--=1lm — = lm —=0a lim n* = +o0,
n—oo n n—oo N n—oo N, n— oo

je hledana limita rovna +oo, je-li ap > 0 a —oo, je-li a < 0.
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(b) Pfedpoklddejme, ze oy # 0 #£ G, .
i. Necht I > k. Potom plati

A Ak—1 a1 Qg

ook T Rt T + oo T
B1 Bo
=1+

n

lim a, = lim

Bi—a =0,

ponévadz ¢itatel ma limitu rovnu 0 a jmenovatel 5 # 0.
ii. Je-li k =1, pak dostaneme

g
P e o i . e
n—»ooan_n—>oo ﬁk*l ﬁl Bo _ﬂ ’

6k+T+"'+nk—1 nk k

iii. Pfedpokladejme nakonec, ze | < k. Potom

lim a, =
n—oo
i en o b+ B 4 R+ Y
= lim
n—oco Gi+l=tg g By By
Qg k=1 ak—1, k—1-1 . aq (o)
— lim 5" + 5" + + Bin!—1 Jrﬁzﬂl
. Bi—1 B B ’
e I+t T e T aw

Protoze limita jmenovatele je rovna 1, je celd limita podle pifkladu a) rovna +oo,

je-li ag - B; > 0 arovna —oo, je-li a - B < 0.

Poznamka: Predchozi piiklad ukazuje chovani polynomu a raciondlni funkce pro
n — oo. Z pitkladu a) plyne, ze chovén{ polynomu ,pro velkd n“ se f{di chovdnim

nejvyssi mocnimy.

10. Vypoctéte lim a,, , je-li
n—oo

(a) an = 575
(b) an = % ;
(c) an = 22307
(d) an = %=
(e) an = 2431
(f) an = 1902
(8) an = ZHRED;
(h) an = 2t
() an = 252
() an = 253022
(k) ap = 2
(1) ap = {220
(m) a, = %
() ap = 2507
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Qnp

ap =

an =

ap =

Ap =

(="

n2—

)

1

(n+10)2+(3n+1)

n +1 _
2n+1

n 2

3n? —+1 .
6n+1 ?

7L2

n+3 - n+2 "’

(n+3

(n+1)!4( .

n+2)!
I

(n+5)®—n(n+7)° .

)

[

[1; upravte citatele

[—é ; seCtéte oba zlomky

]
]
[% ; upravte jmenovatele]
[—1; sectéte dané zlomky |

]

[0; vykrafte dané faktoridly

)
)
)
)
)
) ap =
)
)
)
)
)
)

(w) an = W ; [1; upravte faktoridly]
(v) an = (n++)':nr ; [0]
(w) an = n+1 T+ nr}%r; ; [—1
(x) an = (# + %) sinn?; [0; vyuzijte omezenosti funkce sinx
(y) an = % ,a<1; [0; vyuzijte omezenosti funkce sinx
(z) ap, = 54_272“ ; [0; vydélte citatele i jmenovatele 3" a uzijte prikladu 7f)

11. Vypoctéte lim a, , je-li
n—oo
n

a

a) apn=Mm+1)"—nF 0<k<1; b) n = T oo

ac€R;

V8—-1 Vak —1

= ——; p = ,a>0,a#1, k,reN;
V16 — 1 ar -1’ #

- 1 "1 - 1
f) a,= ; ap = ; h) a,= ;
) I;)(n+k)2 & I;)vn—i—k : o vtk
1) a —i_i_ki_i_’_ + 1 _ 1 .
"1.2 1-3 2-3 3.5 nn+1) (2n-1)2n+1)’
"ok — 1
j) an:ZT; k) an= R/ F05 b7, b;>0,5=1,2,.... k.
k=1

ResSeni:

(a) Plati

k
1 1 i
O<(n+1)k—nk:nk{(1+) —1}<nk{<1+>—1}:nk_1 =0
n n n—oo

ponévadz je 0 < k < 1.

(b) i. Bud a > 1. Potom vydélenim ¢itatele i jmenovatele vyrazem a>" dostaneme

podle piikladu 7c) a 6.

ii. Pro a =1 je zfejmé lim a, =
n—oo

o=

o4



iii. Je-li |a|] < 1, pak lim a™ = 0 podle pitkladu 7b), tedy lim a, =0.
n—oo n—oo
iv. Pro a = —1 je as, = % , Qop_1 = —% , tedy hledana limita neexistuje.
v. Je-lia < —1, pak
lim [¢" = lim |a|" = +o0
n—oo n—oo

a podle bodu i. je lim a, =0.

n—oo
Plat{
by B (V2o (VA V24 3
n—oo Y16 —1  n—oo (Y2-1) (V84 ¥4+ ¥V2+1) 4
podle prikladu 7d).
Pouzijeme-li vzorce pro rozklad o — 3%, dostaneme
Va1 (w_l)(,"/ak—1+,"/ak—2+...+ %4_1) i
lim ——— = lim =—
n—oo {fam — 1 moe () (\"/a”*l—k Var=2 4.+ {/6+1) r
opét podle pitkladu 7d).
Je V2 = 2cos% = QSil’l% , tedy

/ /1 —cosZ
CL1:QSiH%, as = 272008%12 T‘l:QSing,
/ /14 cosZ /
a3:\/2— 2+2COSZ=\/2—2 T‘l: 2—2005277—322sin214.

Odtud dostaneme indukci, Ze a, = 2singmer a ze spojitosti funkce sin plyne, Zze
lim a, =0.

n—oo

Ziejmeé plati a,, >0 Vn € N. Na druhé strané je

1
(n+ k)2 = n2

Sectenim téchto nerovnosti pies vechna k dostaneme

pro k=0,1,2,...,n.

1
an§n+ — 0 atedy lim a,=0.
n—oo n—oo
Pro k=0,1,2,...,n plati
1 1 1

> = .
Vn+k " Vnt+n  on

Sec¢tenim podle k dostaneme

n+1 .
— o0, tedy lim a, =-+o00.
2n, n—oo n—oo

an >

Pro k=0,1,2,...,n plati
1 1 1
< < .
VnZ4+n T Vn24+k " VnZ4+1

Sectenim podle k dostaneme

n n
——<ap < ——.
vnZ+n n? 4+ 1

Ponévadz je

lim _n lim 1, plati,ze lim a,=1.

n
n—oo /n2+n n—oo ,/n2+1 B n— oo

%)



(i) Rozlozime-li n(n1+1) a (2n_1)1(2n —y na parcilnf zlomky, dostaneme

SRV AU A U U O W W S B A AW
n=2"957% 3)727372\3 5 n—-1 n 2\2n—-3 2n-1

PR B 11 PRI SR S
n n+l 2\2n—-1 2n+1) = n 2 22n+1)

o odtud lim a, = 5.

n—oo

(j) Obecny ¢len a,, si piepiSeme do tvaru
n n 1 1 1
k 1 1-— on n on 1 1-— o
2) kD = 1Ty
k=1 k=1 2

podle piikladu 2.1.7b). Odtud plyne, ze lim a, = 3.

n—oo

(k) Ozna¢me B = max{by, bo,...,bx}. Potom plati B < a, < Bk a ponévadz je
lim ¥k =1, dostaneme
n—oo

lim a, = B.
n—oo

Poznamka: Ptedchozi cviceni k) lze zobecnit nésledujicim zptisobem. Bud {bgj )}
r=1
proj=1,2,...,k k posloupnosti nezdpornych ¢&isel a necht existuje
lim b%) =b¥) e R pro  j=1,2,....k.
Ozna¢me
B:max{b<1>,b<2>, o b(’“)} - ’(/[bﬁﬂ)] + [bﬁ?] T [bé’”] .
Potom je lim a, = B.
Ditkaz: Bud B = max {6V, 6@ ... p®)} = b a e > 0 libovolné. Pak existuje
index ng tak, ze pro vSechna n > ng je
E 8 n
B—§§an§ <B+§) Vk<B+e.
Odtud plyne napi.
, 2447 4
lim /37 n2+2=3, lim (/o -2
n— oo n— 00 n —+ 5" 5
(viz piiklad 14).
12. Vypoctéte nlingo an , je-li
(@) an=(4""=2)(57" =3); [6]
(b) a, = g:—ﬁ ; [1; vydélte citatele i jmenovatele 3™ ]
(¢) ap, = % ; [4; vydélte citatele i jmenovatele 4™ |
(d) an = % ; [9; vydélte ¢itatele i jmenovatele 3™ ]
(e) a, = % ; [—1—25 ; vydeélte citatele i jmenovatele 5”]
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(a

(
(
(

—_— o~

T

S

t

u

%

(w

(x

(

<

(z

)
)
)
)

)
)
)
)
)
)

QAp =

an

an

an

an

an

an

an

an

an

an

an

an

an

an

an

an

_ YnPton—1. [1.

( 1)71671 5n+1 [l
6

B (ST FIGET ; vydélte ¢itatele i jmenovatele 6 |

> oF

=S [L; sectéte vyrazy v Citateli i ve jmenovateli |
X 5k

k=1

1+2,;'2'+n -5 [—3; settéte 1+2+--+n]
n

> lc(k1+1) ; [1 ; rozlozte k(k+1) na parcialni Zlomky}
k=1

n 1 L

> 2k—1)(2k+1) ’ [5 ; rozlozte @E—1)(2k+1) 1)(2k+1) }

—~
>3 |
—

i kEN; [ 7 UZzijte definice kombinacniho msla]
n n
DI [é, seCtéte > }
k=1 k=1

n n
% k2 % ; sectéte > k%; uzijte piikladu 2.1.7a }
k=1 k=1
n
& > (2k — 1)2; [3; uzijte priklad 1.1.19f) |
k=1
n
n41,1 STk, n > 1; [% ; uzijte piiklad 2.1.7a)]
k=1
S (2-1)
= [2; sectéte vyrazy v Citateli i ve jmenovateli]
k
=
% yal <1, bl <1; %Z ; uzijte vlastnosti geometrické posloupnosti]

V222
; (5]
; [3]

ﬁ ; [ 3. vydélte ¢itatele i jmenovatele n]

6n—>5 .

V8n3+4an—7" 3
2n+3 . [

VB8Ini4n3’

YnZin . [0

n—2

[2; vyndsobte piislusné mocniny a stejném zakladu ]

N
[~}
=

LIRS
=

S
S
L

; vydélte citatele i jmenovatele n ]

% ; vydélte citatele i jmenovatele n]

; vydélte citatele 1 jmenovatele n]

P R vydélte citatele i jmenovatele n]

N
6775 ; [1; najdéte limitu exponentu ]

13. Najdete piiklad posloupnosti {a,}22; tak, ze

a) {an konverguje, ale {-%»— diverguje.
n 1 n 1

An 41

(b) {a,}32, konverguje, ale posloupnost {“”Jrl 189, nemd limitu.

(
(

(
d

C

f

)
)
)
)
)
)

{a,}22, konverguje, ale |n(ap41 — an)| — +o00.
n—oo

[¢7%

(075

—>+ooa hm(an+1—an)=A6R,AZO.

e) a, — +o0 a hm (anﬂ —an) = 400.

n—oo

o tooa hm (an_H — ay,) neexistuje.

o7



(2)
(h)
(i)

an — oo a lim 2 —=BeR,B>1.

n—oo n—oo n
. a . .
a, — 400 a lim =2t neexistuje.
n—o00 n—o00 n

an — +ooa lim 2 = 400,

n—oo n—oo n

Reseni:
— 1 n_
(a) Pro a, = 7 je o —n—l—ln:;o—l—oo.
(b) Polozime-li a,, = (—l)n(";l) L. je lim a, =0, ale
n—oo
An+1 (n+1)n _ n(n—1) n n M
= (-1 2 2 . = (—1
an (=1) n+1 (=1) n+1

a lim 22+l peexistuje.
n—oo @n

. I ) U .
Je-li a, = o Je ziejmé nh_)rr;o an, =0, ale

1
— 400.

oo (G )| () =

Staci polozit a, = An pro A > 0. Potom je an+1 — an, = A. Pro A = 0 zvolime
an, = v/n. Potom je

In(ant1 —an)| =

. . : . 1
A, an = +00, litm (@nss = an) = fim (Va+1-vi) = lim Zmmmmn =0

Poznamka: Jestlize je lim (an41 —an) = A <0, pak je {a,}52; klesajici (po¢inaje
n—oo
jistym indexem) a tedy nemuze byt lim a,, = 4+o00. Totéz plati pro B < 1 v bodeé g)
n—oo

tohoto ptikladu.

Je-li a,, =n?, pak any1 —ay, =2n+1 — +00.
n— 00

Pro a, =n+ (—=1)" je ani1 — a, = 1+ 2(=1)"*"! a lim (a,41 — a,) neexistuje.

n—oo
Je-li B > 1, stac¢i polozit a, = B™, protoze % = B;:I = B. Je-li B=1, je mozné
volit na piiklad a, =n.

Je-liap, =n (24 (—-1)") , pak

ang1 _ n+1 24 (=1)"H!

an, n 24 (=1)»

Plati lim "TH =1 a oznacime-li

n—oo

2+ (_1)n+1 ) 1
A ERE DN

tedy lim “2:L neexistuje.

n—oo n
Staci polozit a, =n!. Potom je 2+ =n 4+ 1 — 400.

n n—o0

a8



14. Vypoctéte lim a, , je-li
n—oo

2) an=ni(ViTl+va—T1-2y/m); b) an:’?<31+;_1>;

c) a —m. d) a _SW—4{V§+1. e a _W-FQW— .
RGN ’ (v2-1)° ToVn2-3yn+2]

_ 3 5
1— Y8 1-— /32

2n3 +1 -1
h) a,={ mt ; i) an:"2n + V3r-nd+2;

n+1

/1 1 2 44n
:71777; k) an:nn+ )
n 2" n—+ 5"
Resenti:

(a) Doplnénim vyrazu v zdvorce na rozdil ¢tverci (a = vVn+1++v/n—1,b = 2y/n)

dostaneme

) an=naF, pkeN;

M\w

n+1l4+n—1+2vVn?—1-14n)
lim n% vn+l4+vn—1-2yn) = lim (
n—00 ( \/>) n—oo vn+1l++yv/n—14+2yn

— lim 2(\/n2—1—n)n% lim an( 1) _
n—oo\/n+1++vn—1+2yn n—»oo(\/ﬁ+\/nf+2f)(\/n27—1+n)

—2 21

" (Vi+i+y1-2+2)(1-%+1) RS

jestlize citatele i jmenovatele vydélime ns.

3 2
(V)<>

2
= lim 3n : = lim 7,
””°°3<\3/(n3+3)2+n\/3 n3+3+n2) TEYO+ )T+ Y1+ 2+

3 — p? a pak citatele

(b)

jestlize vyraz v zavorce doplnime na rozdil tfetich mocnin «
i jmenovatele vydélime n? .

(c) Doplnénim ¢itatele na rozdil a® — b3 a jmenovatele na a* — b* dostaneme

i vt~ (VO T D + o)
nﬂoo\/ﬁ—f Tt Vn2 + Ynin+ 1)+ Y (n+1)?2

_<12 (n+1)° + 12 (n—i—rl)6 + 12 (n:%)% n 1%>

n8 n®

= —00,

= lim =
o et ey

jestlize Citatele i jmenovatele vydélime n3 (nejvyssi mocnina ve jmenovateli) a uvdzime,
ze jmenovatel ma limitu 1 a ¢itatel limitu —oo .
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Poznamka: Predchozi piiklad lze zobecnit ndsledujicim zpisobem. Bud k& € N.
Potom

4+ 1% —nx . nt=%
lim I = lim k1 k-2 1 -1
n—00 nk- = (p4+ 1) F +(n+1)F nk4--+nF
_ 1 1
Jm, 3

A7 budete umét derivovat, rozmyslete si, Ze
1) — p«
TG
n— oo ne«—
tj- f/(1) = a pro kazdé o € R. Tedy
3/~ 3 1 3/ 3 1 -3
lim [7%:11111 vn 2n+ “ n e '(fn%):foo.
n—oo /m -+ _\‘l/ﬁ n—oo n_% vn + _\“/ﬁ

—f(1), kde f(z)=a"

Jestlize oznacime /2 = t, muzeme psat

3t -4+ 1 (t—1)* (32 + 2t + 1)
t-12 (t—1)2

ap =

a tedy
lim a, = lim (3€/i+2¢/§+1) —6.

n—oo n—oo

Zavedemne-li oznaceni {/n =t, je mozno a, prepsat do tvaru

ot 2r -3 (2 -1)(% +3) (%+1)<W+3)

TR gt T t-1)(t-2) n — 2
a odtud lim a, = —8.
n—oo
Plati
oo 3 5 _ 31— %/32) —5(1— ¥/8)
"1 8 1- 32 (1— /8)(1— ¥/32)
B —3{/32+5/8-2 B
(1= ¥2)" (1+ 92+ V1) (1+ V2 + 1+ Y8+ ¥16)
_ (1-v3) (-398-6¥4-493-2)
(1-¥2)" (1+ V2+ VA1) (1+ 2+ A+ 8+ V16)
Po zkraceni dostaneme lim a, = —1.
n—oo

Pro k € N plati n < n*, tedy % > nik a odtud n= > nr%" > 1. Jestlize umocnime tuto

nerovnost na p € N, dostaneme

Je v8ak
P
n

D 1\P
lim nﬁz(lim nﬁ) =1 atedy Ilim n~»=1.

n—oo n—oo n—oo
Diikaz projde i pro p € R, k € N. Vztah lim n» = 1 plati tudiz pro kazdé p € R
n—oo
ak>0.
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(h) Ponévadz je

.20 +1
A e = ooy
existuje index n; tak, ze Vn > n; plati

3
2n° 41 -1
3n2 -2~
Na druhé strané je
2n®4+1 2 gn+1
&£ T2,
3n2—-2 3 3n2 —2

4
a vzhledem k tomu, ze lim % = 0, existuje index ns tak, ze Vn > ns je
n—oo
2n3 + 1
<n.
3n2 -2~

Odtud pro n > ng = max{ni, na} plati

2n3 +1
1< ¥ not <in — 1 atedy lim a,=1.
3n2 —2 n— oo n— o0
(i) Pro n > 3 plati
<t
==

=

n— o0 n—oo \ "™

2/n—1
lim "\/n =1.

Pro druhy ¢len vyuzijeme odhadu

1
a ponévadz lim nn? =1 podle piikladu g), je i lim ("—"‘1> " =1, tedy

2.3".p3>3". 2 4+2>3".p3 VYneN.

Protoze je
lim V2-37-n3=31lim V2Vn?=3 a lim V3".n3=3 lim Vn3 =3,
jei

lim 3/3"-n34+2=3.

n—oo

Shrnutim obou vysledku dostaneme, ze lim a, = 4. Srovnejte postup s poznamkou za

n—oo

pifkladem 11k). Jestlize této pozndmky vyuzijeme, muzeme si vypocet ponékud zkrétit.

(j) Pron > 1 plati 27! > n | tedy 2% < ﬁ a odtud

<——5<

S|

1
9n

S|

1

2n

Ponévadz lim 7/ ﬁ = lim T\L/g =1,jei lim a,=1.
n—oo n—oo n—oo

(k) Je ztejmé, ze plati
é n _ g - n2 +4n '
5 5" T n+ 5"
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Na druhé strané vzhledem k nerovnosti n? < 4™, platné pro n € N, miizeme psit

n2_|_4n

< n2_|_4n

n4+ 5" —

Ponévadz

jei lim an—

lim

n—oo

n—oo

15. Vypoctéte lim a, , je-li
n—oo

Qn
QA
Qn
Qn
QA
Qn

Qy

an
an

an

an

an

anp =

Qp =

QAp =

ap =

QAp =

)
) an =
)
)

QAp =

V3 Fn—vn |
T on42+v/n+1 0
_ V/n?2-3n+1 +\/2n2+
- n+2sinn
— a” .
— 1+4an > CL# _la
pr_p—m
brib—n b 7& 0

=vn2+1-+vn2-1;
=vn+1—/n;
=3n—vIn? —10n + 1;

=log, (V2 +1+ n)2

n %ni
5 =

. Srovnejte s pozndmkou za piikladem 11k).

—log, V/nS +1;

(y)
F

5n

lim

n—oo

[0]
[1; vydélte ¢itatele i jmenovatele n |
[0 pro |a] < 1;

pro a=1; 1 pro |a| >1]

1
2
[—1 pro |b|<1; O pro [bj=1; 1 pro |b>1

[0; dopliite na rozdil ¢tvercu

5]

[1; vyuzijte vlastnost{ logaritmu

=vVnZ+5n+2—vVn2+3n—-"7; [1

= V(i F T~ i)

]
]
[0]
]
]

[5]

=/(On+1)(n+2)—
(A T2 - V)
=n — ¥/n3 —nZ;
=n+1- Yn;

= V3 +n?+5—n;

(n+a)(n+az) —n;

\/nn—l

= V(n+a)(n+az)(n +a5) -

16. Vypoctéte lim a,, , je-li
n—oo

Qnp
Qn

an

- Y3,
= Y@ b, a,b>0;

ap =

2]
[3V3]
[% vyuzijte vzorce pro a® — b3 ]
]
[5]
]
]

[ a1+0«2+03

[-2]

n;

[3; vytknéte 3 a uzijte odhadu 1 <1— (2)" <1]
[max{a, b} ; uzijte pitklad 11k)]

]

]

[1
[1
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(e) an = Yn+a; [1]
f) a, = X/n?2—-1; [1;uZijteodhadun§n2—1§n2,n22]
(g) an = Vn3+3n; [1 : vyuzijte odhadu n® < n? + 3n < 3n3]
(h) a, = ¥n® —3n+1; [1; pouzijte odhadu %3 <n®—=3n+1<nd n>ng
(i) ap = V2" -n?+2n—1; [2; uZjte odhadu 2" -n? <2"-n?+42n—1< 2" . p? ]
(G) an = 7/ 57?_:%1 : [1; uzijte odhadu 1 < E’n"ij; < 5_
(k) a, = %/ %ﬁ; [1; uzijte odhadu %2 < ”4%_&*3 <n?,n> oy
17. Nechf a, >0 VneNa lim = <1.Potom je lim a, =0.
n— 00 n n— 00

Dikaz: Oznaéme lim a;—:l = p a bud ¢ takové, Ze p < ¢ < 1. Potom existuje index ng

n—oo

tak, 7ze Vn > ng plati a;—jl < q. Tedy

2
Ono+1 < g G5 Opgt+2 < Apg+1 -G < Apg * ¢
a odtud indukci dostaneme, ze

Ono+k < Qng ~qk ij:CO, neboli lim a, =0.

n—oo

Poznamky: i. V predchozim cviceni jsme vlastné dokazali nasledujici tvrzeni:

Necht a, > 0 Vn € N a predpoklddejme, Ze existuje &slo ¢ € (0,1) tak, Ze a;% <gq

Vn > ng. Potom lim a, = 0. (Nelimitni verze cviceni 17).
n—od

ii. Analogicky muzeme dokazat: Nechf a,, > 0 Vn € N a lim <2 > 1. Potom je

n—oo

lim a, = 400. V nelimitni podobé mé toto tvrzeni tvar:
n—oo

Necht existuji ng € N a ¢ > 1 tak, ze “L > ¢ plati Vn > ng. Potom je lim a, = +00.
n n—oo

iii. Cviceni 17 neni u¢inny nastroj k vypoctu limit posloupnosti. Vypocteme pouze ty, které
jsou rovny 0 nebo 400 a to jem pro posloupnosti, které rostou (nebo klesaji) exponenciélné.

18. Ukazte, ze plati
a” n!
a) lim —=0,a€R; b) lim — =0.
Reseni:
(a) Pro a =0 je tvrzen{ ziejmé. Je-li a # 0, potom je

o]
nl

anial _ ol

>0 =
’ ‘anl n—+1n—c

lan| =
Tedy podle ptikladu 17 dostaneme

lim |a,| =0 < lim a, =0.
n—oo

n—oo
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(b) Bud b, = 2 . Potom je

(n+1)!

bot1 _ Grprr _(n \" 1 <1
b, nl n+1 (1+l)” )

nn

nebot podle Bernoulliho nerovnosti je

1\" 1
1+ — >14+n-—=2 VneN.
n n

Odtud podle nelimitni verze piikladu 17 plyne, ze

|
lim b, = lim —~ =0.

n—oo n—oo N
Existence limity lim (1+ 1)" bude dokdzéna v nésledujicim paragrafu.
n—oo
19. Jsou-li k€ N, a > 1 a p € R dana ¢isla, pak existuje index ng tak, ze Vn > ng plati

pglogangnkgangn!gn”.

Dikaz: Podle piiklada 2e) a 6 je

podle piikladu 7g) plati

li =
e =0
podle 7f) je
k
lim = =0
n—oo q"
a pfedchozi piiklad ukazuje, ze
n |
lim — =1l o 0
n—oo N n—oo N

Odtud plynou piislusné nerovnosti.

Pozndmka: Limity z dikazu cviceni 19 ukazuji, ze kazdd z posloupnosti

{phnzy s {log,n}Zy {nk}le Aa" bl il AL

roste do nekoneéna radové rychleji, nez posloupnost predchozi. Také u funkci srovnavame
rychlost jejich rustu pomoci limity podilu.

20. Necht lim a, = a € R. Potom je

n—oo

Dikaz: i. Nechf a = 0. Potom
€

Ye>0 dngeN Vn>ny plati |an|<2
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Dale plati, ze |a,| < K pro Vn € N (konvergentn{ posloupnost je omezend) a volme n tak
veliké, ze

_ 1 ng — 1)K €
a1 +ag + + Qpy—1 S7(|a1|+|a2\+---+|an0_1|)§u<f.
n n n 2
Shrnutim dostaneme
ap+ag+ -+ ap—1+ap, +---+an <
" <
a1 +agx+ - +ap,—1 1 € m—ng+1 €
< | Ty (angl 4o Han]) < 5+ —— -5 <e
Plati tedy
.artaxt-otan,
lim =0.
n— oo n
ii. Pro a € R libovolné pisme «,, = a,, — a. Potom
a1 +ax+ -+ an o+ o+ o
a, — 0 a =a-+ .
n— 00 n n
Podle prvé ¢asti dukazu plati, ze
lim 041—|—042—|—---—|—04n:0’ tedy  lim a1+a2+--~+an:a.

n— 00 n n—oo n

Poznamka: Tvrzeni plati i pro a = too, jak bude ukdzano v nésledujicim paragrafu
(cvicen{ 2.3.20)

3=

n
. Ukaite, ze lim 1 > 1 =0.

Navod: Uzijte cviceni 20.

. Necht a, >0 Vn &N a lim a, =a > 0. Potom

n—oo

lim Yai-as- ... -a, =a.
n—oo

Dikaz: i. Predpoklddejme nejdiive, ze a = 1 a ozna¢me b,, = loga, . Potom je b, — 0
n—oo

a podle predchoziho ptikladu je také

. bbb+t by
m

li =0.
n—oo n
Je vsak
1 1
ﬁ(bl +by+--+by) = g(logal +logag + -+ - +loga,) = log {‘/m”_)—goo
o odtud
Yay-as: ... a, — 1.

n—o0

Uzili jsme spojitost funkce logx v bodé x =1 a 10* v bodé x = 0.
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23.

ii. Bud a, — a > 0 a oznatme ¢, = %= . Potom je lim ¢, = 1 a podle prvé éasti dikazu
n— o0 a n—o00
plati, ze
. 1.
1= 1lim ey -co- ... -c,=— lim Yaj;-as- ... an,
n— 00 a n—oo

neboli

lim a1-as- ... - a, =a.

n—oo

Pozndmka: Tvrzeni plati i pro a = 0 a a = +00. Dukaz cviceni 22 lze provést piimo bez
pouziti cviceni 20. Pokuste se o dikaz sami.

Naopak ze cviceni 22 plyne cviceni 20. Je-li lim a, = a € R, pak polozime b, = e > 0.

n—oo
Potom je
lim b, =e*>0 a lim /by by ... b, = lim ewn(@taztFan) _ ca
n—oo n—oo n—oo
Odtud

1
lim —(ay +as+---+a,) =a.

n—oo 1N

Bud'te a,, >0 Vn € N a necht existuje

. An41
lim

=a. Potomje lim a,=a.
n—oo an n— oo

Dikaz: i. Pfedpokladejme nejdiive, ze a = 0. Potom

Ap41 g
T <
2%

Ve>0 dnpeN Vn>ng je

Odtud plyne, ze

Apo+1 9 .
——— < -, neboli a < Qp, * =
ny 9 9 no+1 no 9
Dale )
Apo+-2 9 9
ﬁ < 5 5 tedy Ano+2 < Ang * (5)
no+1

a pro p € N dostaneme indukei

3

p . 13 Ln %
i e < ()7

p—0o0

DN ™

Onotp < Gng * (

Odtud tedy plyne, ze existuje index n; tak, ze

VYn>ny je Ya,<e, tedy lim a, =0.
n—oo

ii. Necht lim agtl =a > 0. Podle piikladu 22 je také

n—oo K

. ag a .
lim T\L/al--...- ” = lim ¥a,=a.

n— o0 ai Ap—1 n— 00

Poznamky: i. Tvrzeni 23 plati i pro pfipad, ze a = +00. Sta¢i pouze modifikovat ¢ast i.

v dukazu.
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ii. Cvi¢en{ 22 plyne z tvrzeni 23. Skuteéné, bud a, >0 Vn € N, lim a, = a a polozme
n—oo
b, =a1-az- ... -a,,n € N.Pak

bn
lim +1

n—oo

= lim ap41 =a apodle?23je lim /b, = lim {a;-as- ... -a, =a.
n n—oo n—oo n—oo

Tvrzeni 20, 22 a 23 jsou vzajemné ekvivalentni.
iii. Obracend implikace v piikladech 20, 22 a 23 neplati. V piipadé piikladu 20 staci vzit
a, = (—1)"*1. Potom

n

lim a, neexistuje, ale lim — E ar=0.
n—oo n

n—oo
k=1

Pro ptipad ptikladu 22 uvazme posloupnost

1 1 1
a1=1,a2=1,a3257a4=2,a5=§,a6=3,..., tedy agp—1=—, as, =n(ne€N).

n
Ozna¢me b, = /ay -as - ... - a . Potom je
2n—1 ]- . . .
bon =1, boy_1 = — — 1, ale lim a, neexistuje.
n n—oo n—o00

V piikladu 23 uvazme posloupnost as, = % , Qop_1 = ﬁ pron € N. Potom je

a2n42 2n+1
ale = —
a2n 41 n+1 n—ooo

a2n+1 o n

1
QAon T oam+1 n—oo 2’

tedy lim 22+ neexistuje, zatimco lim /a, = 1.
y lim o2t je, {/an

a n— o0
24. Pomoci Bolzano-Cauchyovy podminky rozhodnéte o konvergenci posloupnosti {a,, }52 , , je-li
n

k n n
a) an:z%; b) an:Z%; c) an:Z%;
k=1

k=1

d) an:Zaqu, lgf <1, |ag|<ec VkeN,;
k=1

1 ~ k
) =3 D e

k=1
Reseni:
(a) Pro libovolna n,p € N plati
n+p

n+p n+p

cos k | cos k| 1
iy -l = | 5 <o)< §Y lemH  SX L
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
n+p 1
1 1 1 1-4
= 2 T S 0T < gig o’
k=n-+1 3

Tedy k libovolnému & > 0 existuje index ng tak, ze Vn > ng je ﬁ < € a posloupnost
{an}22, konverguje.
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(b)

Plati
=—+—F+--+ > P )
n+1 n+2 n+p _ n+p

|antp — an|

jestlize kazdy zlomek nahradime nejmensim, tj. —£— . Odtud na piiklad pro p = n

n+p °
dostaneme |ag, — ap| > % pro Vn € N a dané posloupnost diverguje.

Je
1 1 1

+ o ———
n+1)2  (n+2)? (n+p)?

|antp — an| = (

Ponévadz plati
1 1 1 1

<
(k+1)2 = k(k+1) &k k+1’

muzeme psat

1

lantp — an| < oL + LI +F ! -
n n+1 n+1 n+2 n+p—1 n+p

1 1 1
<- —0
n n-+p n n—oo

a dana posloupnost konverguje.

)

Je
n-+p n-+p
|antp — an| = Z arg®| < Z ok g[* <
k=n+1 k=n+1
« 1—¢" _ clg"*!
<clg™ Y Jalf Tt = clgm ! < —
Wo 1—|ql = 1—|q| n—oo
a posloupnost {a, }22 ; konverguje.
Plati
| | ! + ! +- !
an —_— an = .. =
p (n+1)! " (n+2) (n+p)!
14— ot . <
(n+1)! n+2 n+2)(n+3)...(n+p)J —
1
1 { 1 1 1 } I Sl
<31 + do — = -
(n+1)! n+2 (n+2)? (n+2)p—1 m+1! 1- 25
1 1 1 n+ 2

< = —
T+ 1-—5 (et e

a dand posloupnost konverguje.

Je
n+1 n-+2 n-+p
an — Qp| = + + e 72
|y | (n+2)2  (n+3)2 (n+p+1)2
n+1 n+2 n+ n+1
et p__ _plntl)

>
“(n+p+1)?2 (n+p+1)
Pro p = n dostaneme
nn+1) 1
= | > ———2 -,
| a2n a"‘—(2n+1)2 noc 4

Existuje tedy index ng tak, ze
1
Vn>ng je |agn —an| > R >0

a dana posloupnost diverguje.
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25. Pomoci Bolzano-Cauchyovy podminky rozhodnéte o konvergenci posloupnosti {a, }52 , , je-li

(a) a, =Y 9ZF* aeR; [ konverguje ; uzijte piikladu 24a) ]
k=1
n
(b) an, = P ﬁ ; [konverguje ; vyuzijte prikladu 24e)]
(¢) a, = k2_:1 (k_(?_:)l ) [konverguje ; uzijte prikladu 24c) ]

2.3 Monotonni posloupnosti.

1. Existuje lim (14 1)" =e.

o v n > ~ . , 7
Dtkaz: Oznacme a, = (1 + %) . Ukézeme, ze {a,}52 je rostouci a shora omezens.

i. {an}52, je rostouci. Uvazme podil

1 n+1 na1
a1+ 7H) (Hnil) (141
= = 1 1-+ — =
n

an (1+4)" 142

n

(N el 1 N
 \(n+1)2 no (n+1)2 n

Podle Bernoulliho nerovnosti je
. L\l (00 1 \n+l
(n+1)2 n n+1 n o

ii. {a,}22, je shora omezend. To vsak bylo jiz ukdzdno v piikladu 2.1.14d).

a tedy ap4+1 > ay .

Poznamka: Protoze je dand posloupnost konvergetni, je i pro kazdou vybranou posloup-

kn
nost {k,}5%, splnén vztah lim (1 + é) = e. Navic kazd4 takovéa posloupnost je také

n—oo
rostouci.

2. Ukazte, ze posloupnost a,, = (1 + %)"H je klesajici a lim a, =e.

n—oo

An
An41

Navod: Vysetiete podil a uzijte postupu z piikladu 1.

3. Dokazte, 7e e = lim ) %

n—oo k=0

Dukaz: Ozna¢me

Podle pifkladu 2.1.14d) je Vn > k € N (k je pevné)
PRI U PR N CUSED Y R IR R Y QLA I
In =275 n) 3! n n k! n n) " n
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(2 (-2) (-5)-
(DDA

Jestlize v této nerovnosti prejdeme k limité pro n — oo, dostaneme

Na druhé strané pro libovolné n € N plati

an < xp, <e aodtud T}ergoxn:e.

Navic je okamzité vidét, ze posloupnost {z,}52  je rostouci.

Poznamka: Prfedchozi limita je vhodny prostiedek k pribliznému vypoctu ¢&isla e. Jeji
pfiblizna hodnota je e = 2,718 281 828 459.

. Pro kazdé k € N plati lim (1 + %)n =e.
n—oo

Dukaz: Z Bernoulliho nerovnosti plyne, ze
k n kn
k 1 k 1
1+<(1+) Vn €N a odtud plyne (1+) <<1+> <ek.
n n n n

Dand posloupnost je tedy omezena. Oznacme déle a, = (1 + %)n . Potom opét podle
Bernoulliho nerovnosti plati

n+1
(1 + ni) 14k \"H i
Ap+41 _ +1 _ ( n+1> (1 + ) _
n

o BT T\

_[ n(n+1+k) r*lnm_[(n+1)(n+k)—k]"+1n+k_
Cl(n+D(n+k) N (n+1)(n+k) N

I, k Ttk (0 K \ntk
B (n+1)(n+k) n k+n) n

Posloupnost {a,, }52 ; je tedy rostouci a existuje lim a,, . Abychom zjistili jeji hodnotu, staci
n—oo

n n

vypocitat lim ag, pro jistou vhodné vybranou posloupnost. Polozme n = pk pro p € N.
n—oo
Potom je

p1k P
ok Kl * ) ] aponévadz  lim <1 + ) =e, plati lim ay = e*.
p p p—s00

p—oo
Je tedy

lim a, = lim ap, = e .
n— oo p—00
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5. Ukazte, ze hm =0.

(277,—‘,—1)”

Reseni: Jestlize oznacéime a, = I potom plati

(2n+1
m+D!'Cn+D! n41
= <1 VneN
n! (2n + 3)!! 2n+3 "

a posloupnost {an}ff 1 je klesajici. Ponévadz a, > 0 Vn € N, existuje lim a, = a. Déle

n—oo

plati a,41 = 2n+3 an a prechodem k limité dostaneme a = 2a tedy a =0.

Poznamka: Vysledek muzeme téz okamzité dostat z cviceni 2.2.17, ponévadz
lim 22+t = % < 1. Naopak tvrzen{ 2.2.17 lze dokdzat postupem z tohoto piikladu (limitnim
n—oo n

prechodem pro n — oo ve vztahu a,+1 = “*a,).

Qn

6. Ukazte, ze nésledujici posloupnosti konverguji.

n 1 0 nka n 1 >
o (Lo} o0 {ZF 0 {I0s))

Naévod: Ukazte, Ze jsou dané posloupnosti monotonni a omezené. V piikladu e) uzijte odhadu
k% < 2% pro Vn > 4. V piikladu f) uzijte cviceni 2.1.10.

7. Vypoctéte lim a,,, je-li
n—oo

(a) an:(%)n,aER, [0]
(b) an, = (23)"; [0]
() an = (229)"; [0]
(d) ap = (n;il)ﬁll 7 o
1-va
() an=(25) 7" 1]
(0 an = (22)" 0
8. Vypocététe lim a,, , je-li
(a) an=(147)" []
0) aw= ()" [e2]
(€) an=(1+ )" [e]
(d) an = (%) [e]
(e) an=(1+#,€)”,keN le]
(f) ap = (1-1)" [e7!]
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9. Ukazte, ze plati nasledujici nerovnosti.

(a) (%)n<n!<e(%)n,neN;

[ uzijte indukce a skutecnosti, ze posloupnost (1+ )" roste k ¢islu e a
n
1
() <3
(b) 2 <en <

[uzijte indukce pro n > n; = 1 v prvé nerovnosti a n > ng = 7 ve druhé nerovnosti |

n+1 . el e
" pro n > ng . Najdéte prislusné ng ;

10. Vypoctéte lim x,, , je-li
n—oo

(a) o = g €]
(b) z, =L/ (n+1)(n+2)...(2n); [2]
(C) $n:n£7”,p>1. [0]
Navod: Uzijte ptiklad 2.2.23 na posloupnosti a,, = T;TT,L aay = er)("ﬂ% .
11. Vypoctéte lim a,, , je-li
(a) a, = Zl;n??: ; [O]
(b) a, = 32;,’,“ . [+o00; uzijte cvicen{ 2.2.17]

12. Bud ¢ > 0 a definujme posloupnost {a, }°; pfedpisy

a; =+c, any1=+vc+a, VneN.
Ukazte, ze posloupnost {a,}52; ma limitu a najdéte ji.
Reseni: Posloupnost kladnych ¢isel {a, }52; je rostouci pravé tehdy, kdyz

1
an+1—an:\/c—i—an—an(z»afb—an—c<0<:>an€ (0,2(1+\/1+4C)> .

Indukei ukdzeme, ze tento vztah plati pro vSechna n € N. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.

Necht plati pro n € N. Potom

0<an+1:\/c+an<\/; (2c4+1+V1+4c) == (14+V1+4c).

DN | =

Ozna¢me a = lim a, . Pfejdeme-li ve vyjadieni a,4+1 = +/c + a,, k limité, plati a = Vc+a.
n—oo

Tato rovnice ma v R jediné feseni

a =

(1+vV1+4c).

DN =

Poznamka: Piiklad 12 lze zobecnit nésledujicim zptisobem. Bud

1
c2——=, a2

=S Upnt+1 = VC+ap.

1
2 ’
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13.

14.

Pak je posloupnost {a,}5; definovéna, konvergentni a lim a, = £ (1+vI+4c) = a.
n—oo

Pro a; € (3, a) je {a,}32, rostouci, shora omezend; pro a1 = a je {a,}32, konstantni a pro

a1 € (a,+00) je klesajici a zdola omezena.

Pro funkci f(z) = ve+x je x < f(z) < a pro x € <%,a) i fla) = aja < f(z) < a pro
x € (a,+00) . Nakreslete si obrazek.

Najdéte lim , kde a1 = /o, apy1 = Yaan,, ke N, E>2, a>0.

Reseni: Je
k 1,1
ay = Yaa = \a¥a=arTi2
a odtud indukci dostaneme, ze

1 1 1
an = arteztoter
Necht o > 1. Ukdzeme, ze {a,}32; je rostouci a shora omezend. Plati

I ETISUIN SOVI S
e b TRt Eet .
= T T =qrtt >1.

tedy an4+1 > a, pro Vn € N. Dale
2
a1 < a, ay = Yaa; < a* < a aindukci dostaneme, ze a, <a VneN.
Proa <1je

An+41
Qn

1
= kTl < 17

tedy posloupnost {a,}52; je klesajici a zdola omezend. Je totiz a, >0 Vn € N. Ponévadz
existuje lim = a, je mozno ve vztahu a,1 = #aa,, prejit k limité a dostaneme a = Yaa.

n—oo

Odtud a = *Va.

Poznamka: Piiklad 13 je mozno vypocitat podstatné rychleji, jestlize vyuzijeme spojitosti
funkce f(x) = aP v bodé z = «. Je totiz

n
lim ﬁ 1
lim a, =a"~>=1" = aq%T,
n—oo

Bud'te a > b > 0 a definujme posloupnosti

b n =+ bn
0=t =V s = P b = Vb, VneN.

Potom existuji
lim a, a lim b, aplati lim a, = lim b, .

n—o00 n—oo n—oo n—oo
Dukaz: Podle cviceni 1.1.18 plati @ > a1 > b; > b a odtud indukci dostaneme, Ze
a>ap > Apy1 > bpy1 > by, >0 YVneN.

Tedy posloupnosti {a,}°; a {b,}3%; jsou monotonni a omezené. Existuji tedy limity

lim a, = o a lim b, = . Na druhé strané je a,y1 = ntbn o piechodem k limité
n—oo n—oo 2
dostavame L3
e
a= 5 neboli a=0.

73



15.

16.

Poznamka: Spoletnou hodnotu predchozich limit nazyvdme aritmeticko-geometrickym
prumérem cisel a,b. K vyjadieni jeji hodnoty je vsak tfeba elipticky integral, coz zatim
presahuje nase moznosti.

Ukazte, ze nésledujici posloupnosti konverguji a najdéte jejich limity.

(@) a1 =4, apy1 =6+ a,,n eN; (3]
() a1 =1, apsr = VIZFar. n € N; 4]
() a1 =1, apt1 =6+a,,neN; (2]
(d) alz\@,anﬂzm,nGN;

[pfibliznd hodnota  lim a, = 1,83117; uzijte cviceni 12]

Bud a1:c>0,an+1:1+ai Vn € N. Najdéte lim a,, .

n—oo

Reseni: Je ziejmé, ze a, >0 Vn e N. Déle

a—1+}—c+1 4o =14 c _20—|—1 a_3c—|—2 a_5c—|—3
2= c ¢’ 57 c+1 ec+1"° 4_2ch17 ° T 3¢+27

a predpoklddejme, ze a1 < az , tedy c?+c < 2c¢+1. Odtud dostaneme nerovnici ¢ —c—1 < 0,
ktera je splnéna pro c € (O7 1+T‘/5> .

i. Nechf c € (07 1+2\/g> . Potom je a1 < a3, tedy ag =1+ ﬁ >1+4 i = a4 . Indukei nyni

dostaneme, ze
ar <az < - <agk-1 < A2k41 < ..oy a2 > Qg > > Qog—2 > Qo > - > 0.

Odtud plyne, Ze existuje klim ask = a . Protoze je
— 00

1 1 a2k—2
agsk = 1+ =1+ =1+ ’
2 agk—1 14+ L 1+ agp_9

a2k —2

dostaneme pro k — oo rovnost a = 1 4+ 2%~ nebolia®? —a—1=0, a >0, tj.

a+1?
_ 1++5
lim aqp = .
k—oo 2

Dale plati

1 : 1+5
a2k+1:1+ak a tedy khm a2k+1:1+1+\/5: Q\f.
2 —00

ii. Je-li c = 1+2\/‘?’,jea2:1+ 1+2\/g:1+T\/5 a tedy
1 5 1 5
o = 1Y LN ataké lim g, = LTYP
2 n— o0 2
iii. Pro ¢ > 1+2\/g plati

a1>a3>-~->a2k_1>a2k+1>-~->O a A< ay < < agg—o<agp <....
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tedy

i 1+5
im =
e A2k+1 5
a analogickym postupem jako v bodu i. je téz
_ 1++5
lim asp, = .
k—o0 2

2

Poznamka: Proc< —1ljeas =1+ % > 0 a plati opét, ze lim a, = 1+2
n—oo

Pro ¢ € (-1,0) je situace ponékud komplikovanéjsi. V posloupnosti {a,}52; se muze
na jistém misté vyskytnout 0 a zadny néasledujici ¢len tedy neni definovéan. Oznacime-li

f(z) =1+ 1 pak a; se nesmi postupné rovnat
A1 =0, Ay = f_l(Al),..., Ani1 :f_l(An),...
tj. posloupnost {A4,} 7, je definovéna rekurentné vztahy

1
A, —17

. 1 2 3 5
tJ. A2:_1aA3:_§»A4:—§7A5:—57A6:—§

A1:07 A’n+1:

PRI

Obecneé plati A, € (—1,0) pro n > 3. Déle je

1 A, -1
—1 2-4,°

An+2 - 1
A, =1

Je-1i tedy A,, > 1_2‘/5 , pak

1-156 15 (1+vB)B-VvE) —2+2V5 1-6
9 _ 1=V5 3+6 4 4 2

Stejné tak plati

A, < 3 = Api2 < 5
Tedy
A2n_1>1_\/5, A2n<1_\/5 VneN.
2 2
Déle
An+27An:u<0 pro n liché,

2—An—
2—A,

2
Apgr — Ay =25-22=1 >0 pro n sudé.

To tedy znamend, ze {Aa,—1}52 je klesajici posloupnost a {As,}22 ; je rostouci, tedy jsou

obé konvergentni. Jejich limity a; a as jsou kofeny rovnice

-1 1—
; ,  které lezi v intervalu  (—1,0). Odtud lim A, =a; =as = 2\/5 .
— T n— 00

Je-li ¢ = 1565 pak

2 1-
= ted li n =
AR S

=

a2:1+

B

(6]



17.

Bud a] =ce¢E (A2n7A2n+2) ,ne N . Potom
az € (f (Az2ns2), f(A2n)) = (A2ny1, A2n—1), a3 € (Azp_2,A2p), ...,

1
as, € (Asz, A1) = (—270) y Qont1 < —1, agni2 > 0.
Analogicky, je-li
ar € (Aont1,A2n-1), pak asm—1 € (A3, A1), agni1 > 0.

Jestlize nyni shrneme dosazené vysledky, dostaneme

i. Pro ¢ € {4,,; n € N} posloupnost {a,}52; neni definovéna (resp. je definovana jen pro
kone¢né mnoho ¢lena).

ii. Je-liec= %:Ampak lim anzl_z—\/g.
n—oo
iii. Proce R —{4,,; n € NU{0}} plati nlin;o an = 1+2\/5 .
Vysettete posloupnost {a,}3%, a najdéte jeji limitu, je-li any1 = aa, —a?2 Vn € N,
0<a<2.
Reseni: i. Predpoklddejme, ze existuje lim a, = a. potom musi platit « = aa — a? - a
n—oo
jediné moznosti jsou bud lim a, = 0 nebo lim a, = a — 1. V ostatnich piipadech bud
n—oo n—o0
lim a, neexistuje nebo lim a, = —oo. Nemuze byt lim a, = 400, ponévadz pro a > «
n—oo n—o0 n—oo

je ant1 = aa, —a? < 0. To platf pro kazdé o € R.

ii. Bud « = 1. Z piislusného obrizku je patrné, ze

viz obrazek

ap, € (—00,0) = ap41 < ap; an =0= apy1 =0; an € (0,1) = any1 € (0,a,);
ap=1= ap+1 =0; an € (1,400) = ap41 € (—00,0).
Je-li tedy a; € {0;1}, paka, =0 Vn>2a lim a, =0.

Je-li a; € (—00,0) U (1,4+00), pak je posloupnost {a,}32, zdpornd a klesajici a podle bo-
du i. je tedy lim a, = —.

n—oo
Je-li a; € (0,1), pak je {a,}22, klesajici posloupnost ¢isel z intervalu (0,1) a opét podle

bodu i. je lim a, =0.

n—oo
iii. Bud « € (1,2). Z pifslugného obrdzku je vidét, 7e

viz obréazek

an € (_OO’ O) = Gn+1 € (—OO,CLn) ;o ap=0= An41 = 0;
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an € (0,a—1) = apy1 € (ap,a—1); ap=a—-1=apy; =a—1;
an € (a—1,1) = apy1 € (a—1,a,); apn=1=apy1=a—1;
an € (1) = ap+1 € (0,0 —1); ap=a= ap41 =0; a, € (a,+0) = a,4+1 <0.

Je-li tedy a1 € {a —1;1}, pak e, =a—1 VYn>2a lim a, =a—1.

n—oo
Je-lia; € {0;a},jea,=0 VYn>2a lim a, =0.
n—oo
Je-li ay € (—00,0)U(a, +00), je {an}52 5 zédpornd a klesajici posloupnost, tj. lim a, = —oc0.
n—oo

Je-lia; € (0,0 — 1) U (1,0), je {an}22, rostouct posloupnost, a, € (0, —1) Vn > 2 tj.
lim a, =a—1.

Je-lia; € (@« —1,1), je {an}s>s C (o — 1,1) klesajici posloupnost, tj. lim a, =a —1.
Proved'te sami pro oo = 2.

iv. Bud « € (0,1). Z obrazku plyne, ze

viz_obrazek

ap € (00, — 1) = apy1 € (—00,a,); apn=a—1=apy1 =a—1;
an € (a—1,0) = any1 € (@n,0); an=0=ant1=0; a, € (0,0) = ant1 € (0,a,);
p =0 = apn41=0; ap € (a,1) = apy1 € (a—1,0);
an=1=apt1=a—-1; a,€(l,400) = ap41 € (00, —1).
Neboli pro a; € {a —1;1} je nli_)ngoan =a-—1.
Pro a; € {0;a} je Jirrgoan =0.
Pro a; € (—o0,a — 1) U (1, +00) je nlirrolo ap = —00.
Pr0a1E(a—1,O)U(0,a)u(a,1)jenli_)rr;oan:O.

Proved'te sami pro a = 0.

Poznamka: Pokud je o > 2, je situace jasnd pouze pro a; € (—o0,0)U (o, +00) , kde plati,

ze lim a, = —co a pro a; € {0;a}, kde lim a, =0.
n—oo n—oo

Oznaéme f(z) = x(a — z) pro x € (0,a), Iy = (o, +o0). Pro a > 4 je f~1(Iy) otevieny
interval. Omezime se na tento ptipad. Definujeme

Lji=f"(I) , neNU{0}; I=|]JIL.
n=1

I,, je sjednocenf 2"~1 disjunktnich intervali (naértnéte si obrazek).

Pro a; €1l plati lim a, = —00.

n—oo

Analogicky definujme

Jo={a}, Jopr=f'(Jn), J=J Jn:  Ko={o-1}, Knp=f'(Kn), K= K.
n=1 n=1

7



18.

Pro a;€J je lim a, =0; pro a1 € K je lima,=a-—1.

n—oo n—oo

Mnoziny I, J, K jsou tzv. fraktaly. Na pocitacich se casto kresli fraktaly, které dostaneme
jako mnozinu vsech z € C takovych, Ze konverguje posloupnost {a,}32;, kde a1 = z,

any1 =c+ a2, c € C je dané.
Stolzova, véta.

Budte {a,}32; a {b,}>; dvé posloupnosti. Necht lim b, = 400 a existuje index ng tak,

n—oo

ze bpy1 > b, Vn > ng. Jestlize existuje

. a —a . a
lim -t o A, potom lim -==A4.
n—oo bn+1 — bn n—oo bn

Dikaz: i. Piedpokladejme nejdiiv, ze A je vlastni. Potom

Ve>0 INeN tak,ze Vn>N je

Gn4+1 — An —A’ <

bpi1 — bn 2’

neboli
€ Qpy1—Gn €
A—- < —— <A+ -.
2 < bn-l—l - bn < * 2
Jestlize zvolime N tak, aby bylo N > ng, je byy1 — b, >0 Vn > N a plati

(A—%) (byy1 —by) < ani1—an < (A+§) (bn41 —bnN) ;

e 13
(A — 5) (bvt2 —bny1) < antz —any1 < (A + 5) (bn+2 = bn 1) 5

(A . g) (bp — bu_1) < an — an_1 < (A+ g) (b — bn_1) .
Sectenim vSech téchto nerovnosti dostaneme

ap — AN e
<n7<A_A'_,

€
A—Z
2 b, —by 2’

tedy

ap — AN 3
In ZAN gl < £
by — by ’<

Rozdil 3= — A ptepiSeme nyni do tvaru

Qp, o CLN—AbN bN ap — an
W AT T, +<1_ bn> (bn—bN _A>

a odtud
an — anN

bn - bN

anN — Ab]v
bn

-4,

(Je totiz 0 < ZZ’)—: < 1) . Druhy scitanec na pravé strané je pro n > N mensf nez 5, pro

prvy séitanec plati

aNAbN‘ 3

b 2
pro n dostate¢né velikd, napt. n > N . Je totiz b, — +oo. Plati tedy, ze
n—oo

Z”—A’<a Vn> Ny.
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19.

ii. Necht
Q. —a
1. n+1 n = +400.
n—0o0 bn+1 - bn

Ponévadz je b,11 — b, >0 Vn > ng, musi existovat index ny tak, ze
. .a —a
Qp+1 — Gp >bpr1 — by VN 2>my <Je lim 2l n +oo> .
n—oo bn+1 — bn
tedy pro n > n; plati
Any4+1 — Gpy > bn1+1 - bn1 5

Any+2 — Any41 > bpyyo — bny g1

Qp — Ap_1 > by —by_1.

SeCtenim téchto nerovnosti dostaneme

Gp — Qpqy > by —bp,, tedy lim a, =400

n—oo

oo
a sta¢i bod i. aplikovat na posloupnost {%} , jejiz limita je pro n — oo rovna 0.

1=

gnilzdn — oo, uzijeme bod ii. na posloupnosti {—a,}2%; a {b,}°2 .

iii. Je-li lim 5
n—oo on+1—0n

Poznamky: i. Obricend implikace ve Stolzové vété neplati. Staci zvolit

{an}>1 ={0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,...}; {b,}02, = {n?}>2, .

Potom je
an, 1 agp —d2p—1 N 1 aan4+1 — G2n n 1
PRE A S T S eed’ D bon o 4
n M0 on —ban—1 4n —1n—oo on+1 — ban dn+1n—oc 4
tedy lim %’”:%Z" neexistuje.
n—oo n n

ii. Stolzova véta nahrazuje pro vypocet limit posloupnosti I’'Hospitalovo pravidlo.
Vypoctéte lim =z, , je-li
n—oo

I e S C1E 3R (2n—1)F

a) xp ) , keN; b) x, ) , keN;
A e AL
n = — ,keN.
c) = nk kE+1
Reseni:
(a) Jestlize oznacime
an:1k+2k+...+nk’ bn:,nk-‘rl7

je posloupnost {b,, }22; ziejmé rostouci do +o0o a

tni1 = an = (n+1)F, bpyr = by = (n+ 1M —nFH

Uni1 — Qn (n+ 1)k B (n+ 1)k
buy1 —bp  (n+ DAL —pktl  (pp DE pp(n+ D)L p bl + 1) +nk
! L ted li !
= ) Foasso k1 OO IR T a1
1+nTl+'“+(nT1) +(f+1)
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(b) Polozme

an=1"4+3"4+... 4+ 2n-1*; b, =n .

Potom

Uny1— Gn (2n + 1)k I e e R . 2k

but1 —bn (R DFFE =0kl ke B g1 o e Bt
a tedy nh_)n;o Ty = % .

(c) Je
. (k+1)(1% +2F 4 ...+ nk)
" (k4 1)nk
a oznacime-li opét
an=Fk+1)A"+25 4 40F), b, = (k+ 10",

je {b,}52; monotonni a b, — —+oo. Déle

n—oo

ant1 —an _ (k+1)(n+ 1% — (n+ 1)FFL 4 pht!
bpy1 —bn (k+ 1) [(n+ 1)k — n*]

(k+1) <nk+knk71+@nkd—%“'—%—kn#—l)

(k +1) (mk+@nk—2+m+1)

PPt (k4 1)nk 4 CEDEpE—1 (k4 1) 41— !
(k—&—l)(knk—i-@nk”—i—-n—kl)

(k+21)knk71 + [k(k;l) _ (k+1)1;(k71)} nk=2 4 (K2~ Dn
= —

N |

aodtud lim z, =1

n—oo 2

20. Dokazte pomoci Stolzovy véty cviceni 2.2.20.

Navod: Zvolte a, = 1 + 22 +---+z,, b, =n.Tedy cviceni 2.2.20 plati i pro A = +o00.

21. Ukazte, ze posloupnost xz, =1+ % 4+ 4+ % — Inn konverguje.

Dikaz: Ukédzeme, ze posloupnost {x,}22; je klesajici a zdola omezend. Podle piikladu 2
, 1\n+1
plati e < (1 + 5) a odtud

1\ 1
1<In <1—|— ) , mneboli —— <In(n+1)—Inn.
n n+1

Pri¢tenim vyrazu 1 + % +- % k obéma strandm nerovnosti dostaneme

1 1
$n+1:1+§+"'+ﬁ+

1 1 1
—Inn+ 1) <l+-+---+——-lnn==x,.
n+1 2 n

Podle pifkladu 1 je (1 + %)k <e Vk e Natedy In(k+1) —Ink < 1. Sectenim téchto
nerovnosti pro k = 1,2,...,n dostaneme

(1) <14 = oot
nn B n,
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tedy
1 1 1 1
0<l4+=-+-4+—-Inn+1)<l4+=-+-+——Inn=u,.
2 n 2 n
Existuje tedy limita lim «, = C.

n—oo

Poznamka: C =0,577216 ... se nazyva Eulerova konstanta.

2.4 Céasteéné limity posloupnosti.

1. Bud {a,}2; libovolnd posloupnost redlnych &isel. UkaZte, Ze ¢islo a € R je ¢astecnou
limitou {a,}52; pravé tehdy, kdyz pro libovolné e > 0 plat{ nerovnost |a, — a] < € pro
nekone¢né mnoho indext n. Analogicky +oo (resp. —oo) je éastecnou limitou {a,, }52 ; préve
tehdy, kdyz pro libovolné K > 0 (resp. L < 0) nerovnost a,, > K (resp. a,, < L) plat{ pro
nekoneéné mnoho indexu n .

Poznamka: Nékdy se misto ¢astetnd limita fikd hromadnd hodnota.

Duikaz: i. Nechf a je ¢dsteénd limita {a,, }°2 ; . Potom existuje vybrand posloupnost {a, }° ,
tak, ze lim ag, = a. Tedy

n—oo

Ve>0 dnoeN Vn>ny je lap, —al<e
a podminka plati.

ii. Jestlize obracené pro kazdé e > 0 plati nerovnost |a, — a] < € pro nekoneéné mnoho

indext n , pak pro €, = 1 > 0 existuje k,, € N tak, ze |ax, —a] < * a k, > k,_1, (n>1).

—n n
Potom je zfejmé lim ax, =a.
n—oo
Analogicky se dokaze tvrzeni pro piipad ¢dstetné limity +oo nebo —oo.
2. Bud 2 € R ¢astecnd limita posloupnosti {a,}5°; pro kazdé k € N a nechf lim z) = z.

k—o0

Potom je x také ¢dstecnd limita {a,}52 ;.

Dukaz: Bud z € R a ¢ > 0 libovolné. Pak existuje ay, tak, ze |ry, — 2| < 5. Protoze x,
je castecnd limita {a,};2, , existuje nekone¢né mnoho indext n tak, ze |a, — x| < §. Pro
tato n nyni plati

lan — x| < lan — Tk, | + |2k, — 2] < €.

Analogicky se provede dukaz pro x = 400 nebo x = —co.

Poznamka: Rikdme, ze mnozina hromadnych hodnot posloupnosti {a,}32 ; je uzaviena.

3. Najdéte ¢dstecné limity posloupnosti {a, 52, a téz sup{a,} a inf{a,}, je-li

nn=1) -1 2 2
8) an=1+2(-1)""43(-)"FT b)) a,= Z+ 1 Cos%n? ¢) an = cos" gn
1 ! " i R
d) Ay = (71)” <1 =+ n) + sin%; e) an = n 2" (1) : f) ay = (771)51117 :
" " 1 2 3 o
8 an= V142007 h) an= - s (1)
n n n n
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. 1 n—1 n—1
i) an—2<n23{ }><n33 3 }),
1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1
j) an—{l,2,1+2,3,1+3,2+3,4,1+4,2+4,3+4,5,...};
K) an:{0,1,1,1,2,1,3,1,2,374717571727374757 }
233" 4 4°5°'5°5°'5°6 6 7 77T 77
TR 30T T 1 00 - A L.
9727274747447 47878 TR T an T Tan ’
1 2 3 1 2 3 4 9 1 27 1 3"
IO CTEIE T 1515 T FORS IF ST SRS JOURE ) §
n) a,=sinnzg, zo€ (0,7)
Je
4n =2, Q4nt1 =06, aynto=—4, a4py3 =20

a odtud plyne, ze ¢dstecné limity jsou —4, 0, 2,6, inf{a,} =—-4, sup{a,}=6.
Je

3n—1 1 1 3n 1 13n+1 1

asp, =——— — 1; «a = —— — —=; a = —— —_— ——
T 341 nooo LT 93042 neee 27 M2 T U930 43 noo 2

atedy lim a, =—1, lim a,=1. Z4adné jiné castecné limity posloupnost {a, }o2,

n—oo n—00
nemd. Ponévadz je posloupnost Z—H =1- %_H klesajici, plati

1
inf{a,} = —3 sup{a,}=1.
Plati
L B (_1)n+1 . B _l)n
as, =1; asp41 = TRl R:OO, W3nt+2 = o3ty T2

atedy lim a, =0, lim a, =1. Je ziejmé, ze sup{a,} = 1 a ponévadz je posloup-

n— oo n—0oo
nost {2Tln}zo:1 klesajici, je inf{a,} = a1 = —%.
Snadno se ukaze, ze

2 2
lim ag, =e; lim agpt+1 = —e+ —; lim agpy2 =e+1; lim agpt3 = —e+ £;
lim agpya =€; lim agpys = —e———; lim agp16 =e—1; lim agpy7 = —e——.
a Castecné limity dané posloupnosti jsou
V2 V2
— 77, 764’77671,6,64’1.

Ponévadz je posloupnost

1
8n + 2

8n+2
agni2 = <1 + ) +1 rostouci, je sup{a,}=e+1.

Analogicky je

1 8n—+5 \/Q \/Q
2 2

agnt5 = — (1 + Fr—- — —  Kklesajici a tedy inf{a,} = —e— —.
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(e) Je
Qgn =2n-2%" — 400,  agny1 = (2n4+1)27@D ¢

n—oo n—oo

atedy lim a, =0, lim a, = +oo. Ponévadz a, >0 Vn € N, plati

oo n—o0
inf{a,} =0 a ziejmeé sup{a,} = +o0.
(f) Plati
G4n =1, agny1=—-4n—1 — —00, agntoa=1, agpy3=— ! —
n—o0 4dn + 3 n—oo
a Castecné limity jsou —oo, 0, 1. ZFejme je inf{a,} = —oco, sup{a,}=1.
(g) Je

n n 1
agnzz\/1+22nn:>>o2, a2n+1:2+\1,1+22nﬁn_>—0)01

aplati lim a, =1, lim a, =2. Ponévadz a, > 1 Vn € N, je inf{a,} = 1. Déle

N—00 n— 00

plati

1 1 1\ 1\" 1\"

Po odmocnéni a vynasobeni 2 dostaneme

[ 1 / 1
2{/1+ 57 >2 "\[1+ g meboli ¥/T+27 > "W/ 42+,

Posloupnost {as,}%, je tedy klesajici a sup{a,} = as = /5.

. 1— 4 (=)L o e
(h) Protoze a, = *—2+3=4+% n+( )" e ziejmé, e

n 1 1 ted I 1 o 1
n—1= — 5, n=—= ate — R
TR ISP e 27 IR0 T
Déle posloupnost {as,—1}52, je klesajici a tedy
1
Sup{an} =a] = 1, inf{an} = —5 .
(i) Je
[3n — 3] [3n — 3]
agn_2 = <3n—4—3 "3 )(3n—5—3 ”3 ):

Bn—-4-3n—-1))Bn—-5-3(n—-1)) =1,

1 (30— 2] [3n — 2]
agn_12<3n33 "3 ><3n43 n3 )

3n—3-3n—-1))83n—-4-3(n—1))=0,

1 _1 _1
azn = 3n—2—3[3”3 ])(371—3—3{3”3 D:

(B3n—-2-3(n—-1))(3n—-3-3(n—1)) =0

a tedy

lim a, = inf{a,} =0, lim a, =sup{a,} =1.

n—oo
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(j) Jestlize se podivame trochu blize na strukturu posloupnosti {a,}22, , je vidét, ze z ni
muzeme vybrat nésledujici posloupnosti.

111 o0 1 e
{1, 2,3,4,---}Z{al,GQ,a4,a7,a117~-~}= {CLHn(n;l)}n:O: {n+1} —2.0;

n=0

1 1 1
{1—|—,1+,1—|—4,1+5,...}:{ag,a5,a8,a12,...}:
{ }w PRI 1
=49a n(n = —
2+% ne=l n+1 nei "™

»---}Z{aﬁ,ag,amﬂls,n-}:

1
6
{ }w 1+ 1 e 1
= n(n = = —_— =
Gapntlf o712 T nrl oo 2

6
{ }00 1 N 1 1% 1
=3a n(n =< — - —
apnnrd [ o 3 n+1 n—oo 3

n=3

LS S NS D IR SRS SRS S
E kE+1"k k+2°k k+3k EkE+4 [

= {ak2+3k+2 s Qp245k44 5 Q247648 9 Ap240k414 5 - - -
2 2 2 2

- © 1 1 >
B {ak"'l"'%}n:k Tk + n+1), _, n:o

=

Tuto skuteénost muzeme piehlednéji zapsat do schématu

1,

1 1

2 1+2;

1 1 1 1

30 1t3. 3t3,

1 1 1 1 1 1

k+1 1+k+1’ §+k+1v I i o

1 1 1 1 1 1 1 1

n+1" 1+n+1’ §+n+1’ ) E+n+1’ ) E—’—n 1>
1 1

07 17 2 %
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Ukézeme dale, Ze zadné jiné ¢dsteéné limity neexistuji. Bud k € Nae € (0, m) )
Pak a, € (%—s-l + €, % - €> plati nejvySe pro koneéné mnoho n € N, nebot viechny
prvky (2k + 2)—ho sloupce (a tedy i sloupcu nésledujicich) jsou mensi nez k%rl
a v i—tém sloupci, kde 7 € {2,...,2k+ 1}, sliuje podminku a,, € (k%rl + e, % — 6) jen

kone¢né mnoho ¢lenu a,, , vzhledem k tomu, zZe

1 1 1
Ue (i—l)m<k+1+€’k_€)_®

(v prvnim sloupci takovy ¢len nelezi zadny). Tedy v intervalu (T}H’ %) nelezi zadna
¢4stecnd limita posloupnosti {a, }2; .
Analogicky v intervalech (—oo, —¢) a (g, +00) lezi nejvyse koneéné mnoho ¢lenu {a, }52 4
a tedy {a,}22; nemd zddnou ¢dsteénou limitu v mnoziné (—oo,0) U (1, +00).
Plati tedy, ze o

lim a, =0, lim a, =1.

n— 00 n—oo
Déle a, > 0 Vn € N a tedy inf{a,} = 0. Protoze viechny vyse uvedené posloupnosti
jsou klesajici, je sup{a,} = a3z = 3.
Ponévadz se posloupnost {a,}52, sklddd ze vSech raciondlnich ¢isel intervalu (0, 1),
tvofl mnozinu vsech édsteénych limit podle pfikladu 1 interval (0, 1) a tedy

lim a, =inf{a,} =0, lim a, =sup{a,}=1.

n—oo n— oo
Vsiméte si, Ze toto zduvodneéni plati pro kazdé usporddani mnoziny QN(0, 1) do posloup-
nosti.
Je vidét, ze z4dné x € (—o00,0)U(1, +00)U{—00; 400} nenf ¢astecnou limitou {a, }52 4 .
Bud z € (0,1) a e > 0 libovolné a zvolme index ng tak, ze Vn > ng plati 5= < e. Pro
kazdé takové n € N najdeme v bloku

1 2 3 2™ 4+ 1
— =, =, ..., + prvek ap tak,ze 2" 4+n—2<k, <2"Tt4n—2
2n 7 2n 7 9n 2n "
1
a |akn—x|§2—n<5.

Tedy nerovnost |a,, — x| < € plati pro nekone¢né mnoho indexu n a podle piikladu 1 je

x Castecnd limita {a,}22 ;. Déle plati inf{a,} =0, sup{a,}=1.

Poznamka: Bud ¢ > 0. MnoZinu S nazveme e—sit{ intervalu (a, b) , jestlize plati
Vz € (a,b) JyeS tak,ze |[z—y|<e.

V predchozim cvic¢eni jsme vlastné dokazali nasledujici tvrzeni. Jestlize ke kazdému
€ > 0 a kazdému ng € N existuje koneénd e—sit S C {a, ; n > ng} intervalu (a,b) , pak

(a,b) C {z € R; x je Cdstetnd limita {a,}} .
Protoze lim 3. = 400, je lim a, = +oo. Budte K > 0, & > 0 (¢ malé, K velké).

on
n—oo n—oo

Existuje ng € N tak, ze

Vn>ny je —>K a —<e.



1 n
3}O<O,K> e—sitv (0,K),

Vn>ng je {2n,...,2n

tedy podle predchozi pozndmky je kazdé x € (0, K) ¢dste¢nou limitou {a, }52; . Protoze
toto plati pro kazdé K > 0 a a, > 0 Vn € N, je mnozina vSech ¢dste¢nych limit
posloupnosti {a,}52; rovna (0, +00) U {4+o00}. Déle inf{a,} =0, sup{a,} = +o0.

V feSeni pouzijeme zobrazeni R na jednotkovou kruznici

x — [cosx,sinx] =2

Je-li v = 27“, g € N,n > 3, pak posloupnosti {nz}22; odpovidd posloupnost

{nz} ", ={z,},2, vrcholu pravidelného g—ihelnika

— 2k 2k
Ty = cos—ﬂ,sin—ﬂ- , jellin=q¢+k,1eNU{0},k=0,1,...,qg—1.
q q

Bud ¢ > 0,2 € P.(0) = (—£,0) U (0,¢), ng = [%ﬂ . Pak kazdych ng + 1 za sebou

jdoucich bodu posloupnosti {nz} >, = {z,} —, tvoil konetnou e—sit na jednotkové
kruznici, tj.
Vy YmeN FkeZn(0,ng)
— =
tak, ze velikost thlu Oy a Ox,, 1 je mensi nez €. Situace je zndzornéna na obrazku.

viz obrazek

Bud o € (0, 7). Rozlisime dva ptipady.

i 32 = ’ql € Q, (p,q) = 1.Kazdy bod x,, = nxg je vrcholem pravidelného ¢—ihelnika,

vepsaného do jednotkové kruznice s vrcholem v bodé [1,0]. Bud

1 2 1
A={1,2,...,q-1}, B:{77...,q}

q g q

a definujme zobrazeni

f:A—B tak e f:k:—>k:p—[k5].
q

Potom je f prosté zobrazeni. Skutecné necht f(k1) = f(ko); pak
(k1 — ko)2 = {kgp] — [klp} — ks € Z,
q q q

tj. ql(k1 — k2)p. Protoze (p,q) = 1, plati g|(k1 — k2). Je ale ky,ks € A, neboli
by — k2| < q—1atedy ky = ks . Existuje tedy k € A tak, ze T = kzg = 2 . Odtud
plyne, ze {Zp,}22, je posloupnost vrcholu pravidelného g—ihelnika popsaného v
uvodu. Tedy mnozina vSech ¢astecnych limit posloupnosti {sin nxo}22  je

2 4 2 -1
{O,Sinﬂ-,sinﬂ-, ...,sin7r(q)} .
q q q
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ii. 52 ¢ Q. Nejdiive dokdzeme pomocné tvrzent:
Bud z € (—m,7) takové, ze 5= ¢ Q. Potom existuji n; € N a y € R takova, ze

P 1
mr=y, Y& (0,2|J3> .
Oznatme ng = {lzl—ﬂ . potom

2
ng—1< ‘—7T| <mng, (no—1)|z|<2m <mnolz|.
x
Proxz > 0je (no—1)x < 27w < nox a za y zvolime to z ¢&isel (ng—1)x—2m , ngx—2m,
které ma mens{ absolutn{ hodnotu (a n; je pak ng — 1 nebo ng). Pak |y| < 3| .
Analogicky pro x < 0 zvolime

y=(ng—1)x+2r nebo y=nex+2r.

Bud déno ¢ > 0. Pak existuje k € N tak, Ze 5t < €. Zopakujeme-li predchoz{
pomocné tvrzeni k—krat, dostaneme, ze existuji ¢isla n; € N a z; € R tak, ze

—~— — 1
nTi—1 = T;, ‘LUZ‘ S (0,2|$11|) ;1= 172,...716.

Polozime-li y =z, l =nq -no - ... - ng, pak l, = ¥, |yl € (0,e) a tedy kazdych
ng+1 = {%ﬂ + 1 za sebou jdoucich ¢lenu {ny}>2 , tvoi{ e—sit na jednotkové
kruznici, tedy kazdych ng+1 za sebou jdoucich ¢lent posloupnosti {sin ny}5%; tvoii
e—sit intervalu (—1,1). Protoze {sinny}:°, je vybrand posloupnost z posloup-
nosti {sinnzo}se,, ovéfili jsme podminku z pozndmky za piikladem 1) a tedy
kazdy bod intervalu (—1,1) je ¢dstecnd limita posloupnosti {sinnz}$2 ;. Protoze
v mnozing (—oo, —1) U (1, +00) nelezi zadny bod posloupnosti {sin nazo}22, , nelezi
v (—00,—1) U (1,400) ani zadnd ¢astecnd limita této posloupnosti. Samozrejmé
plat{ inf{a,} = -1, sup{a,}=1.

4. Sestrojte posloupnost {a,}52; tak, aby

neméla konec¢né ¢asteéné limity ; [ napiiklad  a, =n]

méla jednu konec¢nou ¢dstecnou limitu a nekonvergovala; [ napiiklad [1+ (=1)"] - n]

méla ¢astecné limity o, o, ..., ap;

[napifklad {an}={a1, a2, ..., 0p, 01,00, ..., 0pa1,2,...,0p,...}]
nekoneéné mnoho ¢dstecnych limit ; [ napifklad cvicen{ 3j)]
kazdy jeji ¢len byl ¢dstecnou limitou; [ napiiklad cviceni 31)]
castecné limity vyplnily R ; [ napiiklad mnozina v8ech racionélnich ¢isel |

5. Najdéte ¢asteéné limity posloupnosti {a,}52 a téz inf{a,} a sup{a,}, je-li

anzl—%; [liman: lim a, = 1;inf{a,} = 0;sup{a,} =1

n— 00 n—oo 1
an = (=1)" - n; [ lim a, = inf{a,} = —occ; lim a, =sup{a,} = +oo
an =n=0": [ lim a, = inf{a,} =0; lim a, =sup{a,} = +oo
anZ#—i-w; [liman:0;inf{an}:—1;n%an:1;sup{an}:g
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(e) ap=-n[24+(-1)"]; [ lim a, = inf{a,} = lim a, = —co;sup{a,} = 71_

(f) an= (D" (24 3); { lim a, = —2;inf{a,} = —%;n@o an = 2;sup{an} = 5:
(8) an=3(1-3)+2(-1)"; { lim a, = 1;inf{a,} = *Q;n@oan =5;sup{a,} = 5_
(h) an:w; [liman—inf{an}—l;liman—l;sup{an}_g_

n—00 ree J
(i) an = %7 |:nh—I>I;o a, = inf{a,} = O;n@o a, = supf{a,} = 2_

() an = VITT £ 3; [

(k) an =3 [(a+b)+(-1)"(a—b)] ;

lim a, = inf{a,} = lim a, = 1;sup{a,} = V6

n— oo

[ lim a, = inf{a,} = min{a,b}; lim a, = sup{a,} = max{a,b}

ONCACTETEITEINTE SO SO~ |
[nhf;o ap = inf{a,} = O;n@o an =sup{a,} =1

(m) an, =14 nsin &F; [—0, 1, +o00;inf{a,} = —c0; ;sup{a,} = +o0;

vysetiete posloupnosti {asn}, {aan+1}, {@ant2}t, {@ani3}]

(n) an:#ﬂsinz%; [0,%,1;inf{an}:0;;Sup{an}zl

rozhodnéte, kolika hodnot nabyvé sin? %]

(0) an =1+ Jgcos 5[0, 1, 2;inf{a,} = 0;sup{a,} = 2; vySetiete hodnoty cos %' |
(p) an = n"—jl cos 22 ; [ lim a, = inf{a,} = —oo; lim a, = sup{a,} = +oo;

oo n—oo
uvazte hodnoty cos Q”T"]
(q) an =+ +sin &¢; [—? , 0, § sinf{a,} = —@;sup{an} =1+ @

postupujte jako v ptikladu o) |

)n—',—l . [-1,0, 1;inf{a,} = —1;sup{a,} = 1]

(r) an = (cos &F

6. Nechf 21 =0, wop = 251 | mop41 = 1+ a9, k € N. Najdéte lim z, a lim z,,.

n—oo n—oo
~ . . —_— . . ok—1_71 ok—1_71
Reseni: lim z, =1, lim z, =2. UkaZte, Ze xox_1 = “55=2, T2k = “5e=r

n—oo n—0oo

. Bud'te {a,}5°, a {b,}5°; dvé libovolné posloupnosti redlnych ¢isel Potom plati

lim a,+ lim b, < lim (a,+b,) < lim a,+ lim b, < lim (a,+b,) < lim a,+ lim b,

n— o0 n— o0 n— o0 n— o0 n—00 n—00 n—00 n—00

jakmile maji soucty, vyskytujici se v soustavé nerovnosti, smysl. Ukazte na piikladu, ze
mohou vSude platit ostré nerovnosti.

Dukaz: Staci dokazat pouze posledni dvé nerovnosti. Zbyvajici nerovnosti dokdzeme ana-
logicky, nebo pfejdeme k posloupnostem {—a,}22; a {=b,}52,, jelikoz zfejmé plati

lim (—a,) =— lim a,, lim (—a,)=— lim a,.

n—oo n— oo n— oo n—oo
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Oznacme

lim a, =a, lim a,=a, lim b,=05, lim (a,+b,)=a

n—oo n—oo n— 00 n—00

a predpoklddejme, Ze a > @ + b. Zvolme &isla s a t tak, ze s > a,t > b, ale a > s + t.
Potom existuje index ng tak, ze

Vn>ng je anp <s,b, <t, tedy a, +b, <s+t<a.

To je vsak spor, ponévadz nerovnost a, + b, > s+t musi platit pro nekone¢né mnoho n .

Predpokladejme déle, ze o < a + b a zvolme &isla u < a a v < b, ale @ < u + v. Potom
existuje index ny tak, ze pro Vn > n; plati a,, > u a nerovnost b,, > v plati pro nekonecné
mnoho indexu n . Se¢tenim dostaneme, Ze nerovnost a,, +b, > u+v > « plati pro nekoneéné
mnoho indexti n. To je véak spor se vztahem n@(an +b,) = a.

Zvolme posloupnosti {a,}22; a {b,}52; nésledujicim zpusobem:
{an}2, ={1,0,-1,1,0,-1,...}, {b.}>2,={0,-1,1,0,—-1,1,...}
Potom je {a, + b,}>>, ={1,-1,0,1,-1,0,...} a odtud

himan+h7mbn:72a him(an“kbn):*la man+mbn:07

n—oo n— oo n—oo n—oo n—oo
Tm (an +by) =1, Tm a,+ Tm by = 2.
n—oo

n—oo n—oo

. Necht existuje lim a,, . Potom plati

n—oo

lim (a, +b,) = lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—oo

pro kazdou posloupnost {b,, }52 , pro kterou ma soucet vpravo smysl.

Dikaz: Podle cviceni 7 plati

lim a,+ lim b, = lim a,+ lim b, < lim (a,+b,) < lim a,+ lim b, = lim a,+ lim b,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

a vsude tedy musi platit rovnost.

Poznamka: Analogické tvrzeni plati pro dolni limity.

. Bud' {a,}5°; omezend posloupnost. Jestlize pro libovolnou posloupnost {b,}2° ; plati
lim (a, +b,) = lim a, + lim b,,
n—o00 n—o00 n—o00

pak je posloupnost {a,}52 ; konvergentni.

Dikaz: Kdyby platilo lim a, < lim a,, pak pro b, = —a,, dostaneme
n—oo

n—oo

0= lim (a, +b,) = lim a, + lim (—a,) = lim a, — lim a, >0,
n— 00 n— 00 n— o0 n— 00 n—00

COZ je Spor.

Poznamka: Predchozi véta plati i pro piipad, ze {a,}52; neni omezend posloupnost, dikaz
se v8ak musi prislusné modifikovat.
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10.

11.

12.

13.

14.

Jsou-li {a,}22, a {b,}22, dvé posloupnosti nezdpornych ¢isel, potom

n— 00 n—o00 n—00 n—oo n—00 n— o0 n— 00 n— 00

pokud zadny ze soucinu neni neurc¢ity vyraz 0 - oco. Ukazte na piikladu, ze ve vSech vztazich
mohou platit ostré nerovnosti.

Navod: Aplikujte metodu dukazu cviceni 7 na sou¢in. Uvazte na ptiklad posloupnosti
{an}2,=13,2,1,3,2,1,...}, {b}2,={2,1,3,2,1,3,...}.

Bud {a,}5°; posloupnost nezdpornych é&isel a necht existuje lim a, . Potom plati
n—oo

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n—oo n—oo n—oo

pro kazdou posloupnost nezdpornych éisel {b,}22; takovou, Ze sou¢in na pravé strané ma
smysl.

Navod: Vyuzijte pfedchoziho cviceni a postupu z cviceni 8.

Necht a, >0 Vn € N a predpokladejme, ze

lim a, - lim — =1.
n— oo n—00 Uy,

Potom je posloupnost {a,}5° ; konvergentni.

Navod: Vyuzijte cviceni 10 a skutecnosti, ze

1 1
1= lim <an'> = lim (an'> .
n— 00 Qp n— oo Qp

Bud' {a,}2°; posloupnost nezdpornych éisel a nechf lim a, > 0. Jestlize pro libovolnou

n—oo

posloupnost {b,,}52 ; plati
lim (an - b,) = lim a, - lim b,,

n—oo n—oo n—oo

potom je posloupnost {a,}52; konvergentni.

Navod: Uzijte metody cviceni 9.
Bud {a,}5°; konvergentni posloupnost. Potom existuje index ng tak, Ze

ap, =sup{a,} mnebo a,, =inf{a,}.

Dukaz: Ozna¢me a = lim a, . Je-li a = sup{a,} = inf{a,}, potom a, =a Vn €N ang

n—oo
muzeme zvolit libovolné.

Necht tieba a < sup{a,} = . Potom
Ve>0 dnieN Vn>n; je a,<a-+e¢
a zvolme ¢ tak malé, ze a + ¢ < a. Potom je zifejmé
a=max{ay, as, ..., Gpy—1}-

Analogicky provedeme dukaz, jestlize a > inf{a,}.
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15.

16.

17.

18.

Necht lim a, < sup{a,} = a;. Potom existuje index n; tak, ze a,, = a .
n—oo

Dtikaz: Ozna¢me @ = lim a, . Potom pro kazdé ¢ > 0 plati nerovnost a,, > @ + € nejvyse

n—oo
pro koneény pocet indext n. Volme € > 0 tak malé, Zze @ + ¢ < ay . Odtud plyne, Ze existuje
ny € N tak, ze a,, = a1

Poznamky: i. Predpoklad @ < «; je splnén na piiklad, je-li lim a, = —c0.

n—oo

ii. Prechodem k posloupnosti {—a, }22; muzeme dokdzat implikaci

inf{a,} < lim a, = Ing € N tak, ze an, =inf{a,}.

n—oo

Bud k € N a necht hm an < ap = sup{anii—1}. Potom existuje index ny > k tak, ze

Gn,, = ay . Téchto 1ndexu je konetné mnoho, tj. ny lze zvolit tak, ze a,, < aj pro n > ng .

Dukaz: Staci uzit priklad 15 na posloupnost {an16-1}52 . Kdyby existovalo nekoneéné
mnoho n > k takovych, ze a, > ay, pak je lim a, > ai, coz je spor.
n—oo

Poznamky: i. Jestlize v pfedchozim piikladu polozime k = 1, dostaneme cviceni 15.
ii. Bud' k € N. Obména implikace z pifkladu 16 tikd, ze pokud a, < ax = sup{a,ix—1} pro
Vn >k, pak lim a, = ai . Protoze je posloupnost

n—oo

o0 ’ . _ I
{am}o_; mnerostouci a lim a,, = lim a,,

m—00 n—oo

znamens to, ze posloupnost {a,, }5°_; je konstantni, po¢inaje k—tym ¢lenem. Jestlize naopak
Q= @ pro véechna m > k, pak o tom, zda mnozina {a,+x—1}°2, nabyvd svého maxima,
nelze obecné nic tici. Srovnejte s piikladem 19 a pozndmkou za nim.

Necht lim a, < ap = sup{a,+r_1} pro véechna k € N. Potom existuje rostouci posloup-

n—oo

nost indexu {ny}32, takovd, ze a,, < an, , jakmile je m > ny, .

Ditkaz: Protoze pro viechna k € N je lim a, = lim a, < i a posloupnost {a,}>°

n—oo n—oo

je nerostouci, existuje nekoneéné mnoho indexu n tak, ze a, > «a,y1. Tyto indexy staci
usporddat do rostouci posloupnosti {n;}3° ; .

Poznamka: Posloupnost {a,, };-, je tedy klesajici.

Necht a, < lim a, = @ pro viechna n € N. Potom existuje podposloupnost {an, }y-,
n—oo

takova, ze n1 > 1 a an, < an, , jakmile je m < ny .

Dukaz: Oznaéme o), = max{ai, az, ..., a,}. Pak je {a},}"2; neklesajici posloupnost,
al, < @ pro véechna n € N, lim o/, = @. Hledand posloupnost indext {a,, },, je nynf
n—oo

mnozina viech FeSeni nerovnice o, > a,_; , uspoiddand do rostouci posloupnosti.
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19.

20.

21.

Necht existuje ng € N tak, ze a,, < lim a, = @ pro viechna n > ng. Pak existuje rostouci

n—oo

posloupnost indexu {ank},;“;l takova, Ze n1 > ng a ay, < ay, , jakmile ng <m < ng .

Dukaz: Staci uzit piiklad 18 na posloupnost {an4ng—1}15>; -

Poznamky: i. Posloupnost v piikladu 19 je tedy rostouci. Predpoklad z piikladu 17 zna-
menad, ze existuje nekoneéné mnoho indexu n tak, Ze a,, > @, predpoklad z cviceni 19 tik&, ze
pro ,skoro viechna“ n € N, (tj. az na koneéné mnoho) plati a,, < @. Zbyvaji posloupnosti
{an}S, pro néz je a, > @ jen pro kone¢né mnoho n € N, ale a,, = @ pro nekonecné mnoho
n € N. Je-li mg — 1 € N nejvéetsi n € N, pro které je a, > @ a {ni}32, je posloupnost
véech n € N, n > mg,a, =a (mg = 1, pokud neexistuje n € N tak, ze a,, > @), po-
tom mé {ay, }7°, vlastnosti popsané ve cvi¢enich 17 a 19, jen nerovnost a,, < an, je tfeba
nahradit nerovnosti neostrou. Napiste sami, co plyne z piikladi 17 a 19 a této pozndmky
pro posloupnost {a, }22; takovou, Ze posloupnost {—a, }52 ; spliiuje predpoklad cviceni 17,
resp. 19, resp. nespliiuje ani jeden z téchto predpokladi.

ii. Priklady 17, 19 a pfedchozi pozndmka umoziuji z obecné posloupnosti {a, }52 ; vybrat dvé
monotonn{ posloupnosti (s limitami @ a a) a dalsi vlastnosti. Tyto dvé posloupnosti mohou
byt rtuzné. Jsou-li stejné, pak maji dvé opacné vlastnosti {az na koneéné mnoho n jsou jsou
predchézejici ¢leny mensi (resp. nejsou vétsi) a ndsledujici jsou vétsi (resp. nejsou mensi)
nebo naopak}. Posloupnosti, které spliuji podminku v zdvorce (jeji prvni ¢ast dokonce bez
vyjimky prvnich koneéné mnoha ¢lenu) se nazyvaji blokové monotonn{ (viz pozndmku za
cvi¢enim 21).

Necht a,, > 0 pro Vn € N, lim a, = 0. Potom existuje nekoneé¢né mnoho indext n, pro
n—oo

néz a, <ag, k=12,...,n—1.

o0
Dikaz: Staci pouzit cviceni 18 na posloupnost {ai} .
" Jn=1

Poznamka: 7 ptedchoziho cviceni plyne, ze z kazdé posloupnosti lze vybrat posloupnost
monotonni. Tvrzeni je ziejmé v piipadé, ze {a,}32; neni omezena. Jestlize {a,}>2, je

omezend, uvazme posloupnost b, = a, — «, kde « = lim a, . Jestlize {b,}52; obsahuje
n—oo
nekone¢né mnoho 0, je dand vybrand posloupnost by, =0, n=1,2,.... Jestlize {b,}°,

obsahuje nekone¢né mnoho zapornych ¢lent, utvotime z nich vybranou posloupnost {bg, }5° ,
a pouzijeme cviceni 20 na posloupnost {—by, 152, . V piipadé, ze {b,}>2; mé nekonetné
mnoho kladnych ¢lent, muzeme pouzit cviceni 20 piimo.

Necht a,, > 0 pro Vn € N, lim a, = 0. Potom existuje nekoneéné mnoho indext n
n—oo

takovych, ze a, > anyr, k=1,2,....
Dikaz: Tvrzeni plyne okamzité z cviceni 17.

Poznamka: Predpoklady cviceni 21 jsou silnéjsi nez predpoklady cviceni 20 a polozme si
nasledujici otazku. Existuje posloupnost a,, > 0 pro Vn € N, lim a, = 0 tak, ze
n—oo

a) Mnoziny vSech indexu z piikladu 20 a 21 jsou ruzné?

b) Tyto mnoziny jsou stejné a maji nekonecny doplnék?
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22.

23.

Jinak feceno. Chceme nalézt posloupnost {a,}52,, a, > 0, lim a, = 0 tak, aby obor
n—oo

pravdivosti vyrokové formy s definiénim oborem N
V(in) :VmeN :m#n = (m—n)(am —an) <0

byla nekoneénd mnozina s nekoneénym doplitkem. Posloupnost {a,, }5° ; z bodu b) je blokové
klesajici, ale neni klesajici, ani klesajici po¢inaje jistym indexem.

Bud a, >0 Vn € N. Potom plati

— a
lim < lim a, < hm Ya, < lim ntl
n

n—oo On n—oo —  ap

Ukazte na ptikladu, ze mohou v8ude platit ostré nerovnosti.

Dtikaz: Ozna¢me lim {/a, = «, lim 22 = 3 a piedpoklddejme, 7ze 8 < a. Zvolme

n—oo n—oo @n
¢islo g tak, aby § < ¢ < «. Potom nerovnost
indext n, neboli

a"“ > g plati pouze pro konecné mnoho

a
dng € N Vn>ng je ”“gq

n

Odtud dostaneme postupné, ze

Ano+p < qp *Qp, Pro p EN

a po odmocnéni

+n ptn no
P Aoy <G ﬁ/ e p—>_)oo q.

Tedy a = lim Png/Any+p < ¢ & tO je spor.

p—00

Analogicky se dokéze nerovnost lim “2+ < lim {/a, .
n—oo n—oo

Je-li {ap}2,={1,2,1,2,1,2,...}, potom

a 1 —a
lim ntl —, lim a, = hm Ya, =1, lim ol o,
n—oo Qn 2 n—00 n—0o0  Gp
Pro posloupnost {b,}52, = {2, 3™, 2™, 3™, 2" 3" ...} plati dokonce ostré nerovnosti
vSude. Je totiz

. a 1 -— 1
lim —F lim —F

=0, lim ¥a,=2, lim a,=3 =+400.
n—oo

n—oo QOn n—oo n—00  QOp

, pak existuje i limita lim {/a,

Pozndmka: Predchozi cvigenf ukazuje, Ze existuje-li lim <2+t
n—oo 9n n—00

a obé limity jsou si rovny. Tim dostdvame cvic¢eni 2.2.23.

Stolzova véta:

Bud'te {a,}>2; a {b,}5°; dvé posloupnosti a necht lim b, = +o00. Pfedpokladejme déle,

n—oo

ze existuje index ng tak, ze
bpt1 > b, pro Vn>mng.

Potom plati

. a —an . a —a
1 L<hm <hm—<1 Tntl 7 On

n—oo Un4+1 — b n— 00 bn n—0o0 b n—0o0 bn—i—l - b
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24.

Ditkaz: Staci dokdzat posledni nerovnost (stfedni je zfejma, prvni dostaneme piechodem
k posloupnosti {—a, }o2; ). Ta plati, je-li lim 72— = 4o00.

n—oo n+l1 n
Bud tedy 4 € R. Potom plat{

Ve>0 INEN,N>ny tak,7e Vn>N je W@Hg .
n+1 — Un

ak+1fak<(A+g) (bg+1 —bg) pro k> N.

Sectenim téchto nerovnosti pro k = N, N 4+ 1,...,n — 1 dostaneme
3 Qp — AN 3
n— A 7) b, —by), tedy ——— <A+ -
a aN<( +2( N) edy bnbe< +2

pro vSechna n > N . Dale

an bv\ a, —any an € an
n _ (2N ) On 0N | ON 4 € 0N
b ( bn>bn—bN+bn< MR

Ponévadz lim b, = 400, existuje N; > N tak, ze ‘Z—N < g pron > Np. Tedy pro n > Ny

n—oo

plati
Y Ate tj. Tm %SA.

bn n—0o0 O

Poznamka: Z predchoziho cviceni plyne, ze

: 1 — 1 —
lim anghm—g akghm—g ar < lim a, .
n—oo n—oo T n—oo N n— 00
k=1 k=1
Pro a,, > 0 je toto tvrzeni ekvivalentni s

lim a, < lim ¥aj-as- ... a, < lim ¥Yai-as- ... -a, < lim a,.
n—oo n—oo

n—00 n— oo

Necht a,, > 0proVn € N, lim a;“ > ¢ > 0. Potom existuje index ng a konstanta C' tak,
n—oo

ze an > Cq™ proVn > ng.

Dukaz: Ponévadz je lim > ¢, plati nerovnost < q pouze pro koneéné mnoho

n—oo

An41 An+1
an An
indexu n . Tedy

an+1

dng € N tak, ze Vn >mng plati >q

n

a odtud

. a
Angtp > ¢F ng s P EN, neboli an,1p > ¢" P =2 =Cq"*P peN.

qmo

Poznamka: Analogicky plati: je-li a, > 0 pro Vn € N, lim < q, potom existuje
n—oo

An+1
index ng a konstanta C' tak, ze a,, < Cq™ pro Vn > ng. Odtud plyne nelimitni verze cviceni
2.2.17 (pozndmky za timto cvienim).
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25.

26.

27.

Bud a, > 0proVn e N, lim % < g¢.Potom je lim % =
n n—oo

n
n— 00 q

QAn

Dukaz: Oznaéme lim L — v a bud p takové, Ze a < p < ¢. Potom

n—oo @n

An+41

dng € N tak, ze Vn >mng plati <p

Qn

a odtud
Ono+k < anopk < anoqk pro keN.

Po tpravé dostaneme

no+k
a a a a
o protk o Z10 L gnotk o peboli notk . Tno P — 0.
pro qre q

Ang+k <

Poznamky: i. Je-li ¢ =1, pak je lim a, = 0 a dostaneme zobecnéni cviceni 2.2.17.
n—oo

An41 an
n

ii. Analogicky plati: je-lia, > 0proVn € N, lim > ¢ > 0.potom je lim %2 = 4oc0.
n— o0 n—oo 4
Bud {a,}5°; omezend posloupnost takova, ze

lim (ap41 —an) =0.

n—oo

potom ¢dsteéné limity {a,}>%, tvoif interval (o, 3), kde a = lim a,, B= lim a,.

Dtikaz: Bud k > 2 celé a ozna¢me § = ﬁ% . Ciselnou osu rozdélime na k intervala tvaru
(—oo,a+8), (a+d8,a+20),,...,(8—25,B-0), (8 —0,+).

Potom existuje index N tak, ze
Vn>N je |apt1—an| <9.

Bud' n; prvy index takovy, Zze ny > N a a,, € (—oo,a + 8), ng > ny prvy index takovy,
7€ ap, € (B — 6,400). V kazdém ze zbyvajicich k — 2 intervali musi lezet alesponi jeden
¢len konecéné posloupnosti apn, ,» Gny41, -« - Gng—1, Gny, (j€ t0tiZ |apy1 — an| < 6). Timto
zpusobem budeme pokracovat déle.

Bud n3 > ny nejmensi takovy index, ze an, € (—0o0,a + &), ng > ny prvy index takovy,
7e ap, € (B — d,400) a uvazme opét konecnou posloupnost @, , Gnst1, -« 5 Gng—1s Gny -
Jestlize pokracujeme timto zpusobem do nekoneéna, dostavame, ze v kazdém z intervalu
(a+15,a+(1+1)0),1=1,2,...,k—3,k—2 lezi nekone¢né mnoho ¢lent dané posloupnosti.
Ponévadz § — 0 pro k — oo, plyne odtud tvrzeni.

Poznamka: V dukazu jsme ovérili podminku z pozndmky za feSenim cviceni 31) (existence
sité). Predpoklad omezenosti posloupnosti {ay 52 1ze vypustit - viz feSen{ ulohy 3m).

Necht lim n(a, — any1) > 0. Potom lim a, = —oo.

n—oo n—oo
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Dukaz: Existuje p > 0 a ng € N tak, ze n(a, — an+1) > p pro vSechna n > ngy. Odtud
plyne, ze pro kazdé k € N plati
no+k—1 no+k—1
1 1
ang - an0+k > p Z E ) an0+k < a’no - D Z - — —X0

n k—oo
n=ngo n=ngo

podle cviceni 2.2.24b) a tedy lim a, = —co.

n—oo

Poznamka: Analogicky, je-li lim n(a, — ant+1) < 0, potom lim a,, = +o0o0. Tedy musi
n—oo n—oo
byt

lim n(a, — apt1) <0< lim n(an, — ant1),
n—oo n—oo
pokud posloupnost {a, }2° ; nemé limitu +oo.
. Najdéte nerostouci posloupnost kladnych éisel {a,, }32; tak, ze
lim a, =0, lim n(a, — any1) =0, lim n(a, —a,s1)=1.

n—oo Nn—00 n— o0

Reseni: Uvazte posloupnost

11111111111
72727272737373737373737"' )

tedyak:%prok:nz,nz—i—l,...,(n+1)2—1.

(NN

{an}zozl = {17 17 17

. Necht posloupnost {a,}5°; splituje podminku

Umtn < Qm + ap Vm,n € N.

Potom posloupnost {%}Zil bud konverguje nebo je lim % = —o0. Déle plati
- n—oo
lim &% = inf{a—n} .
n—oo 1 n

Dukaz: Piedpoklddejme, ze o = inf {%"} je kone¢né. Bud ¢ > 0 a m € N takové, Ze

a
L <a+te.
m
Kazdé prirozené cislo n je mozno vyjadiit ve tvaru n = ¢ - m + r, kde r je jedno z ¢Cisel
0,1,...,m — 1. Potom pro n > m plati

ap = Ggmar < Am + G + -+ + @, +ap = gap, +ar,  (ao=0),

q—k’?”dt
a a a m a a m ¢
o _ Gamir @m0 Gy odtud o< 20 < (a4 e)—2 oy
n qgm +r m gm+r n n gm+r n

Protoze plati

n—m-+4+1 m Lim m
+ < d :[m] <1, je lim a =
n qgm +r n n—oo gm +r
a tedy
a
a< lim =2 < lim Z2<a+e
n—oo T n—oo 1



<je ziejmé lim <= = 0) . Odtud plyne, ze existuje
n—oo

. an . an,
lim — = mf{—} .
n—oo N n

Analogicky se provede dukaz v piipadé, ze a = —o0.

Poznamka: Chceme-li se vyhnout limitnimu pfechodu pro n — oo, sta¢i si uvédomit, ze
a m n—m-+1 a+elm
Zm q +} <a+e+ g )
n n

m -qm—}—r

<max{a+5, (a+¢)

tedy
an, 1
— <a+e+—||latem+ max Jar| ) .
n n r=0,...,m—1
Odtud pro dostatecné velkd n plati

a
a< 2 <a+2.
n
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