Aproximace (elementarnich) funkci

Vyhodnoceni fci f(x)

- Redukce argumentu — omezeni rozsahu x: x‘=g(x) x’v intervalu <a;b>
- Aproximace (v intervalu <a;b>, tj. vypocet f(x‘) =f(g(x))
(polynomialni, racionalni, tabulkova, shift-add (coordic))

- Rekonstrukce f(x)=h(f(g(x)))

Priklady (ilustracni)
float sin(float x)
float z=x mod (pi/2) //redukce na interval <0;pi/2>
float r= (cO*z*z+cl1*z+c2) / (c3*z*z+c4*z+c5); //raciondlni aproximace (cx jsou koef.aprox.)
return(r); //zde neni tfeba zpétna rekonstrukce, fce je periodicka
//pozor: redukce na interval pro vétsi rozsah
//pozor: symetrie (sin(x) vs sin(-x)), rozsah (-1 az 1)\
//pozor: chovani sin() pro velka x, operace mod

float exp(float x)
int N = x/(In(2)); //N = celociselny koeficient (div)
float m = x- N*(In(2)); //m=zbytek - redukce na interval <0;In2> (mod)
/ltj. vychazime z rovnice e/x = 2A(x/In(2)) = 2A(N+m) = 2AN * 2Am

float r= ... // r = aproximace 2Am v rozsahu <0;In2>
r = (2 AN)*r //rekonstrukce (2AN = bitovy posun)
return(r)

//pozor: redukce na interval pro vétsi rozsah
//pozor: prechod na rozhrani In(2)

Pozn. k nazvoslovi:

interpolace = nalezeni pfibl.hodnoty fce v jistém intervalu, hodnota je v nékterych bodech znama
extrapolace = nalezeni pribl.hodnoty fce (interpolace) ale mimo interval zndmych hodnot
aproximace = nalezeni pribl.hodnoty fce, avSak fce nemusi prochazet danymi body
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Iterativni metody

Typicky jsou zaloZeny na spojité a diverencovatelné fci ve formé f(X)=0

ReSeni se hledd pomoci itera¢niho vzorce (metoda tecen):

(1) Xj+q = X - FF (X))

Lze uZit pro Sirokou tfidu tloh — déleni, mocniny/odmocniny, log, exp

Iterace Newton(-Raphson) - déleni
hledame koren Q=P/D (nebo jen Q=1/D)

Metoda Newton-Raphson upravena pro vypocet prevracené hodnoty
vychazi ze vztahu

f(X)=1/X-D=0
Kofenem rovnice je X (= 1/D) (tj. D je fix a hledame X, které bude
konvergovat k 1/D)
ProtoZe f’(X) = -(1/X)A2, dava po dosazeni do (1) po upravach
rekurentni formuli:

Xit+l =

Xi.(2 - Xi.D)

Vybirame X0 takové, aby platilo 0 < X0 < 2/D
Pro jednu iteraci jsou tfeba dvé nasobeni, tedy pro n-bitové operandy potfebueme 2log(n) nasobeni

Priklad: Naleznéte 1/D kde D = 0.75 (dec) = 0.1100 (bin) :

FX) = F(X)/(Xi-X..0)

tangent of X,

Koren X 5(‘“ X.

Krok |Dekadicky Chyba Bindrné Chyba
X0= |1 0.333.. 1.0000 <2A-1
X1= |1(2-0.75)=1.25 0.0833.. 1.0100 <2A-2
X2= 11.25(2 -1.25*%0.75) =1.328125|0.005208 1.01010100 <27-4
X3= =1.333313 0.000021 1.01010101010101 | <2A-8

00
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Iterace Newton-Raphson - déleni - rychlost konvergence (dikaz)

Metoda konverguje kvadraticky (gj+1 < |gi|2) pro D<1

Xi+1 = Xj.(2-X;.D) a ¢=1/D-X; ...Potom...

Xj=1/D-¢ =(1-D.g)D a ¢gj4q=1/D—-Xjy1 ...Ztoho vyplyva...

gi+1 = 1/D - [X;.(2-X;.D)] = [1-2.D.Xi+(D.Xi)2]/D ...Substituci pro X; ...

gi41 = [1 — 2.D.(1-D.g;)/D) + (1—D.si)2]/D = D-8i2 ...takze pak pro D<1 plati ze
i1 < l5il?

Startovaci hodnoty

Pro D z intervalu [¥, 1) miZe byt dobra vychozi hodnota X0 = 1.5 protoZe omezuje pocatecni chybu
na maximalné 0.5

Lepsi aproximaci mtize byt vyraz X0 = 4(vV3 — 1) - 2D = 2.9282 — 2D (max. chyba cca 0.1)

V obecnosti: dobrym pocatecnim odhadem mutiZeme rychlost konvergence znacné urychlit (viz
konvergence) — pouZiti lepSiho odhadu nebo look-up table.

(napf. déleni 32 bitl porebuje 5 krokti, pokud poc.odhad bude presny jen na 4 bity potfebujeme jen 3
kroky)

Dalsi aproximace: X0=48/17-32/17*D (max.chyba cca 0.06) — pro IEEE ¢isla v jednoducé presnosti
pak staci 3 nasledné iterace, pro dvojnasobnou presnost 4 iterace (presnéji 10 nasobeni, 9scitani, 2

posuvy)

DalSsi zrychleni

Zejména pro operandy s vySSim poctem bitti Ize v pocatecnich fazich mat.operace délat s nizsi
presnosti.

Napr. Déleni 64/64biti: 256*8 bitli lookup-table + 9bit nasobicka + 17bit nasobicka + 33bit nasobicka
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Iterace Newton — odmochnina

Babylonska metoda (spec.pfipad Newtonovi metody): x=sqrt(a) e
pocitame odmocninu (a), kde (x) je odhad odmocniny a x’ novy odhad. 30

20
x‘=1/2* (a/x +x) ..tj.novy odhad je hodnota mezi a/x a x -

(mysSlenka: je li odhad (x) prehnany pak a/x by byl urcité ,,podehnany“ a naopak)
obrazek: konvergence pro startovaci hodnoty x=1 a x=50 (pocitame sqrt(100))
Newtonova metoda

x=sqrt(a) — f(x) =xA2-a  (kde hledame bod kdy f(x)=0)

f(x) = 2x

dosadime do obecného vzorce (viz Newton(-Rapson) - déleni):

B flzw) i —a _ 1 a
e T R ™ =\ o

Ptiklad, pro vypocet sqrt(9) kde jako startovaci hdonotu zvolime x0=a(=9)

x0=9
x1=5
x2=34

x3 =3.02352941176471
x4 =3.00009155413138
x5 =3.00000000139698
x6 =3.00000000000000

Newtonova metoda — poznamky

- Nezname li derivaci fce f(x) miZeme se ji pokusit nahradit numerickou derivaci

- zaokrouhlovaci chyby pii vypoctu typicky snizuji rychlost konvergence

- konverguje kvadraticky (v kazdé iteraci se zdvojnasobi pocet platnych ¢islic) — volba startovaci
hodnoty je dulezita

- Halleyho metoda je taktéZ metodou hleddni kotenu, k hledani vyuZiva i druhou (pfipadné vyssi)
derivaci a ma kubickou("3) (pfipadné vyssi) konvergenci. Nema zcela zarucenou stabilitu a je

24
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Vypocet odmocniny - po Cislicich (digit by digit)

myslenka — chceme spocitat sqrt(a):

hledame cislici (e) takovou Ze (x+e)(x+e)<=a

(tedy k FeSeni se priblizujeme zdola, ¢islo x+e pak bude novym zakladem pro dalsi krok)

rozepiSeme: x*x+2*x*e+e*e <=a

Pro binarni soustavu je e [0/1] *2An ¢imZ moZno nasobeni nahradit posuvy

Priklad: sqrt(81) = sqrt(1010001 i)

x0=0000, x0A2=0000000, e=1000: 0000000+0000000+1000000 = 01000000 <= 01010001 (e is valid)
x1=1000, x1A2=1000000, e=0100: 1000000+1000000+0010000 = 10010000 > 01010001 (e invalid)
x2=1000, x2A2=1000000, e=0010: 1000000+0100000+0000100 = 01110000 > 01010001 (e invalid)
x3=1000, x3A2=1000000, e=0001: 1000000+0010000+0000001 = 01010001 > 01010001 (e is valid)
x4=1001

1ze aplikovat i pro jiné soustavy — dekadicka — vhodné pro vypocet ,,na papife

konvergence pomalejsi neZ Newtonova metoda, ale vypocetné jednodussi
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Aproximace na okoli bodu (Taylorovym polynomem)

Predpoklad: aproximovana fce f() ma v bodé x0 n-derivaci

Za aproximaci fci f() v bodé x0 prohlasime fci T() takovou ktera spliiuje Ze prvnich n-derivaci je
shodnych s derivacemi f(x0).

Tuto podminku spliiuje Taylortiv polynom:

f' (o)
1!

f" (o)

2 F™ (o)
2! '

(x — 20)* + .. o

(x — )"

To(z) = f(20) + i =g
zname-li i n+1 derivaci fce f a plati li |f(n+l)(-r)| ‘ﬁ M Vze M(ID}

1ze odhadnout chybu aproximace jako M

le(z)] < m )

| xX

Priklad: Stanovte Taylortiv polynom 4.stupné, ktery aproximuje funkci f(x) = sin x v bodé x0 = 0

2 3 4 3
Ty(x) =sin0+ x.cos0 — —sin0) — —cos0+ —sin0 = ©r — —
2 6 24 6
(pozn. sin(0)=0 (takZe vSechny sudé ¢leny jsou nulové), sin’ = cos, cos’ = -sin)
Y
\‘\.“ 3
\ Ty(z) =z — %
f(z) =sinz
\ e
\\
\\ Zo \\\ T
Y

Odhadnéme pro jaky rozsah x plati Ze chyba aproximace e(x) je mensi nez 10/-6:
(odhad chyby = dalsi ¢len Taylorovy rady)

25
Vyraz pro chybu je e(z) = 5(_ cos §) ,kde |cosg[ <1

vychazim z predpokladu Ze e(x) je 1076 a hledam x:
atedy 10/A-6 =xA5/120 - x =0.164375 (rad) (= cca 9.4°)
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Aproximace iterpolacnim polynomem (Interpolace)

Chceme aproximovat(interpolovat) fci ktera je dana svymi
hodnotami v nékolika bodech a to tak Ze fce ma témito danymi
body prochazet. Aproximace pak slouzi k odhadu hodnot v
ostatnich bodech.

Mame li zadany hodnoty fce f v n+1 riznych bodech tak existuje
pravé jeden polynom n-tého stupné ktery je interpolacnim
polynomem pro zadanou fci.

Existuje nékolik mat.postupti urceni ale vSechny vedou na stejny
vysledek — napf. Langrangeiiv inter.polynom, Newtontiv

—_

interpolacni polynom a dalsi.

Langrangeovy polynomy jsou takové které v jednom z uzlovych
bodi (xi) interpolace maji hodnotu f(xi)=1 a v ostatnich 0.

Lze je zapsat ve tvaru:

L (z—zo)(z—21) .. (T —21)(Z — Tiy1) .- - (T — T4)
lz( ) (’L’Z — 120)(2"@ — -751) .- (373 - .’.Ui_l)(.’lli — -'I:i+1) ... (Tz — rn)

Vysledny aproximacni polynom je pak ve tvaru

pozn. Ln(x) = lagrangetiv polynom fadu n, f(xi) = hodnota fce v bodé xi (z tabulky), li = lagrangetiv

polynom (majici hodnotu 1 v bodé xi)
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Priklad (Langrangetiv interpolacni polynom):

Méjme fci danou nasledujici tabulkou a urc¢eme jeji Langrangertv

interpolacni polynom a hodntu fce v bodu x=2.

L ¢ [o]i[2]

La(@) = @) - (o) + (o) - @) + S (o) - Bfe)
RT——

(o) = G5 —g) = 3@~ Do —3)
)= gy~ 5

Po dosazeni:

1 il
Eqfllie=1.- (g(:c 1)@ — 3)) 12 (—53;(3;
1
= §($2—4$+3) — (2> —-32) =
Hodnota fce v bodé x=2:

L _—8+10+3 _
= ; -

Ly(2)

2 5
=_2.92,°.9
3 +3 *

0 /
-05+

- I
-1 -0.5 0

L |
0.5 1
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Aproximace iterpolaénim polynomem - poznamky k pouzitelnosti

- Aproximace polynomy neni obecné vhodné pro extrapolaci
mimo rozsah zadanych hodnot (zejména pro vyssi rady
polynomu)

- Obecné je tfeba byt obezretny pri pouZiti vysokého stupné
polynomu, kde ani interpolace uvnitf rozsahu nemusi davat
ocekavané vysledku z diivodi ,,oscilace” (ma tendenci nastavat
zejména pro ekvidistantni uzly + vlivem nepresnosti vstupnich

X
dat) — tyto oscilace lze ovlivnit vhodnou volbou uzlt.
- Interpolace polynomy neni vhodna pro asymptotické fce
(bliZici se konstanté)
Polynomialni vs Racionalni aproximace
3 2
TR ¢ 2 ol U7 B e e o 3 >
S —— 5 or - ox +e,x" +ex+c,
- byx” +b,x" +bx +b, .
“Rational Approximation” “Polynomial Approximation” xr
arcsin(x)/sqrt(1-x*2) Gamma(0.5, x)
1.00E-02 _ —e—Rational (m=n) 1.00E-02 — ——Rational {m=n}
. = —=— Polynomial (n=0} s e, | Polynomial (n=0)
£ 1.00E-06 \\ = g 1.00E-05 ~ —
= 1.00E-10 e = 1.00E-08 ~_
=] . _— [-]
g el e g 1.00E-11 —
£ 1.00E-14 - -y
© \ | [ - -14 \\
= 1.00E-18 ~__ = 1.00E-17 -
1 ,00E'22 T T T T T T T T T 1 <00E'20 T T T T T T 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Number of Multiply-Add Operations

4 6 8 10 12 14 16 18 20
Number of Multiply-Add Operations
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Vypocet polynomu - poznamky

Vyhodnoceni polynomu a+b*x+c*xA2+d*x/3, pro x:<0;1>

(obecné, pro spec.pfipady nemusi byt vZdy pravda)

nikdy: a + b*x+ c*POW(x,2) + d*POW(x,3)

trochu 1épe: a + b*x + c*x*x + d*x*x*x

lépe: d*x*x*x+ c*x*x + b*x + a (sCitame od menSich Cisel — predpoklad ze x=<0;1>)
spravné: ((d*x+c)*x+b)*x+a

=Hornerovo schema, vypocetné efektivnéjsi (zejména s FMA), a presnéjsi
Paralelizace (Estriniiv algorimus)

vyhodnoceni polynomu: a+b*x+c*xA2+d*xA3+...+h *xA7

krok1 (vSe paraleln€): X2=x*x, W=hx+g, E= fx+e, R=dx+c, T=bx+a

krok2: X4=QA2(=x/\4), U=W*X2+E (=hx/3+gxA2+fx+e), [=R*X2+T (=dx"\3+cx/\2+bx+a)
krok3: result = U*X4+I

pozn. tedy sloZitost log(n) (n=fad polynomu)
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Interpolace spline funkcemi

Je interpolace jednoduchymi fukcemi mezi zadanymi body. Nejjednodussi
spline funkci je tzv. linedrni spline funkce; jde vlastné o lomenou ¢aru

spojujici zadané interpolované body.

Nejvice pouZivanou je tzv. kubicka spline interpolace - fce f je po castech /|
vysledKy). Pro uzové body pak plati Ze v danych bodech maji obé N 7
splineové fce stejnou hodnotu a spojité prvni a druhé derivace. L

Jednotlivé funkce ;(x) (na kazdém intervalu (z;, z;y1) jde o jinou funkei) maji tvar: -

ei(r) = a; + bi(r — 2;) + %(JT — @)+ %(i — %)

Musi platit: (¢ € C*((a,b)) a podminky interpolace)

1 o(z1) = ¢1(21) spojitost funkce ¢
) P1(2) = pa(2) e 4
oh(: = '-"I G .
2) *P(II) V}(Tl) } spojitost 1. derivace funkce ¢
@1 (x2) = @h(xa)
e T - ) -
3) \’Vﬂ(ml) p}{(h) spojitost 2. derivace funkce ¢
Al = di(e)
wo(wo) = f(z0)
4 Pr(en) = f(z1) interpola¢ni podminky
) ©a(x2) = f(x2) R B .
pa(ws) = f(a3)

Aby bylo feSeni jednoznacné je tfeba k vySe uvednému (10 rovnic) nutno jeSté doplnit okrajové
podminky (+2 rovnice). Typicky se dopliiuje jedna z niZe uvedenych:

5 a) ¢(a)=f'(a), ¢'(b)=f'(b) ... podminky tecen
b) ¢'(a) =¢'(b), ¢"(a)=¢"(b) ... podminky periodicity
¢) ¢"(a)=0, ¢"(b)=0 ... tzv. pfirozené podminky

Podminky 1-5 predstavuji soustavu linearnich algebraickych rovnic (s Fidkou matici). Jejim vyreSenim
urc¢ime koeficienty ai,bi,ci.di. tj. Aproximacni splineové fce.
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L2 aproximace

Chceme aproximovat fci ktera je dana svymi hodnotami v nékolika N AP
bodech a to tak Ze chceme minimalizovat odchylku fce od namérenych fug//

dat (nejcastéji se pouZiva kvadraticka odchylka — met.nejmensich ] o //
¢tvercll). Vhodné napt. pro pfipady kdy jsou vstupni hodnoty zatiZené oot Y

chybou (typicky vysledky méFenf). R4d aproximacni fce je Casto << neZ ) \f‘f“ ,(_,M;/ o

pocet dat. 2 I * [

(déle pouzivananou je minimalizace maximalni odchyky - minimax) % % = A :

Priklad

Tabulkou jsou dany naméfeni hodnoty fce f. O fci f

X 0,5 0,8] 0,9 1,1 1,2 |
F(z,) [[2,25]0,72]0,33 [ —0,27 | —0,48 |

prepokladame Ze je linearni, tj. Budeme ji aproximovat

linearni funkci metodou nejmensich ctverci.

Tedy: 11
2 . — Ff . ab \
C1T; + Cp = j("cl) ) \\\\ ¢ =—3,92+4,02
0,5 1 2,25 ' \\\
0,8 1 . 0,72 y BN .
0,9 1 [ "}= 0,33 < Qe=f T
CO | -1k \
1. I 0,27 -
1.9 1 —0,48 N S

Ziskanou soustavu feSime ve smyslu metody nejm.c¢tverct:
T Vi
QQc=Qf
poznamky:

- Tuto metodu lze zobecnit i pro spojité fce, kde misto souctu (kvadratickych) odchylek figuruje
integral (kvadratu) rozdilu fci (dané fce a hledané aproximace).

- Soustavu bazovych fci je vhodné volit dle prepokladaného tvaru feSeni — bazové polynomy by méli
byt ortogonalni (jinymi pouzivanymi jsou napf. Cebys$evovy polynomy)

- presnost aproximace silné zavisi na ‘Function\Degree ” 5 ‘ 3 ‘ 1 | 5 | 6 ‘ - ‘ 3 | 9 ‘

aproximované fci. Viz tabulka poctu sin() 7.8 12.7[16.1 ] 21.6] 25.5 [ 31.3 | 35.7 [ 41.9
vyznamnych bitli pro rizné fce a fady e 6.8 10.8 ] 15.1 | 19.8] 24.6 | 29.6 | 34.7 | 40.1
aproximacniho polynomu. (aproximovano In(1+z) 82| 11.1 | 14.0 | 16.8 | 19.6 | 22.3 | 25.0 | 27.7
metodou minimalizace max.odchylky) (x4 1)" 6.3 85 | 119|144 | 18.1|20.0 | 22.7| 25.1
arctan(z) 871 9.8 |13.2|155(17.2|21.2 223 | 24.5
tan(z) 4.8 6.9 | 89 [ 109129149 [ 16.9 | 19.0
NG 39| 44| 48 | 52|54 |56 | 58| 6.0
T.Mainzer, CPA arcsin(zx) 34140 | 44 | 47| 49| 51 | 53 | 55




Tabulkové metody

Tabulka s koeficienty

PoZadavek na vysokou prenost aproximace vede na vysoké rady

~evs

I e

s timto vyporadat je rozdélit interval aproximace na mensi casti — a pro
kazdou cast mit (v tabulce) jiné koeficienty aproximace platné pro dany
interval.

Priklad: aproximujeme sin(x), x =<0;pi/4> s presnosti 10/-8.
- pro cely rozsah potfebujeme polynom 6 fadu
- pro 2 subintervaly potfebujeme polynom 5 fadu

- pro 4 subintervaly potifebujeme polynom 4 fadu
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| Interval | Degree | Error

[0, 7/4]

5
6
7

0.609 x 1077
0.410 x 108
0.418 x 10710

’ Interval ‘ Degree | Error

[0,7/16]

3

0.478 x 10~7
0.472 x 1078
0.382 x 10711

[w/16,7/8]

= W | O o

0.140 x 10~
0.454 x 108
0.113 x 10710

[7/8,3m/16]

= W o

0.228 x 1076
0.418 x 1078
0.183 x 10710

[37/16,7/4]

[SLEEN LR N

0.307 x 106
0.367 x 108
0.246 x 10710




Lookup table - uplna

Uplna tabulka (tab), kde (x) je pfimo indexem do tabulky a hodnota f(x) je uloZena v tabulce. Vhodné
jen pro nizké rozliSeni x, jinak je tab.obrovska - velikost tabulky M*2AN bitli pro N-bitové a M-
bitovou hodnotu f(x).

pozn. Velikost tabulky nemusi implikovat jen obsazeni paméti, ale i rychlost pFistupu (strankovani,
cachovani)

Lookup table s lin.aproximaci (+mul+add) F

Tabulka s linedrni aproximaci (tab+mul+add) — vyssi bity x jsou e
indexem do tabulky a hodnota f(x) je pocitana linearni aproximaci /1*)
mezi dvémi sousednimi body v tabulce. Nékdy se do tabulky misto 7 (i)|-——4

hodnot f(x) ukladaji koeficienty a,b (aproximacniho vyrazu ax+b).

Lookup table s funkci

Vstup x je rozdélen na dvé(tfi,..) bitové mnoZiny (napr. vyssi byte, niZsi byte) a je vyuZito
mat.vlastnosti dané fce (tj. nelze obecné vZdy, je vazano na funkci)

Napf. x je 16b, a = hornich 8b, b=dolnich 8b
sin(x) = sin(a+b) = sin(a) cos (b) + cos(a) sin(b)

pouZijeme lookup tabulky pro sin(a),sin(b), pfipadné cos(a),cos(b) — tyto tabulky maji ,,adresu” jen 8b
(oproti vstupimu 16bitovému rozsahu x) + prislusSné matematické operace
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Bipartitni(multipartitni) tabulka (+add)

X 1% ]
vstup (x) je v rozdélén na 3(¢i vice) bitovych mnoZin, které slouzi jako PN S B e
ukazatele to tabulek. Hodnoty z tabulek jsou po té seCteny a pouZity jako
aproximace f(x). Tablle Table
~e s . ~ r . . . W Id W ’ ao{xo‘XI) ai(xo,xz}
PouZitim jen Casti (x) jako ukazatele je pamét’ vyznamné redukovana. T Tr
Pro kaZdou ¢ast x (vyjma x0,x1) lze vyhradit jeden (nejvyssi) bit na znaménko Adder
a tabulky konstruovat jako symetrickou — o tento bit mtiZe byt dale tabulka )
//
menSi — symetricka bipartitni tabulka. L
| fx) |
Priklad redukce bipartitni tabulky pro 16bitovy vstupni operand. n
Lo [ % [[x, |
" g g ny-1
. Symmetric Bipartite Table Standard Table -
f(z) g, Ny, N Sizes Sizes Compression
1/z 6,4,5 |20 x17+2" x7 215 x 15 15.5 [c XORs |
VT 556 [20x17+20x6| 2°x15 417 ny-1
sin(z) 6,4,6 [20x18+20x7T 218 x 16 32.0
cos(z) 6,4,6 |29 x18+2Tx7 218 % 16 32.0 Table Table
tan—1(z) 6,4,6 219 %18 +21 x 7 278 % 16 32.0 2 a;
logo(z) | 7.3,5 |20 x18+2Tx8| 2% x16 15.0 »,
2° 6,4,6 |2°x17+27x8| 2°x15 29.1
Zo XORs ¢
Py
Adder
A P
T )
e e n
xg |oxy ([ [ X
R ny ny ny-1 ny-1
cmp XORs cmp XORs
A ny-1 n,- 1
E ' ! ‘ Table ‘ ‘ Table ‘ 1 Table
dunnp IIII [ITH1 AT IIII| (TNTH] | IIII|II 111 (RIN | IIIi INI1 ITENIN) TNATI THTNN] IIIIIIiIIllI a” al amir
T | | | 1 | T | T | T I Py P, P
/ g i — [ XORs emp|=— [ XORs cmp|~—
- S i fu e T Pl Pm

‘ Multi-Operand Adder ‘
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Priklad redukce bipartitni a multipatitni tabulky pro 24bitovy vstupni operand:

f(x) | Tables | Bit Partitions | Table Sizes Total Memory
1z T |23 92393 192,037,084
1z 2 9.7.7 20251 2.9 1,033,312
1/z 3 |11,3,4,5 2726+ 12) + 27 -8 884,736
1/x 4 11,3,3,3,3 21127+ 2T (13 + 10+ 7) 688,128
1/x 5 | 11,3,2,2,2,3 |27 271 213+ 11+0) + 27 -7 634,880
1/z 6 | 11,3,1,2,2,2,2 | 217 .38+ 27 14+ 2213+ 11+ 0+ 7) 651,264
NG 1 24 271.23 385,875,968
N 2 8,79 21725 +2™.9 1,409,024
N 3 95.5.5 T 36 1 2012 7 7) 581,632
/T 1 10,3344 27271 212141 25 (11 + 7) 125,984
Nz 5 |10.3,2,3.3,3 |27 27427 14+ 2%(12+9+6) 360,448
NG 6 |10,3,2,2,2,23 |27 B8+2 {15+ 13+11+9)+ 277 356,352
sin(z) | 1| 24 227 .24 402,653,184
sm(z) | 2 8.3,8 270 .26 1 2559 1,008,848
sn(@) | 3 | 10.4,5,5 77 (27 +12+7) 753,664
sn(z) | 4 | 10,4,3,3.4 27 28+ 25(13 + 10) + 27 -7 610,304
sin(z) | 5 | 1L2,2,3,3.3 | 27 28+ 27 14+ 27 (12 + 9+ 0) 507,004
sin(z) | 6 | 11,2,2,2,2,2,3 | 2% .20 1 215(15 + 13 + 11 1 9) + 2% .7 191,520
In(z) T |23 97 24 201,326,592
In(z) 2 9,6,8 21526 + 21610 1,507,328
(@) | 3 |10,4,4,5 T 37+ 2 12+ 27§ 671,744
In(z) 1 |10.4,3,3,3 27 28+ 2213 + 10 1 7) 581,632
In(z) 5 |11,2,2,2,33 |27 9812514 +12) +2°(10+ 7) 175,136
n(z) 6 | 11,2,2,2,2,2,2 | 27 204 2515+ 3+ 11+ 9+ 7) 162,348

T.Mainzer, CPA




Cordic (lookup tabulka +shift+add, iterativni)

Cordic (COordinate ROtation DIgital Computer) je i i Z[”
metoda vyuZzivajici iteracni metody pro jednoduchy a j i j
rychly vypocetu goniometrickych funkci za pouZiti o

sCitani a posuvi. 5, —»| ADD/SUB o, —»| ADD/SUB 5 —»

sign(Z)

sign(Y)

Pro vypocet sin(x) a cos(x) algoritmus CORDIC v Xp+1] - 2541
nékolika krocich rotuje bod na jednotkové kruznici o A’:’f’ﬁ”"f",“":;[‘;“,‘j‘ Opes= Slga(Z{+11) i rotation

predem vypocitané tihly 6 a jakmile je tihel o ten,
ktery hleddme, mame i hodnoty souradnic X a Yy, které reprezentuji Cos a sin.

cos(d) —sin(d) s —
Pro rotaci bodu plati Ze [x’,y’]= sin(8)  cos(d) Ix,y] V1 + tan? o
. tan o
smo =

v 1 + tan? o

1 —tan(d
upravime: [x’,y’]= ! [ an(9)

J/1+tan(e)? | tan(d) 1 :l Ly

hlavni trik pak spociva v tom Ze se budeme rotovat pouze o dhly jejichZ tangens je (zdporna) mocnina 2
— a tedy nasobeni se stane jen binarnim posuvem. uhly odpovidajici mocnéne dvou jsou uloZeny v
tabulce. (hodnota konstanty pred matici se limitné bliZi 0,60725293501 a je moZné ji vynasobit azZ
nakonec). V kazdém kroku pak zjiStujeme jestli jsme se se k Zddoucimu dhlu (vstupu x) a podle toho v
nasledujicim kroku rotujeme po a nebo proti sméru.

Myslenku lze pak upravit a metodu cordic pouZit pro vypocet In,exp,sqrt,atanh,..

Priklad: Cos(30°):
startovaci bod je 45st. " "
sihe____ .~
30 = (zaokrouhlen€) Pl 4
45-26.6+140-7.1+36-18-09+04-02+0.1... 9 i ot
pozn. tg(26.6)= 0.5 = 2A-1 = >>1 , tg(14.0) = 0.25 = 2A-2 = >>2, ... atd : : e
cosine
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B CORDIC equations Coordinate Domain of
x(*1) = x() —m d’_ y(f) 2

System Convergence

yo0 = 0 + d; x0 27 1 circular 1.74 radian
zi#) = Z() — d/, el
0 linear 2
-1 hyperbolic 1.11 radian
x2+yz 4 '\fxz_,_m*yen xz_yz
V_\ L
| m=0 m=-1

CORDIC Rotation Vectoring

Lineal’ xn-’znfyu xnfynl’zn

MUL/DIVIMAC

ouT Yo 5%, * Z, + Yo Zpi1 = ¥y / X, + 2,

Circular IN | z,=angle, x,=K,y,=0 x,¥, 2,0
SINE/COSINE
angle/ our X,,, = cos(angle) z,., = arctan(y,/x,)

magnitude Yot = sin(angle) X, = 1/K* (x,," + Yn;') 1/2

IN |z,=angle, x,=K°,y,=0 ¥, < %, z,=0

Hyperbolic

our x,,, = cosh(angle) z,,, = arctanh(y,/x,)

n n

¥,.; = sinh(angle) |x,,, = 1/K'*(x? " y?)?
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Odkazy a Literarura:

Elementary Functions, Algorithms and Implementation, Jean-Michel Muller (ISBN 0-8176-4372-9,
2006 Birkhauser Boston, 2nd edition)
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