2 Vektorovy pocdet

2.1 Euklidovsky prostor E;

Euklidovsky prostor E3 je prostor uspotadanych trojic (tj. bodi), v némz je definovana
vzdélenost dvou jeho bodt A, B (znacime ji |[AB|).

Vzddlenost bodi A = [ay,aq,a3], B = [b1, b, b3] € E3 definujeme v euklidovském pro-
storu [E3 jako ¢islo

d= ’AB’ = \/(bl - a1)2 + (bz - a2)2 + (bg — a3)2. (1)

Da se ukazat, ze vzdalenost dvou bodi ma tyto vlastnosti:
Pro libovolné tii body X, Y, Z z E3 plati

1. [XY|>0a|XY|=0 < X=Y,
2. |XY|=|vX]|

3. | XY |+ |YZ]| > |XZ|, trojuhelnikovd nerovnost.

2.2 Vektor, souradnice vektoru a algebraické operace s vektory

Vizangm vektorem rozumime uspofadanou dvojici boda A, B, tj. orientovanou tsecku. Pro
vazany vektor dany body A, B se pouziva znaceni A@, resp. B — A. Bod A je pocatecnim
bodem a bod B koncovym bodem tohoto vektoru.

Mnozina, ktera je tvorena rovnobéznymi tseckami stejné délky a o stejné orientaci,
se nazyva volny vektor a znaCime ji d@, resp. a. Vazany vektor AB je mozné chapat jako
umisteéni volného vektoru a do bodu A.

1. Uvazujme vektor AB, kde A = [a1, as,a3], B = [by, by, bs]. Cisla
up =by — a1, wup="by—az, wuz=bz—as

se nezméni, zvolime-li jiné umisténi vektoru u. Proto uspofadanou trojici (u, ug, u3)
nazyvame souradnicemi vektoru u v dané soutadnicové soustavé a piseme u = (uq, uz, us).

Nulovy vektor je vektor o = (0,0,0).

2. Velikost vektoru u = (uq, us, us3) je ¢islo

lu| = \/u? + ud + us. (2)

Velikost nulového vektoru je nulova. Je-li |u| = 1, fikdme, Ze vektor u je jednotkovy
vektor.



3. Soucet vektorti u = (uq,uz,u3) a v = (v, vs,v3) je vektor
S:(U1+U1,UQ+’U2,U3+U3) y (3)
znaci se s =u+v.
4. Sou¢inem ¢isla a a vektoru u = (uq, ug, u3) se rozumi vektor
s = (auy, aug, avug) , (4)

znaci se au.
Vektory u, v nazveme kolinedrni, je-li jeden z nich nasobkem druhého, tj. pokud

existuje realné c¢islo A tak, ze

u=\-v nebov=JX\-u (5)

5. Rozdil vektori u, v je vektor
r=u+(—-v), (6)

znadi se u — v. Pro soufadnice vektoru r plati: r = (uy — vy, ug — v9, ug — v3).

6. Dtlezitou operaci je tzv. normovani vektoru. Podstatou této operace je, ze k danému
nenulovému vektoru u = (uy, ug, u3) stanovime jednotkovy vektor e tak, aby s nim
byl souhlasné kolinearni. Plati
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2.3 Linearni zavislost a nezavislost vektora, baze

Uvazujme vektory uj,us,...,u, . Rekneme, ze vektor w je linedrni kombinaci vektori
up, us, ..., U, jestlize existuji redlna cisla Ay, Ao, ..., A\, tak, ze

W= 0
i=1

Vektory uy, ug, . .., u, jsou linedrné zdavislé, jestlize jeden z nich lze vyjadrit jako linedrni
kombinaci zbyvajicich vektort.

Vektory jsou linedrné nezdvislé, nejsou-li linedrné zavislé, tedy vektory uj,us,...,u,
jsou linedrne nezavislé, jestlize zadny z nich nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci zbyva-
jicich vektorii.

V prostoru Ej lze linearni zavislost vektorii charakterizovat takto:



1. Dva vektoryuy, us jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz jeden je nasobkem druhého.

2. Tri vektory uy, ug, ug jsou linearné zavislé praveé tehdy, kdyz jeden z nich je linearni
kombinaci ostatnich, tedy napf. ug = Ajus + Asus. T linedrné zavislé vektory
1ze vzdy umistit do téze roviny (tzv. komplandrni vektory), resp. na tutéz ptrimku
(kolinedrni vektory). V opacném piipadé jsou vektory uy, uz, ug linedrné nezavislé.

3. Ctyri vektory jsou v Eg vzdy linedrné zavislé.

4. Podobné skupina vice nez ¢tyt vektort v E3 je vzdy linearné zavisla.

2.4 Ortonormalni baze prostou [E;

Baze prostoru Ej je libovola trojice linearné nezavislych vektori. Pomoci prvkl baze lze
vSechny vektory z Es jednoznac¢né vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace.
V prostoru E; jsou dilezité jednotkové vektory

i=(1,00), j=(0,1,0), k=(0,0,1). (9)

Vektory i, j, k jsou linearné nezavislé, tvori tedy bazi prostoru Es. Kazdy vektor u z E; Ize
vyjadrit ve tvaru

Usporadané trojice ¢isel uq, uq, us je souradnice vektoru u v bazi tvofené jednotkovymi
vektory i, j, k.

Pocet prvku v riznych bazich téhoz prostoru je shodny a nazyva se dimenze prostoru.
Prostor E, (euklidovska rovina) mé dimenzi dvé. Prostor E3 mé dimenzi tii.

2.5 Skalarni soudin vektoru

Skaldrni soucin dvou nenulovych vektori u a v je ¢islo, které je definované jako soucin
velikosti obou vektorti a kosinu velikosti thlu, ktery tyto vektory sviraji, tj.

u-v=|u||v|cosy. (11)

Pokud je alespon jeden z vektori u a v nulovy, definujeme jejich skalarni soucin jako
nulovy.
Vlastnosti skaldrniho soucinu

1. Pouzijeme-li (11) pro vypocet skalarnich soucinti vektorii baze, dostaneme

’ (12)



2. Vypoéteme skalarni soucin vektort u = (uy, ug, us),v = (v, vg,v3). V bézi tvorené
vektory i, j, k vyjadiime vektory u a v jako linearni kombinaci bazovych vektorti:

u = wi+ ugj +usk, v=wii+ vyj+ vsk.
Pak provedeme néasobeni podle distributivniho zakona. Dostaneme

u-v = (ui+ ugj + ugk) - (vii+ voj + v3k) .
Pouzijeme-li (12), ziskdme vysledek

U -V = U0 + Uy + U3V3. (13)

3. Ze vztahu (11) a (13) vyplyva, Ze skalarni soucin je komutativni, tj. u-v =v - u.

4. Polozime-li v (13) v = u, obdrzime jiny mozny zpusob vypoctu velikosti vektoru u

luj=+vu-u=4/uf+ui+ui. (14)

5. Je-li skalarni soucin dvou vektort nulovy, pak bud alespon jeden z vektort je nulovy,
nebo jsou dané vektory na sebe kolmé.

2.6 Vektorovy soucin

Vektorovy soucin dvou vektord u, v v Eg, je
1. nulovy vektor, pokud alespon jeden z vektorti u, v je nulovy,
2. vektor w, ktery mé tyto vlastnosti:

(a) vektor w je kolmy na vektory u, v;

(b) trojice vektoru u, v, w je stejné orientovana (pravotocivé) jako trojice bazovych
vektort i, j, k;

(c) velikost |[w| = |ul - |v]| - sinp, kde ¢ € (0, 7) je velikost tthlu vektort u, v.

Vektorovy soucin vektorii u, v zna¢ime u X v.
Viastnosti vektorového soucinu

1. Geometricky vyznam vlastnosti (c) lze formulovat takto: velikost |u x v| vektoru
u X v je rovna obsahu rovnobézniku sestrojeného pomoci vektori u, v.

2. Podle vyse uvedenych vlastnosti vektorového soucinu lze vypocitat, ze pro vektory
béze i, j, k plati

jxj=kxk=0,

j
2. ixj =k, jxk=i, kxi=j, (15)



3. Nyni vyjadiime vektorovy sou¢in pomoci soufadnic vektori u = (uy,uq,u3),v =
(v1,v2,v3). Pouzijeme-li (15), dostaneme

W= uXxXyv=
= (’U,Q'Ug — U3’U2)i + (U3'U1 — Ul’Ug)j + (Ul’UQ — u2U1)k = (16)
_ Uz Uz | | U1 U UL U2
B vy w3 |’ U1 Us vy V2 '

Vysledek v (16) se da struéné zapsat symbolickym determinantem (pozor na potadi!):

i j k
W = | Uy Uz U3 (17)
V1 Uy Us

Ze znamé vlastnosti o zaméné dvou fadki v determinantu (17) plyne, Ze pro vektorové
nasobeni nenulovych vektorti nebude platit komutativni zakon. Plati tu vsak, ze

uxv=—(vxu). (18)

4. 7 definice vektorového soucinu dale vyplyva, ze u x v = o, pravé kdyz jsou vektory
u, v linearné zavislé, tj. kolinearni, neboli jeden vektor je nasobkem druhého vektoru.

2.7 SmiSeny soucin

Jsou-li dany vektory u = (uy,uz,usz),v = (vy,va,vs),w = (w1, Wa, W), definujeme pro
né smiseny soucin (u,v,w) jako ¢islo

A=u-(vxw), (19)

zna¢ime (u, v, w).
Na zdkladé definice vektorového a skaldrniho soucinu a s uplatnénim vztahi (16) lze
ukazat, ze
Uy U U3
A=(uv,w)=u-(vxw)=|v vy wv3 |. (20)
w1 Wy W3

Vyznamna je geometricka interpretace smiseného soucinu. Snadno lze zdtvodnit, zZe

¢islo
Al = [(u,v,w)] (21)

udava objem rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory u,v,w umisténymi do spolecného
bodu P.

SmiSeny soucin vektori u, v, w je roven nule jen v piipadé, jsou-li dané vektory linedrne
zawvislé. Vektory jsou v tomto pripadé komplanarni nebo dokonce kolinearni a nelze proto
mluvit o vytvoreni télesa.



