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Obsah

Pod pojmem kinematika manipulétorii rozumime zavislosti mezi obecnymi polohami, rychlostmi,
zrychlenimi ¢ vy$simi derivacemi polohy jednotlivych ¢asti manipulatoru bez ohledu na sily a
silové momenty tyto zavislosti ovlivijici. VySetfovani kinematickych zévislosti proto fadime
mezi nejvice podstatné oblasti pfi analyze a syntéze manipulétorii. Lze obecné fici, ze kinema-
tika v podstaté kazdého manipuldtoru je zaloZena na zakladni myslence vyuzit jednoduchého
pohybu linearnich ¢i rotac¢nich aktuatort a prostfednictvim vhodného mechanismu jej prevézt
na komplexni rovinny ¢ prostorovy pohyb. Takovy mechanismus si je pak, spolecné s aktuatory,
mozné predstavit jako mechatronicky pocitac¢, kde jeho program je ukryt v jeho mechanické kon-
strukci. V poslednich letech se za¢ina ve svété objevovat nazor, Ze kinematika manipulatora je
jiz. postupné upadajicim oborem robotiky, vétSina dulezitych problému je jiz davno vyfeSena a
diky stéle se zdokonalujim a zleviiujicim komponentam (vykonné pocitace, inteligentni ¢idla a
pohony), které mohou snadno kompenzovat nedokonalosti pii jejim navrhu, nehraje zvIast vy-
znamnou roli. Jean Paul Merlet, jeden z pfednich odbornikii, zejména pak v oblasti paralelni
robotiky, predstavil v roce 2000 na konferenci IEEE-International Conference on Robotics zaji-
mavy prispévek s piiznaénym nazvem "Kinematics’ not dead!", viz [24], ve kterém argumentuje
pravé proti zminénému nézoru nasledujicimi poznatky:

e naklady na mechanickou ¢ast manipulatoru nepiesahuji zpravidla 20-30 % celého systému

e mdéieni chyb v mechanické konstrukei je sice mozné, nicméné vyvoj fidictho systému pro
jejich naslednou kompenzaci je velmi obtizné a zdlouhavé

e vypocetni vykon by mél byt vyuzit predevsim na vyvoj "inteligence"manipuldtoru bez
nutnosti jej vyuzivat pro zésah do chovani manipulatoru dané jeho architekturou

Dale zminuje nékteré doposud oteviené problémy v robotice, které dodnes nejsou uspokojivé
FeSeny, zejména pak problém syntézy a optimalizace manipuléatoru.

1 Reprezentace obecného pohybu v robotice

Pro popis pohybu manipuldtort, jako systému slozeného s pevnych hmotnych ramen a nehmot-
nych kloubt, byla zavedena cela fada metodik (jinymi slovy amluv), z nichz dvé nejpouzivanéjsi
budou detailné zminény v Kapitole 2. VSechny timluvy vSak vychazi z myslenky vzajemné trans-
formace polohy souradnych systému, umisténych v jednotlivych ramenech manipuldtoru. Zaby-
vejme se proto nejprve reprezentaci polohy, rychlosti a zrychleni obecného télesa predstavujici
jedno rameno manipulétoru.

1.1 Reprezentace polohy

Predpokladejme dvojici souradnych systému (dale jen s.s.), z nichz prvni s.s. F; = {O1—x1y,21}
je pevné spojen s ramenem Link 1 a druhy s.s Fy = {O3 — x2ys22} s ramenem Link 2, viz
Obrazek 1.1.



Obsah

Obrazek 1.1: Transformace soufadnych systému

Vzéjemné translace s.s. F1 a Fy je zfejmé dana vektorem translace riQ = 0} — 01 = 01. Jejich
vzAjemné rotace miiZe byt vyjadiena matici rotace R, pro kterou plati nasledujici’:
° R% je realna matice rozméru [3x3], jejiz sloupce reprezentuji souradnice jednotkovych smé-
rovych vektori s.s. Fy v s.8. (¢i vzhledem k s.s.) F1.
Ri=[a} v 2

° R% je ortogonalni matici (jeji sloupce jsou vzajemné ortogonélni-kolmé). Tedy nutné plati:
(R)" Ry=1 = (Ry '=(R)" =R} (1.1)

kde R% je matice rotace, jejiz sloupce reprezentuji souradnice jednotkovych smérovych
vektoru s.s. F} v s.s. Fy.
Ri=[z] yi =i

Poznamenejme, Ze prvky matice rotace jsou vzajemné zavislé. Lze ukazat, Ze minimalni
poCet parametri pro popis obecné rotace je tii (viz napi. Eulerovy thly).

Necht P! oznacuje soufadnice bodu P v s.s. F} a P? soufadnice stejné¢ho bodu v s.s. Fb,
pak:
P! = 'riQ + R - P? azaroven, viz (1.1) P? = —R?. riQ + R?. P! (1.2)

e Rozlisujeme tii zdkladni elementarni rotace dvou s.s.

— Rotace kolem osy @7 s.s. F} o thel o
Tedy s.s. F» vznikne natocenim souradného systému Fj kolem osy x1 o thel a.

1 0 0
R.(a)=| 0 cos(a) —sin(a) (1.3)
0 sin(a) cos(a)

— Rotace kolem osy y; s.s. F} o thel 3
Tedy s.s. F5 vznikne natocenim soufadného systému F; kolem osy y; o thel S.

cos(f) 0 sin(p)
Ry(B) = 0 1 0 (1.4)

—sin(B) 0 cos(p)

'Dolni index oznacuje konkrétni vektor (bod), zatimco horni index vyjadiuje, v soufadnicich kterého soufadného
systému je tento vektor (bod) vyjadren. Napft.: 7‘%’2 a r%g oznacuje ten samy vektor, ale jeho soufadnice jsou
jednou uvazovany vzhledem k s.s. F} a podruhé k s.s. Fb.
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— Rotace kolem osy z; s.s. I} o thel ~
Tedy s.s. F» vznikne natocenim soufadného systému Fi kolem osy z; o thel 7.

cos(y) —sin(y) 0
R.(y)=| sin(y) cos(y) 0 (1.5)
0 0 1

e Uhly o, B3, v se nazyvaji Eulerovské tihly a tvoii jeden ze znamych moznosti popisi rotace
téles v prostoru.

e Obecnou rotaci muzeme vyjadrit skladdnim rotaci elementérnich, a to dvéma zékladnimi
postupy:

1. Postupna rotace kolem os souradnych systémi
Napiiklad podle schématu XYZ?2:

— Odrotuj s.s. Fy okolo osy @1 o hel av = vznika novy soufadny systém F| (matice
rotace R, («)).

— Odrotuj s.s. F{ okolo osy y} o thel 8 = vznika novy soufadny systém F}’ (matice
rotace Ry (f3)).

— Odrotuj s.s. F{" okolo osy 2/ o thel v = vznika vysledny soufadny systém F
(matice rotace R.(7)).

Vyslednou matici rotace muzeme tak psat jako:
R; = Ry(a) - Ry(B) - R-(7) (1.6)

2. Rotace kolem os soufadného systému F; (fixované osy rotace)
Opét podle schématu XYZ:

— Odrotuj s.s. F} okolo osy @1 o thel @ = vznika novy soufadny systém Fj (matice
rotace Ry (a)).

— Odrotuj s.s. F| okolo osy y; o ihel 8 = vznika novy soufadny systém F}’ (matice
rotace Ry (f)).

— Odrotuj s.s. F{' okolo osy z; o uhel v = vznikd vysledny soufadny systém Fy
(matice rotace R.(7)).

Lze ukazat, Ze vyslednou matici rotace muzeme tak psat jako:
R% = Rz(’y) ’ Ry(ﬁ) : Rx(a) (17)

B Poznamka 1.1 (Singularity v transformaci: matice rotace - Eulerovy thly)
Je ziejmé, Zze ze znamych Eulerovych thlt «, 8, v lze bez jakychkoliv potizi vzdy vypocitat
matici rotace Ri(a, f3, 7), viz vztah (1.6,1.7), mluvime o tzv. dopfedné transformaci.

Zpétnou transformaci pak rozumime stanoveni Eulerovskych thlia «, 8, v ze znamé matice rotace

. 11 T2 T13
Ry(a, B, v) = |ra1 7122 T3 (1.8)
31 T32 T33

2Schéma XYZ oznacuje posloupnost rotaci kolem jednotlivych os, ¢asto pouzivané schéma je nap¥. ZYZ.
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Budeme-li uvazovat schéma XYZ s postupnou rotaci kolem os soufadnych systémii, matice rotace
je dana podle (1.6):
Ry(a, B, 7) =
cos (8) cos (7) — cos () sin (4) sin (8)
sin () sin () cos (7) 4 cos (a) sin (y)  —sin (a) sin (B) sin () + cos (@) cos () —sin (a) cos (B)

— cos (a) sin (8) cos () + sin () sin (v)  cos (a) sin () sin () + sin () cos (y)  cos («) cos ()
(1.9)

Porovnanim rovnice (1.9) a (1.8) lze urcit Eulerovy thly nasledovné®:

Pro g € (-3, §), cos 8 > 0:

a = atan2(—ras, r33)
B = atan2(ri3, \/ (35 +135))
~v = atan2(—7r12, r11)

Pro 3 € (3, 37), cos B < 0:

a = atan2(rg3, —733)

B = atan2(ri3, —\/ (135 +133))

~v = atan2(ri2, —r11)

Pro 3 = —7 matice rotace degeneruje na matici:
0 0 -1
Ry(a, B, ) = |=sin(a—7) cos(a—7) 0

cos(a—=) sin(a—v) 0
Lze uréit jen thel ¢ = a — v.

Pro 3 = § matice rotace degeneruje na matici:

0 0 1
Ry(a, B, 7) = | sin(a+7) cos(a+y) 0
—cos(a+7) sin(a+7v) 0

Lze urcit jen thel ¢ = o + 7.

Jinymi slovy, thel 8 = £7 predstavuje singularitu v reprezentaci rotace pomoci Eulerovych thli,
nebot osa @1 a 2z jsou rovnobézné (opacné ¢i shodné) a nelze tak jednoznacné urcit thly a, ~.
Jednozna¢né lze urc¢it jen jejich rozdil, & soucet ¢. [ |

Pro popis rotace dvou soufadnych systémi se jeSté vyuzivaji krom matice rotace dalsi zpusoby
reprezentace. Mezi nejzndmé;jsi patii zejména:

1. Reprezentace pomoci obecné osy rotace
Kazdou obecnou rotaci lze prevézt na rotaci okolo obecné osy r o thel 6. Zatimco pfimé
transformace {r, 6} — Ri(r, ) lze opét vypoéitat vidy, pro inverzni transformaci
Ri(r, 0) — {r, 0} dochéazi k singularnimu piipadu pro § = 0 a 6 = m, kdy nelze jed-
noznacné ur¢it smér vektoru r.

3Funkce ¢ = atan2(x,y) zohlediiuje znaménka argumentii x a y a vraci korektni feSeni ve vSech kvadrantech
¢ Ee<O0, 28 >
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2. Reprezentace pomoci jednotkového kvaternionu
Jednotkovy quaternion Q lze stanovit z thlu 8 a osy rotace r jako:

Q= {n, €} = {cos (Z) , Sin (g) T}

Vyhodou jednotkového kvaternionu je, ze umoznuje popsat rotaci okolo obecné osy r pro
tihel § €< —7, § > pfitemz nevykazuje zZadné singularity.

Detailni popis pfimé a inverzni transformace pro vyse uvedené reprezentace rotace lze nalézt
napf. v [19], [40].

Homogenni transformacni matice

K celkovému popisu polohy (rotace a translace) s.s. lze s vyhodou vyuZit tzv. homogennich
souradnic. Zavedeni homogennich souradnic tizce souvisi s problematikou geometrické projekce
(jedna se v podstaté o projektivni transformaci) a podrobné vysvétleni véetné fady nazornych
animaci lze nalézt napt. v [30].

Polohu s.s. Fy vzhledem k s.s. Fy lze pomoci homogenni transformacni matice T3 psat jako, viz

Obr. 1.1:

! (1.10)

Je zfejmé, ze pomoci homogenni transformacni matice T% lze homogenni soufadnice bodu P
v s.s. Iy vyjadrit pomoci jeho homogennich soufadnic v s.s. F» jako, viz (1.2):

1 2 1 1. p2
R R s I

Homogenni transformac¢ni matice nam tak zahrnuje informaci o obecné poloze télesa v prostoru,
a to jeho rotaci T3[1:3,1:3] = R} a translaci T3[1:3,4] = riQ najednou®.

Vyjadiime-li nyni z rovnice (1.11) soufadnice P? v zavislosti na soufadnicich P!, s ohledem na
platnost (1.1), dostavame inverzni transformacni vztah:

2 W pl _ (RN . pl 1
[ l} ] — [ (,1?2,) P ; QI??,) __ 12 } = (T~ [ !} } (1.12)
T
kde ‘
(TH1=12= (Ry)" 3 ~(RY)"- 7’%,2 (1.13)
’6”67”07;””1 77777

je inverze homogenni transformacni matice T%. Poznamenejme, Ze pro homogenni transformacni

matici jiz neplati, Ze jeji inverze lze nahradit jeji transpozici (nespliiuje podminky ortogonality!)
1y—1 INT

(T3)~ #(T3)"-

1Zapis Xla : b,c: d] oznacuje submatici (subvektor), ktery se sklada z a. az b. fadku a c. az d. sloupce matice
X.
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Skladani transformaci s.s.

Uvazujme trojici s.s. F1, Fb, F3 a odpovidajici homogenni transformacni matice mezi s.s. Fy, Fs:
T% a Fy, Fj: T%. Potom vyslednd homogenni transformacni matice mezi s.s. Fy, F3 lze pséat:

|
o | B ma| e
0 0 70737 1
_ R; 3 7’%,2 R 3 7“%3 _ RyR; 3 R%T%?, + 7‘%,2 (1.14)
’6”0”07;”17’ ’6”0”073”17’ ’6”67”07;””1 77777
Tedy pro skladani rotaci s.s. plati:
R} = RyR;

A pro skladani translaci s.s.:
1.1 1,2
ri3="Tio+ Rorys

Transformace souradnice bod versus vektor mezi s.s.

Casto je velmi vyhodné transformovat soufadnice bodu ¢i vektoru z jednoho s.s. do jiného. Pfesto,
ze po formalni stréance je bod a vektor velmi podobny, v pripadé jejich transformaci mezi s.s. se
tato dvojice geometrickych objekti chova diametralné odlisné. Predpokladejme opét dva s.s. I}
a Fb se vzajemnou homogenni transformad¢ni matici T% a dva libovolné body P a @ jednozna¢né
definujici vektor v = Q — P.

e Transformace souradnic bodu P ze s.s. Fy do s.s. I}
1 2 1 1. p2
Pl P o e B PR
1 1
Tedy:
P'=ri,+R; P’

e Transformace souradnic vektoru v ze s.s. Fy do s.s. I

V=Q P =, R QT R P =R (@ P
Tedy:

vl = Rl . v?

1.2 Reprezentace rychlosti a zrychleni

Rychlost respektive zrychleni bodu P v s.s. F} lze, v zévislosti na jeho rychlosti respektive
zrychleni v s.s. Fy, snadno ziskat ¢asovou derivaci vztahu (1.11):

.1 9 . 9

P ol 7;P77 1 P
[0] ~ 44 [ 5|+ !0] (1.15)
.1 2 . D .- 2

P ol 7;P77 L P 1. P
[0 _ [ 1 }+2T2 [0 LT 0] (1.16)
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kde

Casové derivace translaéniho vektoru 7}, je zfejma a vyjadiuje transla¢ni rychlost respektive
zrychleni s.s. Fy v s.s. F. Je intuitivné jasné, Ze Casova derivace matice rotace R% bezpochyby
souvisi s vektorem thlové rychlosti wa.

Z ortogonality matice rotace (1.1) plyne
R} (R)T =1 — derivaci podle ¢asu — R; (R)T + R} - (Ré)T =0

Zavedenim matice S = R; . (R%)T dostavame S + ST =0 (tedy S je antisymetricka matice).
Casovou derivaci matice rotace R% lze tedy pomoci zatim nespecifikované antisymetrické matice
S vyjadrit jako:

Ry,=S R} (1.17)
Uvazujme nyni konstantni vektor P? (bod P je pevné spojen se s.s. Fy ) a predpokladejme, Ze
se s.s. Iy vzhledem k s.s. I} pouze otac¢i tthlovou rychlosti w% = [ Wr Wy Wy ]T (neposouva
se riQ = konst.) a jejich okamZitou orientaci popisuje matice rotace R%. Tedy ¢asovou derivaci
vektoru P! v s.s. Fy lze psat jako, viz (1.15):

P' =R, P? (1.18)
Ze zékonitosti kinematiky plyne, ze rychlost konstantniho vektoru P? lze v s.s. F) psat takeé
jako:
P'=wlxR,. P> = P =wlxP! (1.19)
Dosadime-li vztah (1.17) pro ¢asovou derivaci matice rotace do rovnice (1.18) a nasledné porov-
name s rovnici (1.19)

P'=S.R,-P2=8.P' <« P =wlxP! (1.20)

je ziejmé, Ze nasobeni vektoru P! matici S je ekvivalentni vektorovému soucinu vektoru thlové
rychlosti wi a vektoru P!. 7 definice vektorového nasobeni tedy plyne tvar matice S:

0 —W, Wy
S=8w)=|w 0 —wy (1.21)
—Wy Wy 0

Zavislosti mezi polohou, rychlosti a zrychlenim s.s. F» vzhledem k s.s. I 1ze pak znézornit pomoci
nasledujicich simula¢nich schémat:

wl(0) Rl R3(0)
51 1 1
Wy w 2 R2
— > J
.1 1 A
712(0) r1,2(0)
.1 7,1 i 7,.1
T1,2 172 1,2 S(w%)
7/
(a) Transla¢ni poloha, rychlost a zrychlent (b) Uhlové zrychleni, thlova rychlost, matice

rotace, viz rovnice (1.17), (1.21)

Obrézek 1.2: Simulaéni schémata generovani polohy s.s. Fy vzhledem k s.s. Fy (parametr (0)
oznacuje poc¢atecni podminky integratori)
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Nékdy byva vhodné tihlovou rychlost s.s. Fy v s.s. F} vyjadfit misto vektoru thlové rychlosti wi

. ] . 5 .17 . . %
¢asovou derivaci Eulerovych thla X = [ a By ] (dle daného schématu rotace, napt. XY7Z).
Tuto transformaci fesi tzv. Fulerovy kinematické rovnice. Piimou ¢asovou derivaci matice R3,

viz (1.9), z definice matice S(w) = R; - (R)T lze ukazat, Ze pro schéma rotace XYZ plati:
wi=H(X) X (1.22)

kde
1 0 sin 8

H(X)= |0 cosa —sinacosf
0 sina  cosacosf

2 Umluvy pro popis kinematiky manipulatori

Pro popis geometrického usporadani ramen a kloubti manipulatori bylo zavedeno mnoho metod.
Ty se pokousi jednoduchou a systematickou cestou rekurzivné definovat souradné systémy repre-
zentujici jednotlivd ramena manipulatoru a jejich vzajemnou polohovou transformaci. Polohova
transformace dvou po sobé jdoucich s.s. zavisi na danych konstantnich geometrickych parame-
trech (zahrnuji geometricky tvar ramen, kloubu a jejich vzajemnou konfiguraci) a kloubovych
soufadnicich © (zahrnuji aktualni polohu kloubti manipulatoru). Mezi nejznaméjsi takové tmluvy
pat¥i tzv. Denavit-Hartenbergova imluva [8] a Khalil-Kleinfingerova imluva [17]. Ob& tmluvy bu-
dou demonstrovany na antropomorfnim manipulatoru se sférickym zapéstim (AM+SZ)(n = 6),
viz [38].

2.1 Denavit-Hartenbergova imluva (D-H)
Dnes snad nejznamé;jsi imluva pro elegantni popis geometrie sériovych manipulatoru. Pfedpo-

kladejme dvé ramena manipuldtoru Link i — 1 a Link ¢, kterd jsou spojena kloubem Joint ¢
s jednim stupném volnosti, viz Obr. 2.1.

JOINT 1-1 JOINT 1= JOINT i+1

Obrazek 2.1: D-H umluva

10
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Definice s.s. F; = {O; — x;y,2;} za predpokladu znalosti s.s. Fj_1 = {O;_1 — x;_1y;_1zi—1} dle
D-H tmluvy je vyjadiena nasledovné:

e Zvol osu z; podél osy rotace, resp. translace kloubu Joint i + 1 a osu 2z} podél osy rotace,
resp. translace kloubu Joint ¢

e Umisti pocatek O; s.s. F; do priseciku osy z; a normaly® os z;_1 a z;. Umisti pocatek 0}
s.s. F! ={0) — zly}z.} do priseciku osy z;_1 a téZze normaly.

e Zvol osu x; a &} podél normaly ve sméru od kloubu Joint i do kloubu Joint i + 1.

e Zvol osu y; a y, tak, aby vysledné s.s. byly pravotocivé.

Lze snadno ukazat, ze D-H tamluva nedefinuje jednozna¢né umisténi s.s. v nésledujicich pripa-
dech.

e Pros.s. Fy = {Op — xoypzo} je uréena jednoznacné pouze osa zo (podle osy rotace, resp.
translace prvniho kloubu manipulatoru Joint 1). Osu xg a pocatek Oy lze proto volit
libovolné. Osa y, je pak urcena tak, aby vysledny systém byl opét pravotocivym.

e Pross. F, = {O0,—x,y,,z,}, kde n je pocet kloubt s jednim stupném volnosti uvazovaného
manipulatoru neni jednoznacné urcena osa z,, nebot kloub Joint n + 1 jiz neexistuje. Osa
x,, vSak musi zustat kolmé k ose z,,_1.

e Pokud jsou dvé po sobé jdouci osy kloubu (z;-1 a z;) paralelni, jejich norméla neni jedno-
znacné definovana (miZe byt libovolné posunuta ve sméru os kloubtt).

e Pokud se dvé po sobé jdouci osy kloubti (z;—1 a z;) protinaji (norméla je nulové délky),
osa x; bude volena tak, aby byla kolmé k roviné definované osami z; 1 a z;. Jeji kladny
smer vsak miuze byt volen libovolné.

Nyni miZze byt vzijemna poloha s.s. F;_1 a F; popséna pouze pomoci ¢ty D-H parametri:

a; ... vzdalenost mezi poc¢atky O; a O/
. . ~ 2 /
di... vzdalenost mezi pocatky O;_; a O;
;... thel mezi osami z;_; a z; dany pootocenim s.s. F podél osy «/
0; ... thel mezi osami x;_1 a x; dany pootocenim s.s. F; podél osy z;_1

Je ztejmé, Ze pro zakladni typy kloubt s jednim stupném volnosti plati:

kloub Joint i je typu P proménné definujici pohyb kloubu je d;, proménné a;, «;, 6; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link i

kloub Joint i je typu R proménnéa definujici pohyb kloubu je 6;, proménné a;, d;, a; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link 4

Transformacni vztah, v nasem pfipadé homogenni transformacni matice v analogickém tvaru

k (1.10), mezi s.s. F;_1 a F; je dan nésledujicim zptsobem.

e Vyber s.s. F;_4

e Posun tento systém podél osy z;_1 o vzdélenost d; a otoC jej okolo osy z;_1 o thel 6; =
dostavame s.s. F. Matice piechodu®:

1 0 0 O co, —so, 0 O cg, —sg, 0 O
; 010 0 se, ¢y, 0 O S c 0 0
i—1 _ 3. N N _ s co,
T, " = Trans(z,d;)-Rot(z, 6;) 00 1 d 0 0 1 0 0 0 1 4
0 0 0 1 0 0 01 0 0 0 1
(2.1)

5 ’ . .. 1% . 2 P 2 -, - s s . P
°norméla os @ a y je spojnice téchto os s miniméalni vzdalenosti svirajici s osami pravy thel
Szkratka cg,, resp. sp, oznacuje cos0;, resp. sin ;. Podobné s(g, +4,) 0znacuje sin(f; + 02)
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e Posuil s.s. F! podél osy @ o vzdalenost a; a oto¢ jej okolo osy @ o thel a; = dostavame
s.s. F;. Matice prechodu:

1 0 0 a 1 0 0 0 1 0 0 a;

y 01 0 O 0 co. —Sa, O 0 co, —Sa, O
T! = Trans(z, a;)-Rot(x, a;) = 001 ollo SZ co;.ll ol = 1o SZ CO;“ 0
0 0 0 1 0 O 0 1 0 O 0 1

(2.2)

e Vyslednad matice prechodu ze s.s. F;_1 do s.s. F; je dana:

Tt =Tt T? = Trans(z,d;) - Rot(z, 6;) - Trans(x, a;) - Rot(z, o) =

co, —80,Ca; 50,5  QiCo,

S50. Cy.Cq; —Ch.Sey; Q559

— K3 K3 K3 2 K3 K3 2
0 Say Ca; d; (2:3)
0 0 0 1

Pfipomenme, Ze matice pfechodu matice (2.3) je funkci pouze kloubovych soufadnic 6; (pro
rota¢ni klouby R) a d; (pro transla¢ni klouby P).

% Piiklad 2.1 (D-H amluva pro AM-SZ)
Obrazek 2.2 znazornuje zavedeni souradnych systému pro jednotlivd ramena AM+SZ.

Obrazek 2.2: Zavedeni soufadnych systémi pro AM+SZ dle D-H amluvy

Geometrické parametry manipulatoru (tzv. D-H parametry), jsou pak dany nésledujici tabulkou:

12
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Joint 1 ‘ d; ‘ a; ‘ o7 ‘
1 Iy | 0 5
2 0 |l| O
3 010 5
4 I3 | 0| -5
5 010 2
6 Iy | O 0

Tabulka 0.1: D-H parametry AM-+SZ

2.2 Khalil-Kleinfingerova amluva (K-K)

Khalil-Kleinfingerova amluva, viz [41], pfedstavuje modifikaci D-H amluvy pro popis souradnych
systému manipulatoru. Predpokladejme opét dvé ramena manipulatoru Link i—1 a Link i, kteréd
jsou spojena kloubem Joint i s jednim stupném volnosti, viz Obr. 2.4. Tentokrate jsou vSak sou-
fadné systémy v jednotlivych kloubech definovany jinym zptsobem. Zatimco v D-H amluvé byl
s.s. Fj, ktery je pevné svazan s ramenem Link i, umistén na konci tohoto ramene, tedy s osou
z; shodnou s osou rotace kloubu Joint ¢ + 1, u K-K timluvy je tento soufadny systém umistén
pifimo na rotac¢ni ose kloubu Joint i. Opodstatnéni takovéto zmény neni pouze ve zvySeni pre-
hlednosti popisu soutadnych systémii, ale predevsim v moznosti popisu komplexnich architektur
manipulatort, jako jsou rozvétvené (tree chains) a uzaviené (closed chains) kinematické Fetézce,
pro které popis prostirednictvim D-H umluvy prinasi komplikace a nejasnosti.

13
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~

/‘ . .
ot 1+ 2

!
!
l
|

Joint i+ 1

Obrazek 2.3: D-H umluva vedouci na nejednoznacnost v definici souradnych systému pfi pouZziti
na rozvétvené kinematické retézce

Pro ilustraci predpokladejme, ze bychom chtéli popsat pomoci D-H tmluvy rozvétveny kine-
maticky Tetézec, viz Obr. 2.3. Je ziejmé, Ze transformace polohy z kloubu Joint i do kloubu
Joint © + 1 vede na definici s.s. Fj, ktery je pevné sprazen s ramenem Link i, a jeho poloha
je dana rotaci 6; respektive translaci d; (spolené s parametry ur¢ujici geometrii ramene a;, a;)
vyvolanou kloubem Joint ¢. Jinymi slovy s.s. F; jednozna¢né urcuje vliv kloubu Joint ¢ na ra-
meno Link i. Toto zdanlivé jednoznacné urceni vsak selhava v okamziku, kdy je tfeba definovat
s.s. v kloubu Joint i 4+ 2 v rozvétvené ¢asti mechanismu. Vyuzijeme-li znovu stejného postupu,
musime definovat s.s. F; = {Oz — T;Y;Zi}, ktery je opét pevné sprazen s ramenem Link 1 a
jeho poloha je dané rotaci (6;) respektive translaci (d;) (spolecné s parametry uréujici geometrii
ramene a;, &;) vyvolanou kloubem Joint i.

Zde se vSak dostavame do sporu, nebot poloha ramene Link ¢ vyvolana jedinym kloubem Joint i
je popséna dvéma ruznymi s.s. Fj a Fj. Nabizi se tak otézka, jaké jsou vlastné kloubové souradnice
kloubu Joint i 7 (0; respektive d; nebo 6; respektive d;)

14
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Obrazek 2.4: K-K amluva

Zavedeme-li nyni soufadné systémy kloubt dle K-K amluvy, viz Obr. 2.4 | definice s.s. F; za
predpokladu znalosti s.s. F;_1 je vyjadfena nasledovné:

Zvol osu z; a z} podél osy rotace, resp. translace kloubu Joint i. (Pro ¢ = 1 neni s.s. F/
definovén.)

Umisti pocatek O; s.s. F; do priiseciku osy z; a normaly os z; a z;41. Umisti pocatek O}
. / S o] . ’ .
s.s. I} do priiseciku osy z; a normaly os z;—1 a z;.

Zvol osu x; podél normaly ve sméru od kloubu Joint ¢ do kloubu Joint i + 1.

Zvol osu y; tak, aby vysledné s.s. byly pravotocivé.

Lze snadno ukazat, ze K-K tmluva nedefinuje jednozna¢né umisténi s.s. v nésledujicich pripa-

dech.

Nyni

Qg ...

Qg ...

di ...
0; ...

Pro s.s. F,, kde n je pocet kloubti s jednim stupném volnosti uvazovaného manipulatoru
n»

je jednoznac¢né urcena pouze osa z,, nebot kloub Joint n 4+ 1 jiz neexistuje. Osa x, muze

byt volena totozné s osou x,,_1.

Pokud jsou dvé po sobé jdouci osy kloubti (z; a z;41) paralelni, jejich norméla neni jed-
nozna¢né definovana (mize byt libovolné posunuta ve sméru os kloubit). Mtze byt volena
tak, zZe parametr d; = 0 nebo d;+1 = 0.

Pokud se dvé po sobé jdouci osy kloubti (2z; a z;41) protinaji (norméla je nulové délky),
osa x; bude volena tak, aby byla kolm4 k roviné definované osami z; a z;1+1. Jeji kladnij
smer vsak miuze byt volen libovolné.

S.s. Fy muze byt volen libovolné, zpravidla jako totozny se s.s. I} pro ;1 = 0, respektive
d; = 0 (nulova poloha kloubu Joint 1).

muze byt vzajemnéa poloha s.s. F;_1 a F; popsana pouze pomoci ¢ty K-K parametri:
thel mezi osami z;_1 a z; kolem normaly x;_;
vzdalenost mezi poc¢atkem O;_; a osou z; (kolma vzdalenost mezi osami)
vzdalenost mezi pocatky O} a O;

thel mezi osami x;_1 a x; dany kolem osy z;

Je zfejmé, ze pro zakladni typy kloubii s jednim stupném volnosti opét plati:
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kloub Joint i je typu P proménné definujici pohyb kloubu je d;, proménné a;, «;, 6; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link 4

kloub Joint i je typu R proménné definujici pohyb kloubu je 6;, proménné a;, d;, a; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link i

Transformaéni vztah (homogenni transformac¢ni matice) mezi s.s. F;_1 a F; je dan nasledujicim

zpusobem.

e Vyber s.s. Fj_1

e Posun tento systém podél osy x;_1 o vzdalenost a; a oto¢ jej okolo osy x;—1 o thel oy =

dostavame s.s. F. Matice pfechodu:

1 0 0 a;

- 010 0
T " = Trans(x, a;)-Rot(x, a;) = 00 1 0
0 00 1

o O O

0 0 0
Ca; —Sa; 0
Sa; Cay 0]
0 0 1

1 0 0 a;
0 coy —5a; O
0 sq; ¢Coy O
0 0 0 1

(2.4)

e Posuil s.s. F podél osy 2z, o vzdalenost d; a oto¢ jej okolo osy 2} o thel 6; = dostavame

s.s. F;. Matice prechodu:

100 0] [cg, —so 0 O
" 010 0 sg, co, 0 O
T; = Trans(z,d;) - Rot(z,0;) = 00 1 d 81 81 1 ol =
(2
0 0 0 1 0 0 01

e Vysledna matice prechodu ze s.s. F;_1 do s.s. F; je déna:

Tl =T T? = Trans(x, a;) - Rot(z, o) - Trans(z, d;) - Rot(z, ;) =

cy; — 5, 0
Ca;80; Ca;CO; —Sa;
50;50; Sa;Co; Cay

0 0 0

—s9, 0 0
, ¢, 0 0
0 0 1 d;
0 0 0 1
(2.5)
a; i
—5Sq.d;
(26
Caidi
1 -

Porovnanim parametra D-H tmluvy, viz Obr. 2.1 a K-K amluvy, viz Obr. 2.4 miZeme vypozo-
rovat fakt, ze D-H parametry [0;, d;, «;, a;] odpovidaji K-K parametram [0;, d;, a1, Git+1]
(vyjma piipadu pro prvni a posledni ¢tvefici parametri, nebot s.s. Fy mize byt volen libovolné

a s.8. F, méa pevné uréeny jen smér osy z).

16



Obsah

Joint 1

NG

Obrazek 2.5: Khalil-Kleinfingerova imluva pro rozvétvené kinematické retézce

Ukazme nyni vyhodu K-K imluvy pro definovéni rozvétvenych architektur. Pro ilustraci predpo-
kladejme stejny piipad jako na Obr. 2.3, vSak se zavedenim soufadnych systému jako na Obr. 2.5.
Transformaci s.s. F;_1 kloubu Link i — 1 do s.s. F; kloubu Link i jiz zname a je dana pouze
4 parametry a;, o, d;, 7, viz rovnice (2.6). Poznamenejme, Ze zminéné s.s. jsou k sobé navza-
jem ve specifické poloze, u¢ené normalou os z;_1 a z;, a tedy postacuji pouze 4 DoF k jejich
vzéjemnému polohovani.

Definujme dale normélu os z;_1 a z;1+1 a s ni souvisejici pomocny soufadny systém

g =10, 1z ]'Hz'—1 12,1, ktery ma osu 'z,_; totoznou s osou z;_; a osu r;_; ve sméru
definované normaly.

Poloha s.s. F;_1 a 'F;_; bude popsana pouze dvojici parametri:
Yit1 ... Uhel mezi osami x; 1 a ;1 kolem osy z;_1

bis1 ... vzdalenost mezi po¢atkem O;_; a pocatkem 'O;_,
Transformacni vztah téchto s.s. je dan pak nasledujicim zpisobem:

e Posun s.s. F;_1 podél osy z;—1 o hodnotu b;;1 a oto¢ jej kolem osy z;_1 o thel v;41 =
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dostavame s.s. 'F;_; Matice piechodu:

100 0 Crins =Sy 00
i 01 0 O Sny, Cry, 0 0
i—1 . . . — . Yi+1 Yi41 —
T, ", = Trans(z,b;11) - Rot(2, viy1) 00 1 biyy 0 0 1 o
0 0 0 1 0 0 0 1
-C’Yi+1 —Syi41 0 0 |
S~ Cy, 0 O
_ Yi+1 Yi+1 (27)
0 0 1 b
0 0 0 1

Nyni je zfejmé, Ze transformace mezi s.s. 'F;_1 a Fj,1 jiz bude ddna zndmou transformacni matici

L
T,

T;j__ll = Trans(x, a;+1) - Rot(x, a;y1) - Trans(z,d;11) - Rot(z,0,41) =

| analogickou jako v rovnici (2.6) s parametry [0;11, dit1, Qit1, @iv1l:

€,y —50,44 0 ai+1
o Cai 119041 Cair1C0i41  —Sougr _Sai+1di+1 (2 8)
Sait150;41  Saigy1€0,11 Cajqq cai+1di+1
i 0 0 1 i

Vysledné matice prechodu ze s.s F;_1 do s.s. F;11 je dana:

i—1 Li—1
T ) Ti+1 =

_ i1
it =Ty

= Trans(z, b;1+1) - Rot(z,vi+1) - Trans(x, a;11) - Rot(x, aj+1) - Trans(z,d;41) - Rot(z,0,11) =

Cyi41C0ir1 — Svi41C0i4150,01 T Cvi4150i01 T Svi41Coit1C0iq Sviv1Saig1 5%+15ai+1di+1 + Crip1 Qit1
Svi41C0; 41 + Crit1Cair150iv1  —Svi41560,41 + Cyit1Caiy1€0;p1 —CriviSaiyr _C'Yi+lsai+ldi+1 + Svip1Ait1
Sai150;41 Sa;1160,11 Caq Cai+1di+1 + bi-i-l
i 0 0 0 1 1

(2.9)

Poznamenejme, Ze stejnym zpusobem lze odvodit transformacni vztahy pro libovolny pocet
kloubii pripojenych na rameno Link i — 1. Je patrné, Ze K-K tmluvu jednoznacné definuje,
narozdil od D-H amluvy, kloubové soufadnice kazdého kloubu.

% Piiklad 2.2 (K-K uamluva pro SM-+SZ)

Obrazek 2.6 znazornuje zavedeni soufadnych systému pro jednotlivd ramena AM-+SZ.

18



Obsah

Obrazek 2.6: Zavedeni soufadnych systéma pro AM+SZ dle K-K amluvy

Geometrické parametry manipulatoru (tzv. K-K parametry), jsou pak dany nésledujici tabulkou:

’Jomti\di\ai\ o ‘

1 [0]0] 0
2 [0]0] 3
3 |0 [k| 0
4 (|0 T
5 |0]0]| -2
6 |0]0] 2

Tabulka 0.2: K-K parametry AM+SZ. Poznamenejme, Ze se nyni v popisu manipulétoru nevy-
skytuji parametry [y respektive l4. Bez jjmy na obecnosti mohou byt tyto parametry
soucasti konstantnich transformaénich matic T respektive T", viz Poznamka 3.1.

*
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3 Polohové zavislosti manipulatora

Polohovymi zavislostmi rozumime vztah mezi kloubovymi © a zobecnénymi X soufadnicemi
manipuldtoru a délime je na dva zakladni problémy:

e piimy kinematicky problém /tloha (PKU)
Tedy nalezeni zavislosti zobecnénych soufadnic X na kloubovych soufadnicich ®. V ci-
zojazycné literatufe ¢asto nazyvany jako direct/forward kinematics problem [19], direct
geometric model [40].

e inverzni kinematicky problém /tloha (IKU)
Tedy nalezeni zavislosti kloubovych souradnic ® na zobecnénych soutadnicich X. V cizo-
jazycné literature ¢asto nazyvany jako inverse kinematic problem [19], inverse geometric

problem [40].
Pro lepsi orientaci v textu zavedme néasledujici znaceni pro kloubové soufadnice manipulatoru:

T

O=[v ... V| (3.1)

kde
¥y = 0; (Joint i je typu R) a 9; =d; (Joint i je typu P)

3.1 Primy kinematicky problém pro sériové manipulatory

Piimy kinematicky problém pro sériové manipulatory neptedstavuje vazné komplikace a pro
jeho TeSeni lze s vyhodou vyuzit amluvy pro popis manipulatora z Kapitoly 2, nebot kazda
transformadni matice Tz_l zévisi primo na aktivni kloubové souradnici 9;.

Pfimé kinematickou tloha pro n aktivnich kloubt sériového manipulatoru lze tak formulovat ve
tvaru:

T, (0) = ﬁTé*l(m) (32)
i=1

kde transformacni matice T~ *(¥;) jsou dany dle pouzité imluvy p¥fmo rovnicemi (2.3) nebo (2.6).

Je tedy zfejmé, ze piima kinematickd tloha pro sériové manipuldtory ma vzdy analytické
FeSeni.

B Poznamka 3.1 (Kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru)

Z praktického hlediska je vyhodné definovat jesté dva dalsi s.s., a to s.s. zakladny (rdmu) manipu-
latoru Fy = {Op — xpyp 2z} a s.s. koncového efektoru Fr = {O. — xy ze}. Je ziejmé, Ze s.s. jsou
nezavislé na poloze kloubii manipulatoru, a lze je tedy vyjadrit vzhledem k poloze s.s. prvniho
Fy a posledniho F;, kloubu konstantnimi maticemi pfechodu Tg a T?”, viz Obr. 3.1. V technické
praxi tyto matice pfedstavuji vétsinou kompenzaci umisténi konkrétntho manipulédtoru na vy-

robni lince (Tg) ¢i kompenzaci polohy pracovniho nastroje na koncovém efektoru manipulétoru
(T?).

Vysledné matice prechodu T' f;(@) zévisejici na poloze kloubovych souradnic ® respektujici i vyse
uvedené kompenzace polohy bude mit tak nésledujici tvar:

|
b | anb
Th©) =T} 70 " = | e | The (3.3)
|
ER
kde
R=[ o 2] (3.4)

20



Obsah

je matice rotace a 7’2,6 = OZ — Og = Olcf je translac¢ni vektor s.s. F, vzhledem k s.s. Fj,.

Yy Pohybliva vazba
0 (transformace T2(©))

Pevnd vazba
2 (kompenzace T¢)

Zn, \ Ye
\\\g Pevna vazba
(kompenzace T")\ () e >
/ \O n Le

Yn

Ty

Obrazek 3.1: Princip kompenzaci manipulatoru

Poznamenejme, Ze vektor zobecnénych souradnic manipulatoru X lze ziskat z transformacni
: bk
matice T'p napf, jako:

X =[R. O ]| matice rotace + translacni vektor (3.5)
X=[a 8 ~ (OYHT ]T Eulerovy thly (z RY) + translaén{ vektor
. atd.

Pfimy kinematicky problém lze tak s vyuZzitim rovnice (3.2) interpretovat jako nelinearni vektoro-
vou transformaéni funkei parametrizovanou navrhovymi parametry manipulatoru & (v literatuie
Casto oznacovana jako geometrickd omezeni manipuldtoru):

X =G(®), kde G=G(£) (3.6)

% Piiklad 3.1 (P#ima kinematicka aloha pro SM+SZ)
Pfima kinematicka tloha SM+SZ pro domovskou (® = 0) a obecnou polohu koncového efektoru
manipulétoru (bez kompenzace T) = T = I):

. 1 0 0 1
®©=[000000] = X=|0 -1 0 0
0 0 -1 —03

(051 033 079 1.28
= X =[-020 094 —027 0.96
|—084 —0.02 055 2.29

]T

INE
wlx
ENE
wx
wx
[SIE
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(a) Domovska poloha (b) Obecna poloha

Obrazek 3.2: Pfima kinematicka tloha pro SM+SZ (model v SimMechanicsu)

3.2 Inverzni kinematicky problém pro sériové manipulatory

Formulace inverzniho kinematického problému plyne pfimo z rovnice (3.6). Polohu kloubovych
soufadnic ® lze pro danou polohu koncového efektoru X stanovit jako:

e =G61X) (3.7)

Nalezeni inverze nelinearni vektorové transformaéni funkce G~! je v obecném pifpadé velmi
slozité, nebot ve funkci G se, diky transformad¢ni matici Tg, vyskytuji souCty nésobki a mocnin
¢lenu sin 1;, cos ;.

Uvazujme obecny neredundantni sériovy prostorovy manipulétor se vSemi 6 stupni volnosti kon-
cového efektoru, a tedy pravé 6 kloubovymi souradnicemi @ = [ Y1 ... Vg ]T. JelikoZ zobec-
nény vektor soufadnic X ma v prostoru maximalné 6 nezavislych proménnych (napf. 3 Eulerovy
thly a vektor translace koncového efektoru) je ziejmé, ze Feseni inverzni kinematické 1lohy pro
obecny neredundantni manipuldtor vede na soustavu 6 nelinedrnich rovnic pro 6 nezndmijch.

Metody pro nalezeni feSeni inverzni kinematické tlohy pro sériové manipulétory lze rozdélit
v podstaté do nasledujicich skupin, které budou struc¢né zminény v nasledujicich kapitolach:

e Primé analytické feSeni jednoduchych architektur manipulatort

e Specializované metody pro feSeni konkrétnich variant architektur manipulatori (omezené
usporadani kloubu danych typi)

e Metody pro Feseni obecnych architektur manipulatoru
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3.2.1 Primé analytické reseni jednoduchych architektur manipulatora

Vyuziva se zejména pro jednoduché konstrukce manipulatori, kde je mozné s urcitou davkou
zkuSenosti a matematické intuice relativné snadno nalézt inverzni kinematickou transformaci
G~ !(X). Metody piimého analytického fegeni byvaji aplikovany na jednoduché planarni & pro-
storové manipulatory, viz Priklad 3.2, 3.3.

% Piiklad 3.2 (Transla¢ni ¢ast AM+SZ z Obrazku 2.2)
Zobecnéné soutradnice transla¢ni ¢asti AM+SZ definujme jako (predpokladejme Th =1 = Fy =
F,, zadna kompenzace polohy zakladny manipulatoru):

T
_ .0 "0 _ 0 0 0
Xiran = ToE = Of = OEJc OEy 0 e ]

Obrazek 3.3: Translaéni ¢ast AM+SZ (zavedeni s.s. dle D-H umluvy, viz Pfiklad 2.1)

Vsimnéme si, ze feSeni IKU pro translacni ¢ast AM+SZ, 1ze rozdélit na dvé faze.

Pro kloubovou souradnici #; budou diky umisténi kloubu zfejmé existovat dvé feseni ve tvaru:
61 = atan2 (O}, O%U) (3.8)
01 = atan2 (O%m, O%U) + 7 (3.9)

Tim jsme problém pievedli na fegeni IKU planarniho sériového manipulatoru typu RR (PSM-

RR) se dvéma DoF, jehoz schématické usporadani je znazornéno na Obréazku 0.4(a). Zobecnéné
soufadnice PSM-RR definujme jako:

1 1 1 T
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kde X s, lze diky znalosti kloubové souradnice 6y ziskat z Xyyqy jako
Op = (T}(61) ™" - OF
kde matice pfechodu T9(6;) je dana rovnici (2.3) a hodnotami z Tabulky 2.1.

25F

Joing 1

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

(a) Schématické usporadani PSM-RR, (b) Dvojice moznych feseni IKU pro riizné polohy ©

Obrazek 3.4: IKU pro planarni sériovy manipulator typu RR

Resenf PKU pro PSM-RR lze psat:

5 *x k% 138(92+93) + l2692
ri©) =[]0y Th= |7 T 7 _lgc(‘)?*%“’) + lase, (3.10)
= 000 1
kde ‘
0
I L0
T?]’; = | )
L
00 0"l

je konstantni kompenzacni matice polohy koncového efektoru a matice prechodu T;fl(ei) jsou
opét urceny rovnici (2.3) a hodnotami z Tabulky 2.1.

Poloha koncového efektoru PSM-RR je tedy déna jako:

0%} [35(05+05) + 120,
Xpsm = T}E[l : 3, 3] = OEy = —130(92+93) + 12892
0 0

IKU pro PSM-RR lze potom fesit nasledovné:

Umocnénim a seCtenim prvku O}El a O}Ey dostavame, s vyuzitim souc¢tovych goniometrickych
vzorcu, hodnotu kloubové souradnice 6s:

(OR,)? + (Op,)? = 15 + 15 + 2al3s0,
(Op,)” +(0g,)” 15— 13

= 3.11
803 2l2l3 ( )
Sgy + gy = 1= coy, = £4/1— 53, (3.12)
03 = atan2 <803> (3.13)
Coq
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ReSenim soustavy rovnic, opét s vyuzitim souctovych goniometrickych vzorci,
1
Og, = 13¢(p,105) + 12¢0,
1
OEy = —l38(92+93) + l2892
pro nezndmé Sy, , cg,, dostdvame hodnotu kloubové souradnice 6s:

lgcgsOlEZ + (12 + lgSgg)O}Ey
S, =
* =T (OL7+ (O,
(lQ + l3593)011Ez — 130930}%
1 )2 1 )2
(Op,)* +(Og,)

09 = atan2 <802>
co,

Co, =

(3.14)

Ze vztahu (3.12) je ziejmé, Ze IKU pro PSM-RR mé dvé feeni, viz Obréazek 0.4(b). Pozname-
nejme dale, 7e feseni IKU existuje pouze za predpokladu —1 < sy, < 1, viz rovnice (3.12). Pro

mozné umisténi koncového efektoru tak plati (po jednoduchych upravach) nerovnost,

12 - l3 S HXpsmH S 12 + 13

ktera definuje pracovni prostor manipulétoru.

Je tedy ziejmé, ze IKU pro translaéni ¢ast AM+SZ mé celkem 4 riizné feSeni (dvojice feseni pro

kloubovou soufadnici #; a dvojice FeSeni pro PSM-RR), viz Obrazek 3.5.

cosf3 >0 cosfz <0

61

Xtran
0+

Obréazek 3.5: Mozna feseni IKU pro transla¢ni ¢ast AM-+SZ

% Piiklad 3.3 (Sférické zapésti AM+SZ z Obrazku 2.2)

*

Zobecnéné soufadnice sférického zapésti AM+SZ definujme jako (pfedpokladejme TS = T =

Fs = F,, zadna kompenzace polohy koncového efektoru manipulatoru):

X,. = Rg = [&f yi =)
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sinfs > 0

Joint 5

sinfs < 0

Joint 4

Joint 5

(a) Schématické sférického zapésti (zavedeni s.s. dle D-H (b) Dvé moznéa feSeni IKU sférického za-
amluvy, viz Priklad 2.1 pésti

Obrazek 3.6: IKU sférické zapésti

Regeni PKU pro sférické zapésti lze psat:

|
6
O3 .
3 _ R6 6 — i—1/p.
T = | =77 ') (3.15)
I
0 0 0'1
kde s 3 3
Co,CO5Chs — S0,50 —CO4CO5CO5 — S0,C06 CO,505 n, S; a;
3 _ A 3 3 3
Rg = | se,co5 +Co,505  —50,C05505 + C0,Co5 50,505 | = ng sg ag (3.16)
— 505 Ch, 50550, Cos n, s, ag

a matice prechodu Tifl(ﬁi) jsou opét uréeny rovnici (2.3) a hodnotami z Tabulky 2.1.

Ze soustavy rovnic (3.16) lze odvodit, ze se IKU pro sférické zapésti rozpada na dvé fesent, viz

Obrazek 0.6(b).

Umocnénim a se¢tenim prvki a a az dostavame:
312 3\2 _ 2
(@2)" 4 (ay)" = s, = sp; = F4/(a)* + (a})?

L. Pro sg, = +,/(a3)? + (a3)* >0 = 05 €< 0, 7 >

6, = atan2(sg, se,, co, So;) = atan2(sg,, cos) = atanZ(ag, al) (3.17)

05 = atan2(sy,, cg,) = atan2(y/(a3)? + (a3)?,a?)

» Tz

06 = atan2(sp, Sg,, —(—S0,Co,)) = atan2(sg,, coy) = atan2(s§, —nﬁ)

2. Prosg; = —/(a2)? + (a3)* <0 = 65 €< —7, 0>

0, = atan2(sg, (—sg, ), co, (—50;)) = atan2(sy,, cos) = atan2(—a>, —a3) (3.18)

yr e
05 = atan2(sg, cg;) = atan2(—,/(a3)? + (a3)?, a3)
3 3)

06 = atan2(—sp, Sg,, —(Se5Co,)) = atan2(sg,, cp,) = atan2(—s2,n;
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*

Systematické feseni IKU pro jednoduché manipulatory, pro které plati, ze vétsina D-H respektive
K-K parametrii a;, d; jsou nulové a a;, 0; jsou nulové ¢i rovné +7, popsal Richard P. Paul,
viz [33]. Jeho metoda v podstaté zobeciiuje feseni IKU demonstrované v Piikladech 3.2 a 3.3
a v literatufe je Casto nazyvana jako Paulova metoda (Paul method). Metoda je zaloZena na
mySlence postupného vyjadifovani kloubovych souradnic ¥; z celkového kinematického popisu
manipulatoru daného rovnici PKU, nasledujicim postupem:

e Vypocet matice pfechodu T?L ze zobecnénych souradnic X, viz Kapitola 3.1. Ziskavame
tak soustavu 12 nelinearnich rovnic pro n neznamych (3.2):

T0 = T9W) - T5(92) - -+ - - 71 (3.19)

e Pienasobenim rovnice (3.19) zleva matici prechodu (T9(191))~" dostavame:
To(01) - Ty, = T3(Va) - T3(93) -+ T3 (Un) (3.20)
Leva strana rovnice (3.20) je pak zavisla pouze na kloubové souradnici 91, kterou se poku-
sime vypocitat.

e Pienasobenim rovnice (3.20) zleva matici prechodu (T'3(192))~" dostavame:
T3(9) - To(0h) - Ty, = T3(93) - Ti(J3) -+ T3 (V) (3.21)

Leva strana rovnice (3.21) je pak zavisla pouze na kloubové souradnici ¢9 (¢ jiz zname),
kterou se pokusime vypocitat.

e Analogickym zpisobem se pokusime postupné dopocitat vSechny zbyvajici kloubové sou-
fadnice ¥;, i =3...n

Bylo experimentalné ukazano, ze pro celou fadu prumyslové pouzivanych manipulatort degene-
ruje IKU pomoci Paulovo metody na Feseni 8 zékladnich typi rovnic uvedenych v Tabulce 0.3,
jejichz analytické FeSeni je zndmé (zde jej vak dale neuvadime a lze nalézt spoleéné s konkrétnim
piikladem (feseni IKU pro AM+SZ) napi. v [40]).

Typ 1 X-di=Y
Typ 2 X 59, +Y -cy, =2
Typ 3 Xy -89, +Y1-co = 23
Xo -89, +Ya-cop, = 2o
Typ 4 X1-dj-sp, =11
XQ'dj’Cgi:}/Q
Typ 5 X189, =Y1+ 21 -d;
XQ'CQi:YQ—i_ZQ'dj
Typ 6 Wsp, =X -co+Y -89, + 21
W‘ng:X'CQi—Y'SQi—i—ZQ
Typ 7 Wl'ng+W2’59]-:X'Cgi+Y'Sgi+Z1
Wl'ng—WQ'ng:X‘Sgi—Y'Cgi—i-ZQ
Typ 8 X~Cgl. —I—Y'C(gﬁ_gj) =7
X 59, +Y 56,10, = 22

Tabulka 0.3: Typické rovnice feSené pii pouziti Paulovy metody, kde 6; resp. d; jsou kloubové
souradnice kloubu typu R resp. P a X;, Y;, Z;, W; jsou realné koeficienty zévislé
na D-H & K-K geometrickych parametrech manipulatoru
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3.2.2 Specializované metody pro reseni konkrétnich variant architektur manipulatori

V primyslovych aplikacich se velmi ¢asto vyskytuji sériové manipulédtory, jejichz architektura je
navrzena takovym zptsobem, aby byl vypocet IKU co mozné nejvice usnadnén. Jedna se zejména
o pripady, kdy je mozné dany manipulator vhodné dekomponovat na vice funkénich celki a
IKU fegit pro kazdy celek samostatné (napf. prostiednictvim pifmych analytickych metod, viz
kapitola 3.2.1). Vypustime-li jednoduché pravotihlé (portalové) manipulatory, pro které je IKU
trividlni, drtivou vétginu manipulatori v prumyslu tvofi pravé antropomorfni manipulétor se
sférickym zépéstim.

* Piiklad 3.4 (IKU AM+SZ z Obrazku 2.2)
Necht

X=[z yb 2 O] (3.22)
jsou zobecnéné souradnice manipulatoru se zavedenymi s.s. dle D-H amluvy, viz Priklad 2.1.

Je zfejmé, ze smérové vektory os a pocatek s.s. Fg vzhledem k s.s. Fy lze ziskat z X pomoci
kompenzaénich matic T a T jako:

[
0 0 0 0 b b b1 b
Lg Yg =4 : 06 — (Tg)_l LTe Ye Ze : Oe . (TS)—l (323)
0 0 0'1 0 0 0'1

Zobecnéné souradnice transla¢ni ¢asti manipulédtoru z Piikladu 3.2 Ize potom vypocitat jako:
Xipan =0% =0=02 =03 — 1, - 20 (3.24)

Ziskavame tak TeSeni pro kloubové souradnice 61, 05 a 03.

Zobecnéné soutadnice sférického zapésti z Piikladu 3.3 nyni lze spocitat jako:

X =R} = (T5(61, 0, 03)[1:3,1:3)7 - [ 2} i =20 ] (3.25)
R} RY
kde
3 .
TS(01, 0, 03) = [[ T3 '(9)
=1

a matice prechodu T (6;) jsou uréeny rovnici (2.3) a hodnotami z Tabulky 2.1.

Ziskavame tak feSeni pro zbyvajici kloubové soufadnice 64, 05 a 0g. IKU pro AM+SZ ma tedy
celkem 8 riznych feSeni (4 pro translaéni ¢ast krat 2 pro sférické zapésti). *

Metodu feseni IKU AM+SZ pomoci vhodné dekompozice na translaéni ¢ast (obecné feseni po-
lohové rovnice) a sférické zapésti (obecné feSené rotacni rovnice) ukazanou v Piikladu 3.4 lze
zobecnit pro dva zakladni typy architektury manipulatorii se 6 DoF, viz [16]. Uvedme dale jen
néstin feSeni, podrobné&jsi popis lze nalézt napiiklad v [40].

Manipulator obsahujici sférické zapesti v libovolné casti kinematického retezce
Mozné varianty kinematického retézce:

XXX(RRR), X(RRR)XX, XX(RRR)X, XXX (RRR), kde (RRR) oznacuje sférické za-
pésti a X oznacuje kloub typu P nebo R.
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. Joint m-1

em—l

Obréazek 3.7: Sférické zapésti (obecny piipad)

Nastin metody:

Predpokladame-li popis s.s. manipulatoru pomoci K-K tmluvy, viz Priklad 2.2, trojice po sobé
jdoucich kloubtu Joint m — 1, Joint m a Joint m + 1, kde 2 < m < 5, tvoii sférické zapésti,
pokud pro K-K parametry plati nasledujici, viz Obrazek 3.7:

m = dpm = apy1 =0
Sam 7 0 (3.26)
Sami 7 0

Je zfejmé, ze pocatky s.s. Fi,—1 a Fj, jsou shodné a nezavislé na kloubovych soufadnicich sfé-
rického zapésti 0,1, Om, Omy1. Polohu téchto pocatktt muzeme tedy vyjadfit vzhledem k s.s.
F,—9 jako:

Qm—1

_ _dm_lsam—l
= | pmsen (3.27)

1

m—2

_ o O O

Rovnice (3.2) 1ze tedy psat s vyuzitim rovnice (3.27) jako (matice prechodu T lze opét vypocitat
ze zobecnénych souradnic manipulatoru):

T - ijr% Tt =1 (3.28)
0
0 Om_2 0 6 0

T - [ nl"b—l ] =Ts- Tm+1 -Trans(z, —dp+1) - 0 (3.29)
1

Rovnice (3.29) se nazyva polohovou rovnici, nebot zavisi pouze na kloubovych soufadnicich, které
neprislusi sférickému zapésti v1,...,9m—2 a Ip11,...,06. Zlejmé tedy plati:

T?n—Z - Tgn—2(1917 s 779m—2) a Tng_l = Tﬁl—i-l(qgm-‘rla ce ,196)

kde ¥; je kloubova soufadnice kloubu typu P respektive R, viz (3.1).
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Lze ukazat, Ze rovnice (3.29) vede na FeSeni 6 typt rovnic, jejichZz analytické feSeni je opét znamé.
Prvni tfi rovnice jsou shodné s rovnicemi typu 1, 2 a 3 z Tabulky 0.3 a zbyvajici tii typy rovnic
jsou uvedeny v Tabulce 0.4. Po¢et moznych feSeni je roven Ctyfem.

Typ 9 azd% +a1d; +ap =0
Typ 10 a4d§1 + agd? + agd? 4+ a1d; +ag =0
Typ 11 a4s§i + ascy, sg, + asce; + aisg, +ap =0

Tabulka 0.4: Dalsi typické rovnice pouzité pii feseni IKU manipulatoru se sférickym zapéstim,
kde 6; resp. d; jsou kloubové souradnice kloubu typu R resp. P a a; jsou reilné
koeficienty zavislé na K-K geometrickych parametrech manipulatoru

Z rovnice (3.28) je mozné vzhledem k (1.10) odvodit zavislosti pro rota¢ni matice jednotlivych
soufadnych systémi:
R) , -R™?% Ry = R) (3.30)

Rovnice (3.30) se nazyva rotacni rovnici, nebot, pro nyni jiz znamé hodnoty kloubovych souradnic
nepifslusejicim sférickému zapésti (matice RV, 5 a Rg”l jsou konstantni matice), zavisi pouze
na kloubovych souiadnicich sférického zapésti:

Rz;% = Rﬁ;%(@m_l, ema em—i—l)

Lze ukazat, Ze rovnice (3.30) vede na feSeni rovnic typu 2 a 3 z Tabulky 0.3. Po¢et moznych
FeSeni je roven dvéma.

Manipulator obsahujici 3 klouby typu P a 3 klouby typu R v libovolném usporadani
Mozné varianty kinematického retézce:
PPPRRR, PPRPRR, ... + dalsich 18 kombinaci.

Nastin metody:
Ozna¢me klouby typu R jako Joint i, Joint j a Joint k a klouby typu P jako Joint i, Joint j’
a Joint k.

Je ziejmé, ze klouby typu P nemohou jakkoliv ovlivnit orientaci koncového efektoru manipulé-
toru. Rotacni rovnici miuzeme tedy odvodit z rovnice (3.2) opét s vyuzitim (1.10) jako:

R)(0;) - Rj(0;) - Ry(0x) = Ry (3.31)

Lze ukazat, Ze rovnice (3.31) vede na podobné feSeni jako rotacni rovnice (3.30). Stejné tak i
pocet feSeni je roven dvéma.

Polohovou rovnici lze psét jako:
TY(div) - Tj(dy) - T§ = T4 (3.32)

Vzhledem k tomu, Ze matice pifechodu v rovnici (3.32) jsou zavislé pouze na kloubovych soufadni-
cich kloubi typu P (kloubové soufadnice 6;, 8, 6, kloubt typu R zname z FeSeni rovnice (3.31)),
nevyskytuji se v této polohové rovnici zadné ¢leny typu sin, cos a rovnice je tak soustavou line-
arnich rovnic v neznamych d;/, dj;:, dy.
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3.2.3 Metody pro reseni obecnych architektur manipulatorti

Pod obecnou architekturou manipulatoru se 6 Dof rozumime manipulétor se 6 klouby typu P
respektive R s libovolné orientovanymi osami translace respektive rotace. D-H ¢i K-K geometrické
parametry mohou tedy nabyvat libovolnych realnych hodnot. Dnes nejzndméjsi obecnou metodou
pro feseni IKU takovych manipulatori je Raghavan-Rothova metoda (Raghavan-Roth method),
viz [32].

Nastin metody (pro sériovy manipulator se 6 klouby typu R):
Rovnice (3.2) lze prepsat nasledovné:

TY(01) - T3(62) - T3(05) - T5(04) = T - T5(06) - T3(05) (3.33)

Prvky matice na pravé strané rovnice (3.33) jsou funkcemi pouze kloubovych soufadnic 05, 0 a
prvky na levé strané kloubovych souradnic 61, 0, 03, 64, coz vyrazné usnadiiuje dalsi symbolické
vypocty. Lze ukazat, ze porovnanim vhodnych piislusejicich si prvka matic na levé a pravé strané,
rozsifenim soustavy rovnic o pridavné rovnice a nasledném zjednoduSeni, dostdvame soustavu
rovnic, jiz nezavislou na 6, (formalné shodnou s linedrnim soustavou rovnic):

A X1=B'Y (3.34)
kde
T
X = [ 50,505 S05C05 C05,505 C0,C05 S0, Coy S5 Cos 1 ]
T
Y = [ 505505 S0sC0s C0s505 C05Cos S0s Cos S0 Cog ]

A je matice [14 x 9] s prvky danymi linearni kombinaci funkci s, , cg,
B je konstantni matice [14 x 8]

Za ucelem eliminace 65 a 6g lze rovnice (3.34) rozdélit nasledovné:

Ay . B, A - X1=B,'Y
[Az].Xl_[fﬁ]'Y 7 A X, =B, Y (3:35)

kde A; je matice [6 x 9], A2 je matice [8 x 9], B; je matice [6 x 8] a By je matice [8 x §].

Eliminaci Y dostavame rovnici:
D - X1 = 0gx1 (3.36)

kde D = [A; — By - B;' - Ay] je matice [6 x 9] zavisla pouze na linearni kombinaci sp, a cg, .

Dosazenim zname substituce, viz [31]

2z,
; S0; = 2
r; = tan — = izé , proi=1,2 3 (3.37)
2 cp, = 1+:1312
do rovnice (3.36) dostavame rovnici:
E- X5 =06 (3.38)

kde Xy = [ 2323 x3w3 a3 w923 wows my x3 w3 1 ]T a E je matice [6 x 9] jejiz prvky
jsou kvadratickymi funkcemi v proménné x.

Z rovnice (3.38) lze eliminovat xy a x3 tzv. dyalitickou eliminact, ktera je zalozena na nasledujicim
postupu. Vynasobenim rovnice (3.38) proménou xs dostavame rovnici:

E - X3 =04y (3.39)

kde X3 = [ 2323 3wy a3 2323 23wz 23 xowd woxs o .
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Kombinaci rovnic (3.38) a (3.39) dostavame soustavu rovnic:
S X = 01241 (3.40)

T . :
kde X = [ w313 xdxs w3 232% 23wy 2% woxd xems mo 2% w3 1 ] a S je matice
[12 x 12] jejiz prvky jsou opét kvadratickymi funkcemi v proménné x; a plati:

E  0Ogx3
S p—
[06x3 E

Vzhledem k tomu, Ze X # 012471 soustava rovnic (3.40) ma netrividlni feSeni, a to pouze za
predpokladu:
det(S) =0 (3.41)

Raghavan ukazal, Ze det(S) = 0 je polynomem stupné 24 v proménné z; a ma jediny spoleény
faktor (2 4+ 1)* vedouci na komplexni koteny. Rovnice 3.41 lze tedy psat:

det(8) = f(z1)(z? + 1) =0 (3.42)
kde f(z1) je polynom stupné 16 s redlnymi kotfeny (nékdy v literatufe nazyvan jako charakteris-
ticky polynom manipuldtoru).

Je tedy ziejmé 7ze obecny 6R manipulator méa maximalné 16 riznych feSeni IKU. Kloubové
soufadnice jsou postupné vypocitany pro vsechny kofeny xi,, ¢ = 1, 2, ... polynomu f(z;)
nasledovné:

e 1o, a x3, lze ziskat FeSenim soustavy linearnich rovnic (3.40), nebot S(z1,) je numericka
matice a obecné plati rank(S(z1,)) = 11 (FeSime tak soustavu 11 rovnic pro 11 neznamych).
Zpétnou substituci (3.37) ziskavame kloubové souradnice 60y,, 02, a 63,.

e Substituci 6y,, 6a,, 03, do rovnice By - Y = Ay - X1 z (3.35) dostavame soustavu 8 li-
nearnich rovnic pro 8 neznamych v Y. Kloubové souradnice 05, a 0, 1ze pak vypocitat
prostiednictvim funkce atan2(x).

e Preorganizovanim rovnice (3.33) a substituci 6y,, 02,, 03,, 05,, 05, dostavame
T3(01) = T5(03) - T5(02) - Tg(61) - T - TS(0s) - T3(65)
a vzhledem k (2.6), pro popis s.s. podle K-K amluvy, lze posledni kloubovou soufadnici
vypocitat z prvki T5(04)[1,1] a T3(04)[1,2] opét pomoci funkce atan2(x).
Metodu je mozné v mirné pozménéné podobé aplikovat i na manipulatory s klouby typu P.
Poznamenejme, Ze pro manipulator nachézejici se v singularni poloze se v matici S objevuji line-
arné zavislé radky, tloha potom nemé4 feSeni. Naopak linedrné zavislé sloupce se mohou v matici
S vyskytovat pro specifickou kombinaci K-K ¢ D-H geometrickych parametri manipulatoru.
V takovém piipadé je tfeba zménit prvky matice, které se porovnavaji v rovnici (3.33), pFipadné
tuto "startovaci"rovnici zvolit jinym zpusobem, existuje celkem 6 moznych variant:
-7 T3 T =T, TS T}
1 2 3 d 1 g0 6
2 3 4 s 2 gl 0
T5:-Ty T5 - Tg=T7-T T
T} T3 T3 -To=T5 T T
4 5 6 0 4 3 2
5 6 0 1 5 4 3
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Regent IKU pro specifické hodnoty geometrickych parametru (konkrétni kombinace kloubt) za-
lozené na modifikace Raghavanovy metody je podrobné diskutovano napt. v [39]. Efektivni im-
plementaci obecné Raghavanovy metody s ohledem na vypocetni naro¢nost, stabilitu a potlaceni
numerickych chyb lze nalézt v [21].

Poznamenejme, Ze z obecného pohledu je tedy Feseni IKU pro sériové manipulatory prevoditelné
na problém Feseni soustavy polynomialnich rovnic. Raghavanova metoda tento problém dale pie-
vadi na hledani kofenu polynomu n-tého stupné. Alternativnim pfistupem se dnes stava pomalu,
ale jisté se rozsifujici metoda Grébnerovijch bdzi, zalozena na principu pirevodu soustavy poly-
nomialnich rovnic na ekvivalentni soustavu, jejiz feSeni lze vypocitat postupnym dosazovanim
diléich vysledki (napf. jedna rovnice soustavy je polynomem v jedné proménné, atd.). Nazorny
piiklad s vyuzitim pravé Grobnerovych bazi pro PSM-RR z Prikladu 3.2 1ze nalézt v [4]. Regent
IKU pro obecny sériovy manipulator z Kapitoly 3.2.3 pak napf. v [42].
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