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Kapitola 1
Uvod

1.1 Robotika jako vyznamny obor mechatroniky

Nézev "mechatronika"byl poprvé pouzit v roce 1969 japonskym inZenyrem firmy Yaskawa, kteréa
vyréabi elektrické servopohony a dalsi automatiza¢ni techniku. Mechatronika sjednocuje principy
mechaniky, elektroniky, optiky, informatiky a automatického fizeni za i¢elem konstruovani jedno-
dussich, u¢innéjsich a spolehlivéjsich systémii. Nazorny diagram obort mechatroniky, jejich vza-
jemny vztah a mozné aplikace jsou znézornény na Obrazku
Nedilnou soucasti mechatroniky je bezpochyby i obor
zvany robotika, neboli nauka o robotech. Robotika je
dnes velmi rozsifenou védni disciplinou, nebot se stou-
pajicimi moznostmi vypocetni techniky a schopnosti
lidi vyrabét velmi presné a relativné dokonalé mecha-
nické konstrukce, ziskidva robotika své neodmyslitelné igi Control

misto prakticky ve vS8ech oborech lidské ¢innosti. Ro- secons

botika v sobé ukryva v podstaté cely proces "zrozeni Elecironic
"robott od névrhu jejich konstrukce, navrhu vhod- Systems
ného algoritmu Fizeni, providéni simulaci, vlastni re-
alizace, az po finalni uvedeni do provozu. Roboty lze mechanis

ze své podstaty délit na dvé zékladni skupiny.
. . . . . . B ’ Mechanical
Prvni z nich jsou tzv. manipuldtory. Pivodnim cilem Systems

konstrukce manipulatori bylo zhotovit nejprve me-
chanicka, pozdéji elektromechanicka, zafizeni, ktera
budou schopné zesilovat ¢i zpfeshovat praci ¢lovéka.
Do této kategorie spadaji napiiklad rtzné pakové a
kladkové mechanismy, bagry, nakladace, atd. Z postu-
pujicim vyvojem vsSak manipuldtory ziskdvaly své misto v celé fadé primyslovych aplikaci jako
programovatelné, plné automatické, pfesné a rychlé zarizeni, které netinavné a bezchybné na-
hrazovaly praci ¢lovéka ve skladech (zakladaci, prerovnévaci, tf¥idici manipulatory), na vyrob-
nich linkdch (manipulatory typu pick and place), v priamyslovych procesech (pfesné svarovéni,
brouseni, lakovéani), pfi praci v nebezpeénych prost¥edich (mobilni roboty pro prazkum prostor
s nebezpecim vybuchu ¢i otravy, mobilni roboty pro prizkum vesmirnych téles ¢ roboty vyvi-
nuté specialné pro armadni acely), manipulatory vyuZivané v lékafstvi (pfesné laparoskopické
chirurgické operacni roboty, napf. operacni roboticky systém Da Vinci, s jehoZ pomoci chirur-
gové provadéji dlouhotrvajici slozité zakroky v téle pacienta, pricemz zatiZzenim pacienta, stejné
tak jako pfipadné chyby zplsobené tinavou operatéri, jsou minimalizovany. Opera¢ni systém Da
Vinci vlastni od roku 2005 i prazska nemocnice Na Homolce.)

Obrazek 1.1: Mechatronika

Do druhé velké skupiny patii tzv. humanoidni roboty, neboli roboty podobné ¢lovéku nejen
svym vzhledem, ale i projevem uréitého stupné inteligence. Vyvoj takovychto "inteligentnich"a
vysoce autonomnich strojui je dnes vniméan jako Spicka a jeden z hlavnich cilu v oblasti robo-
tiky. Nicméné, i pres fadu zdarilych prototypu téchto robott (humanoidni robot PETMAN pro
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testovani vojenskych protichemickych obleki, ¢i plné autonomni 4-nohy robot BigDog, oba z Bos-
tonské university [9]) je cil zkonstruovat robota s inteligenci a pohybovou dispozici srovnatelnou
lidské stale jesté velmi daleko.

1.2 Robotické manipulatory

Vratme se vSak k prvni kategorii roboti, nebot tato prace se zabyva prave zakladnimi problémy
v oblasti manipulétort. Snazi se tak predlozit strucény a uceleny ndhled na moznosti jejich analyzy
a syntézy, které tvori neodmyslitelny zéaklad pro realizaci vyssich forem robott. Ponechme tak
plné autonomni humanoidni roboty stranou zejména proto, Ze tato ¢ast robotiky zasahuje vel-
kou mérou predevsim do oblasti umélé inteligence (algoritmy strojového vnimani a porozuméni,
autonomni rozhodovani, atd.), ktera neni naplni naseho zkouméni.

Pro usnadnéni dalsiho porozuméni textu, vymezme nejprve nékteré fundamentalni pojmy z ob-
lasti robotiky:

e Pocet stupiiii volnosti (DoF - Degrees of Freedom)
Minimalni pocet parametri (rotace, translace), ktery jednoznaéné popisuje polohu bodu
nebo télesa v roviné ¢i prostoru. Napf.: Bod v roviné ma 2 DoF, v prostoru 3 DoF. Tuhé
téleso ma v roviné 3 DoF, v prostoru 6 DoF.

Obecné poloha télesa v prostoru je urcena jeho translaci a rotaci. Zatimco, translace télesa
je intuitivné zfejma (soutadnice z,y,z libovolného bodu télesa), nej¢astéjsi reprezentace ro-
tace télesa jsou realizovany pomoci matice rotace, Eulerovskych thld, osy rotace a thlu
natoceni kolem této osy atd. Podrobnéji jsou moznosti popisu obecné polohy télesa v pro-
storu diskutovany v Kapitole

Zakladna manipulatoru
Pevna (nepohyblivd) ¢ast manipulatoru - na které je definovan pevny "svétovy'"soufadny
systém.

Koncovy efektor manipulatoru

Posledni ¢ast resp. rameno manipulatoru, ke kterému jsou obvykle pfipeviiovany rtzné
pracovni nastroje a jehoz poloha je Fizena na pozadovanou hodnotu (trajektorii). Poloha
koncového efektoru bude dale reprezentovana zatim nespecifikovanymi zobecnénymi sou-
fadnicemi X.

Klouby manipulatoru

Jednotlivé typy kloubii se od sebe li§i poctem a typem stupni volnosti, napt. P-kloub
(Prismatic) - posuvny kloub pridavajici jeden translacni stupenn volnosti, R-kloub (Re-
volute) - rotacni kloub pridavajici jeden rota¢ni stupenn volnosti, U-kloub (Universal) -
univerzalni (Kardaniv) kloub pfidéavajici 2 rota¢ni stupné volnosti, S-kloub (Spherical)
- sféricky kloub pfidavajici vSechny 3 rotacni stupné volnosti. Nejcastéji pouzivané typy
kloubi jsou znazornény na Obrazku [I.2]

Obréazek 1.2: PouZivané typy kloubi (zleva P, R, U, S)

e Kinematicky fetézec
Sklada se ze soustavy kinematickych dvojic, které jsou definovany jako spojeni dvou pev-
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nych téles (tzv. ramen) danou vazbou. Vazbami rozumime klouby, které omezuji (dle da-
ného poc¢tu stupnu volnosti) vzajemny pohyb ramen. Kinematické fetézce manipulatora
byvaji Casto oznacovany jako posloupnost kloubt, napt.: RRR, RPR atd., kde podtrzeni
oznacuje aktivni kloub (aktuator) manipulatoru.

e Aktuatory manipulatoru
Pohony, které zajistuji pohyb manipulatoru. Typické pohony manipulatoru predstavuji
rota¢ni pohony (rotaéni elektromotory) a linearni (pfimocaré) pohony (elektrohydraulické
véalce, linearni elektromotory). Klouby, které reprezentuji aktuatory, nazyvame aktivnimi
klouby a jejich polohu popisuji tzv. vektorem aktivnich kloubovych soufadnic ®. V robotice
se témér vyhradné jako aktivni klouby vyuZivaji 1 DoF klouby typu P a R.

e Domovska poloha manipuldtoru Poloha koncového efektoru manipuldtoru, pii které jsou
jeho aktivni kloubové souradnice © nastaveny takovym zpiisobem, Ze koncovy efektor ma-
nipulatoru zaujima vychozi (domovskou) polohu.

e Pracovni prostor manipulatoru
Mnozina v8ech pozic koncového efektoru manipulatoru, které mohou byt dosazeny pro dané
omezujici podminky kladené na manipulator (maximalni/miniméalni vysunuti/natoceni ak-
tuatord, omezeni na pohyb pasivnich kloubti, omezeni zabranujici prekiizeni ¢i srazkam
ramen manipulatoru, omezeni na kvalitu pracovniho prostoru - napt. zavislosti mezi ma-
ximalni rychlosti a z&tézi koncového efektoru vzhledem k danym vlastnostem aktuéatori,
tuhost mechanické konstrukce atd.).

e Piim4 kinematické dloha
Reprezentovana obecné nelinearni transformaci X = G(©). Jedna se tedy o problém na-
lezeni zobecnénych soufadnic X pro dané hodnoty souradnic kloubovych @. Vzhledem
k tomu, Ze v praxi obvykle neni mozné pfimo méfit polohu koncového efektoru (Gasto
komplikované ¢ aplné nemozné umisténi dostatetné presnych senzort), pfiméa kinematicka
tloha umoziuje stanovit polohu koncového efektoru prostiednictvim tidajt o poloze jednot-
livych aktuatorii (relativné jednoduché méfeni polohy rota¢nich ¢i translacnich pohonil).

e 7Zpdtna kinematicka tloha
Reprezentovana obecné inverzni nelinearn{ transformaci © = G~1(X). Jedn4 se tedy o pro-
blém nalezeni kloubovych soufadnic © pro dané hodnoty soutfadnic zobecnénych X. Zpétna
tika polohovéani koncového efektoru je v naprosté vétsiné formulovana v prostoru zobec-
nénych soufadnic, jinymi slovy poZzadované trajektorie pohybu koncového efektoru musi
byt nejprve transformovéna na pozadovanou trajektorii v prostoru kloubovych souradnic
(polohovani jednotlivych aktuatori).

e Piesnost a opakovatelnost
Pfesnost manipulatoru je dana odchylkou pozadované polohy a skute¢né polohy (z refe-
ren¢niho/kalibra¢niho méfidla) koncového efektoru. Opakovatelnost manipulatoru pak lze
chapat jako maximalni rozdil mezi skute¢nymi polohami koncového efektoru ziskanymi jeho
pfesunem do jedné pozadované polohy z riznych poloh poc¢éatecnich.

e Redundantni manipulatory
Pocet nezavislych aktivnich kloubovych souradnic je vétsi nez pocet DoF koncového efek-
toru manipulatoru. Vyuziti vlastnosti kinematické redundance je diskutovano v Kapitole [4]

Robotické manipulatory je dle kinematické konstrukce (usporadani kinematickych Fetézci) mozné
délit na dva zékladn{ typy:
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Sériové manipulatory

Jejich zaklad tvofi tzv. otevieny kinematicky Fetézec, ktery lze popsat acyklickym grafem, kde
uzly grafu reprezentuji ramena manipulétoru a hrany grafu reprezentuji jednotlivé klouby. Jinymi
slovy, kazdé rameno manipulatoru je spojeno klouby pravé se dvéma dalsimi rameny s vyjimkou
ramen typu zakladna a koncovy efektor. Tyto maji s ostatnimi rameny pouze jedinou vazbu.
Sériové manipulatory patii dnes k nejrozsifen&jsim mechanismim robotiky, jejichz zaklad byl
poloZen Georgem Devolem (zaméstnancem firmy General Motors) v roce 1961, kdy byl predstaven
prvni primyslovy manipulator s nazvem Unimate, viz Obrazek [[.3] Pro své vlastnosti jsou dnes
sériové manipulatory vyuzivany v prumyslovych aplikacich jako svarovéani, obrabeéni, lakovéni,
skladani, paletizace a kompletovani.

Obecné muzeme fici, Ze pro sériové manipulatory lze nalézt vzdy jednoznacné analytické reSeni
piimé kinematické tlohy. AvSak vzhledem k faktu, Ze rovnice X = G(®) je obecné slozitou
nelinearni rovnici, jeji feSeni @ = G~1(X), a tedy FeSeni zp&tné kinematické tlohy, nemusi byt
mozné nalézt analyticky a muze obsahovat celou Ffadu feSeni. V nékterych specidlnich piipadech,
které budou diskutovany déle v Kapitole je presto mozné v8echna feSeni zpétné kinematické
tlohy analyticky najit.

Obrazek 1.3: Prvni sériovy priumyslovy manipulator Unimate

Paralelni manipulatory

Jejich zaklad tvoii tzv. uzavieny kinematicky fetézec, ktery lze popsat cyklickym grafem a vznika
uzavienim otevieného kinematického retézce. Mohli bychom tedy fici, Ze koncovy efektor je spo-
jen se zakladnou manipulatoru dvéma ¢i vice otevienymi kinematickymi fetézci, v podstaté
sériovymi manipulatory. Paralelni manipulatory se dostavaji do primyslového povédomi az v né-
kolika poslednich letech, nebot, diky své slozitéjsi mechanické konstrukei a potencilné tak vétsim
naroktim na jejich navrh a fizeni, technickou vefejnost svym zptisobem odrazovaly. To, co vSak
bylo pro primysl "zbytecéné"slozité, se brzy stalo vyzvou pro akademiky. Pravé diky nim dnes
paralelni manipuldtory sméle konkuruji svym sériovym protéjsktim a postupné tak smazavaji
hlubokou propast mezi technologicky-priumyslovym povédomim a akademickou sférou.

Prvotni zminky o paralelnich kinematickych strukturach se objevuji mezi technickou verejnosti
jiz v prvni poloviné dvacatého stoleti. Pfesto, Ze nemiizeme s jistotou ¥ici, Ze se jedné o skutecné
prvni mechanismus s paralelni architekturou, a dokonce ani zda-li byl skuteé¢né nékdy postaven,
v roce 1931 si nechal James Gwinnett patentovat mobilni platformu pro zabavni primysl, viz
Obrazek [L.4l
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Obrazek 1.4: Pravdépodobné prvni paralelni manipulator Jamese Gwinnetta

Dnes snad nejznamé;jsi paralelni kinematickou architekturou je tzv. Stewartova platforma. Jeji
objev je v8ak bezpochyby pfipisovan Ericu Goughovi, automobilovému inZenyrovi firmy Dunlop
Rubber Co., Birmingham, England. Ten v roce 1954 predstavil paralelni platformu pro testovani
pneumatik letadlovych podvozkii p¥i variabilnim zatizeni, viz Obrazek O nékolik let poz-
dé&ji, v roce 1965, D. Stewart na konferenci UK Institution of Mechanical Engineers prezentoval
sviyj vynalez paralelniho leteckého simulatoru, viz Obrazek Pfesto, ze Stewarttv vynalez
nebyl p¥ilis podobny tomu Goughovu, je pravé Goughova platforma dnes paradoxné nazyvana
platformou Stewartovou, nékdy pak jako Gough-Stewartova platforma. Vice o historii paralel-
nich manipulatoriu lze nalézt napt. v [5]. Pro své vlastnosti se paralelni manipulatory pouzivaji
zejména v aplikacich leteckych simulétorti, aktivné tlumenych anti-vibracnich ploSin, pii velmi
presnych a rychlych aplikacich typu "pick and place", pro testovaci standy v automobilovém
prumyslu atd.

(a) Pavodni Goughova platforma pro testo- (b) Pivodni Stewartova platforma pro letecky
vani pneumatik simulator

Obrézek 1.5: Goughova-Stewartova platforma (1954) a Stewartova platforma (1965)

Pro paralelni manipulétory obecné plati, Ze naopak inverzni kinematickd tloha je vétSinou TeSi-
telné analyticky, nebot lze ukézat, viz Kapitola [2.4] Ze poloha bodu, kterym je kazdy kinema-
ticky TFetézec pfipojen ke koncovému efektoru lze jednozna¢né analyticky ziskat pro kazdou danou
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polohu X koncového efektoru. Z predchoziho plyne, Ze kloubové souradnice ® kazdého kinema-
tického fetézce mohou byt nalezeny fesenim zpétné kinematické tlohy pro sériové manipulatory.
Vzhledem k tomu, Ze jednotlivé kinematické Tetézce paralelnich manipulatori byvaji zpravidla
velmi jednoduché, je tiloha ® = G~!(X) Tesitelna analyticky. Naopak, kviili nelinearité a slozi-
tosti funkce ® = G~!(X) neni pro paralelni manipulétory obecné mozné analyticky fegit pifmou
kinematickou tlohu X = G(®) (s vyjimkou velmi jednoduchych mechanickych konstrukei).

Tabulka shrnuje zakladni rozdily mezi sériovymi a paralelnimi manipulatory.

Sériové manipulatory

Paralelni manipulatory

+ jednoducha mechanicka architektura
Zpravidla jednodussi feSeni pfimé a inverzni
kinematiky, prima kinematika lze vidy fresit
analyticky, inverzni kinematika obecné nelze
resit analyticky.

Redeni pifimé a inverzni kinematiky méZe byt
obtiznéjsi, inverzni kinematika lze vétSinou
resit analyticky (s vyjimkou sloZitych

kinematickych architektur), pfima kinematika
obecné nelze fesit analyticky.

- uzitné zatiZzeni manipulatoru

Vsechna ramena manipuldtoru jsou
zatéZovana vyhradné na ohyb a kazdé z ramen
musi byt dimenzovéano tak, aby udrzelo celou
vahu bremene => manipuldtor musi byt
dostatecné robustni (vyssi hmotnost, horsi
dynamické vlastnosti, poddajnost
manipulatoru)

+ uZitné zatiZzeni manipulatoru

Sila pottebna k udrzeni bfemene je rozdélena
mezi jednotlivé kinematické retézce (koncovy
efektor manipuldtoru je podepiran ve vice
bodech) => manipuldtor nemusi byt tak
robustni (nizS§i hmotnost, lepsi dynamické
vlastnosti, vyssi tuhost manipulatoru)

- presnost a opakovatelnost manipulatoru
Nascitavani chyb vzniklych pfi polohovani
jednotlivych ramen nejcastéji v dusledku jejich
prahybq, pfipadné chyb snimacu
v jednotlivych aktudtorech => ztrata presnosti
a opakovatelnosti.

+ presnost a opakovatelnost manipulatoru
Vzhledem k odliSné mechanické konstrukci
jsou chyby vzniklé pfi polohovani jednotlivych
ramen prdmérovany => dosaZeni vétsi
presnosti a opakovatelnosti.

- umisténi aktuatord

Aktuatory musi byt umistény v kazdém kloubu
manipulatoru (aktuatory se pohybuji spolecné
s manipulatorem) => horsi  dynamické

vlastnosti, vétSi robustnost manipulatoru,
nutnost vézt kabeldz vcelé mechanické
konstrukeci.

+ umisténi aktuatora

Aktuatory mohou byt umisténé na zakladné
manipulatoru (a to vmnoha pripadech i
napevno) => lepsi dynamické vlastnosti, lehci
konstrukce manipuldtoru, moznost prostorové
oddélit aktuator (v pripadé Ze manipuldtor
musi pracovat v agresivnim, vybusném ¢i jinak
nestandardnim prostredi)

+ pracovni prostor
Relativné velky pracovni prostor.

- pracovni prostor

Pracovni prostor je zdOvodu slozitéjsi
mechanické konstrukce vice komplikovany
(neregularni tvar s fadou vyduti a prohlubni).

Tabulka 1.1: Porovnani zékladnich vlastnosti paralelnich a sériovych manipulétora

1.3 Cile prace

Vzhledem k dne$nimu Sirokému uplatnéni robotickych manipulétortt v primyslovych aplikaci,
vyvstava pozadavek na moznosti co nejjednodussi syntézy a analyzy navrZenych robotickych
architektur. Je pfirozené pozadovano, aby navrzené manipulatoru co nejlépe vykonévaly pozado-
vané tlohy, a to predevsim presné, rychle a spolehlivé. V primyslu se setkdvame s manipulatory,



Kapitola 1 Uvod

které se jsou jiz postupem Casu odzkousSeny, jejich chovéni je dobfe zndmo a mnohdy jsou pro
svou ¢innost optimalizovany. Do takové skupiny patii predevsim cela fada sériovych manipula-
tora typu SCARA, antropomorfniho manipulatory ¢ jednoduché portalové (pravouhlé) manipu-
latory, viz Obrazek které miizeme nalézt v nabidkovych listech pfednich svétovych vyrobci
manipulatora jako ABB, Fanuc, Kuka, Motoman, Epson atd.

(a) Scara manipulator (Kuka) (b) Antropomorfni manipulator (¢) Portalovy manipulator (Ep-

(Abb) son)

Obrazek 1.6: Nejznaméjsi typy priumyslovych manipulétora

Je nutné si ovem uvédomit, ze manipuldtory jako takové predstavuji mnohdy slozity mecha-
nicky systém, tzv. multibody system, jehoZ syntéza a analyza vyZzaduje relativné obséhlé znalosti
z oboru mechaniky a matematiky. Odvozeni kinematickych a dynamickych zavislosti a charakte-
ristik manipulatort, stejné jako jejich optimalizace za celem vykonavéani urcité tlohy, tak byva
¢asto velmi zdlouhavé.

Cilem této prace je proto upozornit na zédkladni problémy pii ndvrhu, analyze a fizeni robotickych
manipulatori, které by mély stat zakladem pro vyvoj nového softwarového néastroje, ktery by
tyto zakladni problémy robotiky umél sdm feSit a poskytnout tak svému uzivateli relativné
jednoduchou cestou simulovat, analyzovat stévajici, ¢i navrhovat a testovat nové architektury
manipulatori. Navrzeny software by mél také vyrazné urychlit dalsi mozny vyvoj pokrocilych
algoritmu fizeni manipulatort, nebot by uZivatel mohl vyuzit ziskanych vysledkil bez nutnosti
iplného detailnitho nédhledu do feSené problematiky a vénovat se tak plné dalsimu zkoumaéni.
Vyvinuty softwarovy nastroj by byl pochopitelné také cennou pomuckou pro vyuku pfedméta
souvisejici s robotikou.

1.4 Pouzité architektury manipulatord

Nasledujici kapitoly zahrnuji nékteré klicové ulohy v robotice, které budou diskutovany nejen
s ohledem na dostupnou literaturu, ale zejména pak na vysledcich autorova dosavadniho pri-
zkumu v této oblasti. Pro lepsi nazornost budou v pribéhu textu vyuzivany predevsim tii typy
manipulatort na kterych budou vybrané problémy demonstrovany.



Kapitola 1 Uvod

1.4.1 Antropomorfni manipulator se sférickym zapestim (AM+SZ)

Antropomorfnﬂ manipulator se sférickym zapéstim patii do skupiny sériovych neredundantnich
manipulatort se Sesti stupni volnosti (3 rota¢ni a 3 transla¢ni) koncového efektoru. Manipulé-
tor je proto schopen polohovat sviij koncovy efektor do libovolné polohy (pozice a orientace)
v prostoru. Jak jiz bylo feeno, antropomorfni manipulatory se sférickym zapéstim dnes patii
k nejrozsitenéjsim typtim manipuldtorti v primyslu a jejich vyvojem a vyrobou se v riznych
modifikacich (velikosti, nosnost, pfesnost, univerzalita atd.) zabyvaji vechny velké firmy speci-
alizované na robotiku.

Schématické usporadani manipulatoru je zobrazeno na Obrazku a jedna z jeho moznych
praktickych realizaci pak na Obréazku |1.6(b)l Pohyb manipulatoru je zajistovan 6 rota¢nimi
aktuatory (motory), které jsou umistény v kloubech typu R jednotlivych ramen.

% Sférické zapésti
(3 DoF)

l Translagni Gast | . Ye \o g
1} 93 ; .

(3 DoF) ' Koncovy
‘ efektor
Kloub 1 . Le

-
Zakladna
'”
‘

Obrazek 1.7: Antropomorfni manipulédtor se sférickym zapéstim

Kloubové soufadnice:

©@=1[6, 6 65 6, 05 651" (1.1)

Zobecnéné souradnice:
X = [ Te Yo Ze O ] (1.2)

kde x, y,., z¢ jsou jednotkové smérové vektory os soufadného systému koncového efektoru a O,
je jeho polohovy vektor (vice v Kapitole [2.1])

Néavrhové parametry:
E=[h I I3 I ]T (1.3)

1Svym tvarem napodobujici ruku &lovéka.

10
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1.4.2 Paralelni planarni manipulator (PPM)

Paralelni neredundantni planédrni manipulator, jehoz schématické usporadéni je znazornéno na
Obrazku je nékdy nazyvan jako 2x Scara manipulator. Je tvofen dvéma kinematickymi
fetézci s klouby typu R. Rota¢ni aktudtory manipulatoru jsou pevné umistény v jeho zakladné.
Koncovy efektor manipulatoru vykazuje 2 translacni stupné volnosti.

Prototyp manipulatoru, viz Obrazek , je v soucasnosti vyvijen ve spolupraci s firmou Atega,
s.r.0. [35] na katedfe kybernetiky, FAV, ZCU v Plzni. Vyvijeny manipulator je navic osazen jesté
dvéma pridavnymi stupni volnosti pro natoceni (osa J3) a zdvih (osa z) koncového efektoru,
které vSak pro analyzu nebudeme déle uvazovat.

B
Ay

A 04 x Op
Motor A 0 Motor B
(a) Schématické usporadani (b) 3D CAD vykres

Obrazek 1.8: Paralelni planarni manipulator

Kloubové souradnice:

©@=[04 651 (1.4)

Zobecnéné soutradnice:
x=-c=[c, ¢ " (1.5)

Navrhové parametry:
e=[llAal] lacl Al ] =[IBBi| IB:C|l IBI] =[h b ] (16)

1.4.3 Paralelni sférické zapesti (PSZ)

Sférické zapésti byva velmi ¢asta architektura, kterou mizeme v pramyslovych aplikacich nalézt.
Jedné se o mechanismus umoznujici tii rotacni stupné volnosti koncového efektoru a v sériové po-
dobé je pouzivan napiiklad jako posledni ¢ast antropomorfniho manipulatoru, viz Kapitola[T.4.1]
Zajimavou alternativu k sériovému sférickému zapésti tvori architektura paralelni, jejiz schéma-
tické usporadani je znazornéno na Obrazku |1.9(b)a 3D CAD model na Obrazku Mani-
pulator je pohanén tfemi translaéni aktuatory (linedrni motory). Koncovy efektor je k zékladné
manipulatoru pfipevnén ¢tyimi nezavislymi kinematickymi fetézci, z nichz prostiedni tvofi tzv.

11
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pasivni stabiliza¢ni element, ktery omezuje pocet stupiiti volnosti koncového efektoru (s takovym
usporadanim se u paralelnich manipulatori muazeme setkat velmi ¢asto).

@ sfericky kloub
. kardanuv kloub

(a) 3D CAD vykres (b) Schématické usporadani

Obrazek 1.9: Paralelni sférické zapésti Pozn.: S.s. konc. ef. je Spatné zakreslen

Kloubové soufadnice:

T
O = [ di dy d3 ] (17)
kde d; = || B;Cj]| je okamzité vysunuti linearnich aktuatort a [y je vysunuti aktuatorii v domovské
poloze manipulatoru (d; = lp).
Zobecnéné souradnice: .
X=[a g ~] (1.8)
kde «a, 8, v Eulerovy thly koncového efektoru podle schématu XYZ.
Navrhové parametry:
T
E=la ax Il v V] (1.9)

kde ay, a9 jsou strany rovnostrannych trojihelnikt v zakladné a koncovém efektoru manipulatoru
a 1) je jejich vzajemné torzni natoeni (ve sméru osy zp) pro manipulator v domovské poloze.

Prototyp manipulatoru, ktery vyuziva jako svou posledni ¢ast paralelni sférické zapésti je vyvijen
opét na katedre kybernetiky, FAV, ZCU v Plzni, tentokrate ve spolupraci s firmou Eurotec JKR
s.r.0. [36]. Celé zafizeni bude slouzit jako univerzalni manipulator pro odlakovaci, odmastovaci a
konzerva¢nf linky, viz Obrazek [1.10] Paraleln sférické zapésti (PM) je zde vyuZito jako posledni
soudast sériového manipulatoru se ¢tyfmi stupni volnosti (SM) zejména kvili moznosti oddélit
elektronickou ¢ast zapésti (motory, ¢idla) od agresivniho prostfedi uvnit¥ oplachovaci komory,
nebot piimocafe se pohybujici vysuvy linearnich aktuétord lze relativné snadno utésnit.

12
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YY PM

oplachovaci
komora SM

L~ _|

| W | Ll
pasovy pojezd

Obrézek 1.10: Vyuziti paralelniho sférického zapésti (PM) v pramyslové aplikaci.
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Kinematika manipulatort: Modelovanti,
polohové zavislosti

Pod pojmem kinematika manipulatori rozumime zévislosti mezi obecnymi polohami, rychlostmi,
zrychlenimi ¢i vysS$imi derivacemi polohy jednotlivych ¢asti manipulatoru bez ohledu na sily a
silové momenty tyto zavislosti ovlivhujici. VySetfovani kinematickych zévislosti proto fadime
mezi nejvice podstatné oblasti pii analyze a syntéze manipulatori. Lze obecné ¥ici, Ze kinema-
tika v podstaté kazdého manipuldtoru je zaloZena na zakladni myslence vyuzit jednoduchého
pohybu linearnich ¢i rota¢nich aktuatori a prostfednictvim vhodného mechanismu jej prevézt
na komplexn{ rovinny ¢i prostorovy pohyb. Takovy mechanismus si je pak, spolecné s aktuétory,
mozné predstavit jako mechatronicky pocitac, kde jeho program je ukryt v jeho mechanické kon-
strukci. V poslednich letech se za¢ind ve svété objevovat nazor, Ze kinematika manipulatori je
jiz postupné upadajicim oborem robotiky, vétSina dulezitych problému je jiz déavno vyfeSena a
diky stéale se zdokonalujim a zleviiujicim komponentam (vykonné pocitace, inteligentni ¢idla a
pohony), které mohou snadno kompenzovat nedokonalosti pfi jejim névrhu, nehraje zvIast vy-
znamnou roli. Jean Paul Merlet, jeden z prednich odborniki, zejména pak v oblasti paralelni
robotiky, predstavil v roce 2000 na konferenci IEEE-International Conference on Robotics zaji-
mavy prispévek s pfiznaénym nazvem "Kinematics’ not dead!", viz [24], ve kterém argumentuje
pravé proti zminénému nézoru nasledujicimi poznatky:

e naklady na mechanickou ¢ast manipulatoru nepiesahuji zpravidla 20-30 % celého systému

e méfeni chyb v mechanické konstrukci je sice mozné, nicméné vyvoj fidicitho systému pro
jejich néslednou kompenzaci je velmi obtizné a zdlouhavé

e vypocetni vykon by mél byt vyuZzit predevsim na vyvoj "inteligence"manipulatoru bez
nutnosti jej vyuzivat pro zasah do chovani manipulatoru dané jeho architekturou

Dale zminuje nékteré doposud oteviené problémy v robotice, které dodnes nejsou uspokojivé
FeSeny, zejména pak problém syntézy a optimalizace manipulatori.

2.1 Reprezentace obecného pohybu v robotice

Pro popis pohybu manipulétori, jako systému slozeného s pevnych hmotnych ramen a nehmot-
nych kloubti, byla zavedena cela fada metodik (jinymi slovy amluv), z nichz dvé nejpouzivanéjsi
budou detailné zminény v Kapitole Vgechny tumluvy vSak vychézi z myslenky vzajemné
transformace polohy soufadnych systému, umisténych v jednotlivych ramenech manipulétoru.
Zabyvejme se proto nejprve reprezentaci polohy, rychlosti a zrychleni obecného télesa predsta-
vujici jedno rameno manipuléatoru.

2.1.1 Reprezentace polohy

Predpokladejme dvojici souradnych systému (déle jen s.s.), z nichZ prvni s.s. F1 = {O1—x1y,21}
je pevné spojen s ramenem Link 1 a druhy s.s Fy» = {O3 — ®2yy2z2} s ramenem Link 2, viz

14
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Obrazek 211

Obrazek 2.1: Transformace soufadnych systému

Vzéjemné translace s.s. F1 a Fy je zfejmé déna vektorem translace rb = 0} - 01 = 0. Jejich
vzAdjemné rotace miiZe byt vyjadiena matici rotace R3, pro kterou plati nésledujicﬂ

° R% je realna matice rozméru [3z3], jejiz sloupce reprezentuji soufadnice jednotkovych smé-
rovych vektori s.s. Fy v s.s. (¢i vzhledem k s.s.) F}.

Ri=[o} v =)

e R} je ortogonalni matici (jeji sloupce jsou vzajemné ortogonalni-kolmé). Tedy nutné plati:
(R)" Ry=1 = (Ry) '=(Ry)" =R} (2.1)

kde R% je matice rotace, jejiz sloupce reprezentuji soufadnice jednotkovych smérovych
vektoru s.s. Fy v s.s. Fy.
2
R =[x} yi =]

Poznamenejme, Ze prvky matice rotace jsou vzajemné zavislé. Lze ukazat, Ze minimalni
pocet parametri pro popis obecné rotace je tii (viz napt. Eulerovy thly).

Necht P! oznatuje soufadnice bodu P v s.s. Fi a P? soufadnice stejného bodu v s.s. F,
pak:
p! = 7{2 + RY - P? azaroven, viz 2.1) P?=—-R?- rig + R?. P! (2.2)

e Rozlisujeme tfi zakladni elementarni rotace dvou s.s.

— Rotace kolem osy @7 s.s. F} o thel
Tedy s.s. F> vznikne natocenim souradného systému F) kolem osy x; o thel a.

1 0 0
R,(a)=| 0 cos(a) —sin(a) (2.3)
0 sin(a) cos(a)

'Dolni index oznaéuje konkrétni vektor (bod), zatimco horni index vyjadiuje, v soufadnicich kterého soufadného
systému je tento vektor (bod) vyjadfen. Napt.: 7{2 a 7'%2 oznacuje ten samy vektor, ale jeho soufadnice jsou
jednou uvazovany vzhledem k s.s. F} a podruhé k s.s. Fb.
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— Rotace kolem osy y; s.s. F} o thel g8
Tedy s.s. Fy vznikne natocenim souradného systému F} kolem osy y; o thel 5.

cos(B) 0 sin(B)
Ry(B) = 0 1 0 (2.4)

—sin(8) 0 cos(B)

— Rotace kolem osy z; s.s. F} o thel v
Tedy s.s. F» vznikne natofenim souradného systému F; kolem osy z; o thel 4.

cos(y) —sin(y) 0
R.(y) = | sin(y) cos() 0 (25)
0 0 1

e Uhly o, 3, v se nazyvaji Eulerovské whly a tvoii jeden ze znamych moznosti popisit rotace
téles v prostoru.

e Obecnou rotaci muzeme vyjadrit skladanim rotaci elementarnich, a to dvéma zakladnimi
postupy:

1. Postupna rotace kolem os souradnych systémi
Naprtiklad podle schématu XYZE]:

— Odrotuj s.s. F} okolo osy @1 o thel o« = vznika novy soufadny systém Fj (matice
rotace Ry (a)).

— Odrotuj s.s. F{ okolo osy y} o thel 8 = vznika novy soufadny systém F] (matice
rotace Ry (f3)).

— Odrotuj s.s. F}' okolo osy 2/ o thel v = vznikd vysledny soufadny systém Fb
(matice rotace R,(7)).

Vyslednou matici rotace muzeme tak psét jako:

R; = Ry(a) - Ry(B) - R:(7) (2.6)

2. Rotace kolem os souifadného systému F; (fixované osy rotace)
Opét podle schématu XYZ:

— Odrotuj s.s. F} okolo osy @1 o thel o« = vznika novy soufadny systém Fj (matice
rotace R, ()).

— Odrotuj s.s. F okolo osy y; o thel 8 = vznik4 novy soufadny systém F| (matice
rotace R, (53)).

— Odrotuj s.s. F{' okolo osy z; o uhel v = vznika vysledny soufadny systém Fb
(matice rotace R.(7)).

Lze ukazat, Ze vyslednou matici rotace miizeme tak psat jako:
R% = RZ(V) ’ Ry(ﬁ) : Rm(a) (2‘7)

B Poznamka 2.1 (Singularity v transformaci: matice rotace - Eulerovy thly)
Je ziejmé, Ze ze znamych Eulerovych thli «, 8, v lze bez jakychkoliv potizi vidy vypocitat
matici rotace R%(a, B, ), viz vztah 1 , mluvime o tzv. dopredné transformaci.

2Schéma XYZ oznacuje posloupnost rotaci kolem jednotlivych os, ¢asto pouZivané schéma je napt. ZYZ.
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Zpétnou transformaci pak rozumime stanoveni Eulerovskych thli «, 3, v ze znaAmé matice rotace

Tl T2 T13
Ri(o, B, 7) = |ra1 raa 73 (2.8)
31 T32 T33

Budeme-li uvazovat schéma XYZ s postupnou rotaci kolem os soufadnych systémi, matice rotace

je dana podle ([2.6)):

Rj(a, B, 7) =
cos (B) cos (7) —cos () sin (7) sin ()
sin (a) sin (B) cos () + cos () sin ()  —sin («) sin (B) sin () + cos () cos () —sin («) cos ()
— cos (a) sin (8) cos () + sin () sin (y)  cos («) sin () sin () + sin () cos (y)  cos (a) cos ()

(2.9)
Porovnanim rovnice a lze urcit Eulerovy thly nésledovn@:
Pro g€ (-3, 5), cosﬁ>0
a = atan2(—ras, 733)
B = atan2(ri3, \/(r3; +133))
~v = atan2(—7r12, r11)
Pro 8 € (3, gw), cos 3 < O:
a = atan2(rg3, —733)
B = atan2(ri3, —/(r3; +133))
~v = atan2(r12, —711)
Pro 3 = —7 matice rotace degeneruje na matici:
0 0 -1
Ry(a, B, 7) = |=sin(a—7) cos(a—7) 0

cos(a—7) sin(a—v) 0

Lze urcit jen thel ¢ = a — 7.

Pro 3 = 7 matice rotace degeneruje na matici:

0 0 1
Ry(a, B, 7) = | sin(a+7v) cos(a+7) 0
—cos(a+7) sin(a+v) 0

Lze urcit jen thel ¢ = a + 7.

Jinymi slovy, thel 5 = 3 predstavuje singularitu v reprezentaci rotace pomoci Eulerovych thli,
nebot osa 1 a 2z jsou rovnobezne (opacné ¢i shodné) a nelze tak jednoznaéné urcit uhly «, ~.
Jednozna¢né lze urcit jen jejich rozdil, & soucet ¢. |

3Funkce ¢ = atan2(z,y) zohlediiuje znaménka argumentii = a y a vraci korektni feSeni ve viech kvadrantech
¢ <0, 28 >
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Pro popis rotace dvou soufadnych systémi se jesté vyuzivaji krom matice rotace dalsi zpusoby
reprezentace. Mezi nejznamé;jsi patii zejména:

1. Reprezentace pomoci obecné osy rotace
Kazdou obecnou rotaci lze prevézt na rotaci okolo obecné osy r o thel 6. Zatimco pfima
transformace {r, 6} — Ri(r, ) lze opét vypocitat vzdy, pro inverzni transformaci
Ri(r, 0) — {r, 0} dochazi k singularnimu pifpadu pro # = 0 a § = 7, kdy nelze jed-
nozna¢né urcit smér vektoru r.

2. Reprezentace pomoci jednotkového kvaternionu
Jednotkovy quaternion Q lze stanovit z dhlu € a osy rotace r jako:

Q={n, €} ={cos (2) , Sin <Z> )

Vyhodou jednotkového kvaternionu je, ze umoziuje popsat rotaci okolo obecné osy r pro
- e T v ~ . ~ 2z P .

tihel § €< —7, § > pfitemZ nevykazuje zadné singularity.

Detailni popis piimé a inverzni transformace pro vySe uvedené reprezentace rotace lze nalézt

napt. v [19], [40].

Homogenni transformacni matice

K celkovému popisu polohy (rotace a translace) s.s. lze s vyhodou vyuzit tzv. homogennich
souradnic. Zavedeni homogennich soufadnic tizce souvisi s problematikou geometrické projekce
(jedna se v podstaté o projektivni transformaci) a podrobné vysvétleni véetné fady nézornych
animaci lze nalézt napt. v [30].

Polohu s.s. F5 vzhledem k s.s. F lze pomoci homogenni transformad¢ni matice T% psat jako, viz

Obr. 2.1k

) (2.10)

Je zfejmé, Ze pomoci homogenni transformac¢ni matice T3 lze homogenni soufadnice bodu P
v s.8. F} vyjadfit pomoci jeho homogennich soufadnic v s.s. Fy jako, viz ([2.2):

[ 1? ] _ 7. [ 1‘12 } _ [’“iﬁRé' P ] (2.11)

Homogenni transformac¢ni matice nam tak zahrnuje informaci o obecné poloze télesa v prostoru,
a to jeho rotaci T3[1:3,1: 3] = R} a translaci T3[1: 3,4] = o najednouﬁ

Vyjadiime-li nyni z rovnice 1) soufadnice P? v zavislosti na souradnicich P!, s ohledem na
platnost (2.1)), dostavame inverzni transformacni vztah:

[ 122 ] _ [ (Ry)" ‘Pl—l (Ry)" -1 ] - (@) [ 111 ] (2.12)
kde ‘ :
N G LS _
0 0 0 ]

1Zapis Xla : b, c: d] oznauje submatici (subvektor), ktery se sklada z a. az b. fadku a c. aZ d. sloupce matice
X.
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je inverze homogenni transformacéni matice T%. Poznamenejme, Ze pro homogenni transformacni

matici jiz neplati, Ze jeji inverze lze nahradit jeji transpozici (nespliuje podminky ortogonality!)
1y—1 INT

(T3)~ # (T3)"-

Skladani transformaci s.s.

Uvazujme trojici s.s. Fy, Fb, F3 a odpovidajici homogenni transformacni matice mezi s.s. Fy, Fy:
T% a Fy, F3: T%. Potom vyslednd homogenni transformac¢ni matice mezi s.s. Fi, F3 lze psat:

|
T} = By s | _qyope_

0 0 707;7 1

| | |
_ R, | 1o R; | 33 _ Ry R} | Ry73 5471 (2.14)
’6”0”073”17’ ’6”0”07;”17’ ’6”67”07;””1 77777
Tedy pro skladani rotaci s.s. plati:
R = R,R}

A pro skladani translaci s.s.:
1.1 1,2
i3 =719+ Rorsg

Transformace souradnice bod versus vektor mezi s.s.

Casto je velmi vyhodné transformovat souradnice bodu ¢ vektoru z jednoho s.s. do jiného. Pfesto,
Ze po formalni strance je bod a vektor velmi podobny, v pfipadé€ jejich transformaci mezi s.s. se
tato dvojice geometrickych objektt chova diametralné odlisné. Predpokladejme opét dva s.s. Fy
a Fy se vzajemnou homogenni transformacni matici T3 a dva libovolné body P a @ jednoznacné
definujici vektor v = Q — P.

e Transformace souradnic bodu P ze s.s. Fy do s.s. I}

1 2 1 1. p2
[P ] —T}. [IZ } - [T1L2+R2 P ] viz (2.11)

Tedy:
P'=ri,+Ry-P?

e Transformace souradnic vektoru v ze s.s. I do s.s. Fj

v'=Q' -Pl=r, + R Q°—ri, - Ry PP= R, (Q° - P?)

Tedy:
vl = Rl . v?
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2.1.2 Reprezentace rychlosti a zrychleni

Rychlost respektive zrychleni bodu P v s.s. Fy lze, v zavislosti na jeho rychlosti respektive
zrychleni v s.s. Fy, snadno ziskat ¢asovou derivaci vztahu ([2.11)):

.1 2 -2
P -1 P 1 P
IR [ H S N 2.15
[ ’ ] | 5]+ [ ’ ] (215)
1 9 2 .2
Py [P}+2T§ Py | P (2.16)
0 1 0
kde ‘ ‘
| |
1 S|
T; _ R2 : T2 T; _ R2 : T12
o _ __1 . __ _ ___ _ _ _
070 010 070 010

Casova derivace transla¢niho vektoru i, je zfejma a vyjadfuje translacni rychlost respektive

zrychleni s.s. Fy v s.s. F}. Je intuitivné jasné, Zze Casova derivace matice rotace R% bezpochyby
souvisi s vektorem thlové rychlosti wa.

Z ortogonality matice rotace (2.1)) plyne
R} (R)T =1 — derivaci podle ¢asu — R; (R)T + RS- (R;)T =0

.1
Zavedenim matice S = R, - (R})” dostavame S + ST = 0 (tedy S je antisymetrickd matice).
Casovou derivaci matice rotace R} lze tedy pomoci zatim nespecifikované antisymetrické matice
S vyjadrit jako:
-1
R,=S R} (2.17)
Uvazujme nyni konstantni vektor P? (bod P je pevné spojen se s.s. Fy ) a predpokladejme, ze

fve p T .
se s.s. Iy vzhledem k s.s. F] pouze ota¢i thlovou rychlosti w% = [ Wy Wy Wy ] (neposouva
se 71, = konst.) a jejich okamZitou orientaci popisuje matice rotace R}. Tedy ¢asovou derivaci

vektoru P! v s.s. Iy lze psat jako, viz (2.15)):
Sl a1 g
P =R, P (2.18)

Ze zakonitosti kinematiky plyne, Ze rychlost konstantniho vektoru P? lze v s.s. F) pséat také
jako:
P =wlxR,.- P> = P =wlxP! (2.19)

Dosadime-li vztah (2.17)) pro ¢asovou derivaci matice rotace do rovnice (2.18]) a nasledné porov-

name s rovnici ([2.19))
p! —§.RL.P’=8.P' > Pj=wlxPp! (2.20)

je ziejmé, Ze nasobeni vektoru P! matici S je ekvivalentni vektorovému sou¢inu vektoru thlové
rychlosti wi a vektoru P!'. 7 definice vektorového nasobeni tedy plyne tvar matice S:

0 —Ww, Wy
S=8Sw)=|w. 0 —w, (2.21)
—Wy Wy 0

Zavislosti mezi polohou, rychlosti a zrychlenim s.s. F» vzhledem k s.s. F 1ze pak znézornit pomoci
nésledujicich simulacnich schémat:
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w3 (0) - R5(0)
w3 w T2 R}
—J J

.1 A

7"1,2(0) . 7“1,2(0)
.1 71 1
71,2 1,2 1,2 S (wd)

4

(a) Transla¢ni poloha, rychlost a zrychleni (b) Uhlové zrychleni, ihlova rychlost, matice

rotace, viz rovnice (2.17)), (2.21)

Obréazek 2.2: Simula¢ni schémata generovani polohy s.s. Fy vzhledem k s.s. Fy (parametr (0)
oznacuje poc¢atecni podminky integratori)

Nékdy byva vhodné tihlovou rychlost s.s. Fy v s.s. Fy vyjadfit misto vektoru thlové rychlosti w3
. o . 5 .T . . ”
¢asovou derivacf Eulerovych thli X = [ & B 4 |  (dle daného schématu rotace, napt. XYZ).

Tuto transformaci fesi tzv. Eulerovy kinematické rovnice. Piimou ¢asovou derivaci matice R3,
. . . >l . . . .
viz 1' z definice matice S(w) = R, - (R3)7 lze ukazat, Ze pro schéma rotace XYZ plati:

wi=H(X) X (2.22)

kde
1 0 sin 8

H(X)= |0 cosa —sinacosf

0 sina cosacospf

2.2 Umluvy pro popis kinematiky manipulatora

Pro popis geometrického usporddani ramen a kloubti manipulatort bylo zavedeno mnoho me-
tod. Ty se pokousi jednoduchou a systematickou cestou rekurzivné definovat soufadné systémy
reprezentujici jednotlivd ramena manipulatoru a jejich vzidjemnou polohovou transformaci. Po-
lohova transformace dvou po sobé jdoucich s.s. zavisi na danych konstantnich geometrickych
parametrech (zahrnuji geometricky tvar ramen, kloubu a jejich vzajemnou konfiguraci) a klou-
bovych soufadnicich ©® (zahrnuji aktualni polohu kloubit manipulatoru). Mezi nejznaméjsi takové
umluvy patii tzv. Denavit-Hartenbergova imluva [8] a Khalil-Kleinfingerova dmluva [17]. Obé
amluvy budou demonstrovany na AM+SZ predstaveného v kapitole (n=6), viz |38].

2.2.1 Denavit-Hartenbergova tmluva (D-H)
Dnes snad nejznamé;jsi imluva pro elegantni popis geometrie sériovych manipulatori. Piedpo-

kladejme dvé ramena manipulatoru Link ¢ — 1 a Link i, kterd jsou spojena kloubem Joint ¢
s jednim stupném volnosti, viz Obr.
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JOINT 71-1 JOINT 1 JOINT i+1

Obrazek 2.3: D-H umluva

Definice s.s. F; = {O; — x;y,;z;} za predpokladu znalosti s.s. F;_1 = {O;—1 — x;_1Yy;_12i—1} dle
D-H tmluvy je vyjadiena nasledovné:

Zvol osu z; podél osy rotace, resp. translace kloubu Joint i + 1 a osu 2, podél osy rotace,
resp. translace kloubu Joint i

Umisti pocatek O; s.s. F; do priseciku osy z; a normélyﬂ 0s zi_1 a z;. Umisti pocatek O
s.s. F! = {0} — z}y}z.} do priseciku osy z;_; a téze normaly.

Zvol osu x; a @, podél normaly ve sméru od kloubu Joint i do kloubu Joint ¢ + 1.

Zvol osu y; a y, tak, aby vysledné s.s. byly pravoto¢ivé.

Lze snadno ukazat, ze D-H tumluva nedefinuje jednozna¢né umisténi s.s. v nésledujicich pripa-

dech.

Pro s.s. Fy = {Op — xoypzo} je urfena jednoznacné pouze osa zo (podle osy rotace, resp.
translace prvniho kloubu manipulatoru Joint 1). Osu xy a pocatek Oy lze proto volit
libovolné. Osa y je pak urcena tak, aby vysledny systém byl opét pravotocivym.

Pros.s. F,, = {On—xny,, 2n }, kde n je pocet kloubii s jednim stupném volnosti uvazovaného
manipulatoru neni jednozna¢né urcena osa z,, nebot kloub Joint n + 1 jiz neexistuje. Osa
x,, vSak musi zustat kolmé k ose z,,_1.

Pokud jsou dvé po sobé jdouci osy kloubt (2z;_1 a z;) paralelni, jejich normala neni jedno-
znacné definovana (muZe byt libovolné posunuta ve sméru os kloubii).

Pokud se dvé po sobé jdouci osy kloubt (z;—1 a z;) protinaji (norméla je nulové délky),
osa x; bude volena tak, aby byla kolmé k roviné definované osami z;_1 a z;. Jeji kladny
smeér vak muze byt volen libovolné.

Nyni miiZze byt vzijemna poloha s.s. F;_1 a F; popsédna pouze pomoci ¢ty D-H parametri:

Qg ...

di...

vzdalenost mezi po¢atky O; a O

vzdalenost mezi pocatky O;_1 a O,

Snormala os « a y je spojnice téchto os s minimalni vzdéalenosti svirajici s osami pravy thel
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@; ... thel mezi osami z;_; a z; dany pootocenim s.s. F podél osy &}
0; ... thel mezi osami x;_1 a x; dany pootoCenim s.s. F;_1 podél osy z;_1
Je zifejmé, ze pro zakladni typy kloubtu s jednim stupném volnosti plati:

kloub Joint i je typu P proménné definujici pohyb kloubu je d;, proménné a;, oy, 6; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link i

kloub Joint i je typu R proménné definujici pohyb kloubu je #;, proménné a;, d;, c; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link i

Transformacni vztah, v nasem pfipadé homogenni transformadni matice v analogickém tvaru
k (2.10), mezi s.s. F;_1 a F; je dan nasledujicim zptsobem.

e Vyber s.s. Fj_1

e Posufl tento systém podél osy z;_1 o vzdélenost d; a otoC jej okolo osy z;_1 o thel 6§; =
dostavame s.s. F. Matice pfechodﬂ

1 0 0 O co, —sp;, 0 O co, —sg; 0 O

i1 N ~_ 10 1 0 Of {se, co O O] _[sg, co, 0 O
Ty =Trans(z, di)Rot(z.0) =15 o 1 4|0 o 10|00 0 1 d
000 1]]0 0 01 0 0 o0 1

(2.23)

e Posuil s.s. F! podél osy @, o vzdalenost a; a oto¢ jej okolo osy @, o thel a; = dostavame
s.s. F;. Matice prechodu:

100alt 0 0 0 [T 0 0 a
y 01 0 O 0 co, —Sa O 0 cq, Sa. O
T; =Trans(z,ai)Rot(z00) = 1o 0 1 o0 s co 0| = |0 5. en 0
000 1]lo o o 1 lo 0o o 1

(2.24)

e Vysledna matice prechodu ze s.s. F;_1 do s.s. F; je déna:

T =T .T? = Trans(z,d;) - Rot(z, §;) - Trans(z, a;) - Rot(x, a;) =

co, —560,Ca; 56;5q; @iCo;

S0, Co, Coy; —Cp,Sa; ;59

— 7 K ’L K 1 7 22
0 Soy Ca; d; (2.25)
0 0 0 1

Pfipomenme, Ze matice pfechodu matice (2.25]) je funkci pouze kloubovych soutfadnic 6; (pro
rota¢ni klouby R) a d; (pro transla¢ni klouby P).

* Pf'i 2.1 (D-H amluva pro AM+-SZ)

Obrazek [2.4| znazornuje zavedeni soufadnych systému pro jednotlivd ramena AM+SZ.

6zkratka Co,, resp. Sg, oznacuje cos 6;, resp. sin 0;. Podobné sy, 19,) oznacuje sin(61 + 62)
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Obrazek 2.4: Zavedeni soufadnych systémua pro AM+SZ dle D-H amluvy

Geometrické parametry manipulatoru (tzv. D-H parametry), jsou pak dany nésledujici tabulkou:

’Jointi‘di‘ai‘ o ‘

1 [L]o0] %
2 [0 l] 0
3 oo~
i |[B|o|-2
5 |0|o0] T
6 |lu|0] 0

Tabulka 2.1: D-H parametry AM+SZ

2.2.2 Khalil-Kleinfingerova amluva (K-K)

Khalil-Kleinfingerova amluva, viz [41], pfedstavuje modifikaci D-H amluvy pro popis souradnych
systému manipulétoru. Predpokladejme opét dvé ramena manipulatoru Link i—1 a Link i, ktera
jsou spojena kloubem Joint i s jednim stupném volnosti, viz Obr. Tentokrate jsou v8ak sou-
fadné systémy v jednotlivych kloubech definovany jinym zptsobem. Zatimco v D-H amluvé byl
s.s. Fy, ktery je pevné svazan s ramenem Link ¢, umistén na konci tohoto ramene, tedy s osou
z; shodnou s osou rotace kloubu Joint i 4+ 1, u K-K timluvy je tento souradny systém umistén
piimo na rotacni ose kloubu Joint i. Opodstatnéni takovéto zmény neni pouze ve zvySeni pie-
hlednosti popisu soutadnych systémii, ale pfedevsim v moznosti popisu komplexnich architektur
manipulatort, jako jsou rozvétvené (tree chains) a uzaviené (closed chains) kinematické Fetézce,
pro které popis prostfednictvim D-H umluvy pFinési komplikace a nejasnosti.
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Link i+ 2

.~
.~
7~

/' . .
oint 1 + 2

!
.'
|
| Joint 1+ 1

NE3
Link 1
ﬁi—%— 1

Obrazek 2.5: D-H umluva vedouci na nejednoznac¢nost v definici soufadnych systému pii pouziti
na rozvétvené kinematické retézce

Pro ilustraci predpokladejme, Ze bychom chtéli popsat pomoci D-H tmluvy rozvétveny kine-
maticky fetézec, viz Obr. Je zfejmé, Ze transformace polohy z kloubu Joint ¢ do kloubu
Joint © + 1 vede na definici s.s. Fj, ktery je pevné spfazen s ramenem Link i, a jeho poloha
je dana rotaci 6; respektive translaci d; (spoletné s parametry ur¢ujici geometrii ramene a;, a;)
vyvolanou kloubem Joint ¢. Jinymi slovy s.s. F; jednozna¢né urcuje vliv kloubu Joint i na ra-
meno Link i. Toto zdanlivé jednoznacné urceni vSak selhéava v okamziku, kdy je tfeba definovat
s.s. v kloubu Joint i 4+ 2 v rozvétvené ¢asti mechanismu. Vyuzijeme-li znovu stejného postupu,
musime definovat s.s. Fj = {Oz — T;Y;Zi}, ktery je opét pevné sprazen s ramenem Link 1 a
jeho poloha je dané rotaci (6;) respektive translaci (d;) (spoleéné s parametry uréujici geometrii
ramene a;, &;) vyvolanou kloubem Joint i.

Zde se vSak dostavame do sporu, nebot poloha ramene Link ¢ vyvolana jedinym kloubem Joint i
je popséna dvéma riznymi s.s. F; a F;. Nabizi se tak otdzka, jaké jsou vlastné kloubové souradnice
kloubu Joint i ? (6; respektive d; nebo 0; respektive d;)
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.l /
i /

Joint i+ 1

Obrazek 2.6: K-K amluva

Zavedeme-li nyn{ soufadné systémy kloubt dle K-K tmluvy, viz Obr. 2.6] , definice s.s. F; za
predpokladu znalosti s.s. F;_1 je vyjadfena nasledovné:

e Zvol osu z; a z, podél osy rotace, resp. translace kloubu Joint i. (Pro ¢ = 1 nenf s.s. F]
definovén.)

e Umisti pocatek O; s.s. F; do prisetiku osy z; a normély os z; a z;+1. Umisti pocatek O
. / o v . .
s.s. I} do priseciku osy z; a normaly os z;—1 a z;.

e Zvol osu x; podél normaly ve sméru od kloubu Joint ¢ do kloubu Joint ¢ + 1.
e Zvol osu y; tak, aby vysledné s.s. byly pravotocivé.

Lze snadno ukazat, ze K-K tumluva nedefinuje jednozna¢né umisténi s.s. v nasledujicich pripa-
dech.

e Pro s.s. F,, kde n je pocet kloubu s jednim stupném volnosti uvazovaného manipulétoru
je jednoznac¢né uréena pouze osa z,, nebot kloub Joint n + 1 jiz neexistuje. Osa x, muze
byt volena totozné s osou x,_1.

e Pokud jsou dvé po sobé jdouci osy kloubu (z; a z;4+1) paralelni, jejich normala neni jed-
noznané definovana (miZe byt libovolné posunuta ve sméru os kloubit). MiZe byt volena
tak, Ze parametr d; = 0 nebo d;+1 = 0.

e Pokud se dvé po sobé jdouci osy kloubii (z; a z;11) protinaji (norméla je nulové délky),
osa x; bude volena tak, aby byla kolmé k roviné€ definované osami z; a z;4+1. Jeji kladny
smeér v8ak muze byt volen libovolné.

e S.s. Fp muze byt volen libovolné, zpravidla jako totozny se s.s. F1 pro 61 = 0, respektive
d; = 0 (nulova poloha kloubu Joint 1).

Nyni mize byt vzajemna poloha s.s. F;_; a F; popsana pouze pomoci ¢ty K-K parametrii:
«; ... uhel mezi osami z;_; a z; kolem normély x;_;

a; ... vzdalenost mezi poc¢atkem O;_; a osou z; (kolma vzdalenost mezi osami)

d; ... vzdalenost mezi pocatky O, a O;

;... thel mezi osami x;_; a x; dany kolem osy z;

Je zfejmé, ze pro zakladni typy kloubi s jednim stupném volnosti opét plati:
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kloub Joint i je typu P proménné definujici pohyb kloubu je d;, proménné a;, oy, 6; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link i

kloub Joint i je typu R proménné definujici pohyb kloubu je 6;, proménné a;, d;, c; jsou kon-
stanty definujici geometrické usporadani ramene Link ¢

Transformaéni vztah (homogenni transformac¢ni matice) mezi s.s. F;_1 a F; je dan nasledujicim
zpusobem.

e Vyber s.s. Fj_

e Posunl tento systém podél osy x;—1 o vzdalenost a; a oto¢ jej okolo osy x;—1 o thel oy =
dostavame s.s. F. Matice pfechodu:

1 0 0 a;] [T O 0 O 1 0 0 q

i1 N ~_ 1010 0] |0 cay —Sa; O] _ |0 ca —5a; O
T, " = Trans(x, a;)-Rot(x, a;) = 00 1 0 0 50 ca 0| |0 sa o 0
00 0 1 0 O 0 1 0 O 0 1

(2.26)

e Posuii s.s. F podél osy 2z, o vzdalenost d; a oto¢ jej okolo osy 2z o tuhel 6; = dostavame
s.s. F;. Matice pfechodu:

1 0 0 0 co, —sp 0 O co, —s¢ 0 0
-/ 01 0 O sg. cg, 0 O Sy co, 0 O
T; = Trans(z,d;) - Rot(z,6;) = S| i = |7Y% i
! (2, ;) (2,0:) 0 0 1 d; 0 0 10 0 0 1 d;
0 00 1 0 0 01 0 0 0 1
(2.27)
e Vysledna matice prechodu ze s.s. F;_1 do s.s. F; je déna:
T = TZ:,_l .T? = Trans(z, a;) - Rot(x, a;) - Trans(z, d;) - Rot(z, ;) =
[ co, — Sy, 0 ai |
Ca;50; Ca;Co; —Sa; —Sa;di
= (2.28)
50;50; Sa;C0; Cay Ca; di
0 0 0 I

Porovnanim parametra D-H amluvy, viz Obr. a K-K amluvy, viz Obr. milZeme Vypozo-
rovat fakt, ze D-H parametry [0;, d;, «;, a;] odpovidaji K-K parametram [0;, d;, a1, ait1]
(vyjma piipadu pro prvni a posledni ¢tvefici parametri, nebot s.s. Fy miiZze byt volen libovolné
a s.8. Fj, méa pevné uréeny jen smér osy z).
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Link 1+ 1

R
-~

/joint 7+ 1

Joint 1

NC>

Obrézek 2.7: Khalil-Kleinfingerova timluva pro rozvétvené kinematické retézce

Ukazme nyni vyhodu K-K amluvy pro definovani rozvétvenych architektur. Pro ilustraci predpo-
kladejme stejny piipad jako na Obr. vSak se zavedenim soufadnych systému jako na Obr.
Transformaci s.s. F;_1 kloubu Link i — 1 do s.s. F; kloubu Link i jiz zndme a je dana pouze 4
parametry a;, «;, d;, 7, Viz rovnice . Poznamenejme, Ze zminéné s.s. jsou k sobé navza-
jem ve specifické poloze, u¢ené normalou os z;_1 a z;, a tedy postacuji pouze 4 DoF k jejich
vzéjemnému polohovani.

Definujme dale normélu os z;_1 a z;y1 a s ni souvisejici pomocny soufadny systém
Fy =10 1—"z; 1 'y, 'zi_1, ktery ma osu z;_1 totoZnou s osou z; 1 a osu ;1 ve sméru
definované normaly.

Poloha s.s. Fj_1 a 'F;_; bude popsana pouze dvojici parametri:
Yit1 ... Uhel mezi osami ;1 a ;1 kolem osy z;_;

bis1 ... vzdalenost mezi pocatkem O;_; a pocatkem 'O;_y
Transformacni vztah téchto s.s. je dan pak nasledujicim zpusobem:

e Posuni s.s. F;_1 podél osy z;—1 o hodnotu b;;1 a oto jej kolem osy z;_1 o thel v;41 =
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1 00 O Cyipr Sy 00
4 010 0 S G 000
i—1 _ ) i+1) = o N
T, ", = Trans(z,b;+1) - Rot(z,7it1) 0 0 1 by 0 0 L0
[ Chior =Sy O 0]
S~/ C~. 0 0
_ | B Snin (2.29)
0 0 1 bit1
0 0O 0 1 |

Nyni je zfejmé, Ze transformace mezi s.s. 'F;_1 a F; ;1 jiz bude ddna znamou transformac¢ni matici
T?Jr_ll analogickou jako v rovnici 1) s parametry [0;+1, dit1, Qit1, Qiv1):

1'_1
T = Trans(z,a;11) - Rot(x, it1) - Trans(z, dit1) - Rot(z, 0;41) =
COi 11 8041 0 ai+1
Cair150,41 Coip1€0;41 Sy _5a¢+1di+1
_ (2.30)
Sai1150i41  Sait1€0;41 Ca;q1 Coajpy di+1
0 0 0 1

Vysledné matice prechodu ze s.s F;_1 do s.s. F;;1 je dana:

i—1 Li—1 _
T ) Ti+1 -

_ -1
i1 =Ty

= Trans(z, b;j1+1) - Rot(z,v;+1) - Trans(x, a;11) - Rot(x, aj+1) - Trans(z,d;11) - Rot(z,0,11) =

[ Cyit1C0i41 — Svi41C0i4+150;i41 T Cvi4150i41 T Svit1Coir1C0i4a Sviv1Saig1 Svit1 5ai+1di+1 =+ Crip1 Qit1 1
Svi41C0; 41 + Cryit1Cait150i01  —Svi41560;41 —+ Cyit1Caix1C0;p1 " Cyip1Saipr T Cryip Sai+1di+1 + Svir1Ai+1
Saiy150;41 Sovi41C0;41 Coaiyq Ca¢+1di+l + bi+1
i 0 0 0 1

(2.31)

Poznamenejme, Ze stejnym zpusobem lze odvodit transformacni vztahy pro libovolny pocet
kloubu pripojenych na rameno Link ¢ — 1. Je patrné, ze K-K umluvu jednoznac¢né definuje,
narozdil od D-H amluvy, kloubové souradnice kazdého kloubu.

¢ Pf‘i 2.2 (K-K umluva pro SM-+SZ)

Obrazek [2.8 znadzornuje zavedeni souradnych systému pro jednotlivd ramena AM+-SZ.
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Obréazek 2.8: Zavedeni soufadnych systémi pro AM+SZ dle K-K amluvy

Geometrické parametry manipulatoru (tzv. K-K parametry), jsou pak dany nésledujici tabulkou:

]Jointi\di\ai\ Q; ‘

1 JO0]0] 0
2 |00 ¢
3 |0 [k| 0
4 |0 ?
5 |0]0]|-2
6 |0]0]| ¢

Tabulka 2.2: K-K parametry AM+SZ. Poznamenejme, Ze se nyni v popisu manipulatoru nevy-
skytuji parametry [; respektive l4. Bez ijmy na obecnosti mohou byt tyto parametry
sou¢ésti konstantnich transformacnich matic T respektive T, viz Poznémka

*
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2.3 Polohové zavislosti manipulatort

Polohovymi zavislostmi rozumime vztah mezi kloubovymi @ a zobecnénymi X soufadnicemi
manipulatoru a délime je na dva zakladni problémy:

e piimy kinematicky problém /tloha (PKU)
Tedy nalezeni zavislosti zobecnénych soufadnic X na kloubovych souradnicich ©. V ci-
zojazy¢né literatufe Casto nazyvany jako direct/forward kinematics problem [19], direct
geometric model [40].

e inverzni kinematicky problém /tloha (IKU)
Tedy nalezeni zavislosti kloubovych soufadnic ® na zobecnénych souradnicich X. V cizo-
jazycné literatute ¢asto nazyvany jako inverse kinematic problem [19], inverse geometric
problem [40)].

Pro lepsi orientaci v textu zavedme nésledujici znac¢eni pro kloubové soufadnice manipuldtoru:

T

0= ... 9] (2.32)

kde
¥; = 0; (Joint i je typu R) a ¥; =d; (Joint i je typu P)

2.3.1 Primy kinematicky problém pro sériové manipulatory

Piimy kinematicky problém pro sériové manipuldtory nepredstavuje vazné komplikace a pro
jeho FeSeni lze s vyhodou vyuzit amluvy pro popis manipulatort z Kapitoly [2.2] nebot kazda
transformacni matice T;fl zéavisi primo na aktivni kloubové soutradnici ¥;.

Primé kinematickou tiloha pro n aktivnich kloubt sériového manipuldtoru lze tak formulovat ve

tvaru:
n

T(0) = [[Ti7' (%) (2.33)
i=1
kde transformac¢ni matice T% ! (¥;) jsou dény dle pouzité imluvy pifmo rovnicemi 1} nebo 1} :

Je tedy zfejmé, ze piima kinematickd tloha pro sériové manipulatory ma vzdy analytické
FeSeni.

B Poznamka 2.2 (Kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru)

Z praktického hlediska je vyhodné definovat jesté dva dalsi s.s., a to s.s. zékladny (rdmu) manipu-
latoru Fy = {Op — Y2z} a s.s. koncového efektoru Fo = {O, — xy 2z }. Je ziejmé, Ze s.s. jsou
nezavislé na poloze kloubti manipulatoru, a lze je tedy vyjadrit vzhledem k poloze s.s. prvniho
Fy a posledniho F,, kloubu konstantnimi maticemi piechodu T% a T™, viz Obr. 2.9 V technické
praxi tyto matice predstavuji vétsinou kompenzaci umisténi konkrétnftho manipulédtoru na vy-

robni lince (Tg) ¢i kompenzaci polohy pracovniho nastroje na koncovém efektoru manipulédtoru
(T2).

Vysledné matice prechodu Tg(@) zévisejici na poloze kloubovych soufadnic ® respektujici i vyse
uvedené kompenzace polohy bude mit tak nésledujici tvar:

|
b | anb
TYO) =Ty TS - T" = Re T (2.34)
|
0 0 0'1
kde
RZ = [ :132 yf; zle’] (2.35)
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je matice rotace a 7 _ = O% — O} = OY je translaéni vektor s.s. F, vzhledem k s.s. F.

Pohybliva vazba
Yo (transformace T2(0))

Pevna vazba
2 (kompenzace T%)

Zn, \ Ye
\ Pevné vazba
(kompenzace T)\ () e
e g
\On xe

Ln
Yn

Ty

Obrazek 2.9: Princip kompenzaci manipulatoru

Poznamenejme, ze vektor zobecnénych souradnic manipulatoru X lze ziskat z transformadcni
matice TZ napft, jako:

X =[R. O ]| matice rotace + translacni vektor (2.36)
X=[a 8 v (O)T ]T Eulerovy thly (z RY) + translaén{ vektor
. atd.

Pfimy kinematicky problém lze tak s vyuzitim rovnice (2.33) interpretovat jako nelinearni vek-
torovou transformac¢ni funkci parametrizovanou navrhovymi parametry manipulatoru & (v lite-
ratufe Casto oznacovana jako geometrickd omezeni manipuldtoru):

X =G(®), kde G=G(¢£) (2.37)

% Piiklad 2.3 (Pfima kinematicka uloha pro SM+SZ)
Pfima kinematicka tloha SM+SZ pro domovskou (® = 0) a obecnou polohu koncového efektoru
manipulatoru (bez kompenzace T = TS = I):

. 1 0 0 1
®©=[000000] = X=|0 -1 0 0
0 0 -1 -03

. (051 033 079 128

e=[2 z 7 2 2 %2 = X=|-020 094 -027 0.96

|—0.84 —0.02 055 2.29
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25~-1"

Joint 3 & Joint 4 ik
. Joint 5 &:Joint §

™ ! | /""‘"‘
& Joint 4

Joint

Joint 2 (/k H e
. 15—

Z-ayis

05—+
| Joint § & Joint 6 :

Youehl] ' s :
be, SRS S SRS L : Zb
O ; © Jaint T *l]—zb

Joint 1.

eaxis Keaxis

(a) Domovska poloha (b) Obecna poloha

Obrazek 2.10: Prima kinematicka tloha pro SM+SZ (model v SimMechanicsu)

2.3.2 Inverzni kinematicky problém pro sériové manipulatory

Formulace inverzniho kinematického problému plyne piimo z rovnice ([2.37)). Polohu kloubovych
soufadnic ® lze pro danou polohu koncového efektoru X stanovit jako:

e =G61X) (2.38)

Nalezeni inverze nelinearni vektorové transforma¢ni funkce G=! je v obecném piipadé velmi
slozité, nebot ve funkci G se, diky transformad¢ni matici TZ, vyskytuji sou¢ty nasobki a mocnin
¢lenu sin 1;, cos ;.

Uvazujme obecny neredundantni sériovy prostorovy manipulator se vSemi 6 stupni volnosti kon-
cového efektoru, a tedy pravé 6 kloubovymi soufadnicemi @ = [ 91 ... Vg ]T. JelikoZ zobec-
nény vektor soufadnic X ma v prostoru maximéalné 6 nezavislych proménnych (nap¥. 3 Eulerovy
thly a vektor translace koncového efektoru) je ziejmé, ze Fesend inverzni kinematické tlohy pro
obecnyj neredundantni manipuldtor vede na soustavu 6 nelinedrnich rovnic pro 6 nezndmgych.

Metody pro nalezeni feSeni inverzni kinematické dlohy pro sériové manipulatory lze rozdélit
v podstaté do nasledujicich skupin, které budou struéné zminény v nasledujicich kapitolach:

e Piimé analytické fesSeni jednoduchych architektur manipulatori

e Specializované metody pro feSeni konkrétnich variant architektur manipulatori (omezené
usporadani kloubtu danych typt)

e Metody pro feseni obecnych architektur manipulatort

e Numerické gradientni metody, viz Kapitola []
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2.3.2.1 Primé analytické reseni jednoduchych architektur manipulatori

Vyuziva se zejména pro jednoduché konstrukce manipulatord, kde je mozné s urcitou davkou
zkuSenosti a matematické intuice relativné snadno nalézt inverzni kinematickou transformaci
G 1(X). Metody piimého analytického feseni byvaji aplikovany na jednoduché planarni & pro-
storové manipulatory, viz Piiklad [2.4] Velmi ¢asto se miZeme s témito metodami setkat
pri feSeni inverzni kinematické dlohy pro paralelni manipulétory s jednoduchymi kinematickymi
fetézci, kde kazdy kinematicky Fetézec je v podstaté samostatny sériovy manipulator, viz Pii-

klad 2.6

% Piiklad 2.4 (Translaéni ¢ast AM+SZ z Obrazku [1.7)
Zobecnéné soutradnice transla¢ni ¢asti AM+SZ definujme jako (predpokladejme Tg =1= Fy=
F,, zadna kompenzace polohy zakladny manipulatoru):

T
Xtran :7“8,}3 :OO = |: O%I O%y OOZ :|

Obrazek 2.11: Transla¢ni ¢ast AM+SZ (zavedeni s.s. dle D-H amluvy, viz Pfiklad

Viimnéme si, ze feSeni IKU pro translaéni ¢ast AM+SZ, lze rozdélit na dvé faze.
Pro kloubovou souradnici #; budou diky umisténi kloubu zifejmé existovat dvé feSeni ve tvaru:
— 0 0
01 = atan2 (Op,, OF, ) (2.39)
01 = atan2 (0%, O%y) +7 (2.40)
Tim jsme problém pievedli na feseni IKU planarniho sériového manipulétoru typu RR (PSM-

RR) se dvéma DoF, jehoz schématické uspofadani je znazornéno na Obrazku 2.12(a)l Zobecnéné
souradnice PSM-RR definujme jako:

1 01 Ol T
Xpsm = OE = E. E, 0
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kde X s, lze diky znalosti kloubové souradnice 6y ziskat z Xypqp jako
Op = (T}(61))"" - O
kde matice prechodu T9(#;) je dana rovnici (2.25)) a hodnotami z Tabulky

251

Joint. 1

25

(a) Schématické usporadani PSM-RR (b) Dvojice moznych Feseni IKU pro riizné polohy ©

Obrazek 2.12: IKU pro planarni sériovy manipulator typu RR

Resenf PKU pro PSM-RR lze psat:

5 * Kk X l38(92+93)+l2692
Th(©) = [[Ti () T4 = |7 7 F TR o (2.41)
= 00 0 1
kde ‘

0
I 0
T?]E = | )
il
00 01

je konstantni kompenza¢ni matice polohy koncového efektoru a matice prechodu Tifl(ei) jsou
op&t urceny rovnici (2.25)) a hodnotami z Tabulky
Poloha koncového efektoru PSM-RR je tedy dana jako:

OEEI 135(9,+05) + 12Co,
Xpsm = T}E[l : 3, 3] = OEy = —l3€(92+93) + l2892
0 0

IKU pro PSM-RR lze potom fegit nasledovné:

Umocnénim a sectenim prvki O}Em a O}E1 dostavame, s vyuzitim souc¢tovych goniometrickych
Yy
vzorcu, hodnotu kloubové soutradnice 6s:

(O,)? + (Op,)? = 15 + 15 + 2lal3sp,
(Op,)* + (Op,)? — 15— 13

= 2.42
62 25l (242)
Sgy + Chy = 1= cgy = 4 /1— 83, (2.43)
03 = atan2 (Seg) (2.44)
693
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Regenfm soustavy rovnic, opét s vyuzitim souctovych goniometrickych vzorci,
O}Ex = 130(92+93) + 12092
1
OEy = —138(92+93) + l2892
pro neznamé sg,, cg,, dostdvame hodnotu kloubové souradnice 6s:
1 1
o, — lgCgSOEz + (Io+ l3893)OEy
2
(Ok,)? + (OF, )?
(lg + l3893)0}91 — l30930}~;y
I )2 I )2
(Op,)* +(Og,)

0y = atan2 (ng) (2.45)

692

co, =

Ze vztahu (2.43)) je zfejmé, ze IKU pro PSM-RR ma dvé feeni, viz Obrazek [2.12(b)l Pozname-
nejme dale, 7e feseni IKU existuje pouze za piedpokladu —1 < sp, < 1, viz rovnice (2.43). Pro
mozné umisténi koncového efektoru tak plati (po jednoduchych tpravach) nerovnost,

lo =13 < || Xpsmll < lo+13

ktera definuje pracovni prostor manipulatoru. Lze ukézat, Ze se manipulator na hranicich pra-
covniho prostoru naléza v tzv. singularnich polohach, vice v Kapitole [3.4]
Je tedy ziejmé, ze IKU pro translacni ¢ast AM+SZ méa celkem 4 riizné feseni (dvojice feSeni pro
kloubovou soufadnici #; a dvojice feSeni pro PSM-RR), viz Obrazek

cosf3; >0 cosfz <0

61

0L +7

Obréazek 2.13: Mozné feseni IKU pro translacni ¢ast AM+SZ

*

* Priklad 2.5 (Sférické zapésti AM+SZ z Obrazku [1.7))
Zobecnéné soufadnice sférického zapésti AM+SZ definujme jako (pfedpokladejme TO = T =
Fs = F, zddna kompenzace polohy koncového efektoru manipulatoru):

st = R3 = [ZIJ% yg Zg]
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sin 95 >0

Joint 5

sinfs < 0
Joint 4
Te

Joint 4
Y3 Joint 5

(a) Schématické sférického zapésti (zavedeni s.s. dle D-H (b) Dvé mozna FeSeni IKU sférického za-
tmluvy, viz Priklad 2] pésti

Obrézek 2.14: IKU sférické zapésti

Regeni PKU pro sférické zapésti lze psat:

\
6
O3 .
3 R6 6 -1
T3 = | = HT; (0;) (2.46)
com oo i=4
0 0 01
kde s 3 3
C,CO5Co5 — 50,505 —C0,C05505 — S0,C05  C0,505 n, S, a,
3 __ A 3 3 3
R6 = |804C05C05 T C04505 —564C05505 T C0,Cos  S64505 | = ng Sg ag (2'47)
— 505 Co, 505506 co, n, s, al

a matice prechodu Tgfl((%) jsou opét urceny rovnici 1) a hodnotami z Tabulky
Ze soustavy rovnic (2.47) lze odvodit, ze se IKU pro sférické zapésti rozpada na dvé fesenti, viz

Obrézek 2.14(b)]

Umocnénim a seétenim prvki a2 a ag’ dostavame:

(a2)* + (ay)® = 55, = so, = £/ (a})? + (a})?

L. Pro sg; = +,/(a3)?* + (a3)* >0 = 05 €< 0, 7 >

0, = atan2(sg, se,, co, So;) = atan2(sg,, cos) = atan2(a2, al) (2.48)

05 = atan2(sg;, cg;) = atan2(y/(a2)? + (a3)?, a?)

06 = atan2(sp, Sgs, —(—S0,Co,)) = atan2(sg,, coy) = atan?(sg, —ni)

2. Pro sg; = —/(a2)? + (a3)* <0 = 05 €< -7, 0>

6, = atan2(sg, (—sp;), co,(—S0,;)) = atan2(sq,, cos) = atan2(—a2, —a?) (2.49)

05 = atan2(sg, cg,) = atan2(—,/(a3)? + (a3)?,a?)

0 = atan2(—sg, sg,, —(50,Cos)) = atan2(sg,, cos) = atan2(—s>,n?)
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*

* Priklad 2.6 (Paralelni sférické zapésti z Obrazku

Jak jiz bylo zminéno v kapitole [1.4.3| paralelni sférické zapésti je vybaveno tfemi aktivnimi kine-
matickymi Fetézci (v podstaté sériovymi manipulatory), jejichz IKU lze snadno Fesit nasledujicim
postupem.

oA

2

I~

=

Obrézek 2.15: Dvé mozna feseni IKU pro kinematicky fetézec PSZ

Pfedpokladejme, Ze pro jeden kinematicky fetézec, viz Obrazek znédme polohu jeho konco-
vého efektoru:

X, =B,D;" = [ bdip bdy bdi. |

(2.50)
Jedinou hledanou kloubovou soufadnici je pak pouze délka vysunuti linedrnitho aktuatoru d;,
nebot zbyvajici 2 kloubové souradnice (ihly natoceni pro kloub typu U) jsou pasivni a nelze je
tudiz jakkoliv ¥idit. Vektor C;D; konstantni délky [ lze pak vyjadiit jako:

CiD’ = [ bdiy bdsy bdis—d; |" (2.51)
A tedy:
ICDP|2 = bd2 +bd2, + (bds — di)? = 12
(bdiz — di)* = 1% —bdy, — b,
bdio —d; = /12— b2, — b2,
di = bdiz F /12— b2, — b2, (2.52)

Z rovnice (2.52)) je ziejmé, ze IKU pro kazdy kinematicky fetézec PSZ ma dvé feseni za podminky
1? > bdy, + bdy,. *

Systematické feseni IKU pro jednoduché manipulatory, pro které plati, Ze vétsina D-H respektive
K-K parametrii a;, d; jsou nulové a «;, 0; jsou nulové ¢i rovné £7, popsal Richard P. Paul,
viz [33]. Jeho metoda v podstaté zobectiuje feseni IKU demonstrované v Ptikladech a
a v literatufe je ¢asto nazyvané jako Paulova metoda (Paul method). Metoda je zaloZena na
myslence postupného vyjadfovani kloubovych soufadnic ¥; z celkového kinematického popisu
manipulatoru daného rovnici PKU, nasledujicim postupem:

e Vypocet matice prechodu T?L ze zobecnénych souradnic X, viz Kapitola Ziskavame
tak soustavu 12 nelinearnich rovnic pro n neznamych (2.33|):

TO = T9(9,) - T () - - - - - 1 (2.53)
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e Pienasobenim rovnice (2.53) zleva matici prechodu (T9(19;))~! dostavame:
To(01) - Ty, = T3(Va) - T5(03) -+ Ty~ (Un) (2.54)
Leva strana rovnice ([2.54)) je pak zavisla pouze na kloubové soutadnici 11, kterou se poku-
sime vypocitat.

e Pienasobenim rovnice (2.54)) zleva matici prechodu (T'3(12))~" dostavame:

T3(92) - Th(¥1) - T = T3(93) - T5(93) -~ - T (0,,) (2.55)

n

Leva strana rovnice ([2.55) je pak zavisla pouze na kloubové soufadnici ¥ (91 jiz zname),
kterou se pokusime vypocitat.

e Analogickym zpisobem se pokusime postupné dopocitat vSechny zbyvajici kloubové sou-
fadnice ¥;, i =3...n

Bylo experimentalné ukazano, Ze pro celou fadu primyslové pouzivanych manipulétortt degene-
ruje IKU pomoci Paulovo metody na feeni 8 zakladnich typi rovnic uvedenych v Tabulce
jejichZ analytické FeSeni je znamé (zde jej vSak dale neuvadime a lze nalézt spoleéné s konkrétnim
piikladem (feseni IKU pro AM+SZ) napi. v [40]).

Typ 1 X-d=Y
Typ 2 X -s9, +Y -cy, =72
Typ 3 X189, +Y1-¢co, = Z1
Xo 59, +Yo-cyp, = Zo
Typ 4 X1-dj-s9, =Y
X2'dj'cgi:Y2
Typ 5 X189, =Y1+ 21 -d;
Xo-cyg, =Yoo+ Z3-d;
Typ 6 W-ng:X-Cgi—l-Y-Sgiﬂ-Zl
W'ng:X'CQi—Y‘S@i+Z2
Typ 7 Wl'ng+W2'89j:X'Cgi—l-Y-Sgi—l-Zl
Wl‘sgj—WQ‘CQj:X‘Sgi—Y‘C9i+Z2
Typ 8 X'C@i +Y‘C(9i+9j) =7
X 50, +Y - 59,10, = 22

Tabulka 2.3: Typické rovnice feSené pii pouziti Paulovy metody, kde 6; resp. d; jsou kloubové
soutadnice kloubu typu R resp. P a X;, Y;, Z;, W; jsou redlné koeficienty zévislé
na D-H & K-K geometrickych parametrech manipulatoru

2.3.2.2 Specializované metody pro reseni konkrétnich variant architektur manipulatora

V prumyslovych aplikacich se velmi ¢asto vyskytuji sériové manipulatory, jejichz architektura je
navrzena takovym zptsobem, aby byl vypocet IKU co mozné nejvice usnadnén. Jedna se zejména
o piipady, kdy je mozné dany manipulator vhodné dekomponovat na vice funkénich celki a
IKU fesit pro kazdy celek samostatné (napf. prost¥ednictvim pifmych analytickych metod, viz
kapitola. Vypustime-li jednoduché pravouhlé (portalové) manipulatory, pro které je IKU
trivialni, drtivou vétSinu manipuldtori v primyslu tvori pravé antropomorfni manipulétor se
sférickym zapéstim, viz kapitola [I.4.1]

* Piiklad 2.7 (IKU AM+SZ z Obrazku
Necht

X =[xt ¢y 2P (04 ] (2.56)
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jsou zobecnéné souradnice manipulatoru se zavedenymi s.s. dle D-H amluvy, viz Priklad 2.1}

Je zfejmé, Zze smérové vektory os a pocatek s.s. Fg vzhledem k s.s. Fy lze ziskat z X pomoci
kompenzacénich matic Tg a T? jako:

[
0 0 0 0 b b b1 b
g Yg =g : 06 — (Tg)fl LTe Ye Z¢ : Oe . (Tg)fl (2.57)
7707767707177177 77077077(7)7}7177

Zobecnéné souradnice translacni ¢asti manipulatoru z Piikladu lze potom vypocitat jako:
Xiran = 0% =08 =02 =03 — 1, - 28 (2.58)
Ziskdvame tak feSeni pro kloubové souradnice 01, 05 a 03.

Zobecnéné soutadnice sférického zapésti z Prikladu [2.5] nyni lze spocitat jako:

X, =R} = (T5(01, 02, 03)[1:3,1:3)7 - [ 2] y) 20 ] (2.59)

R RY

kde .
TY(61, 0, 03) = [[T7'(6:)
=1

a matice pifechodu Té_l(ei) jsou uréeny rovnici 1' a hodnotami z Tabulky

Ziskdvame tak feSeni pro zbyvajici kloubové soufadnice 64, 05 a 0. IKU pro AM-+SZ ma tedy
celkem 8 riznych feSeni (4 pro translaéni ¢ast krat 2 pro sférické zapésti). *

Metodu fegeni IKU AM-+SZ pomoci vhodné dekompozice na translacni ¢ast (obecné feseni po-
lohové rovnice) a sférické zapésti (obecné feSené rotacni rovnice) ukdzanou v Piikladu 1ze
zobecnit pro dva zakladni typy architektury manipulatori se 6 DoF, viz [16]. Uvedme déle jen
nastin feSeni, podrobné&jsi popis lze nalézt napiiklad v [40].

Manipulator obsahujici sférické zapesti v libovolné casti kinematického retezce
MoZné varianty kinematického retézce:

XXX(RRR), X(RRR)XX, XX(RRR)X, XXX (RRR), kde (RRR) oznacuje sférické za-
pésti a X oznacuje kloub typu P nebo R.
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Tm—2

A\
.

em—l

Joint m-1

Obréazek 2.16: Sférické zapésti (obecny piipad)

Nastin metody:

Predpokladame-li popis s.s. manipulatoru pomoci K-K amluvy, viz Piiklad 2:2] trojice po sobé
jdoucich kloubt Joint m — 1, Joint m a Joint m + 1, kde 2 < m < 5, tvoii sférické zapésti,
pokud pro K-K parametry plati nasledujici, viz Obrazek [2.16}

m = dpm = amy1 =0
—) (2.60)
Samir 7 0

Je zfejmé, Ze pocatky s.s. Fi,—1 a Fj, jsou shodné a nezavislé na kloubovych soufadnicich sfé-
rického zapésti 0,,—1, O, Om+y1. Polohu téchto pocatki muzeme tedy vyjadiit vzhledem k s.s.
F,—9 jako:

Am—1

_dm—lsa 1
= m 2.61
dmflcam,l ( )

1

m—2

o o O

Rovnice (2.33)) 1ze tedy psat s vyuzitim rovnice (2.61]) jako (matice prechodu Tg 1ze opét vypocitat
ze zobecnénych soufadnic manipulatoru):

To, o T0 7 - Tot =18 (2.62)
0
Om—2 0

TS - [ Tib_l ] =T9 TS, ., Trans(z, —dpm1) - 0 (2.63)
1

Rovnice (2.63) se nazyva polohovou rovnici, nebot zavisi pouze na kloubovych soufadnicich, které
neprislusi sférickému zapésti ¥1,...,9m—2 a Opna1,...,0s. Zlejmé tedy plati:

T%"L*Q = T(T]n72(7-917 s 779771,—2) a T§n+1 = TgLJrl (’Lgm+1, e 196)

kde 9J; je kloubova soufadnice kloubu typu P respektive R, viz (2.32)).
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Lze ukazat, Ze rovnice (2.63]) vede na feSeni 6 typt rovnic, jejichz analytické FeSeni je op&t znamé.
Prvni t¥i rovnice jsou shodné s rovnicemi typu 1, 2 a 3 z Tabulky [2.3] a zbyvajici tfi typy rovnic
jsou uvedeny v Tabulce Pocet moznych feSeni je roven Ctyfem.

Typ 9 agdg +aid; +ag =0
Typ 10 a4d;1 + agd? + a2d22 +aid; +ap=0
Typ 11 a4s§i + ascy,; sy, + axc; + a1sg; +ag =0

Tabulka 2.4: Dalsi typické rovnice pouzité pii fedeni IKU manipulatoru se sférickym zapéstim,
kde 6; resp. d; jsou kloubové soufadnice kloubu typu R resp. P a a; jsou realné
koeficienty zavislé na K-K geometrickych parametrech manipulatoru

Z rovnice ([2.62)) je mozné vzhledem k ([2.10) odvodit zavislosti pro rota¢ni matice jednotlivych
soufadnych systémi:
0 -2 1 0
R) , -R™ % Ry = R) (2.64)

Rovnice (2.64) se nazyva rotacni rovnici, nebot, pro nyni jiz znamé hodnoty kloubovych soufadnic
nepiislusejicim sférickému zapésti (matice RY,_, a RE™! jsou konstantni matice), zavisi pouze
na kloubovych soutadnicich sférického zapésti:

Rz;% = R:Z_T_%(em—la ema 9m+1)

Lze ukazat, Ze rovnice (2.64) vede na feSeni rovnic typu 2 a 3 z Tabulky Pocet moznych
FeSeni je roven dvéma.

Manipulator obsahujici 3 klouby typu P a 3 klouby typu R v libovolném usporadani
MozZné varianty kinematického retézce:
PPPRRR, PPRPRR, ... + dalsich 18 kombinaci.

Nastin metody:
Ozna¢me klouby typu R jako Joint i, Joint j a Joint k a klouby typu P jako Joint i', Joint j'
a Joint k.

Je ziejmé, Ze klouby typu P nemohou jakkoliv ovlivnit orientaci koncového efektoru manipulé-
toru. Rotacni rovnici miuZzeme tedy odvodit z rovnice ([2.33)) opét s vyuzitim (2.10) jako:

R{(0;) - R}(0;) - R}(6x) = R} (2.65)

Lze ukazat, Ze rovnice ([2.65) vede na podobné feSeni jako rotacni rovnice (2.64]). Stejné tak i
pocet FeSeni je roven dvéma.

Polohovou rovnici lze psat jako:
0 % k _ 0
T;(dy) - T5(dj) - Tg =Tg (2.66)

Vzhledem k tomu, Ze matice prechodu v rovnici jsou zavislé pouze na kloubovych souradni-
cich kloubi typu P (kloubové soutadnice 6;, 6;, 6, kloubt typu R zname z feSeni rovnice ),
nevyskytuji se v této polohové rovnici zadné ¢leny typu sin, cos a rovnice je tak soustavou line-
arnich rovnic v neznamych d;/, dj;:, dyr.
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2.3.2.3 Metody pro reseni obecnych architektur manipulatori

Pod obecnou architekturou manipulatoru se 6 Dof rozumime manipulator se 6 klouby typu P
respektive R s libovolné orientovanymi osami translace respektive rotace. D-H ¢i K-K geometrické
parametry mohou tedy nabyvat libovolnych realnych hodnot. Dnes nejznadmé;jsi obecnou metodou
pro feseni IKU takovych manipulatori je Raghavan-Rothova metoda (Raghavan-Roth method),
viz [32].

Nastin metody (pro sériovy manipulator se 6 klouby typu R):
Rovnice ([2.33)) lze prepsat nasledovné:

TV(61) - T5(02) - T5(63) - T5(64) = Tq - T3(06) - T3(65) (2.67)

Prvky matice na pravé strané rovnice jsou funkcemi pouze kloubovych souradnic 05, 0g a
prvky na levé strané kloubovych souradnic 61, 65, 03, 84, coZ vyrazné usnadnuje dalsi symbolické
vypocty. Lze ukazat, Ze porovnanim vhodnych piislusejicich si prvkt matic na levé a pravé strané,
rozsifenim soustavy rovnic o pridavné rovnice a nasledném zjednoduSeni, dostdvame soustavu
rovnic, jiz nezavislou na 64 (forméalné shodnou s linearnim soustavou rovnic):

A-X1=B'Y (2.68)
kde
T
X = [ 505505 S02C03 C0505 C0,C0; S0 Coy S05 Cos 1 ]
T
Y = [ 505505 S05C05 C0sS0; CO05C0s S05 COs 505 Cog ]

A je matice [14 x 9] s prvky danymi linearni kombinaci funkei s, , cg,
B je konstantni matice [14 x 8]

Za ucelem eliminace 65 a 6g lze rovnice (2.68)) rozdélit nasledovné:

A, [ B A - X,=B'Y
[Az}'Xl_[B2]'Y 7 A X1 =By-Y (2.69)

kde A; je matice [6 X 9], A2 je matice [8 x 9], B; je matice [6 x 8] a Bs je matice [8 x 8].

Eliminaci Y dostavame rovnici:
D - X1 =0gx1 (2.70)

kde D = [A; — By - B;' - Ay] je matice [6 x 9] zavisla pouze na linedrni kombinaci sg, a cg, .

Dosazenim zname substituce, viz [31]

2x;
6; 80; = 1142
z; = tan = = T proi=1, 2, 3 (2.71)
2 Ccp, = 173
i +a
do rovnice ([2.70]) dostavame rovnici:
E- X5 =06 (2.72)

kde Xy = | 2323 3w 23 w023 wows xy x3 w3 1 ]T a E je matice [6 x 9] jejiz prvky
jsou kvadratickymi funkcemi v proménné x.

Z rovnice (2.72)) lze eliminovat xy a x3 tzv. dyalitickou eliminact, ktera je zalozena na nasledujicim
postupu. Vynésobenim rovnice (2.72) proménou xs dostavame rovnici:

E- X3 =04y (2.73)

kde X3 = [ 2323 ajas @3 w323 a3xs a3 w91 wows a2 |
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Kombinaci rovnic (2.72) a (2.73) dostavame soustavu rovnic:

S X =0i9x1 (2.74)
T . .
kde X = [x%x% :L‘gscg x% x%x% m%xg x% $2$§ Toxy To x% T3 1] a S je matice

[12 x 12] jejiz prvky jsou opét kvadratickymi funkcemi v proménné x; a plati:

E 06><3:|
S —
[06><3 E

Vzhledem k tomu, Zze X # 01951 soustava rovnic (2.74) ma netrivialni feSeni, a to pouze za
predpokladu:
det(S) =0 (2.75)

Raghavan ukazal, Ze det(S) = 0 je polynomem stupné 24 v proménné z1 a ma jediny spoleény
faktor (23 + 1)* vedouci na komplexni kofeny. Rovnice lze tedy psét:

det(8) = f(z1)(z2 +1)* =0 (2.76)
kde f(z1) je polynom stupné 16 s realnymi koteny (nékdy v literatufe nazyvan jako charakteris-
ticky polynom manipuldtoru).

Je tedy zfejmé Ze obecny 6R manipulator ma maximalné 16 raznych feseni IKU. Kloubové
soutfadnice jsou postupné vypocitany pro vsechny kofeny xi,, @ = 1, 2, ... polynomu f(z1)
nésledovné:

e 1o, a x3, lze ziskat FeSenim soustavy linedrnich rovnic (2.74]), nebot S(z1,) je numericka
matice a obecné plati rank(S(xy,;)) = 11 (feSime tak soustavu 11 rovnic pro 11 neznamych).
Zpétnou substituci (2.71) ziskdvame kloubové soufadnice 6;,, 02, a 63,.

e Substituci 6y,, 6a,, 03, do rovnice By - Y = Ay - X1 z (2.69) dostavame soustavu 8 li-
nearnich rovnic pro 8 neznamych v Y. Kloubové soufadnice 05, a s, lze pak vypocitat
prost¥ednictvim funkce atan2(x).

e Pfeorganizovanim rovnice (2.67)) a substituci 6y,, 62,, 03,, 05,, 05, dostavame
Ti(04) = T5(03) - T1(02) - To(6h) - Ts - T5(05) - T5(05)
a vzhledem k (2.28)), pro popis s.s. podle K-K amluvy, 1ze posledni kloubovou soutradnici
vypoditat z prvka T5(04)[1,1] a T3(04)[1,2] opét pomoci funkce atan2(x).
Metodu je mozné v mirné pozménéné podobé aplikovat i na manipulatory s klouby typu P. Po-
znamenejme, Ze pro manipulator nachéazejici se v singularni poloze, viz Kapitola se v matici
S objevuji linedrné zavislé radky, tloha potom nema reSeni. Naopak linedrné zavislé sloupce se
mohou v matici S vyskytovat pro specifickou kombinaci K-K ¢ D-H geometrickych parametri
manipulatoru. V takovém piipadé je tfeba zménit prvky matice, které se porovnavaji v rov-
nici ([2.67)), pfipadné tuto "startovaci"rovnici zvolit jinym zpusobem, existuje celkem 6 moZnych
variant:
0 1 2 3 0 6 5
1 g2 3 gd 1 g0 6
2 3 d s 2l 0
T5- Ty T5 - Te=T7-To T
3 4 5 6 3 2 1
4 5 6 0 4 3 2
5 6 0 1 5 4 3
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Reseni IKU pro specifické hodnoty geometrickych parametra (konkrétni kombinace kloubi) za-
lozené na modifikace Raghavanovy metody je podrobné diskutovano napi. v [39]. Efektivni im-
plementaci obecné Raghavanovy metody s ohledem na vypocetni naro¢nost, stabilitu a potlaceni
numerickych chyb lze nalézt v [21].

Poznamenejme, 7e z obecného pohledu je tedy feseni IKU pro sériové manipulatory pievoditelné
na problém FeSeni soustavy polynomialnich rovnic. Raghavanova metoda tento problém déle pre-
vadi na hledani kofenu polynomu n-tého stupné. Alternativnim pristupem se dnes stava pomalu,
ale jisté se rozgifujici metoda Grobnerovych bdzi, zalozena na principu prevodu soustavy poly-
nomialnich rovnic na ekvivalentni soustavu, jejiz feSeni lze vypocitat postupnym dosazovanim
dil¢ich vysledki (napf. jedna rovnice soustavy je polynomem v jedné proménné, atd.). Nazorny
piiklad s vyuzitim pravé Grobnerovych bazi pro PSM-RR z Piikladu [2.4] 1ze nalézt v [4]. Redeni
IKU pro obecny sériovy manipulator z Kapitoly pak napf. v [42].

2.4 Paralelni manipulatory

Jak jiz bylo zminéno v Kapitole paralelni manipulatory jsou tvofeny uzavienymi kinema-
tickymi Fetézci, neboli zdkladna manipulatoru je s koncovym efektorem spojena alespon dvéma
nezavislymi otevienymi kinematickymi fetézci. Existuji v podstaté dva zakladni systematické
pohledy na FeSeni kinematiky takovych manipulatori:

e Dekompozice paralelntho mechanismu na nezavislé uzaviené kinematické retézce
e Dekompozice paralelniho mechanismu na sériové manipulatory

Poznamenejme, Ze pro nékteré (zejména jednoduché planarni) paralelni manipulatory je mozné
nalézt feseni PKU a IKU s pomoci geometrie, jako napt. kinematicka analyza PPM v [37].
Nicméné takovy postup je obtizné algoritmizovatelny pro odlisné architektury manipulatort.
Zabyvejme se proto nadéle uvedenymi systematickymi pristupy.

2.4.1 Dekompozice paralelniho mechanismu na nezavislé uzavrené kinematické
retezce

Piedpokladejme manipulator s L klouby a n pohyblivymi rameny (bez zapocteni pevné za-
kladny). Vzhledem k moznosti popsat takovy manipulator cyklickym planarnim grafem, kde
ramena jsou reprezentovany jeho vrcholy a klouby jeho hranami je mozné z Eulerova vzorce[] pro
planarni graf ziskat vztah:

(n+1) - L + (B+1) =2 = B=L-n (2.77)
~—— ~~
vrcholy grafu  DT30Y  yzaytené oblasti

kde n 4+ 1 oznacuje pocet ramen manipulatoru véetné pevné zékladny a B 4 1 pocet oblasti
ohrani¢enymi hranami grafu véetné vnéjsi nekonecné oblasti, kde B v naSem pripadé oznacuje
pocet nezavislych uzavienych kinematickych Fetézcti (smycek).

Obrazek ukazuje odpovidajici planarni grafy PPM z Kapitoly a prumyslového sério-
paralelniho manipulator s oznacenim AKR-3000.

"Pro planarni graf s V vrcholy, F hranami, které se vzajemné nekiizi a F' oblastmi ohrani¢enymi hranami (véetné
vngjsi oblasti s nekoneénym obsahem) plati vztah: V — E 4+ F = 2.
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(b) AKR-300, B =8 — 6 = 2 (Link 1 je za-
kladnou pro paralelni ¢ast manipulatoru)

Obréazek 2.17: Paralelni manipulatory a jejich reprezentace pomoci planarniho grafu s uréenim

poctu nezavislych uzavienych kinematickych fetézci (podtrzeni oznacuje aktivni
klouby manipulatoru)

Pro transformaci mezi jednotlivymi s.s. umisténych v kloubech paralelntho manipulatoru lze
s vyhodou vyuzit K-K amluva, viz Kapitola (D-H umluva v tomto p¥ipadé pouZit nelze).

Vytvorme nyni ekvivalentni stromovou strukturu z ptavodniho paralelnfho manipulatoru rozpo-
jenim vSech uzavienych kinematickych Fetézcti v jednom z jejich pasivnich kloubt nasledujicim

zpusobem, viz Obrézek Predpokladejme pouze klouby s 1 DoF (typ P a R):

e Definujme funkci ¢ = a(j), ktera vraci ¢islo s.s. F; bezprostiedné predchazejiciho s.s. Fj.

e Vyberme pasivni klouby, ve kterych provedeme rozpojeni a oznac¢me je Joint k, kde k =
n+1...L. V kazdém rozpojeném kloubu definujme s.s. Fj, ktery je pevné spojen s jednim
ramenem k tomuto kloubu pfipojenému, napt. Link j. Osa zj je totozna s osou rozpojeného
kloubu a osa xj je umisténa ve sméru normaly os z; a zy.

Ostatni klouby ozna¢me jako Joint 1... Joint n a umistéme je dle K-K amluvy.

Je zfejmé, ze transformadni matice Ti mezi pevné svizanymi s.s. I; a Fj, je konstantni
matice, popisujici pouze geometrii ramene Link j.

Transformacéni matice Tz, kde i = a(k) oznacuje ¢islo druhého ramene Link i pfipojeného
ke kloubu Joint k, je definovana obecné 6 parametry K-K amluvy: ag, ap, di, 0, Vi, bk
(kloubova souradnice Joint k je op&t ¥y = 0y pro kloub typu R a ¥ = dj pro kloub typu
P, ostatni parametry definuji pouze geometrii ramene Link 7).

Jelikoz geometrické parametry konstantni transformac¢ni matice Ti a transformacni matice
T, rozpojeného kloubu Joint k by mély stejny dolni index k, zavedeme jesté pro kazdy
kloub Joint k pridavny s.s. Fyip, ktery je totoZny se s.s. Fj, (Fr+B = F). Konstantni
transformad¢ni matici Ti pak tedy dale nahradime konstantni transformac¢ni matici Ti B
s geometrickymi parametry axip, ax+B, dka =0, OkaB =0, V1B, bkrB-
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Obrazek 2.18: Princip rozpojeni uzavieného kinematického retézce

Je ziejmé, ze v piipadé paralelnich manipulatori mizeme tedy vektor kloubovych souradnic ®
dale délit na subvektor N nezavislych aktivnich kloubovych soufadnic (aktuatora) @, a L — N
pasivnich kloubovych soufadnic (nepohanéné klouby) ©,:

e = [@a} (2.78)

Vzhledem k faktu, Ze v geometrickém popisu manipulatoru se vyskytuje pouze N nezavislych
proménnych ®,, musi zde pro staticky uréeny manipulatorﬁ existovat pravé L — N nezévislych
rovnic definujicich vztah mezi aktivnimi @, a pasivnimi ©,, kloubovymi soufadnicemi manipula-
toru. Tyto omezujici rovnice lze ziskat z podminky na uzavieni kinematické fetézce v rozpojeném
kloubu Joint k, nebot nutné plati:

c a(®) i _ e a(j) . nj

aala@)) T T =T aiy) ;" Ty, p (2.79)
kde F, soufadny systém ramene Link c, které je prvnim spoleénym ramenem na cesté smérem
od rozpojeného kloubu Joint k v obou vétvich kinematického fetézce.

8Manipuléator, jehoz koncovy efektor nevykazuje zadny stupeit volnosti pfi "uzaméenych"aktuatorech (aktivni
kloubové soufadnice jsou konstantni).
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Resenf rovnice li vede tedy na stanoveni hodnoty pasivnich kloubovych soufadnic @, v za-
vislosti na hodnotach soufadnic aktivnich ©,, definované vztahem:

©, = g(0,) (2.80)

Je zfejmé, Ze rovnice soustavou 12 nelinearnich rovnic pro maximalné 6 nezavislych pro-
ménnych (obecny pohyb v prostoru je popsan celkem 6 nezavislymi proménnymi 3 pro translaci +
3 pro rotaci, uvedenou soustava tak lze redukovat na nejvyse 6 nezavislych rovnic). Z uvedeného
vyplyva, Ze pro existenci koneéného poctu izolovanych feSeni rovnice musi planarni uza-
vireny kinematicky Fetézec obsahovat maximélné 3 a prostorovy kinematicky Fetézec maximalné
6 pasivnich kloubt.

Poznamenejme, Ze rovnici (2.79) lze pfepsat do tvaru:
k+B i a(a(...a(4))) a(i) i _
Tj .Ti(j) ..... Ta(a(...a(i))) ..... T, T, =1 (2.81)

kde nezndmymi jsou kloubové souradnice pasivnich kloubt ©,,.

Nalezeni funkce g je tedy podobné feseni IKU z Kapitoly 7 tohoto divodu je feSeni
rovnice obecné komplikované. Specialni pripad tvoii paralelni manipulatory, kde kazdy
uzavieny kinematicky retézec obsahuje pravé 3 pasivni klouby, nebo lze na tuto situaci postupné
prevézt. Takovy pripad nastava pro oba typy uvazovanych manipulatori (v technické praxi tento
pfipad byva velmi Casty):
e PPM obsahuje jeden uzavieny kinematicky Fetézec pravé se 3 pasivni klouby Joint 2,
Joint 4, Joint 5

e AKR-3000 obsahuje dva uzaviené kinematické tetézce, kde vS8ak prvni z nich obsahuje
pouze 3 pasivni klouby Joint 2, Joint 4, Joint 12. Jejich polohy mohou byt tedy stanoveny
v zavislosti na poloze aktivniho kloubu Joint 6. Druhy uzavieny kinematicky fetézec pak
obsahuje opét pouze 3 pasivni klouby Joint 3, Joint 7 Joint 11, nebot poloha kloubu
Joint 2 je jiz zndma.
Nastin metody (3 pasivni klouby):
Metodu lze nalézt v [2], [3] a priklad jejiho pouziti pro manipulator AKR-3000 pak v [40].
Ozna¢me 3 pasivni klouby v uzavieném kinematickém ftetézci jako Joint i, Joint j, Joint k a
predpokladejme, Ze zndme hodnoty vSech aktivnich kloubovych souradnic ®,. Rovnici lze
pro obecny piipad psat jako:

TP (0:) - T5(05) - Th(0k) = (2.82)
kde matice pfechodu jsou zavislé na hledanych hodnotéch pasivnich kloubovych souradnic @, =
T
[0 95 Ok ]

Lze ukazat, Ze rovnice (2.82]) vede na podobné rovnice, jako je polohova a rota¢ni rovnice v Ka-
pitole [2.3.2.2] s tim rozdilem, Ze tyto rovnice jsou funkcemi stejnych proménnych (9;, 9;, Jx) a
musi byt feSeny soucasné.

2.4.1.1 Primy kinematicky problém

Vybereme nejkratsi cestu (vzhledem k po¢tu kloubil) od zakladny manipulatoru do jeho kon-
cového efektoru, kterou lze jednoznacéné popsat posloupnosti transformacnich matic, analogicky

k (239):
(@) =17 ... 7m) . Taln) (2.83)

a(n) n

Pokud nejkratsi cesta obsahuje nékterou z pasivnich kloubovych soufadnic ©,, musi byt tyto
soufadnice vyjadreny jako funkce aktivnich kloubovych souradnic, feSenim rovnice ([2.82]).
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2.4.1.2 Inverzni kinematicky problém

Vybereme opét nejkratsi cestu od zakladny manipulatoru do jeho koncového efektoru. Tim paddem
jsme tlohu prevedli na feseni IKU pro sériové manipulatory z Kapitoly Metody z uvedené
kapitoly vyuzivajici popis s.s. pomoci K-K metody predpokladaji, Zze geometrické parametry b; a
74 jsou nulové, viz Obr. Pokud toto nelze zaridit jiz vhodnou volbou s.s., je mozné geometrické
parametry b; respektive «y; sloucit s kloubovymi soufadnicemi d; respektive 6;, nebot pro dvé po
sobé bezprostiredné nésledujici ramena Link i a Link j plati, viz :

a(@) i _
T;"" - T% =Trans(z,b;) - Rot(z,v;) - Trans(z, a;) - Rot(z, ;) - Trans(z, d;) - Rot(z, ;) -

T;l(l)

-Trans(z, b;) - Rot(z,v;) - Trans(x, a;) - Rot(x, o) - Trans(z, d;) - Rot(z, 6;)

T,

Tedy zfejmé plati:

T?(i) . Té =Trans(z, b;) - Rot(z, ;) - Trans(x, a;) - Rot(x, o) - Trans(z, d; + b;) - Rot(z, 6; + ;) -

7%

-Trans(z, a;) - Rot(x, o) - Trans(z, d;) - Rot(z, 6;)

T

2.4.2 Dekompozice paralelniho mechanismu na sériové manipulatory

Jak jiz bylo fe¢eno, postup vypoétu IKU a PKU uvedeny v Kapitole je mozny piimo apliko-
vat pouze na typy paralelnich manipulatort, které obsahuji alesponi jeden uzavieny kinematicky
fetézec s nejvySe 3 pasivnimi klouby (plandrni manipulétory) nebo 6 pasivnimi klouby (pro-
storové manipulatory) a vSechny zbyvajici uzaviené kinematické fetézce je mozné postupnym
vypoctem kloubovych soufadnic do tohoto stavu prevézt. V takové situaci mize byt kazdy uza-
vieny kinematicky fetézec chapéan jako staticky urceny a nalezeni zavislosti mezi aktivnimi @,
a pasivnimi @, souradnicemi manipulétoru je v obecném pripadé dano reSenim rovnice ,
coz je analogicky problém k problému stanoveni IKU pro sériové manipulatory (koneény poécet
izolovanych feseni).

7 definice pro obecny paralelni manipulator vSak plati, ze koncovy efektor je p¥ipojen k zakladné
manipulatoru alesponn dvéma nezavislymi otevienymi kinematickymi fetézci. Obecné nemusi byt
splnéna podminka, Ze uzaviené kinematické fetézce jsou staticky uréené (tedy obsahuji nejvyse
3 respektive 6 pasivnich kloubtu). Priklady takovych manipulatorii, véetné jejich grafické repre-
zentace znazoriiuje Obrazek
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(a) Planarni manipulator, B=9—7=2 (b) PSZ, B=10—-7=3

Obréazek 2.19: Paralelni manipulatory a jejich reprezentace pomoci planarniho grafu (staticky
neurcené uzaviené kinematické retézce)

Vsimnéme si, Ze v piipadé planarniho manipulatoru je koncovy efektor pfipojen k zakladné 3
identickymi nezavislymi otevienymi kinematickymi fetézci typu RRR a kazdy ze dvou nezavis-
lych uzavienych kinematicky fetézct tedy obsahuje celkem 4 pasivni klouby typu R (4 pasivni
kloubové soutadnice). V piipadé PSZ je koncovy efektor pfipojen k zékladné 3 identickymi kine-
matickymi fetézci typu PUS a jednim pasivnim kinematickym fetézcem tvofenym samostatnym
kloubem S. Dva nezavislé uzaviené kinematické fetézce tak obsahuji celkem 10 pasivnich kloubu
s 1 DoF (S=(RRR), U=(RR)) a zbyvajici celkem 9 pasivnich kloubi s 1 DoF. V obou pfipadech
nemiizeme nalézt ani jeden staticky uréeny uzavieny kinematicky fetézec.

2.4.2.1 Inverzni kinematicky problém

IKU pro obecny paralelni manipulétor lze obecné fesit nasledujicim zpiisobem, viz [25]. Pfedpo-
kladejme paralelni manipulator s n nezavislymi kinematickymi fetézci, viz Obrazek [2.20} Poloha
zékladny manipulatoru je jednozna¢né urcena s.s. Fjy a poloha koncového efektoru pak s.s. F,.

Poloha i-tého kinematického fetézce (v podstaté sériového manipulatoru) je dana rovnici:
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klouby typu S (R)

Obrazek 2.20: Reseni IKU obecného paralelniho manipulatoru

AiBib = AiObb + ObO;b + OeBZ'b (284)

Je zfejmé, Ze rovnici |i lze se znalosti zobecnénych soufadnic X = [RZ OZ] psat jako:

H(X)=A,B}" = 4,0,’ + 0,0’ +R. - 0.B;* (2.85)
Ob

e

s s

kde A;0,° respektive O, B¢ jsou konstantni vektory dané navrhovymi parametry & manipulé-
toru urc¢ujici misto pripojeni uzavienych kinematickych fetézcu k zakladné respektive koncovému
efektoru manipulatoru.

o
Pfimy kinematicky problém, tedy opét poloha vektoru A;B;, i-tého kinematického fetézce muze
byt pro jeho kloubové soufadnice ®; (pasivni i aktivni) vyjadfen rovnici:

Héi) (©;) = Ai—B;b

(2.86)
Zatimco struktura rovnice (2.85)) je stejna pro vSechny typy paralelnich manipulatori, struk-
tura rovnice ([2.86)) zavisi striktné na typu pouzitych kinematicky fetézcu. Inverzni kinematicky
problém pro obecny paralelni manipuldtor je pak dan reSenim soustavy rovnic:

HYx)] [HY(©)]
HO(x)| = | BY () (287)

HY(X)|  [HM©))]

Hi(X) H>(©)

Vzhledem k tomu, Ze vektorova funkce Hi(X) je v ptipadé IKU znama a konstantni a vekto-
rova funkce Hp(@®) muze byt stanovena analogicky jako v pfipadé sériovych manipulatori, viz
Kapitola jedna se v podstaté o feseni IKU pro sériové manipulatory z Kapitoly kde
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bychom stanovili v8echny kloubové soufadnice ®; (pasivni + aktivni) kazdého i-tého kinema-
tického fetézce. Poznamenejme, Ze kinematické fetézce tvorici sériové manipuldtory budou mit
v neredundantnim piipadé pravé 2 respektive 3 nezéavislé kloubové souradnice (pasivni + aktivni)
pro planarni respektive prostorové manipulatory, nebot koncovy efektor téchto sériovych mani-
pulatori je polohovén, diky pripojeni kloubem typu R respektive S, nezavisle na své orientaci
(bod pfipojeni kinematického Fetézce na koncovy efektor paralelniho manipulatoru je urcen jen
svou polohou, vektorem A;B;). Pocet aktivnich a pasivnich kloubu v8ech kinematickych fetézcii
(bez uvazovani soufadnic kloubt pfipojujici koncovy efektor) je tedy roven L = 2 - n respektive
L = 3 - n pro planarni respektive prostorové manipuldtory. Rovnice je tak soustavou L
rovnic pro stejny pocet neznamych (pasivni+aktivni kloubové soufadnice v8ech dil¢ich sériovych
manipulatort).

Je zfejmé, Ze v pripadé staticky uréeného neredundantniho paralelnfho manipulétoru je pocet N
nezavislych aktivnich kloubovy sourfadnic ®, roven poctu DoF koncového efektoru manipulatoru
a pii uzaméeni téchto N aktivnich kloubovych soufadnic (@, = konst.) musi existovat koneény
pocet izolovanych feSenich rovnice , odpovidajici néjaké konfiguraci manipulatoru. Lze tedy,
podobné jako v Kapitole[2.4.1] ziskat L— N nezavislych rovnic definujici vztah mezi aktivnimi
a pasivnimi @, kloubovymi soufadnicemi manipulétoru. V odborné literature se casto setkdviame
s tvrzenim, Ze IKU pro paralelni manipulatory je obecné analyticky Tesitelna. Je zfejmé, Ze toto
tvrzeni neplati, nebot pro slozité kinematické retézce je feSeni rovnice komplikované

V mnoha piipadech primyslovych manipulétori jsou vsak kinematické fetézce spojujici zakladnu
a koncovy efektor manipulatoru jednoduché. Velmi castym pfipad v praxi tvofi prostorové pa-
ralelni manipulatory s kinematickymi fetézci typu UPS (jedna aktivni kloubova souradnice d;)
pro které je IKU dana piimo feSenim rovnice:

d; = |AB|| = |HY (X)) (2.88)

Casto se také muzeme setkat s planédrnimi manipulatory s kinematickymi retézci typu RRR,
RPR, ... pro které je feseni rovnice (2.87)) analogické s piipadem IKU pro sériovy manipulator
typu PSM-RR z Piikladu (2.4)).

% Piiklad 2.8 (IKU pro PSZ)
Predpokladejme, Ze zndme zobecnéné souradnice PSZ z Kapitoly [1.4.3

X:[a I3 V]T

Poloha i-tého kinematického fetézce s pripojnymi body B;, D; k zédkladné a koncovému efektoru
je tedy vyjadiena analogicky jako v rovnici (2.85), i =1...3:

, _ _ N .) N
ng) (X) = B;D;" = B;D;"(X) = B;Oy’ + 0,0." + R} O.D;*

kde
s e e
B,O)'=-B!, O.D=D; 0,0 =[00 v]"

A pFipojné body zakladny B; a koncového efektoru D; lze vyjad¥it pomoci nadvrhovych parametri
£ jako:

B} =

>

T T 1T
a —la 0} ,B‘é:[%al Llay 0] ,Bg:[—%l 00
vzhledem k s.s. F}, a

- T T 1T
IR ) S A O R

vzhledem k s.s. F..
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Matice rotace udévajici vzajemnou orientaci koncového efektoru vzhledem k zakladné manipu-
latoru lze vyjadrit jako:

RY = R’ (X) = Ri(a) - R2(B) - R3(7) =
1 0 0 cos(B) 0 sin(p) cos(y) —sin(y) 0
=10 cos(a) —sin(a) | - 0 1 0 | sin(y) cos(y) O
0 sin(a) cos(a) —sin(8) 0 cos(B) 0 0 1

PKU i-tého kinematického fetézce lze pak vyjadiit jako v rovnici ([2.86)):
HY©) =BD’=ul-d;+ R -1

—
kde u; = B;C;?/||B;C3®|| je jednotkovy vektor sméru aktuatori vzhledem k s.s. F (u; = ug =
us = u),

) 1 0 0 cos?¥? 0 sind!
Rf = |0 cos¥; —sinvy| - 0 1 0
0 sind? cosd? —sind! 0 cosv/

a 97, ¥Y jsou Eulerovy thly uréujici nato¢enf ramene C;D; podle schématu XY vzhledem k s.s.
Fy.

Vektor kloubovych soufadnic manipulatoru © je tedy tvoren pasivnimi (97, ¥¥) a aktivnimi
(d;) kloubovymi soufadnicemi. Rovnice tak vede na soustavu 9 rovnic pro 9 nezndmych
(®). Zafixovanim aktivnich kloubovych soutradnic d; 1ze soustavu rovnic pievézt na 6 nezavislych
rovnic pro 6 pasivnich kloubovych soufadnic (97, ¥Y), jejiz feSent vede na vztah mezi pasivnimi
a aktivnimi kloubovymi sourfadnicemi manipulatoru. Pokud vSak nepotfebujeme znat hodnoty
pasivnich kloubovych soutfadnic, 1ze s vyhodou vyuzit metodu z Prikladu ze kterého plyne,
7e IKU pro PSZ mé dvé rizné feseni. Y

% Piiklad 2.9 (IKU pro PPM)
Pro pripad PPM z Kapitoly |1.4.2] je FeSeni inverzni kinematické tlohy zfejmé, nebot:

HYXx)=-[ -5 0]"+C
HY(x)=-[13 0]"+C

a feSeni soustavy rovnic (2.87)) je ekvivalentni s fesenim IKU PSM-RR z Piikladu Alternativni
piistup k feSeni kinematiky je podrobné popséan v [37]. *

2.4.2.2 Primy kinematicky problém

Pfimé kinematické dloha pro paralelni manipulatory dodnes ztstéva otevienym problémem, ne-
bot jeji feSeni neni v obecném piipadé jednoznacné a vede na vice moznosti, jak "slozit"paralelni
manipulator pro dané hodnoty kloubovych soufadnic, tzv. assembly modes. Nejcastéji kladené
otazky pii vysetiovani PKU paralelnich manipulatorii jsou tyto nasledujici. Poznamenejme, Ze
stejné otazky vyvstavaji i pii feseni IKU sériovych manipulatori, vSak zejména pro paralelni ma-
nipulatory s komplikovanéjsi architekturou jsou tyto otézky klicové pro dikladnou kinematickou
analyzu.

e Jaky je pocet feseni PKU (pocet assembly modes)?
e Existuje analytické feseni PKU nebo je nutno pouZit numerickych metod?

e Nalezeni efektivniho algoritmu (rychlého, numericky stabilniho, pfesného,..) k vypoctu
PKU?
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e Jak rozhodnout o spravném feseni PKU z mnoziny pFipustnych Feseni?

Vzhledem k faktu, Ze architektury paralelnich manipulatori mohou byt velmi rozmanité, je v pod-
staté nemozné nalézt jeden univerzalni piistup k feseni PKU pro obecny piipad paralelniho ma-
nipulatoru (numerické metody zatim ponechme stranou). Omezime tedy nase zkouméani pouze na
vybrané architektury paralelnich manipulétort a na pfipad tplnych paralelnich manipulétorf]ﬂ

Planarni manipulatory

Vysetiovani PKU pro paralelni planarni manipulatory lze s vyhodou pfevézt na problém hledani
prusecikt dvou rovinnych kfivek. Zakladni ideou je pomyslné rozpojeni manipulatoru v jednom
z bodu pripojeni nezavislého kinematického fetézce na koncovy efektor. Pro dané aktivni kloubové
soufadnice potom koncovy bod samostatného odpojeného kinematického fetézce opisuje jednu
rovinnou kiivku (oznac¢me ji dale jako I'). Zbyvajici ¢ast koncového efektoru (tzv. coupler) opisuje
bodem, ke kterému byl pivodné pfipojen oddéleny kinematicky fetézec, pak druhou rovinnou
kiivku (tzv. coupler curve, ozna¢me ji dale X). Prise¢iky rovinnych kiivek I' a ¥ pak pfimo
uréuji feseni PKU (pocet feSeni-assembly modes,...). Pocet feSeni PKU, tedy pocet priseciki
rovinnych kfivek lze za danych pfedpokladii stanovit prostiednictvim tzv. Bézoutova teorému,
viz [13].

B Poznamka 2.3 (Bézoutiv teorém)
Algebraickou rovinnou kfivkou I' rozumime mnozinu bodi v roving, vyhovujici rovnici fr(z,y) =
0, kde fr(z,y) je polynom stupné m v proménnych z, y s redlnymi koeficienty.

Necht I' respektive X jsou dvé algebraické rovinné kiivky stupné m respektive n, které nemaji
spole¢ny faktor, tzn. polynomy fr(z,y) a fs(x,y) lze faktorizovat na odlisné ireducibilnimi poly-
nomy (piipad generickych kiivek). Potom kfivky I' a ¥ maji maximalné m - n priseciki v roviné
xy zahrnujici body v nekone¢nu a nésobnost priseciki.

Necht II je prisecik kiivek I’ a . Rekneme, ze priseéik IT je ndasobnosti jedna, pokud tecny kiivky
I' a ¥ v tomto bodé jsou rizné, nasobnosti dva, pokud tecny splyvaji. VySetfovani priseciki
vyssich nasobnosti lze nalézt napt v [11].

% Priklad 2.10 (Pruseéiky rovinnych kfivek)
Uvedme nékolik jednoduchych prikladi pouziti Bézoutova teorému na zakladni typy algebraic-
kych rovinnych kiivek.

Primka - Primka:

Pt¥imky popisuji dvé polynomialni rovnice stupné 1, tedy dle Bezoutova teorému dostavame ma-
ximalné 1 prisecik, coz souhlasi s geometrickou predstavou. Pokud jsou vsak pfimky rovnobézné,
je znamo, zZe jejich prusecik je opét jeden, a to v nekone¢nu. Toto tvrzeni lze snadno dokézat.
Necht mame dvé rovnobézné primky I', >:

I': fr(x,y)=aiz+by+c=0 (m=1)

Y felr,y) =aiz+biy+ce=0 (n=1)
]T

— [ Yoy ]T dostavame:

Zavedenim homogennich soufadnic [ Ty W

: fr(z,y) =aiz+biy+caw=0 (2.89)
Y fulz,y) =ax+biy+cow=0

9Uplny paralelni manipulator (fully parallel manipulator) - neredundantni paralelni manipulator (N DoF a N
nezavislych aktivnich kloubovych souradnic), kde kazdy kinematicky Fetézec obsahuje pravé jednu aktivni
kloubovou souradnici
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Lze snadno ukazat, Ze soustavé (2.89)) vyhovuje bod s homogennimi soufadnicemi [ 1 - ‘;—11 0

tedy bod leZici v nekoneénu (w = 0) ve sméru vySetfovanych piimek.

Primka-Kruznice

Kruznici popisuje polynomialni rovnice stupné 2, tedy dle Bezoutova teorému dostavame maxi-
méalné dva pruseciky.

I': fr(z,y) =aix+biy+c1=0 (m=1) (2.90)
Y ofe(zy)=(x+a)’+y+b)—cE=0 (n=2)

Lze ukazat, ze feSeni soustavy vede na polynom 2. stupné v proménné x ¢i y a existuji
tedy bud dvé realné feSeni (piimka je se¢nou kruznice) dvé imaginarni feSeni (pfimka neprotina
kruznici) nebo jedno feSeni nasobnosti dva (pfimka je te¢nou ke kruznici, viz definice nasobnosti
pruseciki uvedené vyse). Maximalni pocet priseciki v roviné xy je tedy 2.

Kruznice-Kruznice

KruZnice popisuji dvé polynomialni rovnice stupné 2, tedy dle Bezoutova dostavame maximélné
4 priseciky, coz vSak nekoresponduje s geometrickou predstavou, nebot je znamo, Ze v takovém
pripadé existuji priseciky maximalné dva.

I frzy)=@+a)+Y+h)’—cd=0 (m=2)
Si felwy) = (@+a)’+(y+b)’ -G =0 (n=2)

Zavedenim homogennich soutradnic dostavame:

I': fr(z,y) =(z+ alw)2 + (y+ blw)2 — c%w2 =0 (2.91)
X fe(@y) =(z+ agw)® + (y+ b2w)2 - cng =0

Je zfejmé, ze soustavé rovnic vyhovuje dvojice bodi Sy, S s homogennimi souradnicemi
[ 1 ¢ 0 }T, které lezi na imaginarni kruznici 22 4+ y? = 0. Vzhledem k faktu, Ze imaginarni
kruZznice nezéavisi na parametrech vySetfovanych kruznic (a;, b;, ¢;), body S1, Sy reprezentuji
pruseciky kterychkoliv dvou kruznic lezici v nekoneénu (w = 0). Body &1, Sa se v literatuie
nazyvaji jako imaginary circular points. Obecné lze tedy Tici, Ze dvé generické kruznice maji vzdy
dva priiseCiky reprezentované imaginarnimi body &1, Sz, tedy maximalné pouze dva priiseciky
v roviné zy. Poznamenejme, ze algebraické rovinné k¥ivky mohou obsahovat body &1, So jako
dvojnasobné, trojnasobné, ... pruseciky. Rikéame, ze takové kfivky maji circularity 2, 3,.... %

Praktické vyuziti Bézoutova teorému k feseni PKU planarnich paralelnich manipulatort demon-
struji nasledujici priklady.

% Piiklad 2.11 (PKU pro PPM, viz [1.4.2)
Provedme odpojeni jednoho kinematického fetézce z koncového efektoru manipulatoru, tedy

v bodé C, viz Obréazek [1.8(a)l Zafixujeme-li kloubové souradnice ©® = [ 04 0p ]T, miuze se
coupler pohybovat po kruznicich I' se stfedem v bodé A; a polomérem [y a koncovy bod odpo-
jeného kinematického fetézce po kruznici ¥ se stfedem v bodé B a polomérem 5.
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Y

Obrazek 2.21: Coupler curve 3 (¢erné) a kiivka I' odpojeného kinematického fetézce PPM

Dostavame tedy dvé algebraické rovinné kiivky, které, pro zjednoduseni nésledného feseni, zapi-
Seme vzhledem k s.s. F} = A; — x1y,21, viz Obréazek

T fr(z,y) =2+ -15=0 (m=2) (2.92)
20 feley) = (- Bil])’ +(y - Bil2)*~5=0 (n=2)

kde Bl = Bt — A% a
—l3 l1cosfy4 b I3 l1cosbp
1 [ 0 } * [lemHA ’ 1 0 + l1sinfp
7Z Bézoutova teorému miZzeme tedy rovnou usuzovat, ze maximalni pocet feseni PKU je roven 2,

viz Poznamka Soustavu rovnic (2.92)) lze snadno upravit na jednu rovnici reprezentovanou
polynomem stupné 2 v proménné y:

1 (B3
- Bl + (g181e - SRR ) o (2.98)
Bl

Rovnice ([2.93)) reprezentuje, podobné jako v Kapitole [2.3.2.3] charakteristicky polynom manipu-
latoru. Dostavame tedy dvé feseni PKU yy, 7. Soufadnici x; pak dopoéteme ze vztahu:

_|IBJ2 - 2Bl 2y,

X 2.94
’ 2B1[1] (2.94)
Zobecnéné soufadnice manipulatoru v s.s. Fy pak ziskdme jako, viz Obrézek [2.21}
b T .
CZ-:A1+[ ], i=1, 2 (2.95)
Yi
*
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% Piiklad 2.12 (3RRR planarni paralelni manipulator)

Zajimavéjsi ptipad nastava pro tzv. 3RRR planarni paralelni manipulator, kde se kazdy ze ti{ ne-
zavislych kinematickych fetézct spojujici zakladnu s koncovym efektorem sklada z trojice kloubti
typu R se vzajemné rovnobé&znymi osami rotace, viz Obrazek 2.22] Aktuatory manipulatoru jsou
umistény v zakladné.

A O, 1

Obrazek 2.22: 3RRR planarni paralelni manipulator

Kloubové soufadnice:

©=[04 05 00" (2.96)
Zobecnéné souradnice:
x=[o o0,]" (2.97)
Navrhové parametry:
€=1la, la, B, B, loy lo, w v w A" B°C"] (2.98)

kdela, = [[AA1|, la, = [|A1 42|, I, = |BBil|, B, = [ B1B2l|, lo, = [[CC1l|, lc, = [[C10|

Uzamcéenim aktivnich kloubovych souradnic ® jsou jednozna¢né definovany polohy kloubu typu
R umisténych v bodech Ay, By, C} jako:

AY — Ab 4 ZA1C959A B -B'+ lBlchSHB L ct—cty ZCICF)SHC (2.99)
la, sinfy lp,sinfp lc, sinfc

Provedeme-li nyni rozpojeni manipulatoru v bodé O, dostavame tzv. plandrni 4-ramenni mecha-
nismus (planar four-bar mechanism), viz [25], [1], znazornény na Obréazku ktery predstavuje
coupler manipulatoru.
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totozny smér

N Tl 2NN
Lo AP

Obrazek 2.23: Planarni 4-ramenny mechanismus (coupler manipulatoru)

Zavedme novy s.s. Fy = Og — xoyyzo. Poloha mechanismu je pak jednoznacné definovana pozici
0! a orientaci ¢ vzhledem k s.s. Fy. Zobecnéné soufadnice manipulatoru X lze se znalosti
kloubovych souradnic © zpét vypocitat jako:

d=¢p+Ad, 0O°=A+RS 0 (2.100)

kde A® = atan2 (B} — A%)[2], (B} — AY)[1]) a R} je matice rotace kolem osy z o tthel Ad.

Névrhové parametry coupleru jsou tedy la,, IB,, la, B, = ||[A1B1|], u, v, w. VyuZijeme-li postupu
z Kapitoly [2.4.2.1] 1ze psat vektory ramen coupleru jako:

A,4,° = 0,0,° + R°.- [:Z] (2.101)

B1B;" = B10," + 000." + R? - [i"v]
kde Rg je matice rotace kolem osy z o thel reprezentovany soutadnici ¢.
Ziejmé plati:
e
141 A45°| — 1%, =0 (2.102)

—
|B1B3°|| — B, =0

Kombinaci rovnic (2.101} [2.102]) a vyuziti substituce (2.71))

: 2-T
sing = 24
T—tan? = ¢ = (2.103)
2 COS (b = 1772
dostavame dvé polynomialni rovnice 2. fadu:
A -T?>+ B, - T+C1 =0 (2.104)

Ay - T? 4+ By - T+ Cy =0
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kdeproOS:[ac y]T

Ay :v2+2vy+x2+y2+2u:c—lA22+u2

B =4vr —4uy

Cr=u?—la°+2* +y* + 02— 20y — 2ux

As 23324—2wlAlB1 —2wx+2vy+w2+v2—|—l,41312 —2zla, B, —l322+y2
By =4wy+4vx —4vla, B,

Cy =22 +y2 — l322 +lAlBl2 —2zla,B, — 21}y—|—w2 +2wx —2wla, B, + 02
Rovnice ([2.104) 1ze opét fesit dyalitickou eliminaci, tzn. pfenasobenim kazdé dil¢i rovnice pro-

ménnou 7', dostavame dvé pridavné rovnice, které spole¢né s rovnicemi pivodnimi lze psat v ma-
ticovém tvaru:

TS
T2
M- T =0 (2.105)
1
kde

A By C1 0
10 A B Gy
M=\, B ¢ 0
0 Ay By (9

Rovnice ([2.105)) ma feSeni pouze za predpokladu:
I': det(M)=0 (2.106)

Rovnice je polynom stupné m = 6 v proménnych x a y (tzv. sectic), ktery definuje
algebraickou rovinnou kiivku I". Coupler manipulatoru se tedy miize pohybovat (pro uzaméené
aktivni kloubové soufadnice manipulatoru) takovym zpiisobem, Ze jeho koncovy bod O, repre-
zentovany soufadnicemi x, y opisuje kiivku I'.

Je ziejmé, Ze koncovy bod odpojeného kinematického fetézce manipulatoru (CC10.) se muze
pohybovat, pro uzamdéené aktivni kloubové soutradnice, po algebraické rovinné kfivce X typu
kruznice definované polynomem stupné n = 2 opét v proménnych z, y.

Y (z—e)+ (y—cy)? =g, (2.107)

kde [ ¢z ¢y ]T:CozC?—AI{

7 Bézoutova teorému tedy vyplyva, ze maximalni pocet pruseciki je roven m -n = 12. Nicméné,
. . . , T

zavedenim homogennich soutradnic podobnym zpiisobem jako v Poznamce [ Ty } —

(5 3

~ 1T ‘o 2 A . . o
T osw ] dostavame pro w = 0 algebraickou rovinnou kfivku I' ve tvaru:

T: —16 (22 +4°)° (u+w)? =0 (2.108)

Tedy dvojice bodi Sy, So s homogennimi soufadnicemi [ 1 +£¢ 0 ]T tvori trojnasobné koreny
polynomu definujici algebraickou rovinnou kiivku I'" (body reprezentuji kofeny rovnice opét ne-
zévisi na volbé parametri kiivky). Algebraickd rovinna kiivka typu sectic mé proto circularity
rovno 3. Uvazime-li Ze imaginarni body &1, Sa jsou zcela urcité i kofeny polynomu algebraické
rovinné kiivky X, viz Poznamka [2.3] je zfejmé, Ze pro algebraické rovinné kiivky I' a ¥ existuje,
nezavisle na volbé jejich parametri, vzdy pravé 2 - 3 imaginarnich prusec¢ikia (pruseciky v ne-
kone¢nu, w = 0). Algebraické rovinné kiivky I' a ¥ maji tak maximalné 12 — 6 = 6 realnich
pruseciki v roviné zy.
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Pirimy dusledek takového tvrzeni tedy dokazuje fakt, ze 3SRRR planarn{ paralelni manipuléator
mé4 maximalné 6 feseni PKU.

Obrazek ukazuje mozné feSeni polohy coupleru 3RRR planarniho paralelniho manipulatoru
pro nésledujici hodnoty parametrii (pfedpokladejme, Ze jiz zname polohy bodu A;, By, C1, které
jsou jsou jednozna¢né urceny aktivnimi kloubovymi soufadnicemi, viz [2.99)):

u:lﬂmdlwzléJAﬁlz&lM:ﬂ,@Qz&l@:ﬂLC?:[L52]T (2.109)
Pro algebraické rovinné kfivky plati:
I': —1002%—300z%y? — 300 22y* — 100 y® + 1400 2° + 1200 2y + 2800 z3y? + 2400 22y>+

+ 1400 zy* + 1200 4° — 7200 2* — 12000 z3y — 10400 2%y — 12000 23> — 3200 y* + 18500 2> —
— 2100 2%y + 18500 z? — 2100 4> — 19450 22 + 168000 zy — 31450 3% — 30900  + 32700 y—
— 4500 = 0

Y (—-15)2+(@y—2%-9=0

Obrazek 2.24: Coupler curve - kiivka I' (¢ervené) a kiivka ¥ (Cerné) s vyznacenou polohou kon-
cového efektoru SRRR planarniho paralelniho manipulatoru. Carkované jsou vy-
znaceny trajektorie pohybu ramen planarniho 4-ramenného mechanismu. Obrazek
demonstruje 6 riznych feseni PKU.

Uvedeny postup zaloZzeny na Bézoutové teorému nam umozhuje stanovit nejen pocet moznych
feSeni PKU, ale zejména geometricky nahled na jeji feSeni. K vypoc¢tu konkrétnich hodnot po-
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lohy koncového efektoru manipulétoru je v8ak postup nevhodny, nebot vyZzaduje nalezeni FeSeni
soustavy polynomialnich rovnic definujici kfivky I, ©.

Rozepisme vsak rovnice (2.102)) a (2.107)), definujici délky ramen A1 A, B1By, C10,:

u® +v? — 2ux cos (0) —

— 2uysin () + 2vasin (0) — 2vycos (0) + 22 +y° — 14,2 =0 (2.110)

v? 4+ w? 4+ 2vzsin (A) —
—2vycos (0) —2vla,B, sin () + 2wz cos (0) + 2wy sin (0) —2wla, By cos (0) +
+a2% —22la,B, +¥* +la,B,° —1B,2 =0 (2.111)

2% = 2xe, + et +y? —2ycy, + e, — o, =0 (2.112)
Vhodnym se¢tenim rovnic dostavame:

R112): 2* —2zcp +c® +y* —2ycy +¢,> — 1,2 =0 (2.113)
@111)-2110) : Z+ Rx+ Sy =0 (2.114)

R112)-R110): Vy+Uz+W =0 (2.115)
kde

R=2ucos(f)+2wcos(0) —2la,B,

S =2usin (f) + 2wsin ()

Z = —2vla, B, sin(0) — 2wla, B, cos (0) —u® +w? +1a,B,> +1a,° — B,
U =—-2¢; —2sin(0) v+ 2ucos (6)

V =2usin(d) —2¢,+2 cos(0)v

W = —l022+cm2 —v2+cy2—u2+lA22

2

Rovnice (2.114)) a (2.115) jsou linearni v proménnych z, y. Lze tedy nalézt jejich feSeni

—ZV +SW RW -UZ

"= Rv-Us YT RV-US

T (2.116)

a dosadit zpét do rovnice ([2.113]). Ziskana rovnice je tak zavisla pouze na soufadnici ¢. Dosazenim
substituce (2.103]) tak dostavame polynom stupné 6 v proménné T (charakteristicky polynom
manipulatoru £(7")):

f(T) = keT® + ksT° + kaT* + k3T° + koT? + k1 T + ko = 0 (2.117)

kde koeficienty k; zavisi pouze na parametrech manipulatoru (2.109)).

Resenim charakteristického polynomu dostéavame opét maximélné 6 redlnych kofena Tj.
Zpétnou substituci z rovnice (2.103]) dostavame hodnoty soufadnice ¢ a z feSeni pak
hodnoty souradnic Og = [ x Yy ] , viz Tabulka [2.4.2.2] Hodnoty zobecnénych soufadnic SRRR
manipulatoru lze pak dopocitat z .

Charakteristicky polynom manipulatoru z pifkladu na Obrazku [2:24}

f(T) = 23850 T — 11430 T° — 24899 T* + 2732 T3 4- 393272 — 238 T — 119 (2.118)
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feSeni ¢ x Y 10)
1 1.9042e+000 4.9726e+000  4.6834e-001
2 -7.2024e-001  -1.7555e-002  6.8600e-001
3 -2.6528e-001  -4.2565e-001  1.7408e+000
4 4.0200e+000  3.7222e-001  -3.3028e-001
5 3.2735e+000 4.4197e¢+000 -7.7052e-001
6 4.4214e4000 2.6824e+4-000 -1.2619e+000

Tabulka 2.5: Resenf PKU 3RRR planarniho paralelniho manipulatoru (soufadnice polohy a ori-
entace planarniho 4-ramenného mechanismu).

*

Protoze uvazujeme tfidu neredundantnich tplnych planarnich paralelnich maipulatord, je ziejmé,
ze pocet DoF kazdého nezavislého planarniho kinematického fetézce je roven 3 (translace ve
sméru osy x a y a rotace kolem osy z), obsahuje tedy 3 nezavislé klouby s 1DoF typu P ¢ R,
z nichz je pravé jeden kloub aktuatorem. V takovém piipadé lze ukazat, Ze mozné kombinace
kinematickych fetézci jsou, viz Obrazek

RRR, RPR, RRP, RPP, PRR, PPR, PRP

Obrazek 2.25: Mozné kombinace kinematickych fetézcti iplného neredundantniho planarniho pa-
ralelnfho manipulatoru

Kombinace PPP se neuvazuje nebot obecné 3 klouby takového typu nejsou nezavislymi (pouze
2DoF kinematického Fetézce). Jako aktivni kloub kinematického fetézce 1ze vybrat kloub, pii
jehoz uzamdceni nedostaneme kinematicky fetézce typu PP. V opa¢ném se mize koncovy bod
takového kinematického fetézce pohybovat neomezené v roviné xy. Koncové efektor manipula-
toru ziskava tak nefiditelné stupné volnosti. Mozné kombinace kinematickych Fetézcii aplnych
planarnich neredundantnich manipulétort pak vystihuje néasledujici tabulka:
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RRR RRR RRR RPR RPR RPR
RPP RPP PRR PRR PRR PRP
PRP PPR PPR RRP RRP RRP

Tabulka 2.6: Mozné kombinace kinematickych fetézci tuplnych plandrnich neredundantnich
manipulatord.

Resenf PKU pro manipuldtor se tfemi identickymi kinematickymi fetézci typu RRR byl po-
drobné ukazan v Piikladu [2.12] Pro ostatni kombinace kinematickych Fetézcti z Tabulky 2.4:2.2]
Ize feseni PKU nalézt v [23].

Prostorové manipulatory

Pro prostorové manipulatory je feSeni PKU daleko slozitéjsi a dodnes tato problematika ztistava
otevienym problémem. Omezime se tedy v nasledujicim textu pouze na nékteré znamé vybrané
architektury. Obecné plati, Ze pro prostorové manipuldtory pouze s translacnimi DoF lze PKU
FeSit pomérné jednoduse. Prikladem takové skupiny manipuldtori muZe byt napf. znamy Delta

robot, viz Obrazek [2.26]

aktuatory R

nd-effector *
B 3 B 1

Obrézek 2.26: Delta robot, CAD model (vlevo) a skutec¢ny vyrobek firmy Abb.

Je zfejmé, Ze pro uzamdéené aktuatory se body M; nachazeji v konstatni poloze. Body B; se
mohou pohybovat po kruZnicich se stfedem v bodé M,; a polomérem r; definovanym délkou
ramen M;B;. Protoze ramena M ;B; tvofi tzv. parallelogram, musi koncovy efektor udrzovat
konstantni orientaci (lﬁ = konst.). Je tedy zfejmé, ze bod C koncového efektoru se musi
nalézat na priseciki t¥i kruznic s polomérem r; a posunutym stifedem M; + Ez . Dostavame
tak dvojici feSeni pro polohu koncového efektoru, symetrickou podle zékladny manipulétoru.

Podstatné slozitéjsi situace nastavé v pripadé manipulatori kde koncovy efektoru miize meénit
nejen svou translacni polohu, ale i orientaci (v obecném piipadé mluvime o paralelnich manipu-
latorech se vSemi 6 DoF). V prubéhu zkoumani mnoha rtznych typu paralelnich manipulatori

se ukazalo, ze cela fada jejich architektur lze prfevézt na zjednodusSené architektury znézornéné
na Obrazku [2.27
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(a) Simplified Symmetric Manipula- (b) Triangular Simplified Symmetric (¢) Minimal Simplified Symmetric
tor (SSM) Manipulator (TSSM) Manipulator (MSSM)

Obréazek 2.27: Nejznaméjsi zjednodusené architektury (mechanismy) prostorovych paralelnich
manipulatori SSM, T'SSM a jeho speciédlni pripad MSSM.

Zabyvejme se podrobnéji pouze mechanismem typu TSSM. V Prikladu 213 pozdéji ukazeme, ze
postup feseni PKU pro TSSM lze pouZit, s mirnou modifikaci, i pro feseni PKU PSZ z Kapi-
toly Zakladni myslenka feseni PKU pro TSSM spoéiva v uréeni dovoleného pohybu bodi
B; udavajicich misto pripojeni nezavislych kinematickych fetézca ke koncovému efektoru ma-
nipulatoru. Jelikoz plati, ze délky kinematickych Tetézct jsou jednoznaéné uréeny hodnotami
aktivnich kloubovych soufadnic d; = || A;B;||, 1ze vypozorovat, ze piipojny bod B trojihelniku
A1AsB; se musi pohybovat po kruznici, se stfedem S; lezicim na p¥imce definované stranou
A1Ay a polomérem R; uréenym vyskou trojuhelniku na tuto stranu. Analogicky lze nalézt ta-
kové kruznice i pro vSechny ostatni pfipojné body koncového efektoru. Z TSSM mechanismu
pak dostavame mechanismus se tfemi ekvivalentnimi kinematickymi fetézci typu RS, viz Obra-
zek . Zobecnénim postupu zaloZeného na Bézoutové teorému z Poznamky lze urcit
pocet moznych feSeni pro TSSM, nebot rozpojenim jednoho kinematického fetézce od koncového
efektoru dostdvame tentokrat prostorovy 4-ramenny mechanismus, viz Obrazek

kloub S ¢y B,

Bs

kloub S kloub S ( )
B
R
By
kloub R
Ry
kloub R R Sy
kloub R
74
5 7
| o = 7—‘ -
/
(a) 3-RS ekvivalentni mechanismus (b) Prostorovy 4-ramenny mechanismus

Obrazek 2.28: Dekompozice TSSM mechanismu

Hunt [14] ukézal, Ze bod Bs se miZe pohybovat po ploSe, kterda ma s kruZmici, po které se
miuZe pohybovat koncovy bod odpojeného kinematického fetézce S3 B3 maximalné 16 realnych
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prisecikil v prostoru zyz. Maximalni pocet feseni PKU pro TSSM je tedy roven 16.

7 omezujicich podminek, na konstantni vzdéalenost boda B; lze sestavit néasledujici rovnice:
[B1B2| = li2, [B2Bsll =la, [BsBill =1 (2.119)
Regenf soustavy rovnic ([2.119)) vede na FeSeni soustavy polynomiélnich rovnic, viz P¥iklad

% Piiklad 2.13 (PKU pro PSZ)

V piipadé feseni PKU pro TSSM je zfejmé, Ze osy kruznic, po kterych se mohou pohybovat
pripojné body B; koncového efektoru lezi v jedné roviné. Tento fakt vSak neni nikterak omezujici,
protoze rovnice na tomto predpokladu nezavisi (osy kruznic mohou zaujimat libovolnou
polohu). Postup feseni PKU pro TSSM lze tedy vyuzit pro feseni PKU PSZ, nebot i v tomto
piipadé se mohou pfipojné body koncového efektoru (v nasem piipadé oznacené jako D;), diky
pasivnimu stabiliza¢nimu elementu OO, pohybovat opét po kruznicich (ozna¢me je dale jako
k;), jejichz osy sdili spole¢ny priisecik, viz Obrazek .

Obrazek 2.29: Ekvivalence mezi PSZ a TSSM

Kruznice k; vzniknou jako prisecik dvou kulovych ploch K., K; znédzornénych na Obrazku
Za ucelem zjednoduSeni nalezeni takovych kruznic, zavedme novy s.s. F; = C; — x;y,;2z;. Vztah
mezi s.s. F; a s.s. zdkladny manipuldtoru Fj, je dan matici rotace Rf a vektorem translace Cf.
Vektor C? je dan pouze translaci bodu B? z Prikladu ve sméru osy z o hodnotu danou
kloubovymi souradnicemi d;:

w

C?Z[%m —%Ch dl}Tvcg:[%al %611 d2}Tacg:{—§a1 0 d3}T

Matice rotace Ri»’ je uréena postupnou rotaci okolo osy z; o thel ¢? a okolo nové vzniklé osy y’
o thel ¢!, viz Obrazek

Rotace okolo osy zj o tihel ¢7:

cosp; —sing; 0
‘RY = |sing? cosp? 0 (2.120)
0 0 1
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kde ¢ = —%, 5 = 5, p3 =T a p; = @7 + . Tedy:
1 | sing; | cospf
1 V3 _1
A
2| =9 | —3
3 0 1

Rotace okolo nové vzniklé osy ¢’ o thel ¢!:

cosp! 0 sing!
VR! = 0 1 0

—sing? 0 cosp!

i
kde 3
3
3 1 sing! = — —

\/%a% + (v —d;)? \/%a% + (v —d;)?
Vysledné matice rotace mezi s.s. Fp a Fj:

O

cos ¢} =

Cy

[CiO||

=

Obrazek 2.31: Prisecik kouli K; a K. definujici kruznice k;, po = 5°as
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KruZnice k; lze nalézt feSenim nésledujici soustavy rovnic, predstavujici rovnice kouli K; a K,
v s.8. Fj:

Ki: 2249 +22=1 (2.123)

2
K, : (x—\/p%—i—(v—di)Q) + 2 4 2% = p} (2.124)

Dosazenim rovnice (2.123]) do (2.124) a vyjadfenim z-ové soufadnice dostavame vzdélenost r;
stfedu S; kruznice k; ve sméru osy x; od pocatku C; s.s. Fj:
> —p3+pi+ (v —di)?

T, =& = 2.125
2v/p1 + (v —di)? (2429

Dosazenim vysledku (|2.125)) zpét do rovnice ([2.123]) dostavame predpis pro rovnici k;:
ki: y*+ 2% =R? (2.126)

kde

2
’ 2v/p% + (v —d;)?
Soutadnice bodu D;, pohybujicich se po kruznicich k; tedy psat s pomoci nové zavedené tthlové
proménné 0; jako (6; parametrizuje trajektorii mozného pohybu bodu D;):
Vss F: Di=[r; Rjcost; Risin6; " (2.127)
Vss. F: DY=CY+R!-Di (2.128)

Nyni Ize analogicky jako v (2.119)) sestavit omezujici podminky na vzajemné vzdalenosti piipoj-
nych bodi DY jako:

| DD — a2 =0 (2.129)
| DD — a2 =0 (2.130)
|DYDE| — a2 =0 (2.131)
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Rovnice (2.12942.131]) lze upravit na tvar:

cos (01) cos (02)]
cos (61) sin (62)
sin (01) cos (62)
sin (01) sin (62)
[%12) kgu) kgm) 1@(112) kém) kém) kgm) kélQ) ks(;m)} ) sin (6,) —0 (2.132)
sin (92)
cos (61)
cos (62)
L 1 |
cos (02) cos (03)]
cos (#2) sin (63)
sin (02) cos (03)
sin (02) sin (63)
[%23) k§23) k§23) kfs) kéz:a) ké23) k§23) kéz:a) ks(f?’)} . sin (82) —0 (2.133)
sin (03)
cos (62)
cos (63)
L 1 _
cos (61) cos (03)]
cos (A7) sin (03)
sin (01) cos (63)
sin (6;) sin (63)
[kglg) k§13) kém) 1@(113) kél?’) kém) k§13) kélg) kém)} ] sin (61) —0 (2.134)
sin (93)
cos (61)
cos (63)
L 1 |

kde konstanty kj(*) j = 1...9 zéavisi pouze na navrhovych parametrech manipulatoru & a na
hodnotéch aktivnich kloubovych souradnic d;. Dosazenim substituce (2.71)

2T;
0, 8¢, = 2

T, = tan = = T proi=1,2,3 (2.135)
2 Co; = 172
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lze soustavu rovnic ([2.132H2.134)), po tpravach, prepsat na soustavu polynomialnich rovnic:

|:l§12) lélQ) l§12) lim) lg12) lélQ) l$12) l§12) lg12)

[l§23) l§23) l§23) lfB) lézs) lé23) l§23) lézB) l§23)

[lgl?)) l§13) l:()’13) l4(113) lél?)) lélS) l§13) 15(313) l§13)

(*)

kde konstanty l(-*) zévis{ pouze na konstantach k. .

_T12T2 -
T}

=0 (2.136)
=0 (2.137)
=0 (2.138)

Je ziejmé, Ze ze soustavy rovnic (2.13642.138) 1ze vzdy vybrat jednu dvojici rovnic, ktera bude
linearn{ vzhledem k proménnym T aT;. Napr pro i = 2, miZeme psét rovnici (2.136)) a

jako:
AT24+B-Th+C=0
R-T§+S Th+Q=0
kde
A = Am) =112 + 1877+ 1P
B=DB(T)) = (12 72 + 187, + 1
C=C(T)) = 1(12 T2 + 18271 + 1)
R=R(T3) = 1"712 + {1y + 1"
S = S(15) = 182712 101y + 112
Q = Q(Ty) = 10272 + 1027, + 1§12
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Dyalitickou eleminaci soustavy ([2.13942.140]) dostavame:

A B C 0
0 A B C

det | g o o] =" (2.141)
0 R S Q

Zatim nepouzita rovnice (2.138) a nové vznikla rovnice ([2.141)), které obé zavisi pouze na pro-
ménnych 717 a T3, lze zapsat ve tvaru:

@134d): D - T?+FE-T3+F=0 (2.142)
R@I4): G-T4+M T+ N-Ti+U-T3+V =0 (2.143)

kde
D =D(m) = "1 + 1§97 +1{"
E=EB(T) =172 + 197, + 1"
F=FT) =172 + 1897 + 1§

aG, M, N, U,V jsou polynomy fadu 4 v proménné T7.
Dyalitickou eliminaci soustavy (2.142{2.143)) dostavame charakteristicky polynom manipulétoru:

f(Ty) = det =0 (2.144)

cocoolgoQ
cogmQAQx
ocUmmE =

SmmozS
Hooo No

Moo Q<

Lze ukazat, Ze charakteristicky polynom manipulatoru je fadu 16, tedy existuje maximalné 16
redlnych kotenu T}. Zpétny vypocet souradnic 6; je pak dén nésledujicim postupem:

e Vypocti kofeny charakteristického polynomu f(77), viz (2.144))

e Vypocti konstanty D, E, F, G, M, N, U,V

Vypocti koreny a vyber jeden z kofent, vyhovujici rovnici =13
Vypocti konstanty A, B, C, R, S, Q

Vypocti kofeny a vyber jeden z kofent, vyhovujici rovnici =15
7 hodnot 17, 15, T3 vypocti zpétnou substituci thlové proménné 6;.

e Vypocti polohy piipojnych bodu Dﬁ v s.s. F; a prepocitej je do s.s. zdkladny manipulatoru
Fy, viz (2.127] [2.128)).

Obrazek ukazuje mozna feseni PKU pro PSZ pro nésledujici hodnoty parametri a aktivnich
kloubovych soufadnic:

a1 =3, a2 =2, v=3, 1 =3, d =0.98496, d2 = 0.44993, d3 = 1.118
Charakteristicky polynom manipulatoru:

f(T1) = —0.00003075 T; ' + 0.005980 T, 1 — 0.2293 T;'* — 5.981 T, '3 — 29.51 T, 2+
+20.01 T3 + 75.18 7,19 — 27.72 7,2 — 64.06 T;® + 18.97 T; " + 20.65 T,°—
—5.991 T;° — 2.002 T;* + 0.6826 T;3 — 0.06630 T;% + 0.002512 T; — 0.00003270
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Poznamenejme, Ze hledani kofent polynomu vyssich fada, v naSem pripadé 16, je problematické
s ohledem na stabilitu a presnost feseni. Bylo experimentalné ovéfeno, Ze numerické chyby pfi fe-
Seni charakteristického polynomu manipulatoru v programovém baliku Matlab jsou silné zavislé
na navrhovych parametrech manipulatoru £ i na aktualnich hodnotéch kloubovych soutadnic
d;. Pfesnost FeSeni je v mnoha piipadech velice 8patna (nalezené kotfeny nenuluji charakteris-
ticky polynom) a tiloha hledani feseni PKU prostiednictvim hledani kofenti charakteristického
polynomu je pro praktické aplikace témér nepouzitelna. Alternativni pristup vhodny pro realné
aplikace, ktery je modifikaci uvedeného postupu feseni PKU lze nalézt v [21]. Experimentalng
bylo ovéfeno, Ze piesto, ze charakteristicky polynom manipulatoru je 16 stupné, meélo by tedy
existovat maximalné 16 feseni PKU, ve skutecnosti viak dostavame maximalné pouze 8 fedeni, ne-
bot charakteristicky polynom manipulatoru vykazuje maximalné 8 realnych raznych polua (kazdy
nasobnosti 2). Resen PKU prostiednictvim ekvivalence k TSSM tedy nemusi vzdy vézt na mi-
nimalni charakteristicky polynom manipulétoru.
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Obréazek 2.32: Reseni PKU pro PSZ, Gervené jsou vyznaceny mozné trajektorie p¥ipojnych bodi
D;
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*

Bohuzel, uvedeny postup feseni PKU pro TSSM nelze vyuzit v piipadé mechanismu typu SSM
(v obecném piipadé piipojné body na zakladné a koncovém efektoru manipulatoru nemusi lezet
ani v jedné roving). V odborné literatuie lze nalézt metody pro vypoéet PKU specialnich pifpadi
SSM, kde kinematické fetézce typu UPS spojujici koncovy efektor a zakladnu manipulatoru maji
ztotoznéné piipojné body (manipulatory typu m —n, kde m oznacuje pocet pripojnych bodi na
zékladné a n pocet pripojnych bodi na koncovém efektoru manipulatoru, viz Obrazek .

(a) 6-5 manipulator (b) 6-4 manipulator (¢) 5-5 manipulator

Obrazek 2.33: Specialni piipady SSM

Bylo dokazano, ze maximalni pocet feSenf obecného 6-6 paralelnitho manipulatoru s 6 kinematic-
kymi fetézci typu UPS je 40. Efektivni metody pro vypocet PKU v piipadé takového obecného
paralelniho manipuldtoru dodnes zustévaji pfedmétem intenzivniho zkouméni. Poznamenejme,
Ze nejcastéji pouzivané metody jsou zaloZeny na principech:

homotopie: Generovéani systému algebraickych rovnic, jehoz FeSeni se s danymi hodnotami
argumentit blizi fedeni IKU, hodnoty argumentt pak povazujeme za feseni PKU.

dyalitické eliminace Viz Kapitola [2.3.2.3] Ptiklad [2.12]

Grobnerovy baze: Umoznuji algoritmizovat elimina¢ni proces z predchoziho bodu v ko-
neéném poctu krokt. Kazdou soustavu polynomiélnich rovnic lze tedy prevézt na ekvi-
valentni soustavu polynomidlnich rovnic, kde v jedné rovnici vystupuje polynom pouze
v jedné proménné (charakteristicky polynom manipulatoru). Vice o Grébnerovych béazich
lze nalézt napt. v [4], [7].

intervalové analyzy: Hledani feSeni PKU v podobé intervali, ve kterych se mtize nalézat.
Intervalova analyza se pfedevsim dnes uplatiuje k feSeni tiloh v robotice za tcelem zajisténi
spolehlivosti vypoctu (odstranéni nachylnosti k numerickym chybam). Vice 1ze nalézt napf.
v [26].

ad-hoc metody: Prevedeni ¢ aproximace feseni PKU na jednodusi dlohu se zndmym
resenim.

Uceleny piehled o problematice feseni PKU pro paralelni manipulatory véetné piehledové ta-
bulky shrnujici dnes Fesitelné architektury manipulatort lze nalézt v [25]. Regeni PKU riiznych
architektur manipulatora pak napi. v [28§], [22], [27].
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Kapitola 3

Kinematika manipulatori: Zavislosti
rychlosti a zrychleni

Doposud jsme se zabyvali pouze zavislostmi mezi polohami kloubovych soufadnic ® a zobecné-
nych soufadnic X. Z hlediska tplného kinematického popisu manipulatoru je vSak nutné nalézt
také vztahy mezi rychlostmi a zrychlenimi kloubovych a zobecnénych soutradnic.

Predpokladejme definici primé a inverzni kinematické tlohy, viz kapitoly a pomoci
funkce geometrickych omezeni G (%), viz (2.37), (2.38):

X =G(®) (PKU), ®@=G (X) (IKU) (3.1)

Priméa okamzita kinematicki tloha (POKU) lze potom psat nasledujicim zpﬁsobe

X - 3359@) O =J4O) 6 (3.2)
X =J4(0)-©+J4(0) 0 (3.3)

Inverzni okamzita kinematicka (IOKU) tloha pak jako:

. 9G(X) . . :

= - X = X)X A4

0~ T3HX) (34)

O=J(X)- X+J/(X)- X (3.5)

kde J4(@®) = 8G8g9) respektive J Zl(X ) = a(ggg() nazyvame analytickym respektive inverznim

analytickym jakobidnem. Poznamenejme, Ze analyticky jakobian zéavisi na aktuélnim usporadani
(poloze) manipulatoru X (a odpovidajicimu ©).

Casové derivace kloubovych soutadnic ® a zobecnénych souradnic X lze pro obecny manipulator
s n klouby vyjadrit jako, viz (2.36]):

(3.6)

[ 9
[ 41
{ O ] (3.7)

b
[ o]

o O @
I

Na prvni pohled je zfejmé, Ze analyticky jakobian J 4 lze stanovit pfimou derivaci funkce G (x)
podle kloubovych soufadnic ®. Nicméné vzhledem ke sloZitosti funkce (posloupnost vypocti
s fadou mezivysledkit), je jeji pfima derivace velice nepraktickd a vede na slozité a mnohaclenné
vztahy. Ty je sice mozné vétsinou nalézt pomoci nastroji pro symbolické vypocty (Maple, Matlab,

INecht X = ¢X X =

Tdt dt2
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Mathematica,...), nicméné pouziti takovych vztahti v technické praxi, zejména pak v implemen-
taci do algoritmt Fi{zeni, je viceméné komplikované.

MoZnou alternativou pro vypocet rychlostnich zavislosti manipulatoru lze nalézt napiiklad v [19],
ktera predklada systematickou geometrickou metodologii vypoctu translacni rychlosti O, a wh-

lové rychlosti w, koncového efektoru v zévislosti na rychlosti kloubovych soufadnic ® manipu-
latoru. Vztah mezi derivaci matice rotace R, a vektorem thlové rychlosti w,. a zrychleni w,. je

popsan v Kapitole

Uvazujme proto nadéle rychlosti a zrychleni koncového efektoru misto (3.7) jako:

- b
X = [ gb ] (3.8)
b
|4
POKU lze potom pro obecny manipulator s n klouby psét jako:
X=J©®) 0 (3.9)
X=J©®) - 0+J(0) -6 (3.10)
A IOKU jako:
O=J4X) X (3.11)
O=J (X)X +J X)X (3.12)

kde J(@®) respektive J~1(X) nazyvame kinematickym respektive inverznim kinematickym jako-
bidnem.

3.1 Zavislosti rychlosti pro sériové manipulatory

. =0
Uvazujme prozatim, ze T3 = T? = I (bez kompenzaci). Transla¢ni rychlost O, a thlovou
rychlost w? i-tého s.s. F; vzhledem k s.s. Fjy lze psat jako:

1
P
-0 Do . . .
O - *0 <0 <0 <0 .
w; JT Je - 35 - 370 (Y5
Ji(©)
[Vi
Tedy:
O =30 91 +4b-dot 430054+ 50D (3.14)
w?:j?.191_|_jg.15}24_..._}_‘7‘;?.19].4_...4_]‘?.191.

D
kde j = 1...17 a sloupcové subvektory [;4 , j? € R3 respektive j;? € R3 kinematického jakobianu
J
Ji(®), zprostiedkovavaji piispévek j-tého kloubu v; do celkové transla¢ni respektive thlové
rychlosti s.s. F; vzhledem k s.s. Fjy.

Z Obr. a Obr. je zfejmé, Ze piispévek translacni rychlosti v? ;i & uhlové rychlosti wo do
s.s. F; vyJadrenou vzhledem k s.s. Fpy) zpusobenou pohybem j- teho kloubu, Ize pro konkretm
typy kloubt a zavedeni popisu s.s. vyjadrit jako:
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e Joint j je typu P (0; = d;):

Pro D-H amluvu: Pro K-K umluvu:
w); =0 (3.15) w); =0 (3.16)
0 7 0 0 7 0
v =dj-Zj vj; = dj - 2;
e Joint j je typu R (¥; = 6;):
Pro D-H amluvu: K-K amluvu:
0 ] 0 0 j 0
0 0 0 ) 0 0 0 0 0 ) 0 0
/UJJ = wjﬂ X ’I“j_Li = 9] . Zj—l X ’r'j_l’i 'U],Z = w]ﬂ/ X ’r'j’z* = ] . Z] X Tj,i

kde z? jeosa z s.s. Iy a ’l“?z- =0Y - 09 je vzadjemnd transla¢ni poloha s.s. F a F;. PTi znalosti

matic prechodu T? je ziejmé, Ze:
2)=T91:3,3] a r),=TP[1:3,4] —T)[1:3,4] (3.19)
Sloupcové subvektory ]1]0 a jj lze tedy s ohledem na 1) psat jako:
e Joint j je typu P (0; = d;):

Pro D-H amluvu: Pro K-K umluvu:
-p 0 - 0
Jj| — |%i—1 9 il — % 21
H-0e] e -l e

e Joint j je typu R (¥; = 6;):

Pro D-H amluvu: Pro K-K tmluvu:
14 0 o 14 0 0.
{?ﬁ}:: {zﬂl 5 rflﬂ] (3.22) {Zg]:: [zﬂ XOTJJ} (3.23)
Jj Zj-1 Jj Zj

Vysledny kinematicky jakobidn J;(©) je tedy pfimo dan rovnicemi (3.20] - [3.23), (3.19) a lze
urc¢it pomoci diléich matic prechodu T;_l s.s. manipulatoru.

Pro efektivni vypocet translaéni rychlosti O; a ahlové rychlosti w; (tedy POKU pro libovolny s.s.
v kinematickém Fetézci manipulatoru) lze nastinény postup modifikovat na nasledujici zobecnény
rekurzivn{ algoritmus pro libovolny typ kloub.

Definujme pomocnou proménnou o;, pro kterou plati:
oj =0 pokud Jointj jetypuR (V; =0;)

0
oj =1 pokud Jointj jetypuP (¥; =d;)
5‘j:1—0'j

¢ Algoritmus|3.1|(Rekurgivni alg. vypoé&tu rychlosti pro D-H amluvu)
Z rovnic ((3.14]), (3.20) a (3.22]) vyplyva nésledujici rekurzivni schéma:
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Pro uhlové rychlosti plati:
w(l) = Z851191

wg = 285'1191 +Z(1)5’2?92 = w? + 2(1)52’192
——

wi

wg = 285'1?91 + 2(1)5'2’192 +Zg5'3’l93 = wg + Zga'gﬁg

0
Wy

Pro translaéni rychlosti plati:

0(1) = ((28 X r871)51 -+ 2801)191 = (z851191 ><’I“871) + 2801191 =w x 1“8,1 + z801191
——
w?
O = (23 x 132)51 + 2401)01 + (20 x 19 5)55 + 2002) 0 =
= ((20 x (101 + 79 2))51 + 2001)01 + (2} x 70 5)3205 + 20020 =
= ((20 x 70 1)71 + 200101 +(20 x 79 5)5101 + (2§ x 70 )F20 + 200202 =
oY
= 0(1) + (206101 + 295292) XT'?,Q + 290910, =
w§
= 0(1] + wg X r(l)g + 2(1]0'2192
05 = (20 x 103)51 + 2401)01 + (20 x 79.3)52 + 2002) 02 + (23 x 19.5)55 + 2903)ds =
= ((zg x (""8,2 + 7'(2) 3))a1 + 2001)01 + (29 x (7'1 o+ 79 3))02 + 2009) 02+

(Zg X Ty 3)03193 + Z20'3193

7

(23 x 135)51 + 2501)01 + ((2) x r(l) 572 + 2009) 02 +(2) x 79 3)01191 + (29 x Y 3)02192+

)

_|_

0,
+ (Zg X T873)53§3 + Z803193 =

. 0 . . . .
= 02 + (z861191 + Z(1)5'2’192 + Z(2)5'3193) xrg’?) + Z(2)0'3193 =

0
w3

~0 0 0 0_ .4
= 02 -+ w3 X 7’273 + Z20’3’l93

Tedy rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. Fy lze psét:

w? = w? 1+ z]_16j19] 3.24)
-0 0 0 0 ;

Lze ukazat, ze rekurzivni vypocet lze vyrazné urychlit vyjadrenim transla¢nich a tthlovych rych-
losti koncového efektoru v algoritmu vzdy vzhledem k aktualnimu s.s. Fj.

W = W
Wi = J—1

0“; 0 1+w XT'

I =9 _ pi Jj—1 J=1= 9
+ zj_lajﬁj =R;_ 1(wj_1 + zj_lajvﬂj)

. 1—1 s .
1t z o0 = RJ 1(0;_1 - z;_}o'ﬂ? )+ w x 7

Jj— Jj—1J

) SR . -1
Zaroven ziejmeé plati del = [ 0 01 ]
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Vysledny rekurzivni algoritmus pro postupny vypocet translac¢ni a thlové rychlosti koncového
efektoru pro D-H dmluvu pro popis s.s. lze tak psat jako:

Wl =RI_ (W1 +[0 0 1] a;9)) (3.26)
.« q . —1 T . . .
Oj =R} (051 +[0 0 1] o) +wixriy, (3:27)
kde j =1...14, wa =0, 03 = 0 (poloha s.s. Fy je pevna)
— 0’ Jo J o RI J—1r1 .
J 1;,=0;-0;,=-0;_,=R; - T} [1:3,4]

Rl_ = (T ")T[1:3,1:3]

¢
¢ Algoritmus|3.2|(Regkurzivni alg. vypoé&tu rychlosti pro K-K amluvu)
Z rovnic (3.14)), (3.21)) a (3.23) vyplyva nésledujici rekurzivni schéma:
Pro dhlové rychlosti plati:
w(l) = Z(1)5'1191
wg = Z?&ﬂél +Z8527§2 = w(f + 28&2192
~—— —_—
wi
wg = 295'1191 + 285'219%4-235'3193 = wg + Zg5’3193
o4
Pro translaé¢ni rychlosti plati:
. 0 _ . .
0, = ((z(l) X 7“(1),1)01 + z?al)ﬁl = Z(1)01191
~~
0
-0
0, = ((29 x r? o)1+ 2%01)01 + (29 x Y 2)02 + 2909)0y =
—~~
0
= (Z?&lﬁl XT? 2) + Z?O’lﬁl +Z(2)(72?92 =
S~—— ' ~——
wi o)
. 0 .
= 01 + w(l) X 1"(1)2 + Zgagﬁz
- 0
O3 = (21 x 19 3)51 + 2{o1)d1 + (25 x 9 5)72 + 2309) 02 + (25 X 33)53 + z303) 03 =
~~
0
= ((29 x (9 2173 3))01 + 2%1)01 + (29 x Y 3)02 + 2909)05 + z303193 =
= ((2:(1) X 7‘(1)72)0'1 + Z10'1)191 + Z202292 +(z1 X T8,3)0'1191 + (Z2 X 7‘373)(72792 + Z30'3193 =
0,
. 0 . . .
=0, + (Z(:f51?91 + z862192) ><r8,3 + zg03193 =
w3
. O .
= 0y + W) x 7“873 + 250303
Tedy rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. Fy lze psit:
w? = w?-_l + z?&]ﬁj (3.28)
. 0 . O .
O;=0,_1 tw; 1 Xrj_y;+2;00; (3.29)
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Ze stejného duvodu jako v Algoritmu provedeme vyjadieni rekurzivniho algoritmu v s.s. Fj:

j_ J J= 9. _ P j—1 J= 9.
S=wiog zjajﬁj = ijlefl + zjajﬁ]
Oj = Oj,l Fwy g X T+ zja]ﬁ‘] = Rj_l(Oj

w

Opét plati 2 =[0 0 1] .

Vysledny rekurzivni algoritmus pro postupny vypocet transla¢ni a thlové rychlosti koncového

efektoru pro K-K amluvu pro popis s.s. lze tak psat jako:

wi=R_W1+[0 0 1] 59,
Y | i1 i—1 T
O; = Rﬂ-fl(O?_l + w;el X T;ﬂ,j) +[0 0 1] o0

kde j=1...i,w§ =0, O; = 0 (poloha s.s. Fy je pevna)

i—1 —1 —1 j—1 j—1
=07 -0 =0 e
Rl_, = (T ")T[1:3,1:3]

Kompenzace rychlosti

Zabyvejme se nyni vyslednou rychlosti koncového efektoru X z (3.8) s uvazovanim kompenza¢nich
matic Tg a T.. Vzhledem k faktu, ze s.s. F}, je nasledovén s.s. Fg, lze psat rekurzivni algoritmus

pro D-H (3.26} [3.27)) 1 K-K (3.30} 3.31)) amluvu pro j = {n, e} jako:

Pro D-H amluvu:

wE=RwW!'+[0 0 1] 5.0,

=0 (Y¥e neexistuje)
-e e /AT T ' e e
O.=R,(0,+[0 0 1] -o0cde)+wixr,

=0

Pro K-K tmluvu:

WwE=RwW'+[0 0 1] 6.0,
=0
O = RO+ W xrt ) +[0 0 1] o,

0

Jednoduchymi tpravami lze ukazat, Ze rovnice (3.32)) a (3.33]) vedou na stejny vztah:
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Rychlost zobecnénych soufadnic manipulatoru X, viz 1) lze vypocitat jako:

o[ ] LB ] -
w O3x3 RS | |w? 0 RY| |03x3 Isxs W

oS o

n

_[RY 03x3] [Isxs —S(rp.)] [(R)T 0sxs | 02 B
| O RZ 03x3 I3y 0 (R)" o

_[R, -Ry-RS-S(ru,)- <R2>T} ' [og]
0

_03)(3 Rg w
Jeomn(©)
(3.35)
kde
RS =T0[1:3,1:3], R®=1T%1:3,1:3](zfeseni PKU, viz (2.33))
0 —Thel3, 1 T (2, 1]
S(T'Z,e) = rg,e[?)? 1] 0 _Tz,e[l? 1] ) rz,e = T?[l : 3’ 4]
_Tg,e[ ) 1] TZ,E[L 1] 0

Kombinaci rovnice (3.13) pro ¢ = n a rovnice (3.35) dostavame vysledny vztah pro vypocet

rychlosti koncového efektoru manipulatoru:

X = Jeomp(®) - Jn(©) - © (3.36)
kde Jcomp(©) je kompenzaéni matice a J,(©) je kinematicky jakobian pro n kloubovych sou-
fadnic bez uvazovanych kompenzaci (TS = T" = I).

Porovname-li vysledek (3.36)) s rovnici (3.9)) je zfejmé, Ze kinematicky jakobian (véetné kompen-
zaci polohy zékladny a koncového efektoru) je dan jako:

J(@) = Jcomp(®> ) Jn(@) (3'37)

3.2 Zavislosti zrychleni pro sériové manipulatory

. . . o~ . . , 0 . , Lo
Nejprve uvazujme opét, ze TS = T, = I. Transla¢ni zrychleni O, a thlové zrychleni w? s.s. F;
vzhledem k s.s. Fyy 1ze stanovit piimou ¢asovou derivaci z rovnice (3.13)) jako:

a1 Uy
D5 U5

00 . : :

L’? = Ji(©) J, +Ji(©)- j, (3.38)
9 ] 9 ]

Tedy:

..0 . . . . . . . . . . . . . . . .
O; =38 - 91+355 Vot 432 05+ +50 D+ 51 D+ 45 Dot 43505+ 455 -0
(3.39)

W) =59+ 49 Dot G0 Uy G0 Ui Y O+ gy Dt gD g

Casova derivace kinematického jakobianu J (@) je dana casovymi derivacemi jeho dil¢ich prvki,

tedy jeho sloupct, viz rovnice (3.20]- [3.23)):
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e Joint j je typu P (0; = d;):

Pro D-H amluvu: Pro K-K umluvu:
“p -0 P -0
Tl = [zﬂ'—l] 3.40 Tl = {Zﬂ'] 3.41
M - (3.40) A RIE (3.41)
e Joint j je typu R (¥; = 6;):

Pro D-H amluvu:

Lp 0 0 0
J_]O' :I:_]lxrj 113‘% 1 X T
Jj

z
. -0 ]
kde 7“972201 —09 aZ?:T,?[l 3,4]

Pro K-K tmluvu:

0] 0 0 -0
= {zj X T Tt)zj X rjﬂ} (3.43)
Zj

57
3
Jj

7j—1

(3.42)

. 0 .
Transla¢ni rychlosti O; a thlovou rychlost w? lIze vypocitat jako
v rovnici (3.13) ¢ pomoci rekurzivniho Algoritmu respektive
Algoritmu

X . . . -0 .
Casovou derivaci osy 29 Ize se znalosti O; a w? stanovit dle Ob-
razku [3.1] jako:

. -0 -0
N=vy—v1=0; +w) x2? -0, =w? x 2! (3.44)

Stejné jako v Kapitole [3.1]1ze opét nalézt vhodny rekurzivni algo-
ritmus k vypoctu translacntho zrychleni O; a thlového zrychleni Obrazek 3.1: Odvozeni rych-
w;. Rekurzivni schéma lze odvodit pfimou casovou derivaci re- losti %;
kurzivniho algoritmu pro vypocet transla¢ni a thlové rychlosti

koncového efektoru z Algoritmu [3.1] respektive z Algoritmu [3:2]

¢ Algoritmus 3.3 (Rekurzivni alg. vypoé&tu zrychleni pro D-H amluvu)
Pro thlové zrychleni plati:

Casovou derivaci rovnice ([3.24) a substituci (3.44) dostavame:

50 _ 50 ;0 = 9. 0 =9 _— .0 0 5.0, —
wf = &y + 2010505 + 20 _15,0; = &f_y + (Wi_y x 2)_1)F50; + 2)_1550; =

_ 0 0 =4 0 0 -
=wj H w00 X 2z + 25 10;9;

Pro translaéni zrychleni plati:

Casovou derivaci rovnice 1) substituci 1D a substituct:
-0 _A0_p _ 0 0 0 : . .
71, =0; —0;_ 1 =w; xX7T;_4;+2; 10;9; (viz rovnice (3.25))

dostavame:

..0 . 0 .0

-0 0

J J

0 0 0 .0 0 0 ; 0 i
= O] 1+ wj x +w] (Wi x7i_q;+ z] 10'J19 ) + (wj,1 X z;_1)050; + z;_1050; =

0 0

J J

] 1,j J—1J
0 .0 0 0 : 0 3
—Oj 1w ] 1 Fwj X (Wi X7 lj)—l—w X zj_ 1005 4 (W w1 X 2j_1)00; + zj_105V;
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Tedy rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. F} lze psat:

oJ _ J o =9, J b =0 — pi «J—1 J=1= 9. Jj—1 J—1= 4.
wj = wj_l +wi 10595 % Zi 4 +zj_1aj19] = Rj_l(w] 1 +w]_1aj19j X zi +zj_1ajz9])
) J J J
]—O 1—|—w ><7°J j—i—w x(wjxrj )—l—w xzj 005+ (W Wi lxzjfl)aﬂ?]—i—z] 10595
—RJ (O» +w lxz' to; + 20 10-19-)—|—w X wh x (W x )+
-1 J—l -1 Jj—1737J Jj—1737J J J—1j J J J—1j
J J=1_ 3
+w ><R 1% la]ﬁ
0
-1
Opetplamz 1=10
1

Vysledny rekurzivni algoritmus pro postupny vypocet translacnfho a thlového zrychleni konco-
vého efektoru pro D-H timluvu pro popis s.s. lze tak psét jako:

0 0

Wl =R_ (@ + 6wl x | 0|+ |0 |d)) (3.45)
1 1
0 0

O R; 1(O; 1+a](w§j x| 0 ] 9+ | 0| 9;)) +wlx 7";;1,]' —i—w; X (w] X 'r] 1)+

1 1

+w; X R;'fl 0 Ujﬂj (3.46)

1

kde j =1...4, & =0, Oy = 0 (poloha s.s. Fy je pevna)
vl ;=0]-0),=-0) =R - T/ '[1:3,4]
j 1
R, | = (Tg. y1:3,1:3]

aw ! wj znéme z Algoritmu ¢

Jj—1

¢ Algoritmus 3.4 (Rekurzivni alg. vypoé&tu zrychleni pro K-K amluvu)
Pro thlové zrychleni plati:

Casovou derivaci rovnice (3.28) a substituci (3.44) dostavame:

.0 _ -0 0= 3. 0= 4. _ 0 0 NG9 059 =
wj _wjfl +Zj0']’l9] +Zj0']’l9] —wj,1 +(w] X Zj)O']'l?] +Zj0]19] =

_ 0 0= 9. 0 0= 9.
= wj—l +wj0—]19] X Zj =+ ZjO-J'lg‘y

Pro translaéni zrychleni plati:
Casovou derivaci rovnice (3.29), substituci (3.44) a substituci:

70 = 0? — O 1= wo L xr? + 23 ajﬂ] (viz rovnice ([3.29))

J—1 J—Lj
dostavame:
.0 o
Oj—Ojl—Hu]ler 1 T Wi X 31]+za]19 +za]z9—
—O] 1—|—wj 1><r] 1]+w? 1><(w9 1><r? 1j T 25 0]0])+(w9»xz?)ajﬁj—i—zgaj{?.j:
:Oj_1+w oxrd Wl x @I x el ) Wl x 20050 + Wl x 2000 + 2909
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Tedy rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. F} lze psat:

VI | J= 9. J J= 9. g il J= 9. J J= 9.
wj_wj_1+wjoﬂ9jxzj+zjaj19j—R 1 j_1+w-aj19 ><z4+z-0j19]

s
/ J J
wi_q X (Wi X1y )—i—wjlxzajﬁ +w Xzaj’ﬁ —i—zajﬁf

..j_..j 'j j J
Ojf0j71+w.1><rj_17j+ o1 % ( i-
J -1 Jj—1 Jj—1 Jj—1 J Jj—1
=R;_ 1(0J 1+ X Wi ) (Wl X ))+R 1wy 1><za]19+

+wj X ZjUj’l9j + ZjO'ﬂ?j

0
Opét plati zi- =10

1
Vysledny rekurzivni algoritmus pro postupny vypocet translaéniho a thlového zrychleni konco-
vého efektoru pro K-K tmluvu pro popis s.s. lze tak psat jako:

0 0
Wh=R_ &I +awldyx [ 0|+ |0 7)) (3.47)
1 1

0 0
+oj(R_ w1 +wl)x [ 0 [d;+ | 0| (3.48)
1 1

kde j=1...i, wy=0, OS = 0 (poloha s.s. Fy je pevna)

1 i—1 i—1 i—1
rj 13_0] O;_1:O§ :T; [1:3,4]
R_ =(T7H)1:3,1:3]
a wj }, wg znédme z Algoritmu ¢

Poznamenejme, Ze rekurzivni algoritmy Algoritmus je mozné jednoduchymi tpravami
prevézt na tvary uvedené v literatute [19] a [40].

Kompenzace zrychleni

Zabyvejme se opét vyslednym zrychlenim koncového efektoru X z 1) s uvazovanim kompen-
zacnich matic Tg a T,. Vzhledem k faktu, ze s.s. F}, je nasledovan s.s. Fe, lze psat rekurzivni

algoritmus pro D-H ({3.46] [3.45)) i K-K (3.48} [3.47)) amluvu pro j = {n, e} jako:

Pro D-H uamluvu:

0 0
WE = RS (W +Ge(widex | 0 | + | 0 |Je) (3.49)
1 1
=0 (e neexistuje)
.. .. 0 . O ..
O, =R.(O, +0c(wl x | 0 | et | 0] Je))+wexrs, +wsx (wexrs )+
1 1
=0
0
+wex RS | 0 | oede
1
=0
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Pro K-K tmluvu:

0 0

W= RW" + (W x | 0 | + ] 0 [de) (3.50)
1 1
=0

O; = R;,(O, +@p xrp .+ wp x (wp x 71 )+
0 . 0 ..

+o((REWN +wE) x | 0 | Do+ | 0| d,)

1 1

=0
Jednoduchymi apravami lze ukéazat, Ze rovnice (3.49) a (3.50) vedou na stejny vztah:
=w) (3.51)
= O, +ap x T +wh X (Wp xTh )

S(wr)-S(wn) i e

Zrychleni zobecnénych souradnic manipulatoru X, viz lze vypocitat jako:

X: -O _ RZ 033 . 0 _ RZ;L 03x3 ) Is.3 —S(T‘Z’e) OZ n SQ(UJZ)"I‘
' 0 R, O3x3  Isxs W 0

w 033 R w
i " [RZ - S8 (W) ~7’Z,e] _
‘ 0

o S o
O30 3

O =
w

_[RY 053] [Isxs —S(ri)] [(R)T  0sx3 ]
|0 R Os3x3  Isxs o (R)T

0
n
0

n

(R} —Rj- Ry -S(ri,)-(BR)T] |0, [RE-R)-S*(wp) -,
1033 R} wY 0

Jcomp(g) Jadd(evé)
(3.52)

kde
RS =T8[1:3,1:3], RY=1T0%1:3,1:3](zfeSeni PKU, viz (2.33))

0 Thel3: 1] T” [ 1]
i) = | s 0 S|, e =TI
—Te[2, 1] rr.1,1] O

a w]' zname z Kapitoly

Kombinaci rovnice (3.38) pro i = n a rovnice (3.52)) dostavame vysledny vztah pro vypocet
zrychleni koncového efektoru manipulatoru:

X = Jeomp(®) - (Jn(©) - © + J,,(©) - ©) + J.0a(©, ©) (3.53)

kde kompenza¢ni matice J comp (@) je shodné jako kompenzaéni matice z rovnice , matice
J24d(0©, ©) je aditivni slozka zrychleni zpisobené rotaci koncového efektoru a J,, (@) respektive
J »(©) je kinematicky jakobian, respektive jeho ¢asovéa derivace pro n kloubovych souradnic bez
uvazovanych kompenzaci (T) = T" = I).

Porovname-li vysledek (3.53)) s rovnici (3.10]), dostavame:
X = Jeomp(®) - Jn(©) - © + J244(0,0) + J comp(©) - J,(©) -© (3.54)

~~

J(©)-6 J(©)
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3.3 Zauvislosti rychlosti a zrychleni pro paralelni manipulatory

Na problém nalezeni zavislosti rychlosti a zrychleni pro paralelni manipulatory lze opét nahlizet
dvéma zpusoby. V piipadé dekompozice paralelnfho mechanismu na nezévislé uzaviené kinema-
tické Tetézce, viz Kapitola je mozné zapsat POKU kazdého rozpojeného sériového kine-
matického Tetézce, viz Obrazek vyjadiujici stejnou rychlost v rozpojeném kloubu Joint k
(podminka na uzavieni kinematické smycky):

Je(©4) - O = J1y5(O415) - O (3.55)

kde ®; respektive @3 vyjadiuje rychlosti aktivnich i pasivnich kloubovych soutadnic v kazdém
rozpojeném kinematickém fetézci a Jj (1) respektive Jy1,(®2) jejich kinematické jakobiany.

Jelikoz ze znamé polohy aktivnich kloubovych sourfadnic mtZzeme dopocitat hodnoty soufadnic
pasivnich, rovnice vede na linearni soustavu rovnic, ze které lze pro kazdou polohu manipu-
latoru dopoéitat vztah mezi pasivnimi a aktivnimi rychlostmi kloubovych souradnic. Analogicky
vysledek 1ze ziskat pfimou ¢asovou derivaci rovnice . Rychlost koncového efektoru manipu-
latoru lze potom ziskat jako Feseni POKU sériového Fetézce vedouciho od zékladny manipulatoru
ke koncovému efektoru, nebot vSechny polohy i rychlosti pasivnich i aktivnich kloubovych soutad-
nic jsou nyni znamy. Postup lze analogicky rozsitit i pro vypocet zrychleni koncového efektoru.

V pripadé dekompozice paralelntho mechanismu na sériové manipulatory, viz Kapitola lze
fesit POKU stanovenim rychlosti pf¥ipojnych bodt koncového efektoru k jednotlivym kinematic-
kym Fetézctim. Z Obrazku je ziejmé, ze pro danou polohu koncového efektoru, lze stanovit
transla¢ni rychlosti jeho pripojnych bodu B; z translac¢ni 02 a thlové w?® rychlosti koncového
efektoru jako:

B =0+ x 0.8} (3.56)

. - . .
kde Oz a O.B;" jsou uréeny pro danou polohu koncového efektoru (feseni PKU, IKU).

Hodnoty rychlosti aktivnich i pasivnich kloubovych soufadnic lze pak nalézt feSenim zavislosti
rychlosti pro kazdy dil¢i kinematicky fetézec manipuldtoru, viz Kapitola

Vzhledem k tomu, Ze vétsina paralelnich manipulatori ma pouze jednoduché kinematické retézce
s aktivnim kloubem typu P, Ize ¢asto IOKU stanovit jednoduse jako projekci rychlosti pifpojnych
bodil B; do sméru transla¢ni osy aktivni kloubové souradnice, jak ukazuje néasledujici priklad:

* Ptiklad 3.1 (IOKU pro PSZ )
Rychlosti pfipojnych boda D; koncového efektoru PSZ jsou dany, analogicky k rovnici (3.56

jako (transla¢ni rychlost koncového efektoru je nulova = OZ =0):
: e
D! =wh x 0.DY (3.57)

proi=1...3.

Z Obrazku je zfejmé, ze projekce rychlosti aktivni kloubové souradnice d; do sméru ramene
C,;D; musi byt totozna, jako projekce rychlosti pripojného bodu D; do stejného sméru.
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D

di “b
%o
Bil | b U

Ty

Obrazek 3.2: Projekce rychlosti v kinematickém fetézci PSZ (w je jednotkovy smérovy vektor
aktuatori)

VyuZzijeme-li rovnici (3.57) a vlastnosti vektorového a skalarniho soucinu, dostaneme:

(C:DY)T - (d@) = (C;D)T - D)
Ci‘ . (Cz‘Dib)T . (wle’ X OeDib)

(C:D))T - T

d; = C.D)T = (3.58)
IOKU pro PSZ lze tedy psat jako:
dy
dy| =J1(©) Wb (3.59)
ds
kde inverzni kinematicky jakobian J~1(®) je:
GB e
(Clle)T-ﬂ
................
-1 _ | (0cD3*xC2D)T
(@)= (C2D3)T-d
(OengX03D3b)T
L (C3D3»)T-d

a®@=[d dy dz]".

Pro vypocet rychlosti koncového efektoru, definovaného derivacemi zobecnénych souradnic X =
[ a B A }T, viz Kapitola|1.4.3] z thlové rychlosti wle’ pouzijeme Eulerovy kinematické rovnice,

viz rovnice ([2.22)).

Analyza zavislosti zrychleni by vedla opét na nutnost vypoétu asové derivace J 1, kterou je
mozné ziskat podobné jako v Kapitole [3.2] *
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3.4 Singularni polohy manipulatoru

Singularni polohy manipulatori jsou specifické polohy koncového efektoru, které vyznamné ovliv-
nuji jeho kinematické vlastnosti. Tuto skute¢nost je tieba brat vzdy v tvahu pfi syntéze, analyze
i fizeni manipulatorii.

Z Kapitoly [3] vyplyva, Zze mezi rychlostmi kloubovych a zobecnénych soufadnic manipulatoru
existuje, pro danou konstantn? polohu manipulétoru, linedrni zdvislost dana kinematickym ¢i
analytickym jakobidnem, dale jen jakobidnem, jako:

X=J©®) 0 (3.60)

Predpokladejme dale obecny pripad redundantnich manipulatort, tedy manipulatort, kde pocet
DoF koncového efektoru M je mensi nez polet nezavislych aktivnich kloubovych soufadnic N.
V piipadé neredundantnich manipulatort diskutovanych v predchozich kapitolach plati M = N.
Jakobian J(@®) = J bude tedy reprezentovany matici tvaru [M x N] s hodnosti rank(J) = r.

Singularity pro sériové manipulatory

Singularni polohou sériového manipulatoru, tzv. sériovou singularitou rozumime takovou polohu
koncového efektoru, pro kterou jakobian J ztraci svou hodnost r < min (M, N). Ze zavislosti
mezi rychlostmi @ 1ze tedy usuzovat, ze existuje nenulova rychlost kloubovych soufadnic © #
0 pro kterou se koncovy efektor nemuze pohybovat X = 0. Zarovei plati, Ze v blizkosti takovych
poloh je pro malé rychlosti koncového efektoru zapotiebi velkych rychlosti kloubovych souradnic.
Priklad singularni polohy pro antropomorfni manipulator se sférickym zapéstim z Kapitoly
ukazuje Obrazek [3.3]

¢4 @6

1
|
I

(a) Singularni poloha AM - rychlost kloubovych (b) Singularni poloha SZ - rychlost kloubovych
soufadnic ¢1 # 0, ¢p2 = ¢35 = 0 generuje nulovou soufadnic ¢4 = —¢s, ¢5 = 0 generuje nulovou rych-
rychlost koncového efektoru lost koncového efektoru

Obrazek 3.3: Sériové singularni polohy AM~+SZ
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Kapitola 3 Kinematika manipulatori: Zavislosti rychlosti a zrychlenf

Singularity pro paralelni manipulatory

Casovou derivaci vztahu (2.87) fesici IKU pro paralelni manipulatory lze odvodit formalni tvar
inverzniho jakobidnu jako:

A-©=B-X
©e=A'!'"B.X
—_——
,]71
X=B'l 40 (3.61)
J

Singularni polohy pro paralelni manipulatory lze tedy délit na t¥i typy:

e Matice A nemé plnou hodnost = sériovd singularita (jakobian J nemé plnou hodnost).
Tento typ singularity koresponduje se sériovou singularni polohou sériovych manipulatorta
reprezentujici nezavislé kinematické fetézce manipulatoru. Tedy v takovémto p¥ipadé opét
existuje nenulova rychlost kloubovych souiadnic C) # 0 pro kterou se koncovy efektor
nemize pohybovat X = 0. Tento typ singularity byva ¢asto chybné zaméhovan s hranic
pracovniho prostoru manipulétoru, pro kterou plati to samé (obecné vsak sériova singularita
na hranici pracovniho prostoru nemusi nastavat).

e Matice B nemé plnou hodnost = paralelni singularita (inverzni jakobian J ~! nema pl-
nou hodnost). V takovém piipadé existuje nenulova rychlost X +# 0 koncového efektoru
generujici nulovou rychlost © = 0 aktivnich kloubovych soufadnic. Koncovy efektor tedy
ziskavé tzv. nefiditelné stupné volnosti. V praxi je nezbytné nutné se okoli takovych poloh
vyvarovat, nebot manipulator se v nich stava v podstaté nefiditelnym.

e Matice A ani B nemé plnou hodnost. Nastavaji oba typy singularit soucasné.

% Piiklad 3.2 (Singularni polohy PSZ)
Z rovnice pro vypocet inverzniho kinematického jakobianu (|3.58)) lze odvodit tvar matic A a B:

A-©@=B-w® = ©0=41.B.u (3.62)
—
J71
kde
(Oele X Clle)T
(C:D")T - 0 0 e
A= 0 (CoD"T - 0 a B= [(0.Dy"x CyD3")T

_(06D3b X Cngb)T_
(3.63)
7 matice A vyplyva, ze PSZ se nachézi v sériové sinérni poloze pokud je alespon jedna dvojice

0 0 (C:DT -4

vektortt C;D; a U vzédjemné kolma, viz Obrazek . Z matice B vyplyva, ze PSZ se nachézi
v paralelnl sin éularnl poloze pokud je alespoii jeden vektor (O.D;® x C; D;®) nulovym vektorem

(O D;’ a C; D’ jsou vzajemné rovnobé&zné), nebo jsou vektory (O.D;® x C; D;®) linearné zavislé,
viz Obrézek 3.4 a Obrazek 3.5
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14
12
144
1.2,
; . |
) w 0B
0.2 :
™04
0
0z
02
0
0.4
0.2
06
-D.fiﬁd
_1 :
0.5
Heaxis

K-ais

0 05 e o 05
D5 voaxis e Y-axis
(a) a=0,8=0,y=—37 (b) a=0,8=0,v= 47

Obrazek 3.4: Paralelni singularni polohy PSZ, vektory O0.D;’xC;D;’ jsou linearné zavislé (lezi
v jedné roviné se vzajemnym pootocenim o %7’[‘)

Z-axis

-0.4

Y-axis
Obrazek 3.5: PSZ soucasné v sériové i paralelni singuldrni poloze, « = § = v = 0, navrhové

parametry £ jsou odlisné od piedchoziho piipadu, vektory (OeDib X CiDib) jsou
lineadrné zavislé, vektory C;D; a u jsou kolmé
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Kapitola 4

Numericky pristup reseni kinematiky
manipulatort

V predchozich kapitolach byl uveden obecny pfistup k reseni kinematiky manipulatort. Piimd ki-
nematika pro sériové manipuldtory a inverzni kinematika pro paralelni manipuldtory (uvazujeme
jednoduché kinematickeé fetézce) je relativné jednoduché a fesitelna analyticky. Jejich implemen-
tace do Fidicich algoritmi manipulatort proto vétsinou neéini vétsi potize a vypocetni naro¢nost
takovych tuloh je uspokojiva vzhledem k nasazeni v soucasnych pramyslovych pocitacich. Opacéné
kinematické ulohy (inverzni pro sériové manipuldtory a piimd pro paralelni manipuldtory) lze
uspokojivé Tesit pouze ve specifickych pripadech a obecné s sebou prinaseji fadu problémi pii
jejich implementaci do Fidicich algoritmt. Mezi nejvyznamnéjsi mtzeme oznacit tyto nasledu-
jict:
e v obecném piipadé neexistuje analytické reseni

e metody zaloZené na nalezeni charakteristického polynomu manipulatoru (dyaliticka elimi-
nace, Grobnerovy baze) pfinaseji nemalé problémy vzhledem ke stabilité a presnosti fesent
(hledani kofent polynomu vysokych fadu)

e vypocletni narocnost metod (intervalova analyza, homotopie, dosazovani do komplikovanych
algebraickych vztaht) je prili§ velikd pro implemenatci do fidicich algoritmi (v reédlném
Case)

e nalezeni vice moznych fesenf kinematickych tloh vyzaduje implementovat metody pro roz-
hodovani o aktuilnim korektnim FeSeni

V nésledujicim textu se omezme pouze na numerické metody vypoctu IKU pro sériové ma-
nipulatory. Metoda muze byt ekvivalentné snadno rozsifena i na manipulatory paralelni. Pti
feSeni IKU méame k dispozici polohy, rychlosti a zrychleni kloubovych soutadnic:

©@=[v v ... In]

Dale pak linearni vztah mezi rychlostmi aktivnich kloubovych a zobecnénych soufadnic pro
konstantni polohu koncového efektoru, viz rovnice (3.60)):

X=J®)- -0 (4.1)

Zabyvejme se déile nékterymi vlastnostmi jakobianu J.Provedeme-li singularni dekompozici ma-
tice J, jejiz hodnost je rovna r, dostavame:

J=U-=.vT (4.2)

kde matice U ps«ps respektive V yyn jsou unitarni matice jejichz sloupce vyjadiuji levy respek-
tive pravy singularni vektor matice J.
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Kapitola 4 Numericky pristup reseni kinematiky manipulatort

Matice X/« N je ve tvaru:

5o | S Orx(N=r) (4.3)
On—r)xr Omr—r)yx(N—r)
kde S je diagonalni matice s diagonalnimi prvky o1, o9, ...o,, pro které plati

012022 20,20

reprezentujici singulérni ¢isla matice J.

Rozepsanim rovnice (4.2)) s pomoci (4.3]) dostaneme:
X=U-=-v'. e

X:ZUi'U[:,i]'V[:,i]T'G

X=0,-U;1]-V[,1)T-®+0y - U[,2] - V[.,21T - O+ 40, - UL, - V[:,r]T-© (4.4)
Nutné tedy plati nasledujici tvrzeni, grafické znézornéni viz Obréazek

e Oznacime-li VT-© = a, kde a = [ a ... @ ... QN ]T a a; € R, plati e = V -a, tedy
sloupce V[;,1] az V'[:,r] matice V generuji prostor kloubovych rychlosti O, tzv. doplnsk
null space N'(J), oznaceny jako N (J), viz nasledujici bod.

dim(N+(J)) =7

e Zrejmé plati, ze zbyvajici sloupce V'[:,r + 1] az V'[:, N| generuji prostor takovych rychlosti
kloubovych soufadnic ®, pro ktery je rychlost koncového efektoru vidy nulovda X = 0,
ozna¢me jej jako tzv. null space N(J).

dim(NV(J) =N —r

e Sloupce U[:;, 1] az U[:, 7| matice U potom generuji prostor dosaZitelnych rychlosti kon-

cového efektoru X, oznacme jej jako tzv. range space R(J).
dim(R(J)) =r

e Ziejmé plati, Ze zbyvajici sloupce U[:,r + 1] az U[:, M] generuji prostor nedosazitelnych

rychlosti koncového efektoru X, tzv. doplnék range space R(J), oznaceny jako R*(J).
dim(RY(J)) =M —r

J

O c RV P X cRM

X=0

Obrazek 4.1: Prostory generované vlastnimi vektory jakobianu J
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Kapitola 4 Numericky pristup reseni kinematiky manipulatort
4.1 IKU pro neredundantni manipulatory

Diskutujme nejprve piipad numerického feseni IKU pro neredundantni manipulatory, tedy pro
pripad, kdy pocet DoF koncovému efektoru presné odpovida poctu nezavislych aktivnich kloubo-
vych soufadnic manipulatoru (M = N). Predpokladejme, Ze jakobidn J neni singularni matici,
tzn. jeho hodnost je plna, r = M = N. Z predchozi analyzy matice jakobianu J vyplyva, Ze nee-
xistujf zadné nenulové hodnoty rychlosti aktivnich kloubovych souiadnic O, které by generovaly
nulovy pohyb koncového efektoru, X = 0, nebot dim(N(J)) =N —r =N — N = 0.

Inverzi rovnice (4.1)), zavedenim diskrétnich ¢asovych okamziki ¢, g1 ..., Casového piirtstku
At =ty 1 — t a naslednou aproximaci derivace ® dostévame:

e=J1©) X
O(tg+1) — O(tx)

At
O(tri1) = O(ty) + I 1 (O(t)) - X (ty) - At (4.5)

=J HOt)) - X (tr)

Bohuzel, vypocet IKU dany rovnici (4.5)), vyuzivajici piistup klasické numerické integrace rych-
losti koncového efektoru, v praktickych aplikaci nelze pouZit, nebot vlivem nepfesnosti dochézi
k naséitavani numerickych chyb v Case.

Alternativnim pfistupem je zavedeni chyby e mezi pozadovanou X g a aktudlni X polohou
zobecnénych souradnic, ziskanou z dostupnych hodnot naméfenych kloubovych soufadnic ©
prostfednictvim PKU. Snadno tedy vyjadiime, pomoci rovnice (4.1)), i jeji ¢asovou derivaci:

GZXd—X :Xd—G(@) (46)
e=X,-X
e=X,-J(©)-0 (4.7)

kde G(©) oznacuje feseni PKU, viz rovnice (2.37)), z Kapitoly m

Rovnice (4.7) reprezentuje vyvoj chyby vypoctu zobecnénych soufadnic X v ¢ase. Vhodnou
volbou zavislosti mezi e a X lze zajistit konvergenci e k nule v exponenciadlnim ¢ase. Polozme
proto € K-maticovému néasobku zédporné vzaté odchylky e:

|

e=—-K-e (4.8)

X,—J(©®)-0=-K[X;—G(O)
Je ziejmé, Ze rovnice (4.8) reprezentuje linearni systém chyby e. Pokud je matice K volena
jako pozitivné definitni, linedrni systém chyby e je asymptoticky stabilni, chyba e — 0, tedy

G(0©) — X4 a tedy © konverguje ke skute¢nym hodnotam kloubovych souradnic odpovidajicim
aktualni poloze koncového efektoru.

Rovnice (4.9) lze prepsat do tvaru:
O =JY(O) (Xd L K[Xg— G(@)]) (4.10)

Aproximaci derivace © v |D dostavame pfedpis pro korektni numerické feseni IKU neredun-
dantnich sériovych manipulatort:

O(tri1) = Oty) + I (O(t)) (Xa+ KXa— G(O1))]) At (4.11)

Poznamenejme, Ze vztah lb pro X,;=0 odpovida Newtonovu algoritmu numerického hledani
feSeni © rovnice X, — G(©) = 0.
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Kapitola 4 Numericky pristup reseni kinematiky manipulatort
4.2 IKU pro redundantni manipulatory

V piipadé numerického feseni IKU pro neredundantni manipulatory, kdy pocet DoF koncovému
efektoru je mensi nez pocet nezavislych aktivnich kloubovych souradnic manipulatoru (M <
N), existuji takové rychlosti aktivnich kloubovych soufadnic ©, které generuji nulovy pohyb
koncového efektoru X. Tyto rychlosti kloubovych soufadnic lezi v prostoru N (J), jehoz dimenze
je dim(N(J)) = N —r = N — M. Opét predpokladame, Ze jakobian J m4 plnou hodnost, tedy
r = min (M, N) = M. V takovém piipadé lze fici, ze pokud rychlosti kloubovych souradnic
e* jsou FeSenim rovnice , potom jsou feSenim i rychlosti (rovnice méa nekoneéné mmnoho
feSeni):

0=0"+P- -9 (4.12)
kde P je matice [N, N], jejiz sloupce generuji null space jakobianu J, tedy plati R(P) = N (J).
©) € RY je libovolny vektor.

Toto tvrzeni lze snadno dokazat dosazenim feseni (4.12)) do rovnice (4.1)).

JO=J (0 +P-0)=J-0+J-P- Oy =X
=0

Jinymi slovy miizeme fici, Ze pro redundantni manipulatory lze nalézt takové rychlosti kloubovych
soufadnic ® = P - ©, které¢ negeneruji rychlost (tedy ani zménu polohy) koncového efektoru
manipulatoru X a zpiisobuji pouze "vnitini pohyb"mechanické konstrukce manipulatoru. Toho
lze vyuzit pro prekonfigurovani manipulatoru pii konstantni poloze koncového efektoru za tic¢elem
splnéni ¢i optimalizovani néjakého pridavného kritéria, napf¥. udrzovani manipulatoru co nejdal od
moznych singularnich poloh, od limitnich poloh aktuatoru ¢i od prekdzek v pracovnim prostoru.
Predpokladejme, Ze chceme docilit zadaného pohybu X koncového efektoru redundantniho ma-
nipulatoru, tedy splnéni podminky X = J - © (primérni kritérium - vazebni podminka, ktera
musi byt vZdy splnéna) a zarovein budeme pozadovat, aby se rychlosti kloubovych soufadnic )
co nejvice blizily pozadované hodnoté @ (dané sekundarnim, pFidavnym kritériem).

Definujme tedy kriterialni funkci:

Q6) = 56 -6))" (6 - &) (113)

Prostfednictvim Lagrangeovych multiplikatori A € R zavedeme rozsifenou kriterialni funkci
zohlednujici vazebni podminku:

Q(O, \) = 5(@—60)?(@—@0)+>\T(X—J‘®) (4.14)
Z nutné podminky existence extrému dostavame:
9Q(O, )

—0-0;-J'.-x=0
00

©=00+J- X (4.15)

Vynéasobenim rovnice (4.15) zleva J s respektovanim rovnice (4.1)) a vyjadifenim multiplikdtoru
A dostavame:

.': .‘ . T.
J-O=J-0g+J-J' A
X
A=(J-JHH (X —TJ- -0y (4.16)
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Dosazenim rovnice |} zpét do 1) dostavame vysledné rychlosti kloubovych soufadnic ©
spliyjici primarn{ a minimalizujici sekundarni kritérium.
©=0¢+J" - (J-J")"HX - J-O)
O=J.X+I-J-J) -0, (4.17)

kde JT = JT . (J - JT)~! je prava zobecnéné inverze jakobianu J.

Pro ©) = 0 rovnice (4.17) prejde na tvar standartni ‘zobecnéné inverze e = J f. X a sekun-

déarni kritérium tak minimalizuje velikosti rychlosti ||®|| kloubovych soufadnic . Z porovnéani
. . . < . *

vysledku 1' s rovnici ' je ziejmé, ze Elen JT- X predstavuje Feseni ©  a ¢len (I— JT. J)

matici P generujici null space jakobidnu J prostrednictvim soufadnic @y.

Necht je vektor @y dan gradientem sekundarni kriterialni funkce w(®) jako:

8w(®)>

76 (4.18)

O = ko - <
kde ky € R je konstanta zesfleni.

Minimalizovanim vzdalenosti © a g z kritéria se tedy optiméalné blizime ke gradientu
sekundarni kriterialni funkce w(®), tedy manipulator se pohybuje takovym zpusobem, ze kri-
teridlni funkce w(O) je maximalizovana pii souc¢asném dodrzeni pozadované trajektorie pohybu
koncového efektoru (primarni kritérium).

Mezi nejcastéjsi volby kriterialni funkce w(®) patii nésledujici:

e Vzdalenost od singularnich poloh:

w(®) = /det (J - JT) (4.19)

kde kriterialni funkce predstavuje odmocninu ze soucinu singulérnich ¢isel o; jakobianu J.
Maximalizovanim kriterialni funkce tedy rekonfigurujeme mechaniku manipulatoru tako-
vym zpusobem, aby se nachézel co nejdale od svych singularnich poloh (o; = 0).

e Vzdalenost od limitnich poloh n aktuatori:

1 & 9; — U,
Q)= S A — 4.20
w(O) 20 2 < g 192’“"> (4.20)

ax —19",7”:”
i

kde 'lgz = 719?1

5 a 9% respektive 97" oznacuje maximalni respektive minimalni po-
lohu aktuatoru. Maximalizaci kriteridlni funkce rekonfigurujeme mechaniku manipulédtoru
takovym zptlisobem, aby se aktuatory manipulatoru udrzovaly co nejdale od svych limitnich
poloh.

Nahradime-li nyni inverzi J~! v algoritmu vypocétu IKU (4.9) zobecnénou inverzi se zahrnutym
sekundarnim kritériem (4.17) dostavame:

O =Ji(e) (Xd L K[X,— G(@)]) + (I —Jie)- J(G))) ¥R (4.21)

Opét aproximaci derivace © v (4.21)) dostavame predpis pro korektni numerické feseni IKU
redundantnich sériovych manipulatori se sekundarnim kritériem definovanym funkei w(®):

O(tpi1) = O(ts) + [JT(G(tk)) (Xd + K[ X4 — G(@(tk))D +
+(1-7'©(t)) - J(O(t))) - Oo(tr)] At (4.22)
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4.3 IKU pro polohy manipulatoru v blizkosti singularit

Dosud jsme se zabyvali pouze problémem nalezeni numerického algoritmu vypoétu IKU v piipadé,
kdy se sériovy manipulator nenaléza v sériové singuldrni poloze. Tzn. jakobidn J mé plnou
hodnost » = min (M, N). Neni-li tento pfedpoklad splnén (manipulator se nachazi v singularni
poloze) nastéava problém s algoritmy IKU pro neredundantni, viz Kapitola i redundantni
manipulatory, viz Kapitola

e Neredundantni manipulatory (M = N):
Jakobian J je singularni matici, neexistuje tedy jeho inverze J~'. V blizkosti singularni
polohy je pak operace inverze §patné podminéna a algoritmus IKU vede na velké hodnoty
rychlosti kloubovych souradnic (pfimo v singularni poloze na nekone¢né velké hodnoty).

e Redundantni manipulatory (M < N):
Matice J - JT je singularni, neexistuje tedy jeji inverze (J - JT)_1 a tedy ani zobecnéna
inverze JT. V blizkosti singularnich poloh nastavé stejny problém jako v pfedchozim bodg.

Regenf prinési vyuziti metody tlumenych nejmensich ¢tverci (neredundantni manipulatory) ¢i
tlumené pseudoinverze (redundantni manipulatory). Obé metody vychézeji z predpokladu, Ze
v singularni poloze manipuldtoru neni mozné, z vyse uvedenych dtvodu, presné splnit vztah
mezi zobecnénymi a kloubovymi rychlostmi X = J - O a zarovei udrzet rychlosti kloubovych
soufadnic © v pFijatelnych mezich. Jako kompromisni feSeni budeme tedy minimalizovat smigené
kritérium typu:

1.(X—J-G)T.(X—J-G))+a2é-eT.e (4.23)

Q) =3

kde a € R je vahovy koeficient. Vétsi hodnoty a vedou na nizsi hodnoty rychlosti kloubovych
soufadnic © na tkor nepresnosti sledovani pozadované trajektorie koncovym efektorem a nao-
pak.

Neredundantni manipulatory (M = N)

Z nutné podminky existence extrému dostavame kritéria (4.23):

9Q(©)
o

=JT.J.0+a2-0-J'.X=0

O=J" - T+ 1) - J"-X (4.24)

Inverze jakobianu J~! v algoritmech vypoctu IKU v Kapitole je tedy nahrazena v blizkosti
singularit tlumenou verzi s koeficientem tlumeni o > 0:

J s (GTg+a2 0 gt (4.25)
Tedy:
O=J"'"X = 6=U"-J+a>1) - JT-X (4.26)

Redundantni manipulatory (M < N)

Analogicky lze ziskat tlumenou verzi pseudoinverze JT, viz [20]. Pseudoinverze jakobidnu JT
v algoritmech vypocétu IKU v Kapitole je tedy nahrazena v blizkosti singularit tlumenou
verzi s koeficientem tlumeni o > 0:

Ji=Jgr.(g-JH 1t = Jr.J.J"+a2- D! (4.27)
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Provedeme-li nyni singularni dekompozici jakobianu J, viz (4.2)), v tlumené verzi inverze (4.25)),
dostavame:

JT- g+ 1) J'=wv.-z.v"v- =2 vi+ad- 7t v.2.UT
T T+ 1) I =V - (2+a2-1) V) .V.5.U"
T T+ 0 J =WV -2+ 0" v .v.2.UT
T T+ 1) T =V (224 1) 2UT (4.28)
3
kde
A 00 .. 0
. FEs 0 . 0
0 0 0 ..

21,2
ofita

Rozepsanim rovnice (4.26) pomoci (4.28) dostavame dikaz, Ze singularni jakobian J (alespon
jedno jeho singularni ¢islo o; = 0) nevede na nekone¢né velké rychlosti kloubovych souradnic

O:

o;—0

T
. 0j . AT~
0= —— V], -Ul,i]" - X -» o 4.29
> ar Vi UL (129)
Chyba eg ve vypoctu rychlosti kloubovych soutadnic © zpusobena tlumenim lze vyjadrit jako:
T

o . . ‘ 1 . : \
ey = Zm . V[:,Z] . U[Z,Z]T'X *ZOTL : V[HZ} 'U{:’Z]T'X =
=1 "1 i=1

r 2
=S Y Vi Ui X (4.30)
; (02 +a?)o;

Poznamenejme, Ze stejny vysledek lze ziskat analogicky i pro tlumenou pseudoinverzi z rov-
nice (4.27). V praktickych aplikacich Fizeni se koeficient tlumeni a ¢asto méni dynamicky, podle
miry vzdélenosti koncového efektoru manipulatoru k singularni poloze.

Postupy popsané v této kapitole pro numerické feseni IKU sériovych manipulatori lze analogicky
aplikovat na feseni PKU manipulatorii paralelnich, proto se jimi jiz nebudeme dale zabyvat. Vice
o numerickych pfistupech feseni kinematiky manipulatort lze nalézt v [15], [29], [34], [12].
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Kapitola 5
Zaver

Prace se zabyva problémem kinematiky robotickych architektur, tedy zavislostmi mezi polo-
hami, rychlostmi a zrychlenimi v mechanickych konstrukcich roboti bez ohledu na sily a silové
momenty, kterymi jsou vyvolany. Dynamika robotd proto neni naplni prace, avSak dukladné ki-
nematickd analyza je nezbytnou podminkou k jejimu zkoumani. Pfestoze pojem robot je dnesni
spolecnosti chapan spiSe jako humanoidni bytost schopné autonomniho Zivotniho cyklu (pohyb,
rozhodovani, atd.) v praci jsou diskutovany robotické struktury spadajici vyhradné do oblasti
robotickych manipulatori, které hraji vyznamnou roli nejen v primyslu ale stejné tak i v 1ékai-
skych oborech, arméadnich aplikacich, kosmickém vyzkumu atd.

Cilem prace je predlozit uceleny piehled stavajicich metod k FeSeni kinematiky manipulatora
zaloZeny na soucasném stavu v této oblasti. Pfestoze, fada jednodussich problému v kinematice
manipulatori miize byt feSena intuitivné postupy, vyuzivajici pristupy stfedoskolské matema-
tiky (analytiky, geometrie, fyziky), v préci je kladen diraz predevsim na moZnost algoritmizace
predlozenych metod za tcelem jejich implementace do automatickych algoritmt. Tyto algoritmy
by pak mély stat zakladem vytvoreni softwarového néstroje pro intuitivni automatické gene-
rovani modeltt manipulatora pro védecké i studijni ucely, viz Kapitola Priklady takovych
softwarovych néstroji lze nalézt napt. v [10], [6], [18].

Problémy kinematiky jsou diskutovany pro dva zakladni typy architektur manipulatori - séri-
ové a paralelni. Porovnani vlastnosti téchto dvou zakladnich skupin lze nalézt v Kapitole [1.2]
V Kapitole 2.2] jsou piedstaveny dvé nejznaméjsi amluvy pro popis kinematickych architektur
manipulatorti, které umoznuji automatické rekurzivni generovani souradnych systému definu-
jici polohy jednotlivych ramen manipulatort. Transformacni vztahy mezi soufadnymi systémy
lze pak povazovat za kinematicky model manipulatoru, jehoZz nédvrhové parametry jsou tvoreny
sadou geometrickych parametri, které jednoznacné udéavaji usporddani mechanické konstrukce

manipulatoru (tvar ramen, typy a umisténi kloubi).

Kapitola [2.3] je vénovéana zavislostem mezi kloubovymi soufadnicemi manipulatoru a zobecné-
nymi soufadnicemi koncového efektoru. Rozlisujeme dvé zékladni kinematické tlohy - pfimou
kinematickou tilohu (PKU), tedy zéavislost polohy zobecnénych soufadnic na polohach soufadnic
kloubovych a zpé&tnou (inverzni) kinematickou tlohu (IKU), tedy zavislost polohy kloubovych
soufadnic na soufadnicich zobecnénych. V textu je ukdzano, ze vypocetni narocnost kinematic-
kych tloh jednoznacné zavisi na typu manipulatoru.

V piipadé sériovych manipulatort je PKU fegitelna vizdy analyticky a jeji vypocet lze ziskat
jednoduge z kinematického modelu manipulatoru. PKU pro sériové manipulatory vede vidy na
pravé jedno feseni. IKU pro sériové manipulatory s sebou pfinasi fadu problémii, nebot obecné
vede na vypocet soustavy transcendentnich rovnic s vice moznymi feSenimi. V jednoduchych
pifpadech lze tyto rovnice fesit intuitivng, viz Kapitola[2.3:2.7] takové postupy jsou viak obtizné
algoritmizovatelné. Nékdy je mozné dekomponovat mechanickou konstrukci manipulatoru na dvé
vzéjemné nezavislé ¢asti a IKU fesit oddélené pro kazdou ¢ast zvlast, viz Kapitola Po-
znamenejme, Ze tento pripad nastava pro drtivou vétsinu dneSnich primyslovych manipulétori,
kde je tak feseni IKU vyrazné zjednoduseno (Ize nalézt analyticky). Kapitola analyzuje
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Kapitola 5 Zavér

moznost Fedeni IKU obecného sériového manipulatoru se 6DoF. Predstavena metoda viak vyza-
duje relativné slozité symbolické pfedzpracovani feSenych rovnic, jejichz apravami lze ziskat tzv.
kinematicky polynom manipulatoru (polynom v jedné proménné). Nalezeni kofent kinematic-
kého polynomu potom uréuje feSeni IKU. Poznamenejme, Ze kinematicky polynom je v tomto
pifpadé stupné 16, tedy nelze nalézt feeni IKU v uzavieném (analytickém) tvaru. Hledani ko-
fenll polynomi vysokych stupni pfinasi také problémy se stabilitou a presnosti numerickych
vypocta.

Pro paralelni manipulatory obecné plati, Ze analyticky fesitelna neni ani PKU ani IKU, viz
Kapitola [2.4] Vsak vzhledem k faktu, Ze kinematické fetézce spojujici koncovy efektor se zaklad-
nou manipulatoru jsou vétsinou relativné jednoduché, lze analyticky nalézt feseni IKU. PKU
pro paralelni manipulatory v8ak dodnes zustava otevienym problémem. V praci jsou zahrnuty
ukazky vypoctu pro nékteré varianty manipulatori (planarni paralelni manipulatory, paralelni
sférické zapésti a jeho ekvivalence k znamé zjednoduSené varianté paralelnich manipulatori).
I zde vsak nestavaji nemalé problémy s numerickymi algoritmy. Efektivni algoritmy pro vypocet
PKU obecného 6DoF paralelniho manipulatoru ztistavaji tak i nadéale pfedmétem intenzivniho
zkoumani.

Kapitola [3]je vénovana analyze rychlosti a zrychlenim mezi kloubovymi a zobecnénymi soufadni-
cemi, tzv. piima okamzita kinematicka tloha (POKU) a zpé&tna (inverzni) okamzita kinematicka
tloha (IOKU). Moznost prostého derivovani rovnic polohovych zavislosti (PKU ¢ IKU) neni
v textu uvazovano. Algoritmizace automatického symbolického derivovani je sice mozné, vét-
Sinou vS8ak vede na mnohaclené slozité vztahy zcela nevhodné pro implementaci do realnych
algoritmu fizeni ¢ jako vstupy pro tvorbu dynamickych modeltt manipulatort. Misto toho jsou
odvozeny zavislosti rychlosti a zrychlenich pomoci geometrie mechaniky manipulatoru a déle
pak ukazany efektivni rekurzivni algoritmy vypodctu rychlosti a zrychleni libovolného kloubu ma-
nipulatoru. V kapitole je dale zahrnut stru¢ny prehled pojednavajici o singulédrnich polohach
koncového efektoru a jejich dopadiim na kinematické chovani manipulatoru.

V Kapitole 4| je analyzovan numericky piistup k feseni IKU pro sériové manipulatory, ktery mize
byt snadno aplikovan i na feseni PKU pro manipulatory paralelni. Uvedeny numericky p¥istup je
modifikaci zdkladniho Newtonova algoritmu pro hledani feSeni nelinearnich rovnic. Mezi vyhody
numerického piistupu jednoznaéné patii jeho snadna implementace do realnych algoritmu fizeni
a moznost odstranéni numerickych chyb. Bohuzel, i zde existuje nebezpeci, Ze numericky algorit-
mus bude konvergovat k jinému feseni IKU, neZ je pozadovano, z divodu existence vice takovych
feSeni v blizkosti aktuélni polohy koncového efektoru. Pomoc v takovych pripadech nabizi napf.
metody intervalové analyzy. V kapitole je déale ukdzana moznost vyuziti redundance manipula-
tori (vétsi pocet nezavislych aktuatort nez pocet DoF koncového efektoru) k vypoctu kloubovych
soufadnic zajistujicich pozadovany pohyb koncového efektoru manipulatoru a zaroven optimali-
zujici dané sekundarni kritérium (vzdéalenost od singularnich poloh, udrzovani hodnot aktuétori
od svych limitnich poloh, atd.). Na zavér je zminéna moZné modifikace numerickych algoritmii
vypoctu pro manipuldtory nachézejici se v blizkosti singulédrnich poloh.

Dalsi problémy robotiky navazujici na uvedenou praci, které by mély byt postupné feSeny a
pozdéji integrovany do zminéného softwarového nastroje lze shrnout v nésledujich bodech:

e Dynamicky model manipulatoru

Kalibrace geometrickych parametrii manipulatoru z reélnych naméfenych dat

Metody odhadu dynamickych parametri manipulatoru z readlnych namérenych dat

Vysetfovani pracovniho prostoru manipulatoru

Metody optimalizace kinematické konstrukce manipulatoru dle aplikacénich pozadavku

Metody pro Fizeni pohybu manipulatoru

Vizualizace pohybu manipulatoru
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