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Abstrakt

Predlozena disertacni prace se zabyva problematikou kinematické optimalizace robotickych
architektur formujici klicovou tlohu syntézy zejména v piipadé nestandardnich kinematic-
kych architektur manipulatori pro specialni aplikace. V préci jsou predlozeny zakladni
aspekty a pozadavky pro strukturalni a parametrickou syntézu (optimalizaci) manipulé-
tord. Hlavni naplh prace je vénovana parametrické optimalizaci manipulatora. Cilem je
nalezeni efektivnich algoritmu optimalizace pro obecny manipulator umoznujici splnéni re-
alnych technickych pozadavkii na manipulatorem vykonévanou tlohu. Dosazené vysledky
jsou kategorizovany do tii sekci vénovanych statické optimalizaci (nalezeni konstantnich
kinematickych navrhovych parametrii), optimalizaci pohybu redundantnich manipulatori
a vyuziti optimalniho Fizeni pohybu redundantnich manipulatort s ohledem na parametric-
kou a strukturalni optimalizaci. Soucasti prace je vlastni knihovna predimplementovanych
funkei a funkénich bloku (robotLib) pro tvorbu virtualnich simula¢nich modeli a imple-
mentaci optimaliza¢nich algoritmt. Pouziti navrzenych metod je demonstrovano na fadé
prikladi a podpofeno experimentalnimi vysledky.






Abstract

The thesis deals with kinematic optimization of robotic architectures which forms a cru-
cial role in synthesis, especially for nonstandard kinematic architectures of manipulators
for special applications. The basic aspects and requirements for structural and parametric
optimization are presented. The main topic of the thesis is devoted to parametric optimi-
zation of manipulators. The goal is to develop effective optimization algorithms for general
manipulators which are able to fulfill the technical requirements of given task. Achieved the-
oretical results are categorized into three sections devoted to static optimization (finding
the constant kinematic parameters), optimal motion control of redundant manipulators
and using optimal motion control of redundant manipulators for parametric and structural
optimization. The thesis includes in-house library of functions and functional blocks (ro-
botLib) for implementation of virtual simulation models and development of optimization
algorithms. The proposed methods are demonstrated and proved by a number of examples
and supported by experimental results.






Podékovani

Predlozenou préci od samotného zac¢atku provazela, vedle samotného autora, cela fada lidi,
ktefi se odborné i neodbornég, zamérné i nevédomky a intenzivné i jen ¢asteéné zapojili do
jejtho vzniku. Umoznili tak vytvorit prostiedi, ve kterém je mozné pohodIné pracovat, byt
motivovan, pfimérené kritizovin a zejména podporovan, coz jsou jisté faktory zcela zasadni.
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Pouzité zkratky

DoF (Degrees Of Freedom)
Stupné volnosti koncového efektoru manipulatoru, DoF lze dale délit na transla¢ni
a rota¢ni, transla¢nimi DoF rozumime translaci (posun) v osach z, y, z v prostoru,
rota¢nimi DoF potom rotace nap¥. vyjadiené jako Eulerovy uhly dle daného schématu
(XYZ, XZX, ...).

S.S.
Souradny (soufadnicovy) systém.

DGM (Direct Geometric Model)
Piimy geometricky model (poloha kloubt manipulatoru = poloha koncového efek-
toru).

IGM (Inverse Geometric Model)
Inverzni geometricky model (poloha koncového efektoru = poloha kloubt manipula-
toru).

DIK (Direct Instantaneous Kinematics)
Pfiméa okamzita kinematicka tloha (rychlosti, zrychleni kloubit manipulatoru = rych-
losti, zrychleni koncového efektoru).

IIK (Inverse Instantaneous Kinematics)
Inverzni okamzita kinematicka uloha (rychlosti, zrychleni koncového efektoru = rych-
losti, zrychleni kloubti manipulatoru).

DDM (Direct Dynamic Model)
Pfiméa dynamické tloha (sily/silové momenty aktuatori (kloubi) manipulatoru =
polohy, rychlosti, zrychleni kloubt manipulatoru).

IDM (Inverse Dynamic Model)

Inverzni dynamicka uloha (polohy, rychlosti, zrychleni kloubtt manipulatoru = sily/silové

momenty aktuatora (kloubti) manipulétoru).

R, P
1 DoF klouby rotac¢ni, prizmaticky.

R, P

Podtrzeni znaci aktivni kloub (aktuator) v kin. fetézci manipulatoru, napi. PRRR.
D-H

Denavit-Hartenbergova timluva, Denavit-Hartenbergovy parametry.
K-K

Khalil-Kleinfingerova tmluva.

#

Znaceni pro ,,pocet”, napf. # parametrii manipuladtoru = pocet parametrit manipu-
latoru

BVP (Boundary Value Problem)
Problém FeSeni soustavy diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkami (okrajova

uloha).

vil
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Pouzité matematické znaceni

F; (oznaceni souradného systému)
F; = {O; — z;y,z;} oznaceni i-tého s.s. uréeného pocatkem a soufadnymi osami
(pravoto€ivy s.s.).

Oli : j] (vybér prvka z vektoru)
i-ty az j-ty prvek (slozka) vektoru (bodu) O

Oli, j, k] (vyber prvki z vektoru)
i-ty, j-ty a k-ty prvek (slozka) vektoru (bodu) O

T[i:j,k:1] (vybér submatice z matice)
i-ty az j-ty radek a k-ty az [-ty sloupec matice T’

T[: k: 1] (vyber sloupcii z matice)
v8echny tadky a k-ty az I-ty sloupec matice T', analogicky pro vybér radku

T[:, k,[] (vyber sloupcii z matice)
vSechny tfadky a k-ty a I-ty sloupec matice T', analogicky pro vybér rfadki

Og (souradnice bodu v daném s.s.)
Soufadnice bodu O; vyjadrené v s.s. Fj.

rfj (souradnice orientovaného vektoru v dané s.s.)
Soufadnice vektoru rf ; reprezentuji vektor s pocdatkem v bodé O; a koncem v bodé

O; jehoz souradnice jsou vyjadiené v s.s. F.

R! (matice rotace)
3 x 3 ortogonalni matice rotace definujici orientaci soutadnych os s.s. F; vyjadienou
v s.s. Iy

7

. . S . o
R! = [mJ y) zﬂ ., RI-(R)' =1
kde wf, yg , zg jsou soufadnicové osy s.s. Fj vyjadiené vzhledem k s.s. Fj.

MiuZzeme definovat zakladni (elementérni) matice rotace:

1 0 0
rot(x,a) = | 0 cos(a) —sin(«) (elementarni rotace kolem osy x o thel «)
| 0 sin(a) cos(w)
(0.1)

cos(B) 0 sin(B) ]
rot(y, f) = 0 1 0 (elementarni rotace kolem osy y o thel 3)

| —sin(8) 0 cos(f) |

(0.2)
[ cos(y) —sin(y) 0
rot(z,v) = | sin(y) cos(y) O (elementarni rotace kolem osy z o thel )
0 0 1
(0.3)

1X
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XYZ (schéma rotace)
XYZ rozumime schéma rotace (pokud neni uvedeno jinak) postupné podle: osy x
o thel «a, podle nové vzniklé osy y o thel 8 a podle nové vzniklé osy z o thel 7.

T? (homogenni transformaéni matice)
Homogenni transformad¢ni matice - pozice (rotace a orientace) F; = {O; — x;y,2;}
vzhledem k s.s. Fj}.

(0.4)

X (zobecnené souradnice koncového efektoru manipulatoru)
Oznacuje polohu koncového efektoru, poloha je dana pozici (translace pocéatku s.s.
koncového efektoru, vétsinou vyjadiena jako posun v ose z, y, z) a orientaci koncového
efektoru (orientace osy z, y, z s.s. koncového efektoru, vétginou vyjadiena jako matice
rotace, rotace okolo jednotlivych soufadnicovych os ve formé Eulerovych dhla dle
daného schématu, osou rotace a thlem kolem této osy, jednotkovym kvaternionem,

atd.).

Q (kloubové souradnice manipulatoru)
Vektor polohy kloubovych soufadnic manipulatoru @ = [ Qg2 ... Qn ]T, kde g;
vyjadiuje i-tou kloubovou soufadnici (vétsinou polohu R ¢ P 1 DoF kloubu).

Trans(z, d) (Transformace prostého posunuti)
Homogenni transformad¢ni matice prostého posunuti v ose z o vzdélenost d.

Trans(z,d) = (0.5)
00 0'1
Rot(z,~) (Transformace prosté rotace)
Homogenni transformac¢ni matice prostého otoc¢eni okolo osy z o thel 7.
cos(y) siny 0,0
_ | sin(y) cos(y) 0'0
Rot(z,v) = 77707777977717:97 (0.6)
0 0 0'1
S(w) (Antisymetrickd matice slozena z prvkii vektoru w)
Neni-li uvedeno jinak, plati:
0 —w, wy W
S=8Sw)=| w, 0 —wz|, w=|wy (0.7)
—wy Wy 0 Wy

J (Jakobian manipulatoru)
J = J(Q), jakobian manipulatoru zéavisly na polohach kloubovych soutradnic

J (Casova derivace jakobianu manipulatoru)
J = J(Q,Q), ¢as. derivace jakobianu manipulatoru zavisla na polohach a rychlostech
kloubovych soufadnic



Ii><j resp. Oi><j resp. Ai><j
Jenotkova resp. nulova resp. obecna matice o rozmérech i x j (pocet Ffadkit x pocet
sloupcit)

dim(A) (Dimenze vektoru resp. matice resp. prostoru)
dim(A) oznacuje dimenzi vektoru resp. matice resp. prostoru ve tvaru [pocet prvki]
resp. |[pocet Fadki, pocet sloupci| resp. pocet nezéavislych generatori.

Rand(7, j) (Generator nahodnych cisel)
Rand(i, ) generuje ndhodny vektor/matici realnych ¢isel dimenze i x j, jejiz prvky
nalezi intervalu (0, 1) a jsou generovany jako nahodné ¢isla s normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti.

Rank(J) (Hodnost matice)
Rank(J) < min(m,n) oznacuje hodnost matice J € R"".

R™™ (Matice realnych cisel)
Obecné matice redlnych ¢isel prislusnych dimenzi, m Fadk, n sloupci.

|Ql|lw (Norma vektoru)
Normou vektoru @ rozumime HQH%,V = Q" W . Q, kde W je odpovidajici pozi-
tivné definitni vahova matice, v pfipadé znaceni ||Q)||, uvaZujeme normu jako velikost

vektoru, W =1, |Q|?> = QT - Q.
N(J), R(J) (Nulovy prostor, obor hodnot)

Nulovy prostor ¢ jadro matice (null space) a obor hodnot (range space) linearni
transformace vektoru & matici J: J -x =1y

Qorig = IGM(X, Q) (Reseni IGM pro red. manipulatory)
Formalni oznaéenﬂ FeSeni inverzniho geometrického modelu pro redundantni mani-
pulatory, viz Kapitola , kde Qi 0znacuji pivodni kloubové souradnice jako
vysledek feseni IGM pro danou polohu koncového efektoru X parametrizované klou-

bovymi soufadnicemi @y,

Qorig = IIK(X,X,Qpar,Qpar) (Reseni IIK (rychlosti) pro red. manipulatory)
Formalni oznacent* feSeni inverzni okamzité alohy pro rychlosti pro redundantni ma-
nipulatory, viz Kapitolam kde Qyig Qorig oznacuji polohy a rychlosti ptivodnich
kloubovych souradnic jako vysledek feseni IIK pro danou polohu a rychlost konco-
vého efektoru X, X parametrizované polohou a rychlosti kloubovych souradnic Q,,,

Qpar'
Qorig = IIK(X,X,X,Qpar,Qpar,Qpar) (Reseni IIK (zrychleni) pro red. manipulatory)

Formalni ozna¢enfl feSeni inverzni okamzité tlohy pro zrychleni pro redundantni
manipulatory, viz Kapitola , kde Qg Qor]g? Qorlg oznacuji polohy, rychlosti
a zrychleni ptvodnich kloubovych souradnic jako vysledek feseni IIK pro danou po-
lohu, rychlost a zrychlenf koncového efektoru X, X, X parametrizované polohou,
rychlosti a zrychlent kloubovych souradnic Q,,, Qpar, Qpar

f(*) (nahrazeni argumentu/a funkce formalnim symbolem)
Symbol x formalné nahrazuje dfive uvazovany ¢i predpokladany argument funkce.

r=IDM(Q,Q,Q, F) (Reseni IDM pro manipulatory)
Formaélni oznaceni feSeni inverzni dynamické tlohy pro manipulatory (redundantni i

neredundantni) v prostoru kloubovych soufadnic. F' = [ frou” ]T, kde f resp. p

v pfipadé neredundantnich manipulatori ziistava znaceni formalng shodné a plati Qorlg - Q,
Qars Qpar, Qpar neexistuji.

X1
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oznacuji externi sily resp. momenty ptisobici na koncovy efektor manipulatoru. 7 je
vektor vyslednych sil/momenti v aktuatorech manipulatoru realizujici pozadovany
kloubovy pohyb definovany polohou @, rychlosti Q a zrychlenim Q s uvazovanim
externiho silového/momentového ptisobeni F.

Q = DDM(7, Q, Q, F) (Reseni DDM pro manipulatory)
Formalni oznaceni feSeni pfimé¢ dynamické dlohy pro manipulatory (redundantni i
neredundantni) v prostoru kloubovych soufadnic. Q je vysledné zrychleni kloubo-
vych soufadnic vyvolané silovym/momentovym pisobenim 7 v jednotlivych aktu-
atorech manipulatoru a silovym/momentovym pusobenim na koncovy efektor F =

T

[ u" ]

Q, = A2P(Q,) (Vztah mezi polohami pas. a akt. kl. sour.)
Formélni znaceni funkce vracejici polohy pasivnich kloubovych souradnic Q,, v za-
vislosti na polohach aktivnich kloubovych soufadnic Q,.

{Qp,Qp} = IKA2P(Q,,Q,,Q,) (Vztah mezi rych. a zrych. pas. a akt. kl. sout.)
Formalni znaceni funkce vracejici rychlosti a zrychleni pasivnich kloubovych sou-
fadnic @, v zdvislosti na polohach, rychlostech a zrychleni aktivnich kloubovych
soufadnic Q,.

R™™ (Mnozina vektorii/matic s redlnymi koeficienty)
x € R™" zna&i vektor/matici s m fadky a n sloupci s redlnymi koeficienty.

sp, cg (Zkraceny zapis geom. funkci)
sg = sin(f), cp = cos(0), s12 = sin(0; + O2) atd.

xii



Kapitola 1.
Uvod

Obsah kapitoly:
e Uvod do problematiky strukturalni a parametrické optimalizace robotickych archi-
tektur
e Doposud fesené projekty/vyzkumné tikoly vyuzivajici optimalizacni algoritmy

e Formulace hlavnich cilii a vysledki (vystupt) prace, identifikace vlastniho p¥inosu



Kapitola 1. Uvod

1.1. Zakladni a klicové problémy pri navrhu robotickych
systémii

Robotika, jejiz obsah beze sporu spada do dnes velmi rozsifené védni discipliny mechatro-
nika, hraje nedilnou soucast v podstaté ve vSech primyslovych odvétvi. Roboty samotné,
stejné tak jako celé robotizované systémy a komplexni automatické linky, dnes vyraznym
a nenahraditelnym zpusobem realizuji nejen celé vyrobni procesy (automatické svafovani,
obrabéni, brouseni, lakovani, kompletace, vizualni kontroly atd.), ale také ¢innosti, jakymi
jsou prizkumy neznédmych prostiedi, metody nedestruktivniho zkouseni materidlovych de-
fektt (ultrazvukové zkouSeni, zkouSeni vifivymi proudy, atd.), asistované chirurgické za-
kroky atd. K tspé$nému navrhu kompletniho robotického systému vsak vede dlouha a
komplikované cesta, kde jsou ve vétsiné pripadi vSechny dil¢i tkoly vzajemné propojeny.
Tento fakt zistava bohuzel velmi ¢asto opomenut a k nédvrhu robotickych systému se pii-
stupuje az prilis automaticky, dokonce jsou nékteré klicové elementarni problémy dnes
povaZovany za zcela vyfeSené a odsouvané tak odbornou verejnosti do pozadi. V souvis-
losti s robotikou se tak dnes pfedevsim hovofi o problémech spojenych s umélou inteligenci
jako je automatické rozpoznavani pro navadéni roboti, autonomni chovéni a rozhodovéani,
procesy uceni atd. Bezpochyby takové problémy v moderni védé hraji dtlezitou roli v8ak
spiSe na drovni humanoidnich a ¢asteéné ¢ zcela autonomnich zafizeni. Nicméné ani takové
systémy se v robotice neobejdou bez uspokojivého feseni problémi elementarnich. Praveé
tyto elementérni problémy nakonec diktuji, jestli celé robotické zafizeni je vibec funkéni
s ohledem na realizovani pozadovanych pohybti, energetické naroc¢nosti, volbu a dimenzo-
vani nosnych konstrukci, kloubii a pohoni, realizace ridicich algoritmt, a je tedy mozné
efektivné aplikovat dalsi ,,vySsi“ algoritmy umélé inteligence. Mezi tyto bézné feSené tkoly
pri navrhu robotického manipulatoru patii zejména:

e piimy a inverzni geometricky model (vztah mezi polohami zobecnénych a kloubovych
soufadnic, tedy polohou koncového efektoru a polohou aktuatort)

e pifmy a inverzni kinematicky model (vztah mezi rychlostmi, zrychlenimi & vyss$imi
¢asovymi derivacemi polohy zobecnénych a kloubovych souradnic)

e identifikace a vyfeSeni singularnich poloh (sériové a paralelni singularity manipula-
toru prinaseji kritické problémy pii Fizeni pohybu manipulatort)

e vySetfeni pracovnich prostort manipulatori (rtizné typy pracovnich prostort: con-
stant orientation workspace, translation workspace, mazximal workspace, reachable
workspace, dexterous workspace atd.)

e dynamické modelovani manipulatort (pfimy a inverzni dynamicky model)

e planovani pohybu manipulatori (interpola¢ni a aproximadni metody generovani po-
hybu koncového efektoru s ohledem na plynulost pohybu, ¢asové optimalni trajektorii,
definovanou rychlost podél obecnych kiivek atd.)

e navrh fizeni pro manipulatory (decentralizované a centralizované metody Fizeni, po-
kroc¢ilé metody rizeni - prediktivni ¥izeni, robustni fizeni, fizeni poddajnych kon-
strukei manipulatori, tlumeni vibraci, atd.)

Vétsina vyse uvedenych problémt je obsahle shrnuta v fadé prednich a kvalitnich publika-
cich [74], [95], [44], [66]. PfestoZe se muze zdat, Ze jsou tyto elementarni problémy vyfeseny,
stale se, zejména pak v praktickych a primyslovych aplikacich, objevuji nové problémy a
uskali, které nejsou v zadném piipadé vyreSeny uspokojivé. Prikladem muze byt prave
problém kinematického modelovani manipuladtoru a s tim souvisejici témata, zajimavym
zpusobem zpracovan v [71]. Autor zde upozoriiuje na celosvétovy trend, ktery povazuje



1.2. Strukturalni a parametrickd optimalizace

vypocet kinematiky manipulatort za vyreSeny problém. Navic, diky rapidnimu vylepsSeni a
zleviiovani komponent Fidiciho systému (vykonné pocitace, inteligentni ¢idla a pohony), 1ze
mechanické nedostatky snadno kompenzovat aktivnim fizenim, a tedy podrobné kinema-
tickd analyza nehraje zvlast vyznamnou roli pfi ndvrhu manipulatoru. Autor vSak ukazuje
na nasledujici fakty:

e naklady na mechanickou ¢ast manipulatoru nepresahuji zpravidla 20-30% celého sys-
tému

e mdfeni chyb v mechanické konstrukei je sice mozné, nicméné vyvoj ridiciho systému
pro jejich néaslednou kompenzaci je velmi obtizny a zdlouhavy

e vypocetni vykon by mél byt vyuzit pfedevSim na vyvoj ,inteligence” manipulédtoru
bez nutnosti jej vyuzivat pro zdsah do chovani manipulatoru dané jeho architekturou

Dale autor zminuje nékteré doposud oteviené problémy v robotice, které dodnes nejsou
uspokojivé feSeny, zejména pak problém syntézy a optimalizace manipulator.

1.2. Strukturalni a parametricka optimalizace

Pfesto, ze navrh robotickych zafizeni s sebou bezesporu nese nutnost vénovat se vSem
vySe uvedenym problémim, vyznamnou roli zde hraje tzv. strukturalni a parametricka
syntéza (strukturalni a parametricka optimalizace). Jinymi slovy, jakym zptsobem
vibec konstruovat dané zafizeni, aby vyhovélo vSem pozadavkium a zaroven maximéalnim
moZnym zpusobem redukovalo komplikace pfi feSeni pridruZenych problému (vypocet ki-
nematickych transformaci, navrhy a realizace algoritmu fizeni, atd.). Tato oblast je bohuzel
¢asto opomfijena, coz s sebou v fadé piipadii nese nemalé problémy, které mnohdy Ize jen
obtizné dale fesit, nebo dokonce tyto neni mozné fesit viibec. Uvedme nékteré priklady:

e Nevhodnéa konstrukce manipulatoru s ohledem na umisténi kloubd a ra-
men (strukturalni syntéza, viz Kapitola [2)) miZe vyrazné zkomplikovat feSeni kine-
matickych uloh (IGM, DGM, IIK, DIK). V drtivé vétsiné pripadi v primyslové praxi
je strukturalni navrh konstrukce urcen jiz konkrétni aplikaci, ve které bude manipula-
tor vyuzit. Strukturdlni névrh je tak zpravidla navrzen odborniky z oblasti nasazeni
manipulatoru. V nékterych pripadech je nutné strukturalni néavrh dale modifikovat
v prubéhu navrhu manipuldtoru a jeho fidiciho systému. Typickym pripadem ta-
kové modifikace je situace, kdy pro puvodné navrzeny manipulitor nelze uspokojivé
vypocCitat pravé kinematické dlohy, avsak relativné drobna zména ve strukturalnim
usporadani ramen a kloubt vede na zachovani pozadované funkénosti manipulatoru
a zaroven k vyrazné redukci vypocetni slozitosti kinematickych tloh. Napiiklad je
mozné docilit kinematické dekompozice 6 DoF sériového manipulatoru s klouby typu
R na vice nezavislych celki (typicky na transla¢ni ¢ast manipulatoru a sférické za-
pésti, viz [125]), [128]), a tim dekomponovat i feseni IGM na dvé soustavy rovnic a
ziskat tak feSeni IGM v uzavieném tvaru. V obecném piipadé sériového manipulé-
toru (libovolné umisténé osy R kloubti, z nichz zadné po sobé jdouci trojice netvoii
sférické zapésti - osy téchto kloubu se neprotinaji v jediném bodég) vsak lze ukazat,
viz [44], [87], [62], ze IGM vede na feSeni (minimalniho) polynomu 16. fadu, a tudiz
neexistuje analytické feSeni IGM.

e Nevhodné navrzeni parametri (parametrickd syntéza, viz Kapitola [3) ramen a
kloubtt manipulatoru (typicky napi. Denavit-Hartenbergovych [I8] ¢ Khalil- Klein-
fingerovych parametrt [46], [125], reprezentujici délky ramen a umisténi kloubii)
nelze docilit pozadovanych DoF koncového efektoru, neni mozné pokryt cely po-
zadovany pracovni prostor ¢i dochazi pii pozadovaném pohybu manipulatoru k jeho
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pribliZeni k singuldrnim poloham. Déle ¢asto dochazi k nevhodnému poméru prevodu
sil/momentii ¢ rychlosti (kinetostaticka dualita) mezi aktuatory a koncovym efekto-
rem manipulatoru. Pomér mezi pievody sil/momenti hraje vyznamnou roli zejména
pro sériové manipulatory, kdy vlivem otevieného kinematického fetézce dochazi k na-
s¢itavani pozadavki na sily /momenty v aktuatorech, které vyznamné zavisi pravé na
délce jednotlivych ramen. Snadno se tak muze stat, Ze vysledny navrzeny manipulator
nemize na svém koncovém efektoru jiz nést témér zadné bremeno - navySovani vy-
kontu aktuétort je sice mozné, nicméné pomér hmotnosti a vystupniho momentu/sily
aktuatoru je v realné nasazovanych aktuatorech nepfiznivy (hmotnost aktuatoru vét-
Sinou roste velmi strmé s rostoucimi pozadavky na vystupni momenty /sily, navic je
tfeba dale navySovat pevnost, a tedy i robustnost, celé konstrukce manipulatoru).

e Nevhodné planovani trajektorie manipulatoru v piipadech, kdy tento pozada-
vek muzeme ovlivnit. Tento problém spada do parametrické syntézy (nalezeni vhod-
nych parametri pldnované trajektorie, napft. interpola¢ni body ¢i parametry spline
kiivek, atd.). Ptiklady situaci, kdy lze uvazovat o zméné planované trajektorie za
acelem zlepSeni urcitych vlastnosti pfi pohybu manipulatoru jsou:

— ,,Pick and place* aplikace, kde, vyjma situaci, kdy je tfeba objet danou
prekazku, pozadujeme pouze presun koncového efektoru manipulétoru z pocé-
te¢ni do cilové pozice (obecné polohy a orientace). V takovém piipadé je mozné
planovat trajektorii mezi poc¢ate¢nim a cilovym bodem tak, aby mohlo byt opti-
malizovano nékteré z vedlejsich kritérii, napt. vzdalenost od singularnich poloh,
pohyb aktuatori co nejbliZe jejich stiednich poloh, minimalizace moment /sil
na aktuatorech zpusobenych gravitaci, ¢asové optimalni trajektorie (ne vzdy
musi ¢asové optiméalni trajektorie propojovat pocatecni a cilovou pozici pfim-
kou, nebot na takovém tuseku se muze manipulator priblizit singularni poloze,
které povede na sniZeni rychlosti pohybu koncového efektoru z divodu limitace
maximéalnich rychlosti aktuatori), atd.

— Redundantni pifipady. Redundantnim piipadem béhem plénovani trajekto-
rie manipuldtoru rozumime stav, kdy k potfebnému pohybu manipulédtoru neni
zapotiebi vSech DoF, ktery manipulator umoznuje. To miZe nastat ve dvou si-
tuacich. Bud se jedna o manipulator ze své konstrukce redundantni, tzn. pocet
nezavislych aktuatort prevysuje pocet DoF koncového efektoru, napt. 7 DoF sé-
riovy manipulator Dextrous Lightweight Arm LWA /D firmy Schunk pro poloho-
vani a orientovan{ soucasti v prostoru (pozadovano 6 DoF), viz Obrazek [L.1(a)]
nebo je néktery DoF koncového efektoru nahrazen pohybem pracovniho na-
stroje, napf. orientace kolem rotac¢ni osy frézy pripevnéné na koncovy efektor
6DoF manipulatoru ABB IRB6640 firmy ABB, viz Obrazek

V takovych pripadech je opét mozné planovat pohyb manipulatoru tak, aby bylo
optimalizovano néjaké vedlejsi kritérium.
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(a) Dextrous Lightweight Arm LWA 4D (b) ABB IRB6640

Obrazek 1.1.: Piiklady redundantnich manipulatori

— Spojitost vyssich ¢asovych derivaci planovaného pohybu. Na optima-
lizaci trajektorie lze nahlizet i tak, Ze pozadujeme co mozna nejvice prirozeny
a plynuly pohyb koncového efektoru manipulatoru. Tento pozadavek je zfejmy,
nebot nespojitosti ¢asovych derivaci, tedy rychlosti, zrychlenich a jerku vede
k momentovym /silovym razim v konstrukeci manipulétoru a v samotnych aktu-
atorech (pfirozeng, napt. skokova zména ve zrychleni odpovida skokové zméné
v pusobici sile/momentu), coz mize vést napi. k vybuzeni rezidualnich vibraci.

1.3. Typické alohy optimalizace vyplyvajici z dosavadnich
resenych projekti

Predlozena prace byla motivovana celou fadou realnych problémi, které musely byt feSeny
s ohledem na optimalni navrh ¢asto nestandardnich robotickych architektur s komplexnimi
pozadavky na jejich chovani (kriteria optimality, omezeni, atd.). Uvedme proto v této
kapitole strucny piehled a popis hlavnich vysledkd v rdmci projekti a dalsi vyzkumné
¢innosti, které byly doposud feseny a optimélni ndvrh byl jejich nedilnou soucasti. Nékteré
z uvedenych problémi budou dale podrobné analyzovany v prubéhu textu.

1.3.1. Planarni paralelni radici robot

Cilem vyzkumné ¢innosti byl navrh architektury fadictho robotu a jeho nésledné parame-
tricka optimalizace. Radici robot byl vyvijen v souéinnosti s firmou ATEGA s.r.o. a byl
urcen k automatizovanym testtim razeni prevodovek, kdy navrZzeny manipulator byl svym
koncovym efektorem pripevnén k radici pace testované prevodovky. Za timto ucelem byly
navrzeny 3 mozné uspoiradéani planarniho paralelntho manipulatoru s 2 DoF koncového
efektoru (Dual Scara), kde byl koncovy efektor manipulatoru pfipojen k Fadici pace pro-
stfednictvim sférického kloubu s moznosti transla¢niho posunu ve sméru fadici paky, viz
Obrazek
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Obrézek 1.2.: Radici robot - planarni paralelni manipulator (3 varianty)

Cilem optimalizace bylo nalezeni délek ramen L; = ||AA;| = |BBi|, L2 = [|[A1C| =
|B1C|| a Lo = ||[AB]|| takovych, aby byla splnéna omezeni na maximalni vyklonéni ramen
®, polomér tzv. ochranné kruznice R (miniméalni povolena vzdalenost ramen od daného
aktuatoru), minimélni vzdalenost ramen AL (zamezeni kolizi - dano minimélni povolenou
vzdalenosti tsecek reprezentujici ramena) a zarovenn koncovy efektor manipulatoru (bod
C) bylo moZné polohovat uvnit¥ obdélniku danych rozméra (W; x Wa, uvazovany pra-
covni prostor) - parametr posunu obdélniku v ose & a y byl rovnéz optimalizovan. Vyznam
jednotlivych parametri je znazornén na Obrazku [I.3] Kritériem optimalizace byla maxi-
malizace minimalniho ¢isla podminénosti kinematického jakobianu manipulatoru (dexterity
index, viz Kapitola , tedy nalezeni nejlepsiho mozného kompromisu mezi pfenosem
sil/silovych momenti a rychlosti z aktuétori manipulatoru na jeho koncovy efektor. Alter-
nativné bylo ke zvolenému kritériu optimality aditivné piidano jesté kritérium hodnotici
celkovou velikost robotu (ve smyslu sou¢tu hledanych délek ramen v poméru k uvazovanym
maximélnim p¥ipustnym hodnotam) = vaZeny kompromis mezi podminénosti a velikosti
manipulatoru.

Vlastni proces optimalizace byl zaloZen na metodé Monte Carlo, viz Kapitola[3.2.3] Hledané
kinematické parametry (délky ramen) byly generovany nahodné s rovnomérnym rozdéle-
nim pravdépodobnosti z pripustnych omezenych intervali. Pro kazdou generovanou sadu
parametri byla nalezena minimélni hodnota kriteridlni funkce pres uvazovany pracovni
prostor (v diskretizovanych bodech). Po daném poctu iteraci byla vybrana sada parametra
zajistujici maximalni hodnotu minima kriterialni funkce pfes uvaZzovany pracovni prostor.
Pracovni prostor optimalizovaného manipulatoru pro 1. variantu je pro ilustraci znazor-
nén na Obrazku Poznamenejme, Ze hledany parametr posunu uvazovaného pracovniho
prostoru ve sméru osy & mé vyznam pouze v piipadé nesymetrického usporadani v 3.
uvazované varianté.
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Obrazek 1.3.: UvaZovany pracovni prostor manipulatoru a vyznam nékterych parametra
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Obréazek 1.4.: Vysledny pracovni prostor manipulatoru véetné fyzického pracovniho pro-
storu (vyznaceny oblasti pohybu dil¢ich ramen manipulétoru)

Podrobné informace k uvedené parametrické optimalizaci lze nalézt v [122], [123]. Vysledny
realny prototyp nebyl nakonec realizovan a obdobny projekt byl pozdéji feSen ve spolupraci
s firmou ZF Engineering Plzen (jina konstrukce, realizace a nasazeni prototypu v redlném
provozu).

1.3.2. Sério-paralelni manipulator AGEBOT

Sério-paralelni manipulator AGEBOT (AGgressive Environment roBOT) je manipulator
urceny k polohovani technologickych dila uvnit mycich komor pramyslovych mycich linek,
viz Obréazek Manipulator se sklada ze 4 DoF sériové ¢asti tvorené kloubem typu P
(linearni pojezd) a tfemi R klouby umoziujici polohovat svij koncovy efektor libovolné
v prostoru (3 DoF translacni) a orientovat jej v roviné kolmé na osy rotaci R kloubu (1
DoF rota¢ni). Na koncovém efektoru sériové ¢asti je pripojen 3 DoF paralelni manipulator
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typu sférického zdpésti (PSW - Parallel Spherical Wrist), ktery umoziiuje nezavisle orien-
tovat manipulovanou souc¢ast ve t¥ech osach (3 DoF rota¢ni). Hlavnim diivodem pouziti
nestandardn{ paralelni architektury PSW byla moZnost umistit 3 nezéavislé linearni aktu-
atory (rotacni motory s kuli¢kovymi Srouby) vné samotné oplachovaci komory myeci linky
(snadno utésnitelné pfimé vysuvy linearnich aktuatoru ze zakladny PSW + pretlakovani
zékladny PSW). Vsechny zbyvajici (neelektrické) ¢asti PSW (ramena, klouby, pneuma-
ticky uchopovac) pak bylo mozné vyrobit s dostate¢nou odolnosti vii¢i vnitinimu prostiedi
myci komory (tlak, teplota, agresivni chemikalie). Podrobny kinematicky popis manipu-
latoru AGEBOT lze nalézt v [26], 126], problematika kompenzace gravitatniho ptusobeni
(majoritni slozka silovych momentt v aktuéatorech pro pomaly predpokladany pohyb mani-
pulatoru) je analyzovana v [116], dynamicky model a navrh fizeni lze nalézt v [25]. Analyza
moznych metod kinematické kalibrace manipulatoru je popsana v [127].

3 DoF paralelni
manipulator

A A
oplachovaci
komora

4 DoF sériovy
manipulator

myci linka

~ |

.
linearni pojezd

Obrazek 1.5.: Integrace manipulatoru AGEBOT do primyslového myti

Vzhledem k relativné komplikované paralelni kinematické architektuie PSW, viz Obréa-
zek byla navrzena optimalizacni tloha, viz [121, [124], pro nalezeni kinematickych
navrhovych parametrii a;, as (délky hran rovnostrannych trojuhelniki reprezentujici za-
kladnu a koncovy efektor), [ délka spojovacich ramen aktuatort a koncového efektoru,
natoceni koncového efektoru vici zakladné v domovské poloze (o« = 8 = v = 0), Iy domov-
ské vysunuti linearnich aktuéatori (definujici spoletné s [ a ¢ celkovou vysku v). Poloha

koncového efektoru je dédna zobecnénymi soufadnicemi X = [ a B v ]T definujici 3
Eulerovy thly postupnych rotaci koncového efektoru vzhledem k zakladné ve schématu
XYZ. Kloubové soutadnice jsou reprezentovany délkami vysuvia l1, lg, I3 linedrnich ak-
tuatort. Cilem optimalizace bylo nalezeni maximalniho pracovniho prostoru regulédrniho
tvaru uvazovaného jako téleso parametrizované rozsahem zobecnénych soufadnic X s mini-
méalni danou (garantovanou) kvalitou (minimalni pozadovana hodnota p ¢isla podminénosti
pfes uvazovany regularni pracovni prostor). Regularni tvar byl volen jako véilec o objemu
Vincyl (optimalizované - maximalizované kritérium), s polomérem odpovidajicim y/a? + (32
a vyskou v vepsany do skute¢ného pracovniho prostoru manipulatoru (obecné téleso v pro-
storu «, (3, ), viz Obrazek Omezeni kladené na nalezeni pracovniho prostoru byly:
maximalni povolené vysunuti aktuatort A (tzn. l; = (lo — 0.5A;"*, lp 4+ 0.5A;"**)), ma-
ximalni povolené natoceni (odklon) 6™** v S a U kloubech, minimalni povolené vzdalenost
™1 mezi rameny C;D; a OE, minimalni hodnota ™" éisla podminénosti kinematického
jakobianu (dexterity index).
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Obrézek 1.6.: Paralelni manipulator typu PSW (soucast manipulatoru AGEBOT)

Algoritmus hledani pracovniho prostoru manipulétoru byl zaloZen na metodé nalezeni jeho
dil¢ich hranic v jednotlivych diskretizovanych vrstvach (ve sméru «, pouzit diskrétni algo-
ritmus zaloZenym na prohledévani okoli hranice pracovniho prostoru v jedné 2 DoF vrstvé),
viz Obréazek Algoritmus véetné algoritmu vepsani nejvétsiho mozného pracovniho pro-
storu regularniho tvaru (valec) je detailné popsan v [1211 [124].
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Obréazek 1.7.: Princip nalezeni pracovniho prostoru

Optimaliza¢ni tloha s nelinearni u¢elovou funkci (objem vepsaného pracovniho protoru
regularniho tvaru Viycy1) a nelinearnimi vyse uvedenymi omezenimi typu nerovnosti byla
feSena prostifednictvim algoritmu prfimého prohledavani, viz Kapitola|3.2.3] implementova-
ného v Matlabu jako General Pattern Search Algorithm (funkce patternsearch). Vysledek
parametrické optimalizace pro poc¢atecn{ a optimalizované hodnoty kinematickych navrho-

vych parametra & = [ a1 as 1 lg ¥ ]T jsou znézornény na Obrézku

Pro acely opakovani optimalizace kinematickych navrhovych parametra PSW pro rizné
hodnoty omezeni a pozadované kvality pracovniho prostoru bylo vyvinuto a implemento-
vano grafické uzivatelské rozhrani v prostfedi Matlab, viz Obrazek [I.9, umoziujici intui-
tivni konfiguraci a vizualizaci optimaliza¢niho algoritmu (véetné jednorazové Monte Carlo
optimalizace pro pocatecni hruby odhad parametri a vizualizaci pracovniho prostoru ma-

nipulatoru pfed a po optimalizaci).
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Obrézek 1.8.: Vepsany pracovni prostor regularniho tvaru (valec) a vysledek optimalizace
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Obrazek 1.9.: GUI: Sprava optimalizace PSW

Vysledny realny prototyp manipulatoru je znazornén na Obréazku [I.1I0] a byl vyvinut ve
spolupréci s firmou EuroTec JKR s.r.o. Manipulator je v soucasnosti nabizen v portfoliu
firmy EuroTec JKR s.r.o. Manipulator AGEBOT byl hlavnim vysledkem projektu MPO
(Vyzkum a vyvoj modularniho robotického manipulatoru pro nasazeni v odmastovacich a
odlakovacich linkach) ¢. FR-TI1/174. Demonstra¢ni video lze nalézt zde: https://youtu.
be/sYWX330E8uc.

10


https://youtu.be/sYWX33oE8wc
https://youtu.be/sYWX33oE8wc

1.3. Typické tilohy optimalizace vyplyvajici z dosavadnich resenych projektii

Obréazek 1.10.: Prototyp manipuldtoru AGEBOT

1.3.3. Manipulator SAVA pro NDT kontroly potrubnich svari

Manipulator SAVA je sériovy manipulator s 5 DoF koncového efektoru s nestandardni kine-
matickou architekturou. Manipulator je urcen k nedestruktivni kontrole (Non Destructive
Testing - NDT) potrubnich svari komplexnich geometrii a byl vyvinut ve spolupréci s UJV
Re7 a.s. Schématické uspofadani manipulatoru Séva je znazornéno na Obrazku na
Obrazku jsou poté znazornény vSechny uvazované trajektorie, které manipulator za
tcelem NDT testovani svart prostfednictvim ultrazvukovych (UZ) sond instalovanych na
jeho koncovém efektoru mize vykonavat. Klouby manipulatoru jsou tvoreny aktivnimi
klouby typu R (obvodovy pojezd po obvodu potrubi realizovany vedenim a hnanym obvo-
dovym Ffemenem), R (naklopeni linearniho vysuvu), P (linearni vysuv), R (orientace UZ
sondy), R (pomocné servo, orientace ,,nosu“ UZ sondy - kolmost k roviné svaru) a dvojice
pasivnich R kloubt v drzaku UZ sondy (slouzici k pasivnimu udrzeni kontaktu UZ sondy
s povrchem potrubi - drzdk UZ sondy je doplnén pruzinou). Kloubové souradnice manipu-
latoru jsou postupné oznaceny jako Q = [ 01 09 d3 64 05 ]T. Manipulator umoznuje
nezavisle polohovat 3 transla¢ni DoF koncového efektoru z,y, z a dva rotaéni DoF konco-
vého efektoru (orientace drzaku UZ sondy ve smyslu odklonu od normaély k povrchu potrubi
¢ a orientace ,nosu“ UZ sondy v), tedy zobecnéné souradnice X = [ T Yy z ¢ Y ]T.
Kompletni kinematické analyza manipulatoru SAVA véetné algoritmi generovani svari je
prezentovana v [I31) 130, 132], navrh realizace Fidiciho systému manipulatoru lze nalézt
v [129] a vysledna podoba manipulatoru a jeho fizeni (véetné modifikaci pfidanim serva
pro polohovani ,,nosu® sondy) je prezentovana v [I33]. Algoritmy interpolace generovanych
trajektorii s ohledem na hladky pribéh pohybu a predepsany profil rychlosti podél kiivky
trajektorie jsou diskutovany v [115].
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pasivni rotace sondy v drzaku

klin UZ sondy

Ly Ze

Ry4

servo L3

Podélny svar

Obvodovy svar

Svar natrubku

Podélny svar v kolenu

Obréazek 1.12.: Uvazované typy svarti testované pomoci manipulatoru SAVA

Za ucelem uzivatelského generovani pozadovanych trajektorii koncového efektoru manipu-
latoru bylo vyvinuto grafické uzivatelské rozhrani, viz Obréazek Vygenerované trajek-
torie byly poté predéavany piimo do Fidiciho systému manipuldtoru ve formétu souboru
dat.
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Obrazek 1.13.: GUI: Generator trajektorii svartt manipulatoru SAVA

Optimaliza¢ni tloha byla pro manipulator SAVA pouzita za ti¢elem nalezeni parametru zy,
viz Obrézek (resp. zop Viz Obrazek, tedy optimalni vzdalenost nasazeni ma-
nipulatoru na potrubi pro testovani podélného svaru v kolenu a svaru natrubku (tzn. pro
dikretizovanou mnozinu zobecnénych soufadnic X ,p¢ definujici uvazovanou trajektorii),
a integrovana do aplikace generatoru pozadovanych trajektorii. Optimaliza¢ni tloha byla
definovéana jako optimaliza¢ni tloha s omezenimi typu nerovnosti transformovanymi for-
mou penalizaci do hodnoty vysledné kriterialni funkce J (aditivné k funkci ucelové), viz
Kapitola [3.2.3

1
" .
Zpo = argmax ( min @ ————
zro€zro \XE€Xopt J (X, 2k0)

J(X, z10) = Jobj(X, 2k0) + Jpen (X, 2k0)

(1.1)

kde ucelova funkce Jop,; je definovéna jako:

1 .
Jobj( X, zk0) = 1 + 1 (Lim (Saist (X, zr0), R, NaN) + Lim (02(X, zio), 05", 05*) +

+Lim (d3(X, zko), 5™, d§*) + Lim (04(X, zxo), 05", 05*))  (1.2)

kde 63, ds, 64 jsou piislusné kloubové souradnice manipulatoru, funkce Sgyis; vraci hodnotu
vzdalenosti konce linearniho vysuvu od osy potrubi (o poloméru R), na které je manipulator
pripevnén, viz Obrazek x0in - max oy pifslusna omezeni na polohu aktuatori a
funkce Lim hodnoti miru vyhovéni dané proménné definovanym limitim, viz Obréazek [I.14]
a jeji implementaci lze nalézt v [I37], zro je pfipustnd mnoZzina parametru zjg.
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Kapitola 1. Uvod

Ucelova funkce tedy udava miru, zda-li se uvazované aktuatory manipulatoru pohybuji
uprostied svého povoleného rozsahu (pro optimélni hodnotu Jop; — 1 ), tyto rozsahy
vyplyvaji pfimo s konstrukéné-technologickych parametri manipulatoru (omezeni pohybu
aktuatort a mozné kolize).

Penalizacni funkce je definovana nasledovné:

4
Jpen X Zk() ZKZ Pl

0 pro: £ € (£ [, £
Po= Q£ = £l pros £11 < £ 1.3
Fi = £ pros £10) > £

= [Saist (X, zr0), 02(X, 210), d3(X, 210), 04( X, 2r0)]
fmm 7,] [R eémn dmll’l emln]
fmax[z] [NCLN eénax dmax emax]

kde K; = +oo jsou penaliza¢ni konstanty zajistuji nekoneéné velkou hodnotu kriterialni
funkce J pro poruseni libovolného omezeni. Tedy plati, Ze pro J = +00 neexistuje reSeni
optimaliza¢ni ulohy, tedy manipulator nelze nasadit na potrubi tak, aby jeho koncovy efek-
tor dokazal projet celou planovanou trajektorii. V piipadé existence feSeni optimalizacni
tlohy je nalezeno takové umisténi zpy manipulatoru na potrubi, kterd optimélné udrzuje
sledované polohy aktuatorii co mozna nejdale od svych limitnich poloh (robustnost vzhle-
dem k pripadnym nepfesnostem).

Obréazek 1.14.: Funkce Lim pouzita pro hodnoceni miry udrzeni daného parametru d uvnitf
definovanych omezeni (oboustrannych d™®, d™#* & jednostrannych - se sub-
stituci daného limitu symbolem NalN), funkce nabyva minimélni (nulové)
hodnoty pro hodnotu parametru uprostied uvazovaného omezeni (pro jed-
nostrannd omezeni se hodnota funkce blizi limitné k nule), na hranicich
omezeni pak funkce nabyvéa hodnoty 1

Optimaliza¢ni tloha byla feSena jako tloha statické optimalizace prostrednictvim tzv. Cul-
ling algoritmu, viz Kapitola[3.3]a vysledna nalezena optimalizovana hodnota parametru zxo
byla (pro definovany typ a parametrizaci svaru) zobrazena v aplikaci generatoru trajektorii
svart jako hodnota optimélniho umisténi manipulatoru. Pokud bylo takto navrzené umis-
téni manipulatoru dodrZeno operatorem, bylo zaroven zajisténo projeti koncového efektoru
manipulatoru celou trajektorii. V opa¢ném piipadé se sice manipulator pohyboval po tra-
jektorii korektné (diky procesu homovani po nasazeni manipulatoru), nicméné v pritbéhu
pohybu mohlo dojit k poruseni technologickych omezeni, a tedy k nouzového zastaveni
manipulatoru.

14



1.3. Typické tilohy optimalizace vyplyvajici z dosavadnich resenych projektii

Vysledny redlny prototyp manipuldtoru je znazornén na Obrazku (mechanické kon-
strukce byla vyvinuta ve spolupraci s firmou ATEGA s.r.o.). Manipulator SAVA byl hlav-
nim vysledkem projektu TACR (Vyzkum, vyvoj a validace univerzéalni technologie pro
potfeby modernich ultrazvukovych kontrol svarovych spojii komplexnich potrubnich sys-
tému jadernych elektraren) ¢. TA01020457. Demonstra¢ni video lze nalézt zde: https:
//youtu.be/dRKET4rQd7s!

Obrazek 1.15.: Prototyp manipulatoru SAVA

1.3.4. Paralelni manipulator typu ,,zakladac”

Manipulator typu ,zaklada¢“ je 2 DoF paralelni manipulator slouzici k zakladani palet
(kos1) s technologickymi dily do mycich komor primyslovych my¢ek. Manipulator je kon-
cipovan jako alternativa sériové ¢asti manipulatoru AGEBOT a diky své paralelni architek-
tufe umoziuje pasivné stabilizovat orientaci svého posledniho ramene (typicka vlastnost
pro paletiza¢ni roboty). Manipulator je uvazovan ve dvou variantach, viz Obréazek
kde ve druhé uvazované varianté je, diky pridané paralelni struktufe, mozno umistit oba
aktuatory na nepohyblivou zakladnu manipulatoru. Cilem statické optimaliza¢ni dlohy,
ktera je detailné popsana v Kapitole 3-3] konkrétné v Prikladech 3.6} [3.7] je nalezeni ki-
nematickych navrhovych parametri manipulatoru, viz Obrazek které minimalizuji
pozadovany moment ptsobici v aktuatorech manipulatoru pro uvazovany pracovni prostor
regularniho tvaru (obdélnik definovany svymi rohy LB, RU ). Parametricka optimalizace
byla provedena pro obé& uvazované varianty manipulatoru a vysledky byly pouzity k roz-
hodnuti, zda-li a za jakych podminek je vyhodné vyuzivat paralelni struktury za tcelem
umisténi vSech aktuatort nepohyblivé na zikladnu manipulatoru (tedy. manipulator ne-
obsahuje zZadny neseny aktuétor - pifidavné hmotnosti, momenty setrvacnosti).
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Obréazek 1.16.: Dvé uvazované varianty manipuldtoru s vyznaCenymi optimalizovanymi
parametry

V soucasnosti je manipulator vyvijen v ramci projektu TACR (CIDAM) ¢. TE02000103
ve spolupréci s firmou Eurotec JKR s.r.o. Detailni vysledky lze nalézt v [136].

1.3.5. Vyukovy model sériového redundantniho manipulatoru ALICE

Manipulator ALICE je 4 DoF sériovy redundantni manipulator s klouby typu PRRR:
linedrni pojezd a trojice standardnich rota¢nich aktuatort, kloubové soufadnice Q =
[d 62 05 0s]
koncového efektoru, zobecnéné soufadnice Of = [ Ty z ]T (redundantni manipula-
tor). Manipulator ALICE, ktery byl navrzen jako vyukovy model pro pfedméty souvisejici
s robotikou a mechatronikou na katedfe kybernetiky ZCU v Plzni je znazornén na Ob-

razku [1.17(b)| jeho kinematické usporadéani je znazornéno na Obrazku |[1.17(a))

Cilem parametrické optimalizace manipulatoru ALICE bylo navrzeni optimalni trajektorie
pohybu linearniho pojezdu (vybér z nekoneéného poc¢tu moznych feseni IGM pro redun-
dantni manipulatory, pro konstantni zadané kinematické navrhové parametry) takového,
ktery vyhovuje predepsané trajektorii koncového efektoru a zaroven minimalizuje rych-
losti resp. sily/silové momenty v aktuatorech manipulatoru ve smyslu integra¢niho kritéria
(integral kvadratu normy rychlosti resp. sil/silovych momentu podél celé trajektorie po-
hybu, viz Poznamka . Definice a FeSeni nastinéné optimalizacni ulohy pro redundantni
manipulatory je detailné popsano v Kapitole konkrétné v Prikladu

. Manipulator umoziiuje nezavisle polohovat 3 translacni DoF svého
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(a) Schématické usporfadani ma- (b) Prototyp manipulatoru ALICE
nipulatoru ALICE

Obrazek 1.17.: Sériovy redundantni manipulator ALICE

Manipulator ALICE byl hlavnim vysledkem projektt vnitini soutéZe na ZCU (Vyukovy
model pro robotiku) ¢ VS-14-019 a (Vyukovy model pro robotiku - rozsifeni, moderni
algoritmy v robotice) ¢. VS-15-011. Detailni vysledky lze nalézt v [138, 139]. Mechanicka
konstrukce manipulatoru byla vyvinuta ve spolupraci s firmou SmartMotion s.r.o.

1.4. Hlavni cile a vysledky prace

V Kapitole byly zminény nékteré z feSenych projekti tykajici se optimalizace a syn-
tézy robotickych architektur, které zdsadnim zptisobem ovlivnily naplii predlozené prace.
Problémy, které byly prubézné formulovany v ramci feSeni uvedenych projekti, byly dale
rozvijeny a konkretizovany za tcéelem vytvoreni ucelené metodologie zabyvajici se optima-
lizaci robotickych architektur. Pfesto, ze predloZeny obsah préice nelze povazovat za vy-
Cerpéavajici feSeni komplexni problematiky optimalizace robotickych architektur, diraz byl
kladen predevSsim na moznosti vyuziti predlozenych postupi k feSenf redlnych pozadavki
na optimélni navrh pramyslovych manipulatori, predevsim takovych, jejichz nestandardni
kinematicka architektura byla navrzena na zakladé potfeby nasazeni téchto manipulétori
ve specializovanych aplikacich. Zaroven je predlozené metodologie zaloZena na systematic-
kém a obecném piistupu k optimalizaci manipulatori, ktery hraje zasadni roli pii vyvoji
novych robotickych architektur v kontextu celosvétového pfistupu oznac¢ovaného jako tzv.
rapid prototyping. Hlavni cile a odpovidajici pfinosy (vysledky) préace lze kategorizovat
nasledovneé:

e Vyvoj a implementace podptrnych SW prostredka pro efektivni tvorbu
virtualnich simula¢nich modela
Oblast vyzkumu a vyvoje, kterd bezprostiedné nesouvisi s hlavnim tématem prace,
nebot se principialné nezabyva tématem optimalizace robotickych architektur. Nicméng,
vzhledem k faktu, Ze prelozeny piistup k optimalnimu névrhu robotickych archi-
tektur mé slouzit predevsim jako prvotni nastroj k vyzkumu a vyvoji novych ne-
standardnich robotickych systémi pro relativné konkrétné definované vykonavané
tlohy, je vyhodné mit k dispozici odpovidajici SW nastroje pro tvorbu virtualnich
simula¢nich modelti. V nasem piipadé se jednd zejména o soubor pfedimplemen-
tovanych funkci v programovém prostiedi Matlab a funkénich blokt v prostiedi
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Matlab/Simulink /SimMechanics, které umoznuji efektivné realizovat standardni ki-
nematické a dynamické tlohy a rychlym moduldrnim zpiisobem tak vytvaret kom-
plexni simula¢ni virtuélni modely. Soucasné je vyhodné tyto SW prostiedky vyuzivat
piimo v optimalizaénich algoritmech (napf. za tcelem vycisleni hodnoty kriterialni
funkee, atd.). Teoreticky zaklad pro predimplementované funkce a funkéni bloky je
z velké Casti zahrnut v pfiloze prace, viz Priloha[A] konkrétni funkce a funkéni bloky
formuji novou knihovnu s nazvem robotLib, viz [137], a jejich stru¢na dokumentace

je uvedena v Kapitole [A.T1]

Identifikace vlastniho prinosu prdce:

Knihovna robotLib byla kompletné vyvinuta a implementovana v ramci feSené prace
a dale intenzivné vyuzivana v algoritmech kinematické optimalizace predloZzenych ro-
botickych architektur. Obecné algoritmy pouzité v knihovné robotLib byly odpo-
vidajicim zpisobem modifikovany za tcelem vytvoreni konzistentntho SW nastroje
pro modularni tvorbu virtudlnich simula¢nich modelt s ohledem na uvazované pii-
stupy k parametrické optimalizaci. Funkce a funkéni bloky knihovny robotLib byly
pouzivany nejen ve vlastnich uvedenych demonstra¢nich prikladech, ale zaroven byly
i nedilnou soucasti predlozenych algoritmt optimalizace.

Algoritmy parametrické optimalizace

Budeme-li na optimalni navrh robotickych architektur nahliZet jako na obecny pro-
blém ,zrozeni unikdtniho mechatronického zafizeni, které ma byt optimalizovino
k vykonavani piedepsané ilohy, musi byt brany do tvahy obé& dfifve zminéné oblasti
optimalizace, a to: strukturdini i parametrickd syntéza. Predpokladejme vSak dale,
Ze (velmi komplexni) problém strukturalni syntézy, ve vyznamu nastinéném v Ka-
pitole [2] formalné nahradime ur¢itym ,inZenyrskym citem® a schopnosti odhadnout
vhodnou strukturu manipuldtoru na zakladé nabytych zkuSenosti. Tedy strukturalni
podoba manipulatoru je znamé, jednoznacné urcena a nebudeme se ji tak v praci
dale zabyvat. Hlavni napli price tak pfirozené spadé do tématu parametrické syn-
tézy (optimalizace), viz Kapitola , kterou budeme déle kategorizovat nésledovné:

— Staticka optimalizace

Cilem statické optimalizace je nalezeni takovych konstantnich kinematickych na-
vrhovych parametri manipulatoru (délky ramen, umisténi kloubi, atd., obecné
napt. D-H parametry), které optimalizuji hodnotu zvoleného kritéria optimality
podél pozadované trajektorie koncového efektoru manipulatoru (alternativné na
dané restrikci pracovniho prostoru). Statickd optimalizace je naplni Kapitoly
Optimalizacni tloha je zde definovana jako problém minimaz ve smyslu nale-
zeni takovych kinematickych navrhovych parametrid, které maximalizuji mini-
malni hodnotu kriterialni funkce pies uvazovany pracovni prostor manipulatoru.
Za timto ucelem je definovina a TeSena tloha globdlni a lokdInd optimalizace.
Globdlni optimalizace je zaloZena na piimém prohledavani stavového prostoru
feSeni, tzv. Culling algoritmus, které garantuje nalezeni globalniho optima (¢i
nékolika , prvnich“ extrému) v piipustné diskretizované mnoziné kinematickych
névrhovych parametri. Je ukidzano, Ze navrzeny algoritmus je v porovnani s al-
goritmy hrubé sily vyrazné efektivnéjsi. Lokdini optimalizace je definovana jako
optimaliza¢ni Gloha vedouci k zpfesnéni vysledku globalni optimalizace a je za-
lozena na standardnich zndmych lokalnich algoritmech.

Navrzeny pristup ke statické optimalizaci umoziuje v akceptovatelném Case na-
lézt globalni optimalni FeSeni (z diskretizované mnoziny) na standardnim vypo-
cetnim HW. Mezi klicové vyhody navrzeného pfistupu patfi robustnost, stabilita
a globalni platnost vysledki optimaliza¢niho algoritmu.

Identifikace vlastniho piinosu prdce:



1.4. Hlavni cile a vysledky préace

Realizovana modifikace a implementace Culling algoritmu pro ucely kinematické
optimalizace robotickych architektur v uvazované interpretaci a jeho srovnani
s metodu hrubé sily. Zajimavym prinosem, vzhledem k mozZznosti spusténi na-
slednych lokalnich algoritmid optimalizace z riiznych poc¢ateénich podminek, je
predevsim doplnéni algoritmu o moznosti vyhledavani dalsich naslednych glo-
balnich optim (tzn. kromé globalniho optima, také v potradi 2. optimum, 3. opti-
mum, atd.). Demonstrace predlozeného optimalizac¢niho algoritmu pro kinema-
tickou optimalizaci planarniho paralelniho manipulatoru (zaklada¢ - paletiza¢ni
manipulator) a vyuziti vysledki pro nalezeni odpovédi na dnes aktualni otazku,
zda-li ma smysl v danych specifickych piipadech nahrazovat sériové architek-
tury manipulatort architekturami paralelnimi (s ohledem na moZné umisténi
aktuatori na zékladné manipulatoru). V ramci ptikladu byl zaroven piedlozen
vlastni algoritmus umoziujici zohlednit dynamické projevy manipulatoru (vedle
vlivu gravitace) v pfipadech, kdy je pozadovany pracovni prostor manipulatoru
definovan vyhradné ve smyslu pozadovanych (dosazitelnych) poloh, tzn. neni
specifikovina konkrétni trajektorie koncového efektoru ve smyslu jeho polohy,
rychlosti a zrychleni.

Optimalni fizeni redundantnich manipulatora

Optimalni ¥izeni pohybu redundantnich manipulatort je podrobné diskutovano
v Kapitole [3:4] Souvislost optimélniho Fizeni pohybu redundantnich manipu-
latoru s parametrickou optimalizaci je motivovano myslenkou rozvolnéni né-
kterych ptivodné konstantnich kinematickych navrhovych parametri a jejich
uvazovani jako pfidavné redundantni kloubové souradnice. V takovém piipadé
muze byt tloha parametrické optimalizace transformovana na problém optima-
lizace pohybu redundantnich manipulatori. Hlavni naplni kapitoly je formulo-
vani obecného algoritmu optimalizace pohybu takto vzniklych redundantnich
manipulatori s ohledem na integralni kritérium optimality (kritérium optima-
lity je definovano globalné pfes celou uvazovanou trajektorii pohybu koncového
efektoru manipulatoru) a jeho konfrontace se standardnimi p¥istupy Fizeni po-
hybu redundantnich manipulatort. Vysledny optimaliza¢ni algoritmus je zalo-
Zen na principem optimalniho Fizeni, viz Kapitola [3.4.2] konkrétné pak na prin-
cipech varia¢niho poc¢tu, viz Kapitola Je ukazano, Ze pro obé¢ zakladni
uvazovana kritéria optimality (minimalizace normy kloubovych rychlosti a mi-
nimalizace normy kloubovych sil/silovych momentt) lze optimaliza¢ni tlohu
prevést (vyFeSenim algebraické nutné podminky existence extrému) na FeSeni
dvoubodového problému (feSeni soustavy diferencidlnich rovnic s okrajovymi
podminkami). Zéakladni algoritmus je dale doplnén za tcelem zrychleni algo-
ritmu o pocéatecni odhad feSeni na zékladé polynomialni aproximace feSeni a
nalezeni piislusnych parametrit polynomu.

Identifikace vlastniho prinosu prdce:

Podrobna analyza stavajicich metod numerickych algoritmt vypoctu IGM pro
redundantni manipulatory (véetné vlastnich demonstra¢nich piikladi) s ohle-
dem na optimalizaci daného kritéria optimality (polohové zavisla kritéria, inte-
grace dynamického modelu) a specifikace jejich nedostatk s ohledem na uva-
zované optimaliza¢ni tlohy s globalnimi kritérii optimality. Definice optimali-
za¢ni tlohy pro redundantni manipulétory prostfednictvim piistupu optiméal-
niho fizeni (konkrétné varia¢niho poétu). Dukaz existence analytického FeSeni
algebraické nutné podminky existence minima v piipadé vyuziti varia¢niho po-
¢tu (algebro-diferencialni Hamiltonovy kanonické rovnice) pro minimalizaci in-
tegralu normy kloubovych rychlosti (trivialni feSeni) a zejména pro minimali-
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zaci integralu normy kloubovych sil/silovych momentt (netrividlni problém).
Polynomialni odhad FeSeni ziskanych diferencialnich rovnic za tcelem efektiv-
niho vyuziti standardnich algoritmii vypoc¢tu diferencialnich rovnic s okrajovymi
podminkami (Boundary Value Problem). Demonstrace algoritmi na vlastnich
virtualnich simula¢nich modelech.

Vysledné prinosy prace v ramci soucasnych piistupti k parametrické optimalizaci
manipulatort, viz Kapitola [3.2] jsou znazornény na Obrazku

Vyuziti optimalniho Fizeni pohybu redundantnich manipulatori s ohledem
na strukturalni a parametrickou optimalizaci

V zéavéretné Kapitole [4] je nastinén novy piistup k optimalizaci robotickych architek-
tur zalozeny na vyuziti optimalizace pohybu redundantnich manipulatori. V pred-
lozeném pfistupu je vyuzito zobecnéni standardniho kinematického popisu obecného
sériového manipulatoru prostfednictvim D-H parametri, kdy je mozné uvazovat li-
bovolné D-H parametry jako aktivni kloubové souradnice a vyuzit tak dfive formulo-
vané optimaliza¢ni tilohy pro optiméalni pohyb redundantnich manipulatorta. V ramci
predlozeného piistupu je odvozen zobecnény kinematicky a dynamicky popis mani-
pulétoru, jehoz ramena mohou byt k sobé pfipojena aZ 4 nezavislymi klouby (dva
klouby typu R a dva klouby typu P) jejichZ poloha je reprezentovana odpovidajicimi
D-H parametry. PredloZzeny pristup je diskutovan s ohledem na vyuziti pro statickou
parametrickou optimalizaci a jako diléi nastroj strukturalni optimalizace (konkrétné
s ohledem na optiméalni volbu aktuatorti). Knihovna robotLib je odpovidajicim zpi-
sobem rozsifena o zobecnéné funkce a funkéni bloky. V Kapitole [4] jsou shrnuty dalsi
predpokladané oblasti vyzkumu, které jsou graficky znézornény v kontextu pfedlo-
7Zené optimalizace robotickych architektur na Obrazku

Identifikace vlastniho prinosu prdce:

Novy pristup k zobecnéni standardniho popisu kinematické architektury manipula-
toru zaloZzeny na cileném ,rozvolnéni* D-H parametrt (az 4 nezavislé parametry -
aktudtory na jedno rameno manipulatoru), adekvatni modifikace kinematického a
dynamického modelu manipulatoru, aktualizace knihovny robotLib pro zobecnény
model. Aplikace algoritmt optimélniho Fizeni pohybu redundantnich manipulatori.
Definice a analyza potencidlniho vyuziti pro parametrickou i strukturalni optima-
lizaci (vlastni demonstra¢ni piiklady). Formulace predpokladi pro dalsi vyzkumné
aktivity.



Kapitola 2.

Strukturalni syntéza robotického zarizeni
- strukturalni optimalizace

Obsah kapitoly:

e Strucny uvod do strukturdlni syntézy manipulatora

e Analyza strukturalnich vlastnosti manipulatoru vzhledem k poctu realizovanych DoF
(pfeurcenost, nedouréenost mechanismii)

e Metody vySetfovani DoF manipulatoru (z topologického uspotradani, z kinematickych

rovnic)
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

Presto, Ze problematika strukturalni syntézy neni hlavni naplni pfedlozené prace, hraje
v komplexnim pohledu na oblast optimalizace robotickych architektur vyznamnou roli. Za
ucelem vytvoreni ucelené predstavy se ji proto v této kapitole vénujme alespon okrajoveé.
Jak jiz bylo vyse uvedeno, kazda dil¢i aplikace, ve které ma byt nasazeno robotické zafi-
zeni, by méla byt predem specifikovana s ohledem na pozadované chovani. Pozadovanym
chovanim s ohledem na strukturalni syntézu rozumime zakladn{ strukturalni kinematické
vlastnosti manipulatoru jako jsou:

e Pocet stupni volnosti koncového efektoru: Pocet nezavisle polohovatelnych
zobecnénych souradnic koncového efektoru.

e Typ stupni volnosti koncového efektoru: Rota¢ni/transla¢ni ¢i nékteré speci-
alni pripady.
Napf. necht pozadujeme robot s 4 DoF koncového efektoru s nasledujicim usporada-
nim:

— 3 transla¢ni stupné volnosti koncového efektoru - pohyb v ose x, y, z

— 1 rota¢ni stupen volnosti, ktery vSak neni vyjadien jako elementérni rotace
soufadného systému koncového efektoru, ale jako thel mezi dvéma rameny ma-
nipulatoru.

e Usporadani os jednotlivych kloubt: Umisténi a orientace os rotace/translace
kloubt R/P ¢ umisténi a orientace kloubt slozenych (typicky napt. kulovy /sféricky
kloub S - trojice elementarnich kloubit RRR s protinajicimi se kolmymi osami rotace
& univerzdalni/kardaniv kloub U dvojice elementarnich kloubtt RR. s protinajicimi se
kolmymi osami rotace).

e Sériova/paralelni struktura: Usporadani kinematickych fetézcii (oteviené a uza-
viené kinematické fetézce).

Strukturalni syntéza a optimalizace se zabyvé nalezenim pravé vyse uvedenych topologic-
kych vlastnosti{ manipulatoru bez ohledu na to, jak budou vypadat jeho skutecné dimenze
(délky ramen, pfesna finalni orientace os rotaci/translaci kloubt, umisténi a hmotnosti
tézist, atd.). Definovat z danych pozadavki konkrétni aplikace topologické vlastnosti ma-
nipulatoru je vS8ak tloha velmi obtizna. I kdyZ pripustime, Ze je mozné popsat a formu-
lovat topologii manipulatoru vzhledem k jeho strukturalnim vlastnostem, viz napt. [145],
samotny problém nalezeni pfipadné optimalizace vhodné topologie vede spiSe na metody
umélé inteligence (produkéni algoritmy, algoritmy zaloZené na evoluci - genetické algo-
ritmy), prohledavaci algoritmy a heuristické algoritmy, algoritmy vyuZzivajici vypocty kom-
binaci ¢i algoritmy zalozené na hrubé sile.

V drtivé vétsiné piipada v priamyslové praxi je geometrickd konstrukce urcena jiz konkrétni
aplikaci, ve které bude systém vyuzit a strukturalni navrh je tak zpravidla navrzen odbor-
niky z oblasti nasazeni mechatronického systému (v nékterych pripadech je strukturalni
navrh dale modifikovan v prubéhu navrhu fidiciho systému). Presto, Ze se v tomto textu
nebudeme déle podrobné zabyvat strukturalni syntézou, ponechdme ji v pozadi a budeme
predpokladat, ze tato byla jiz navrzena experty z oboru, jedna jeji souc¢ast hraje natolik
vyznamnou roli, Ze stoji za stru¢né zhodnoceni. Konkrétné se jednéa o rozhodnuti, zda topo-
logicky navrzeny roboticky systém je viibec schopen pozadovaného pohybu, a tedy zda je
mozné nezavisle polohovat vSechny pozadované DoF koncového efektoru. V tomto ohledu
lze pozorovat nasledujici klicové vlastnosti topologického usporadani manipulétoru:
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2.1. Kinematickd struktura manipulatoru je plné urcena
2.1. Kinematicka struktura manipulatoru je plne urcena

Tzn. pocet nezavislych aktuitori n odpovida poc¢tu nezavislych DoF koncového efektoru
m.

V takovém pripadé se jednd o spravné strukturdlné navrzeny manipulator, k1nematlcky
jakobian J (vztahujici rychlosti kloubovych Q a zobecnénych souradnic X, viz

X=JQ)-Q, kdeQecR", X cR™ JecR™ (2.1)

je regularni matici (mé plnou hodnost) Rank (J) = min (m,n) = m = n a zaroven plati
det (J) # 0 v celé mnoziné bodia X € R™" pracovniho prostoru manipulatoru s vyjimkou
spocetné mnoha bodi, tzv. bodové singuldrni polohy ¢ dané restrikce mnoziny pracovniho
prostoru (varieta stupné mensiho nez m), tzv. mnozinové singuldrni polohy, viz nasledujici
piiklady. Stru¢ny tdvod do problematiky singularnich poloh sériovych a paralelnich mani-
pulatort je uveden v Kapitole [A.7]

Uvazujme 3 DoF paralelni manipulator typu sférické zapésti, viz Obréazek
z trojice identickych kinematickych fetézci typu PUS s kloubovymi soufadnicemi QQ =

% Priklad 2.1 (Bodova sing. poloha 3 DoF paralelniho manipulatoyu)
2.1) slozeny

T N e e . ,
[ di do ds ] a zobecnénymi soufadnicemi definujicimi orientaci koncového efektoru

X = [ a B v ]T kde a, 8, v jsou Eulerovy thly dle schématu XYZ a rychlost koncového
efektoru je vyJadrena nikoliv jako derivace Eulerovskych uhli «, 3, v, ale vektorem tuhlové
rychlosti X £ w, € R3. Poznamenejme, %e vztah mezi derivacemi Eulerovych thli a
vektorem thlové rychlosti jsou dany tzv. Eulerovymi kinematickymi rovnicems, viz [128],
[125] a Kapitola Névrhové parametry manipulatoru jsou dany rozmeéry zakladny,
koncového efektoru a ramen kinematickych retézct jako & = [ a1 ay l v ]T.

. sféricky kloub
. kardantv kloub

(a) 3D CAD vykres (b) Schématické usporadani

Obrazek 2.1.: Paralelni manipulator typu sférického zépésti

Lze ukézat, viz [125], Ze inverzni kinematicky jakobian J~1(X) zkoumaného manipulétoru
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

lze vyjadrit v uzavieném tvaru nésledovné:

A-®@=B-«w = 0=J'1w kdeJ Y(X)=A" B (2.2)
kde
_(Oele X ClDib)T_
(C1D")T . 3 0 O
A= 0 (Cngb)T . ’lﬁ 0 a B= (OeDQb X C2D2b)T
0 0 ((TD;b)T ) ;Z ....................
(O.D3® x C3D3%)T |

(2.3)
a vektory C;D;?, O.D;" vyjadiené vzhledem k s.s. F, lze vypocitat ze znalosti feSeni IGM

manipulatoru, viz [125], a u® = [ 0 0 1 ]T je konstantni jednotkovy vektor ve sméru
pohybu P aktivnich kloub.

Manipulator se nachézi v paralelni singularni poloze, pokud matice B je singularni (in-
verzni jakobian J~1(X) je taktéz singularni matici). Je ziejmé, Ze toto nastava v pifpads,
pokud je alespoii jeden vektor (O, D} x Cﬁb) nulovym vektorem (Oe—DZb a mb jsou
vzadjemné rovnobézné), nebo jsou vektory (O.D;? x C;D;?) linearné zéavislé, viz Obra-
zek [2.2] a Obrazek 2.3] Poznamenejme, ze v druhém pifpadé dochazi zaroven i k sériové
singularni poloze, nebot matice A je taktéz singularni (nulova).

Z-axis

I-axis

Heaxis

() a=0,8=0,y=2n () a=0,§=0, = ir

Obrazek 2.2.: Paralelni singularni polohy manipulatoru, vektory O.D;® x C;D;? jsou li-
nearné zavislé (lezi v jedné roviné se vzajemnym pootoCenim o %77)
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2.1. Kinematickd struktura manipulatoru je plné urcena

I-axis

0.4

Y-axis

Obréazek 2.3.: Manipulator soucasné v sériové i paralelni singulédrni poloze, « = =~v =10
(manipulator uvazovan s jinymi rozméry nez v piedchozim piipadé), vektory
(OeDib X C’iDib) jsou linearné zéavislé (rovnobézné), vektory C;D; a u jsou
kolmé.

V obou pripadech sériové a paralelni singularity se vSak jedné o bodovou zalezitost, tedy
singularita nastava pouze v daném izolovaném bodé polohy koncového efektoru manipu-
latoru. Genericky se tedy jedné o manipulator, ktery je z hlediska strukturdlni syntézy
navrzen spravné, nebot jeho kinematické struktura je plné urcena (3 DoF koncového efek-
toru pro 3 nezévislé prizmatické aktuatory) pro témér viechny body pracovniho prostoru
(s vyjimkou zminénych singularnich izolovanych bodi). *

% Piiklad 2.2 (Mnozinova sing. poloha 3 DqF kériového manipulatoru)

Uvazujme 3 DoF sériovy manipulédtor, viz Obrazek [2.4] tvofeny otevienym kinematickym
fetézce typu RRR s kloubovymi sourfadnicemi @ = [ 01 6y 03 ]T a zobecnénymi sou-
fadnicemi X = [ Os[1:2]" ¢ ]T. Néavrhové parametry manipulatoru jsou dany délkami

jednotlivych ramen jako € = [ ap as ag ]T

Obrazek 2.4.: Sériovy manipulétor typu RRR

Lze ukéazat, viz [128], Ze kinematicky jakobian J (@) manipulatoru lze vyjadfit v uzavieném
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

tvaru nasledovné:

. —a350153 — 425015 — A156, —A350153 — 425015 T A350;93
X = J(Q) - Q, kde J(Q) = | a3Chyp3 + a2, + a1Ch, a3Ch 93 T A2Chy, a3Ch123
1 1 1
(2.4)
kde sp,,, = sin(61 + 02 + 63), analogicky pro cos().
Singularni (sériové) polohy lze stanovit v prostoru kloubovych soufadnic z podminky sin-
gularity kinematického jakobidnu:

det (J(Q)) =0 = —aacy,,S0,a1 + a250,,C0,a1 = a1a252 =0 (2.5)
Tedy singulérni polohy manipulétoru nastévaji v hodnotach kloubovych soutadnic:

6, =lib., 6y =knm, k=1{0,1}, 63 =lib. (2.6)

Dosazenim podminky do feseni DGM, viz [128], 1ze ziskat ekvivalentni podminku
v prostoru zobecnénych soufadnic ve tvaru variety 1. fadu, konkrétné se jedné o dvojici
soustFednych kruznic lezicich v prostoru zobecnénych soufadnic (roviné xy) jejichz pocatek
je parametrizovany treti zobecnénou souradnici ¢. Implicitni vyjadreni této variety je dano

rovnici (2.7)) a jeji grafické znazornéni na Obrazku

(x — azcy)® + (y — azsy)? = (a1 + az)®  (pro 6y = 0) (2.7)
(x — azcy)® + (y — azsy)® = (a1 — az)*  (pro O = )

(x-a3 cos((p))2+(y—a3 sin((p))z—(al—az)2 =0

Obrézek 2.5.: Singularni polohy manipulatoru znazornéné v prac. prostoru (roviné xy) pa-
rametrizované zobec. souradnici orientace ¢, mala kruznice - ramena manip.
se prekryvaji, velkd kruznice - ramena manip. jsou ,natazena“
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2.2. Kinematickd struktura manipulatoru je preurcena

Z uvedeného je patrné, ze v piipadé zkoumaného manipuldtoru mizou nastavat singularni
polohy, které existuji na dané restrikci (varieté&) pracovniho prostoru. Piesto, Ze tedy beze-
sporu existuje nekoneéné mnoho singularnich poloh manipulatoru, jsou tyto polohy dané
uzavienou mnozinou v pracovnim prostoru. Genericky se tedy opét jedna o manipulator,
ktery je z hlediska strukturalni analyzy navrzen spravné. Jeho kinematicka struktura je plné
urcena (3 DoF koncového efektoru pro 3 nezavislé rota¢ni aktuéatory) pro témér vsechny
body pracovniho prostoru s vyjimkou bodu lezicich na nalezené varieté. *

2.2. Kinematicka struktura manipulatoru je preurcena

Zde je situace odlisné pro sériové a paralelni manipulatory. Pro sériové manipulatory plati,
Ze jejich kinematickd architektura nikdy nemitiZze byt z principu pieuréena. Manipulator
je reprezentovan sériovym kinematickym Fetézcem a muze tak obsahovat libovolny pocet
aktuatort. Tyto aktuatory se svym pohybem nijak neomezuji a je mozné a dokonce nutné
vzdy vSechny nezavisle polohovat. Situace, kdy sériovy manipulétor obsahuje vice aktué-
torti (kloubti n) nez je pocet DoF koncového efektoru m, tzn. n > m < 6 (max. 6 DoF
v prostoru, 3 translace, 3 rotace) je chapana jako redundantni manipulator a existuje ne-
kone¢né mnoho feseni IGM, IIK pro dany pohyb koncového efektoru. Zabyvejme se proto
déle paralelnimi manipulatory.

Pfeurcenou kinematickou strukturou paralelntho manipulatoru lze rozumét dvé alterna-
tivy:

e Struktura manipulatoru je topologicky preurdena (bez ohledu na pocet
aktuatori)
K této situaci dochéazi nezéavisle na poc¢tu aktudtort. V kazdé kinematicky uzaviené
struktufe hraje vyznamnou roli vlastni uspofadani jednotlivych kloubt a ramen,
nebot pravé jim je dan vysledny pocet DoF koncového efektoru manipulatoru. Snadno
pak muze nastat situace, kdy je kinematicka soustava preurcend, tzn. pocet DoF
koncového efektoru je < 0 = koncovy efektoru se z principu nemize pohybovat (tato
situace byva nékdy oznacovana jako uzamdeni manipuldtoru), viz nasledujici piiklad:

% Piiklad 2.3 (Topologicky pieurdena struktura manipulatoru)
Uvazujme 2 DoF paralelni Dual-Scara manipulétor slozeny z R kloubt ve standard-
nim usporadani, viz Obrazek , ale s tou vyjimkou, ze R kloub v bodu C' méa
zménénou osu rotace, viz Obrazek V takovém piipadé (nezavisle na poc¢tu aktu-
atort) je kinematickd struktura manipulatoru pfeurcena a manipulator neni ziejmé
schopen zZéadného pohybu.
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

Obréazek 2.6.: Paralelni Dual-Scara manipulator s nevhodné zvolenou orientaci kloubu

v bodé C

*

e Struktura topologicky plné urcéena, nicméné pocet aktuatort pirevysuje

DoF koncového efektoru.

K této situaci dochézi, pokud pocet nezévislych aktuatori prevySuje maximélni
mozny pocet DoF koncového efektoru manipulétortﬂ To mé za néasledek, Ze né-
ktery z aktuatort (jeden ¢ vice) navrzeného manipulatoru nemuze vykonavat svij
pohyb (je zablokovan) za podminky, Ze v daném okamziku nedochazi k souc¢asnému
pohybu zadného jiného aktuatoru, viz nasledujici piiklad:

* Priklad 2.4 (Pfeurcena struktura manipulatoru po¢étem aktuatori)
Uvazujme 2 DoF paralelni Dual-Scara manipulator slozeny z R kloubt, viz Ob-
razek . Standardné je tento manipuldtor vybaven 2 nezavislymi R aktuatory
pevné umisténymi na zdkladné v bodech A; a As. Lze ukazat, Ze koncovy efektor ma-
nipulatoru C ma tak pravé 2 DoF (pohyb v roviné ay). Zaroven plati, Zze kinematicka
omezeni, kterd jsou urcena spojenim 2 RR kinematickych fetézci v bodé C' jedno-
zna¢né definuji polohu vSech ramen manipuldtoru pro libovolné 2 aktivni klouby.
Pridani aktuatoru do libovolného dalsiho kloubu ma za nasledek nikoliv navysSeni
DoF koncového efektoru (toto ziejmé neni z topologického usporadani kinematic-
kych Fetézct ani mozné), ale k pfeurceni kinematické struktury, viz Obrazek
Tzn. nelze pohybovat nezavisle se vSemi tfemi aktuétory.

!Tyn. poéet DoF, ktery dovoluje topologické usporadani kinematické struktury, nikoliv podet DoF, které
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2.3. Kinematicka struktura manipuldtoru je nedourcena

(a) Plné urcené struktura manipulatoru (b) Pfilis velké mnozstvi aktuatora

Obrazek 2.7.: Paralelni Dual-Scara manipulator

2.3. Kinematicka struktura manipulatoru je nedourcena

Situace je opét odlisna pro sériové a paralelni manipuldtory. Pro sériové manipuléatory tvo-
Fené sériovym kinematickym fetézcem je zfejmé, Ze struktura bude nedourcena, pokud by
manipulator obsahoval kloub, ktery nen{ sou¢asné aktuatorem. V takovém pfipadé nelze
cilené polohovat vSechny DoF koncového efektoru. V pripadé paralelnich manipulatori je
¢enou, pokud pro zvoleny pocet uzaméenych aktuatort (aktuator se nepohybuje) vykazuje
manipulator nenulovy pocet DoF koncového efektoru, viz nasledujici piiklad:

% Priklad 2.5 (Topologicky nedourcena struktura manipulatoru)

Pridanim R kloubu, ktery nebude aktuatorem, do 2 DoF Dual-Scara manipulatoru je pohyb
koncového efektoru manipulétoru v roviné nedourcen, resp. koncovy efektor se mtze volné
pohybovat i pro nepohybujici se aktuatory, viz Obrazek [2.8]

Obréazek 2.8.: Paralelni Dual-Scara manipulator s nedouréenou strukturou
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

2.4. Metody vysetrovani poctu DoF z topologického
usporadani manipulatoru

S ohledem na vySe uvedené vlastnosti manipulatorti vyplyvé, Ze prioritnim problémem
pii jejich strukturalni syntéze (optimalizaci) je uréeni po¢tu DoF koncového efektoru. Ji-
nymi slovy, jak zajistit, aby mél navrhovany manipulator pravé pozadovany pocet DoF.
Je zfejmé, Ze v piipadé sériovych manipulatori je problém piimocary, nebot otevieny
kinematicky fetézec mé vzdy tolik DoF, kolik je nezavislych kloubi. Téchto kloubt po-
tom miize byt libovolné mnozstvi (pro pocet vétsi nez 3 v roviné a 6 v prostoru mluvime
o manipulatorech redundantnich) a tyto klouby musi byt zaroven aktuéatory. Pro paralelni
manipulatory, které jsou tvoreny uzavienymi kinematickymi fetézci je vSak problém urceni
DoF koncového efektoru na zakladé jeho strukturalnich vlastnosti daleko komplikované;jsi.
Zabyvejme se tedy dale stru¢né touto problematikou.

Predpokladejme, ze strukturalnimi vlastnostmi manipulatoru rozumime pravé pocet a typ
kloubti, ramen, jejich vzajemné geometrické usporadéani a pocet kinematickych Fetézct, ze
kterych je manipulator sloZzen. V zasadé existuji dvé principidlni moznosti analyzy, a to
vyuziti jednoduchych formulaci, které se pokousi urcit pocet DoF préavé z vyse uvedenych
parametra ¢i metody zaloZené na podrobné analyze kompletni kinematiky manipulatoru.

2.4.1. Jednoduché formulace pro vypocet DoF koncového efektoru
manipulatoru

Jedné se o formulace zaloZzené na principech grafového znazornéni struktury manipulatoru,
které z podstaty této grafické reprezentace urcuji pravé pocet DoF koncového efektoru
manipulatoru. Jako vstupni data jsou vyzadoviny pouze zakladni strukturdlni parametry,
kterymi jsou pocet kloubt a pocet jejich DoF, typ manipulatoru (planarni/prostorovy),
pocet geometricky nezavislych smycek a nékteré dalsi. V literatufe je mozné nalézt ce-
lou fadu razné sofistikovanych formulaci pro vypocet DoF, pomérné rozsahly piehled je
zpracovan v [24], [8].

Snad nejznaméjsi formulaci pro urc¢eni DoF koncového efektoru manipulatoru v8ak ztstéava
Chebychev-Gribler-Kutzbachova formulace (CGK), formulovana v zakladni podobé jako:

p
M = i —b- 2.8

> fizba (2.8)

=1 r
kde M je pocet DoF koncového efektoru manipulatoru, p je pocet kloubti manipulatoru, b
je ¢islo pohyblivosti (b = 3 pro manipulator v roving, b = 6 pro manipulator v prostoru), ¢
je pocet geometricky nezévislych smycek, f; je pocet DoF i-tého kloubu a r je pocet rovnic
kinematického omezeni.

Vyuzijme déle grafickou reprezentaci znézornéni kinematické struktury manipulatoru, a
to takovym zpusobem, Ze vrcholy grafu reprezentuji ramena manipulatoru a hrany grafu
reprezentuji klouby manipulatoru, viz Obréazek
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2.4. Metody vysetrovani poc¢tu DoF z topologického usporadani manipuldtoru

Obrézek 2.9.: Grafova reprezentace paralelniho manipulatoru (podtrzenim je znézornén
aktuator manipulatoru)

Pocet geometricky nezéavislych smycek manipulatoru lze z jeho grafové reprezentace ziskat
prostfednictvim Fulerovy vztahu, viz teorie grafa, ktery mé tvar:

(n+1) — P + (¢g+1) =2 = gqg=p-m+1 (29
~—— ~~

vrcholy grafu  hrany grafu  uzaviené oblasti v&etn& vnéjsi nekonecné

kde m je pocet ramen manipulatoru (véetné zakladny), n je pocet pohyblivych ramen
manipulatoru (n = m — 1), ¢ je poet geometricky nezavislych smycek.

Dosazenim Eulerova vztahu (2.9) do CGK formulace (2.8)) dostavame jeji vyslednou znamou
podobu:

M:b-(m—l—p)—l—zp:fi, b={3,6} (2.10)
=1

kde M je pocet DoF koncového efektoru manipulatoru, p je pocet kloubt manipulatoru, b
je ¢islo pohyblivosti (b = 3 pro manipulator v roviné, b = 6 pro manipulator v prostoru),
fi je poCet DoF i-tého kloubu, m je pocet ramen manipulatoru (véetné zékladny).

Bohuzel, CGK formulace plati pouze v generickém pfipadé a nepostihuje, z principu ani
nemuze, kinematické zavislosti mezi uzavienymi kinematickymi fetézci, viz nasledujici pii-
klady:

% Piiklad 2.6 (Spravné urceni po¢tu DoF pomoci CGK formulace)
1. Sériovy antropomorfni manipulator
Sériovy antropomorfni manipulator a jeho grafickd reprezentace je znézornéna na
Obrazku . Vypocet CGK formulace dava ocekavany vysledek, tedy 6 DoF
koncového efektoru manipuléatoru.

b=6, m=7,p=6, fi=1proi=1...6

6
M=6-(7T-1-6)+) 1=6 (2.11)
=1

Pripomenime, ze CGK formulace pfirozené dava spravny vysledek pro vSechny sériové
manipulatory. Volbou aktuitori za vSechny klouby bude manipulator kinematicky
plné urcen.
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

2. Paralelni Dual-scara manipulator
Paralelni Dual-scara manipulator a jeho graficka reprezentace je znazornéna na Ob-
razku . Vypocet CGK formulace dava o¢ekavany vysledek, tedy 2 DoF kon-
cového efektoru manipulatoru, v pripadé, Ze za aktuatory zvolime pravé dva klouby
manipulatoru, bude manipulator kinematicky plné urcen.

b=3, m=5p=5, fi=1proi=1...5
5
M=3-(5—1-5)+ 1=2 (2.12)
i=1

(a) Sériovy antropomorfni manipulator (b) Paralelni Dual-scara manipulator

Obrazek 2.10.: Priklady manipulatori, pro které je vypocet dle CGK formulace korektni

*

% Piiklad 2.7 (Chybné urceni po¢tu DoF pomoci CGK formulace)
1. Sarrus linkage
Jedné se o paralelni prostorovy manipulator znazornény na Obrazku Je
znéamo, ze Sarrus linkage ma pravé 1 DoF (linearni posun v ose z). Vypocet CGK
formulace vSak oznacuje tento paralelni manipulator za preurceny, tedy neschopny
pohybu.

b=6, m=6,p=6, fi=1proi=1...6

6
M=6-(6-1-6)+>» 1=0 (2.13)
=1

2. Bennett linkage
Jedn4 se opét o paralelni manipuldtor znazornény na Obrazku . Je znamo,
7e Bennett linkage ma pravé 1 DoF, coz je opét v rozporu s CGK formulaci, ktera
oznacuje manipulator jako pfeurceny (dokonce stupném 2), tedy opét neschopny
pohybu.

b=6, m=4,p=4, fi=1proi=1...4

4
M=6-(4-1-4)+> 1=-2 (2.14)
=1
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2.4. Metody vysetrovani poc¢tu DoF z topologického usporadani manipuldtoru

(a) Sarrus linkage (b) Bennett linkage

Obrazek 2.11.: Priklady paralelnich manipulatori, pro které vypocet dle CGK selhava

3. Kartézsky paralelni manipulator
Predpokladejme kartézsky paralelni manipulator, viz Obrazek Manipulator se-
stava z 3 kinematickych Fetézcti typu PRRR, viz Obrazek Koncovy efektor
manipulatoru umoziuje 3 transla¢ni DoF (pohyb v oséch xyz). Zobecnéné sourad-
nice X koncového efektoru jsou dany souradnicemi bodu H, rychlosti potom jejich

Casovymi derivacemi.
T : T
X:[HaC H, Hz] ) X:[Vx Vy V;] (2.15)

Kloubové souradnice manipulatoru a jejich ¢asové derivace jsou pro kazdy kinema-
ticky Fetézec A, B, C déany jako:

Qm = [dlz P2z Pz 90493] ) Qz = [dlx P2r P3x @4&3] , kdex= {AaB)C}
(2.16)

Link 0= Link 14 = Link 15 = Link1c  H=Ha=Hp=Hc =[r.y,2]"
Link 5= Link 5, = Link 55 = Link 5¢ end-sfector

Link 3¢ R @

smycka 2 ) R

Link 5

—O

Py

Link 4,

smyéka1’ R

(a) Strukturalni schéma manipulatoru (b) Grafova reprezentace

&/

Obréazek 2.12.: Paralelni kartézsky manipulator véetné grafové reprezentace
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

Obrazek 2.13.: Kinematicky fetézec paralelniho kartézského manipulatoru

Vypocet DoF koncového efektoru manipulatoru prostiednictvim CGK formulace opét
dava nekorektni vysledek, nebot oznacuje zkoumany paralelni manipulator jako ki-
nematicky pfeurceny, koncovy efektor by nemohl vykonavat zadny pohyb.

b=6, m=11, p=12, fi=1proi=1...12

M=6-(11-1-12)+» 1= (2.17)

2.4.2. Podrobna analyza kompletni kinematiky manipulatoru

Z Kapitoly 2.:4.1] je patrné, ze CGK formulace nedava vzdy spravné vysledky, a to dokonce
pro jednoduché paralelni struktury manipulatori. Podobné projevy chovani lze pozoro-
vat i u ostatnich formulaci pro vypoc¢ty DoF koncového efektoru manipulatoru, viz [24].
Divodem je fakt, ze kinematické vlastnosti manipulatoru jsou sice dény genericky jeho
strukturalnimi parametry, ale vysledek dle zavedenych formulaci je relevantni pouze v pri-
padé, kdyz jednotlivé smycky manipulatoru tvorené jeho kinematickymi fetézci jsou nejen
geometricky, ale zejména kinematicky nezavislé. V piipadé, Ze smycky jsou kinematicky
zévislé (a to nutné neznamend, Ze se robot nachazi v singularni poloze z definice v Kapi-
tole , dochéazi k poruseni generického predpokladu, kdy lze vypocitat DoF koncového
efektoru manipulatoru pouze ze strukturalnich parametri udavajici pocty jednotlivych en-
tit (kloubt, ramen, po¢ty DoF kloubu atd.). Rizné jiné formulace odvozené podobné jako
CGK formulace se snazi tyto kinematické zavislosti ur¢itym zptisobem zohlednit, avSak rele-
vantni vysledky mohou byt dany pouze podrobnou kinematickou analyzou (bohuZel za cenu
fadové vyssich vypocetnich narokit). Problém demonstrujme na nasledujicim ptikladu, kdy
se budeme zabyvat analyzou pravé paralelniho kartézského manipulatoru z Prikladu [2.7]
Podobné analyzy lze nalézt napt. v [23], [36], [S].

% Piiklad 2.8 (Podrobna kinematicka analyza paralelniho kartézského manip.)
7 podminky uzavieného kinematického tetézce v bodé koncového efektoru H musi platit,
ze rychlosti (transla¢ni i thlova) posledniho ramena (posledniho s.s.) kinematickych Fetézcii
A, B, C vzhledem k s.s. Fy musi byt shodné.

(3 []-

wHA wHB wHC
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2.4. Metody vysetrovani poc¢tu DoF z topologického usporadani manipuldtoru

Miuzeme tedy stanovit rovnice tzv. kinematickych omezeni pro dvé geometricky neza-
vislé uzaviené kinematické smycky:

'UO 'UO UO UO
[ ng] - [ 513] =0 (smycka 1), { gﬂ — { {}’C] = 0 (smycka 2) (2.19)

Vzhledem k linearnim zavislostem mezi rychlostmi kloubovych a zobecnénych soufadnic
pro manipulator v dané poloze, lze rovnice kinematickych omezeni ([2.19)) pfepsat do tvaru
(napf. pomoci D-H tmluvy a metod pro vypocet DIK, IIK pro sériové manipulatory uve-

dené v|A.5):

Ay [diy, P2, P4, Paa g, P25y D350 Pa5) = Ofger) (smycka 1) (2.20)

A2[6z8] ' [diAv 9272,47 9b3A7 @4A7 dica 9b2cv 927307 ¢4C]T = 0[611} (smyéka 2) (2'21)

kde A a Ay zavisi na aktualni poloze manipulatoru, tzn. kloubovych soufadnicich di,,
9023: 7S03x7 SD4:1? pro r = {A7 B7 C}

Slou¢enim rovnic (2.20) a (2.21]) dostavame vyslednou rovnici kinematického omezeni ma-
nipulatoru:

Af2019] 114, D24, P340 Pan> D1 D255 D35> Pag Dies D20, P30 Pac]’ = Opzg)  (2.22)
Existuje tedy 12 rovnic pro 12 neznamych (rychlosti kloubovych soutradnic), které musi
platit v kazdém bodé pro uzavieny kinematicky fetézec (2 smycky) zkoumaného manipuléa-
toru. Poznamenejme, Ze miize opét existovat izolované mnozstvi bodu ¢i dana podmnozina
(varieta) pracovniho prostoru, ve kterém budou rovnice kinematického omezeni zavislé.
Tyto body opét nazyvame bodovymi ¢i mnozinovymi singularitami, analogicky jako v Ka-
pitole V obecném (generickém) piipadé v8ak pocet nezavislych kinematickych omezeni
dany poctem nezavislych rovnic v uréuje skutecny pocet redlnych omezeni poctu
DoF pro pohyb zkoumaného manipulatoru, v CGK formulaci pravé parametr r. V p¥ipadé
paralelniho kartézského manipulatoru lze ukazat (vypo¢tem hodnosti symbolického vyjad-
feni matice A v rovnici napf. ve vypocetnim softwaru Maple [65]), ze Rank(A) = 9,
tedy Ze existuje 9 nezavislych rovnic kinematického omezeni (r=9). Téchto 9 nezavislych
rovnic znamené, ze z celkového poc¢tu DoF, které jsou dodény do struktury manipulédtoru
jednotlivymi klouby (Zil:l 1 = 12) je pravé 9 DoF odebrano diky kinematickému ome-
zeni popsaného rovnicemi . Vysledny pocet DoF manipulétoru je tedy dan ve tvaru
pivodni definice CGK formulace jako:

p
Z fi _ r =12-9=3 (2.23)
=1 pocet nez. rovnic kin. omezeni

pocet DoF dodany klouby

Poznamenejme, Ze vySetfenim hodnosti matic Ay a As definujici pocet nezavislych rovnic
kinematického omezeni pro dvé geometrické smycky manipulatoru vede k nésledujicimu
pozorovani:
Rank(Al) =Ty =
Rank(Ag) =T =

= 5 nez. rovnic kin. omezeni smycky 1 (2.24)

= 5 nez. rovnic kin. omezeni smycky 2

Kazda geometricky nezévisla smycka manipulatoru odebira tedy pravé 5 DoF, tedy vy-
sledny pocet DoF by byl misto vyse uvedenych 3 pouze 2.

p

d fi—(ritr)=12-10=2 (2.25)
=1
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Kapitola 2. Strukturalni syntéza robotického zarizeni - strukturalni optimalizace

Toto ovSem plati pouze v pripadé, Ze rovnice kin. omezeni smycky 1 jsou nezévislé s rov-
nicemi kin. omezeni smycky 2 (smycky jsou nejen geometricky, ale také kinematicky neza-
vislé). Protoze ale Rank(A) = 9, kinematickd zdvislost mezi smyckami existuje a nelze ji
ignorovat. Korektni vysledek po¢tu DoF koncového efektoru paralelniho kartézského ma-
nipuldtoru je tedy 3. *

Strukturalni syntéza s ohledem na vysetfovani DoF koncového efektoru manipulatoru, ktera
hraje primarni roli pii syntéze celého zafizeni, lze tedy shrnout nésledovné:

36

Vysledek pomoci CGK formulace neni obecné platny pro vSechny manipulatory (to-
téz plati i pro ostatni odvozené formulace)

Davod:

Formule nebere v potaz kinematické zavislosti ve struktufe manipulatoru, uvazuji se
pouze strukturdlni parametry, tzn. pocet kloubt, pocet DoF kloubti, pocet ramen,
poCet smycek (geometricky nezavislych), atd.

Obecné neplati, Ze geometricky nezavislé smycky jsou zaroven i kinematicky nezévis-
lymi

CGK formulace a dalsi odvozené maji pouze omezené pouziti (neplati dokonce pro
mnoho i jednoduchych piipadi)

Dodnes nenalezena ,univerzalni“ (rychla, jednoduché a obecna) formulace pro vypo-
¢et, DoF paralelnich manipulatort

Relevantni vysledky pii vySetfovani DoF paralelnich manipulatori je moZzné ziskat
pouze podrobnou analyzou - nalezenim nezavislych rovnic kinematického omezeni.



Kapitola 3.

Parametrickd syntéza robotického zarizeni
- parametrickd optimalizace

Obsah kapitoly:

e Diskuze nad souCasnym stavem FeSeni ilohy parametrické optimalizace manipulétori
— Kritéria optimality (lokalni, globalni, ¢asté komplikace)

— Standardni gradientni/negradientni pfistupy k Feseni optimaliza¢nich tloh (obecné
optimaliza¢ni tlohy)

— Alternativni metody feseni optimaliza¢nich tlohy (dynamickd metoda optima-
lizace, metoda rozvolnéni kinematickych parametri, metoda vyvazovani)

e Staticka optimalizace (optimalizace konstantnich kinematickych navrhovych parame-
tri)

— Definice tulohy typu minimaz

Globalni algoritmy FeSeni (vlastni modifikovany Culling algoritmus)

— Lokalni algoritmy feSeni (simplexovy algoritmus)

Vlastni demonstra¢ni piiklad statické parametrické optimalizace a zhodnoceni
vysledkt

e Optimalni fizeni redundantnich manipulatori - novy smér k optimalizaci robotickych
architektur

— Standardni pfistupy k fizeni redundantnich manipulatori (numerické algoritmy
feSeni IGM, integrace dynamického modelu, analyza a zhodnoceni vlastnosti,
demonstrace na vlastnich prikladech)

— Novy pfistup k optimalnimu Fizeni redundantnich manipulatori (aplikace prin-
cipti optiméalniho fizeni)
x Aplikace dynamického programovéni - Bellmanova optimaliza¢ni rekurze
* Aplikace varia¢niho poc¢tu - Hamiltontuv pristup

- Vlastni dukaz existence analytického reSeni algebraické nutné podminky
optima pro optimalizaci rychlosti a sil/ momentt umoziujici prevod op-
timaliza¢ni tlohy na okrajovou tlohu

- Vlastni pfistup k polynomialnimu odhadu optimélniho feSeni (poca-
te¢ni podminky okrajové tlohy)

— Vlastni demonstracni piiklady optimalizace pohybu redundantnich manipulé-
tortt a zhodnocen{ vysledki
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

3.1. Uvod

V Kapitole [2| jsme se stru¢né zabyvali strukturalni syntézou manipulatort ve smyslu je-
jich strukturalnich (topologickych) vlastnosti. Bylo ukazéno, Ze prioritnim problémem je
uréeni po¢tu DoF koncového efektoru daného manipulatoru. Tento problém je snadny
pro sériové manipulatory, ale zna¢né se komplikuje pro manipulatory paralelni. Jak jiz
bylo fe¢eno, ¢asto je vSak problém strukturdlni analyzy ponechan na navrhaiich daného
robotického systému, ktefi maji zkuSenosti z oblasti nasazeni a oblasti konstrukce robo-
tickych systémti. Spoletné s modernimi moZnostmi simulace mechanickych soustav (Si-
mulink /SimMechanics, Modelica, MapleSim) je tak navrh struktury manipulatoru Fesen
vét§inou simulacemi a naslednymi dilé¢imi modifikacemi (tento proces je Casto iterovan).

Nedilnou souc¢ést navrhu robotického systému vsak tvoii nasledujici proces, a to proces tzv.
parametrické syntézy. Parametricka syntéza zahrnuje vlastni navrh kinematickych parame-
tra, tzn. délky ramen manipulatoru, rozméry zakladny a koncového efektoru, orientace
rotaénich/ transla¢nich os kloubu atd.). Syntéza kinematickych parametra hraje klicovou
roli pfi navrhu robotického systému a nelze ji priklddat nikterak mensi dilezitost nez na-
vrhu strukturalnimu. NeuvaZzenym a nespravnym névrhem kinematickych parametra lze
velmi snadno zkazit vlastnosti jinak strukturalné vhodné navrzeného zafizeni. Hlavn{ na-
plii priace bude soustfedéna pravé na parametrickou optimalizaci. Podstatu parametrické
optimalizace lze formulovat nasledovné:

Jak navrhnout kinematické parametry mechatronického systému (manipuldtoru) s pevné da-
nou strukturou (strukturdlnim ndvrhem), aby navrZeny mechanismus spliioval poZadovand
kritéria (pripadné jejich kompromis) bud na celém svém pracovnim prostoru, pripadné na
jeho poZadované podmmnoziné?

Uvedme dva piiklady:

% Priklad 3.1 (Pfiklady parametrické optimalizace manipulatord)

1. Jak navrhnout délku dvou ramen 2 DoF planérniho sériového manipulatoru takovym
zpusobem, aby pii pohybu manipulatoru po zvolené trajektorii (pfimce ¢ obecné
kiivce v roving) vykazovaly silové momenty na kloubech manipuladtoru miniméalni
hodnoty?

2. Jak navrhnout délky t¥f ramen 3 DoF cylindrického manipulatoru, aby se, pii pohybu
manipulatoru po zvolené trajektorii (pfimce ¢i obecné kiivce v prostoru), projevila
gravitace pusobici na ramena a koncovy efektoru manipuladtoru minimalnim moznym
zpusobem do silovych momenti aktuatora?

*

Proces nédvrhu parametri mechatronickych systémi s danou strukturou mutze byt dale roz-
§ifen na navrh dynamickych parametri, napf. hmotnosti, momenty setrvac¢nosti-rozlozeni
hmoty. Tyto parametry jsou pochopitelné z velké ¢asti urceny jiz navrzenou strukturou a
kinematickymi parametry spoleéné s pouzitym materidlem pii konstrukci. Nicméné v né-
kterych specidlnich piipadech lze zvazovat pridani dodateénych hmotnosti piipadné si-
lovych elementi (pruziny, tlumice, pfidané hmotnosti) do stévajici navrzené konstrukce
manipulatoru za ucelem zlepSeni statickych/dynamickych vlastnosti. Pokroc¢ilou moznosti
parametrické optimalizace pak muze byt stanoveni kinematickych pfipadné dynamickych
parametra za Gc¢elem optimalizace fiditelnosti mechatronického systému opét v pracovnim
prostoru ¢i jeho podmnoziné. Jinymi slovy, jak navrhnout parametry mechatronického
systému, aby byla zajisténa optiméalni mozZnost jeho ovlivnéni fidicim systémem prostied-
nictvim pouzitych aktuatora.
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3.2. Soucasny stav problematiky parametrické optimalizace

Poznamenejme, Ze zminéné postupy optimalizace vedou vZdy na nalezeni konstantnich
kinematickych navrhovych parametri manipuldtoru za tcelem optimalizovat dané krité-
rium. Takové postupy budeme déle nazyvat jako statickid optimalizace a budou podrobné
diskutovany v Kapitole [3.3|

Jako na specidlni piipad optimalizace kinematickych parametrii manipulatoru lze nahlizet
na fizeni redundantnich manipulatorti. Pro redundantni manipulatory plati, Ze obsahuji
vEtsi pocet nezavislych aktuatort (nezavislych fizenych kloubovych souradnic), nez je po-
zadovany pocet stupfii volnosti koncového efektoru. V takovém piipadé neexistuje jedno-
znalné feSeni kinematickych uloh (pro sériové manipulatory IGM, IIK). Z podstaty popisu
kinematické struktury manipulatoru (napf. prost¥ednictvim D-H tmluvy, viz Kapitola
lze na kazdou kloubovou soufadnici nahlizet jako na proménny kinematicky parametr ma-
nipulatoru (parametr, ktery se muze ménit béhem pohybu manipulatoru). Vybrané redun-
dantni kloubové soufadnice (parametry) manipulatoru lze potom dynamicky ménit béhem
pohybu manipuldtoru a docilit tak zvolené optimality. Optimalnim Fizenim pohybu
redundantnich manipulatord se budeme zabyvat podrobné v Kapitole

3.2. Soucasny stav problematiky parametrické optimalizace

V této kapitole je shrnut soucasny stav problematiky tykajici se parametrické optimali-
zace. Klicové informace jsou Cerpany z obsahu relevantnich ¢lankt a ostatnich publikaci
a predkladaji zakladni principy a ¢asto pouZivané metody, které lze v soucasnosti nalézt.
Predlozené informace jsou vysledkem dlouhodobé reser$ni prace autora a reprezentuji sou-
Casny stav problematiky parametrické optimalizace kinematiky manipulétort ve smyslu jeji
formulace v Kapitole ve vlastni interpretaci autora. S ohledem na celosvétové masivné
rozsifenou védecko-vyzkumnou komunitu, véetné oblasti optiméalniho néavrhu manipula-
tord, nelze definitivné garantovat pokryti vSech skutetné dostupnych pristupi, metod a
algoritmu. Autor v8ak predpoklada, Ze na zékladé mnoha zkuSenosti, a to nejen na teore-
tické trovni, ale velkou mérou i na trovni praktického vyuziti pfi ndvrhu a rizeni realnych
manipulatori, viz Kapitola [I.3] nasledujici text reprezentuje relevantni sou¢asny stav pro-
blematiky a zaroven tak umoziuje na tento soucasny stav navizat s dalSimi upravenymi,
pozménénymi i zcela novymi piistupy, které jsou déle predlozeny v Kapitole (Staticka
optimalizace), v Kapitole (Optimalni fizeni redundantnich manipulatorii) a v Kapitole
(Vyuziti optimalniho fizeni redundantnich manipulétoru).

S ohledem na parametrickou optimalizaci kinematické architektury manipulatoru, tedy
nalezeni optimalnich hodnot kinematickych navrhovych parametrii, které spliuji podminky
optimality, lze formulovat tii klicové problémy:

1. Definice optimalizaéni alohy
Jednoznac¢né nejdilezitéjsi cast optimalizace, od které se odviji vSechny ostatni na-
vazujici postupy. Je intuitivné ziejmé, Ze nevhodna formulace optimaliza¢ni tlohy
miize snadno vést ke zcela nesmyslnym ¢&i nerealizovatelnym vysledktim i za pred-
pokladu, Ze je tato tuloha, ve smyslu své definice, vyfeSena korektné. Budeme-li uva-
zovat klasicky pristup formulace optimalizaéni tlohy na zakladé optimalizace (mini-
malizace/maximalizace) zvoleného kritéria optimality, kriterialni funkce (tzv. perfor-
mance index), nese pravé toto kritérium (resp. jeho definice) zasadni podil na tisp&sné
optimalizaci.

2. ReSeni optimaliza¢ni tlohy
Jedna se o vlastni jadro optimalizace, typicky FeSeni definovaného optimaliza¢niho

problému, ktery lze obecné formulovat jako nalezeni extrému (lokalniho, globalniho)
hodnoty kriterialni funkce a odpovidajicitho argumentu reprezentovaného zvolenymi
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

kinematickymi néavrhovymi parametry. Pravé zde existuje celd fada metod, zahrnu-
jici standardni gradientni ¢i negradientni pfistupy, metody pirimého prohledavani,
intervalovou analyzu, heuristické metody atd. Zasadni limitaci metod FeSeni optima-
lizacnich tloh jsou predevsim vypocetni ¢as, pamétova naro¢nost, neexistence ana-
lytického TeSeni, stabilita a presnost numerickych metod atd.

3. Alternativni pfFistupy k reseni

Jedn4 se o oblast vyzkumu, ktera otevira nové moznosti optimalizace a syntézy mani-
pulétort za Gcelem jejich optimalniho chovani vzhledem k definované tuloze. Klasicka
tloha kriteridlni optimalizace je ekvivalentné nahrazena tlohou, kterd principialné
umoziuje takovy problém fesit s vyuzitim odlisnych pristupi a jejiz vysledky lze po-
tom vhodné interpretovat na problém piivodni. Zasadnim pifnosem takovych metod
je moznost ziskani urc¢ité pridané hodnoty (napt. nahled do strukturalnich vlastnosti,
viz Kapitola , uvazovaného manipulatoru tak, jak je nastinéno v Kapitole .

V néavaznosti na vySe uvedené klicové problémy jsou dale diskutovany nalezené a ana-
lyzované piistupy. Poznamenejme, Ze relativné podrobny strukturovany vytah z obsahu
relevantnich ¢lankt je mozné najit v [I35], dale jsou uvedeny pouze klicové vlastnosti a
poznatky.

3.2.1. Kritéria optimality

Definice kritéria optimality jsou s ohledem na parametrickou optimalizaci kli¢ovym pro-
blémem zahrnujici kvalitativni zhodnoceni chovani daného manipulatoru pro konkrétni
hodnotu jeho kinematickych navrhovych parametri. S ohledem na platnost kritéria lze
toto rozdélit na dvé zékladni skupiny:

Lokalni kritéria

Kritéria s lokalni (bodovou) platnosti, které jsou definovana v jednom daném bodé pracov-
niho prostoru manipulatoru (jednu hodnotu zobecnénych souradnic X resp. kloubovych
soufadnic Q) jako skalarni funkce vektorového argumentu J(Q). Lokalni kritéria tak hod-
noti vlastnosti manipulatoru v daném bodé pracovniho prostoru, ¢i, v pfipadé pldnovani
pohybu koncového efektoru, v daném bodu piislusné trajektorie (tzn. poloze, rychlosti ¢i
zrychleni zobecnénych resp. kloubovych soutradnic). Drtiva vétsina vSech dnes pouzivanych
kritérii vychéazi z vlastnosti kinematického jakobianu manipulatoru, viz Kapitola [A.4] Ki-
nematicky jakobian manipuldtoru vztahuje rychlosti kloubovych a zobecnénych souiadnic
a zarovenl kloubovych sil/silovych momentti a sil/silovych momentu pusobicich na jeho
koncovy efektor. Souhrnné jsou tyto zavislosti oznacovany jako kinetostaticka dualita,
viz [95] 44, [66], a lze je formulovat nésledujicimi vztahy:

X=J@Q)Q (3.1)
F=(J") "7 (3.2)

kde X je vektor rychlosti zobecnénych souradnic (typicky vektor translacni O?L a uh-
lové rychlosti w? s.s. posledniho ramena manipulétoru), Q je vektor rychlosti kloubovych
soufadnic, F' je vektor sil/silovych momenti piisobici na koncovy efektor a 7 je vektor
sil/silovych momentu pusobicich v jednotlivych kloubech manipulatoru (aktuéatorech).

Pro demonstraci dale uvazujme 2 DoF sériovy neredundantni manipulator, tzn. J(Q) €
R2%2 a uvazujme linedrni transformaci mezi rychlostmi (3.1)). Vlastnosti kinematického
jakobidnu jsou déany jeho vlastnimi Cisly A1, Ao ¢i odpovidajicimi &isly singularnimi oy,
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02. Vzhledem k faktu, Ze singularni ¢isla jsou vzdy redlna nezaporna ¢isla, jsou pfirozené
vhodné&jsim ukazatelem, nez &isla vlastni. Graficky vyznam vlastnich a singularnich ¢&isel
jakobidnu J(Q) je znazornén na Obrazku Pro vlastni a singularni ¢isla zfejmé plati:

e Vlastni ¢isla A = [\;], vlastni vektory vy, |[vy,] = 1:
A={VAAeC: det (M - J(Q)) =0} (3.3)
Xi-vy, =J(Q) vy, Vi (3.4)
e Singularni &isla o = [0y], singularni vektory v’ (levy), v (pravy), |[vk || = 1:
o={c=V\: det \I - J(Q) - J'(Q)) =0} (3.5)

Ekvivalentné lze definovat singulérni ¢isla a vektory ze SVD rozkladuE jakobianu

J(Q). viz (562 [A.63):
JQQ)=U-x.vT (3.6)

kde U = [vL vl ] resp. V = [vf o] jsou unitérnﬂ matice jejichz sloupce tvori
levy resp. pravy singularni vektor. 3 = diag(oi,02), 01 > o2 > 0 je diagonalni

matice se sestupné usporadanymi singularnimi ¢isly.

Jednoduchou tpravou vztahu (3.6) zfejmé pro singularni ¢isla a vektory plati:
U-X=JQ)-V = JQ)  vE=0-vL Wi (3.7)

o; o;?
V.2=JQ" U = JQ" vi=0 vl Vi
Grafickd interpretace na Obrazku [3.1] koresponduje s teorii indukovanych maticovych no-
rem, a lze ukazat, viz |78, [35], Zze plati nasledujici omezeni:

max (”"(Q.)'Q”> = e T(Q) = [T(@Q)2 = o (39)
Q 1Q

min (HJ(Q)QH> = omin(J(Q)) = o2 (Obecné posledni sing. ¢islo) (3.10)
Q 1Q

kde || * || je Euklidovska norma (signalu) zobecnénych a kloubovych rychlosti a || % ||2 je
norma matice indukovani Euklidovskou normou.

Tedy plati, Ze horn{ a dolni omezeni na velikost normy zobecnénych rychlosti X lze s po-
moci minimalniho a maximélniho singularniho ¢isla jakobianu psat jako (horni resp. dolni
omezeni v grafické interpretaci odpovida poloméru vepsané resp. opsané kruZnice elipsy
linearni transformace na Obrazku :

omin(J(Q)) - QI < [|X| < 0max(J(Q)) - |1Q (3.11)

Zohlednime-li nyni naopak transformaci mezi silami/silovymi momenty piisobicich na kon-
covy efektor manipulatoru a odpovidajicimi silami/silovymi momenty v kloubech mani-
pulétoru, je tato linedrni transformace vztaZzena transformovanym inverznim jakobidnem
(JT(Q))™, viz . Ze SVD rozkladu lze ukazat (singularni ¢isla transponované matice
se nezméni, zatimco inverze matice hodnoty singularnich ¢isel pfevrati a nasledné usporada
v opa¢ném sledu):

J'Q)'=U-2-vl, X =diag (1, 1) (3.12)

02 01

'Napi. Singularni rozklad matice v Matlabu - funkce svd.
2Pro unitarni matici U plati: U - UT =1
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kde U, V jsou obecné odlisné matice od predchozich a o; jsou singularni ¢isla jakobianu

J(Q).
Z rovnice (3.2)) a (3.11)) tak ekvivalentné vyplyva:

1 1

m ’ HTH < HF” < m : ||’T” (313)

Graficka interpretace je znazornéna na Obrazku [3:2] kde je mozné si vSimnout typické
vzajemné kolmé orientace elips (kinetostaticka dualita).
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0.5
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Obrézek 3.1.: Linearni transformace X = J(Q) - Q
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F[2] 4
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Obrazek 3.2.: Linearni transformace F = (J7(Q))™! - 7 (Singularni ¢isla i vektory nyni
odpovidaji matici (J7(Q))™1)
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Vratime-li se se zpét k pivodnimu zaméru, a to najit vhodné kritérium optimality J(Q),
lze takova kritéria na zakladé vlastnosti jakobianu definovat nasledovné:

e Maximalizace rychlosti koncového efektoru manipulatoru:
Zalozeno na zakladé vztahu . Norma rychlosti || X || koncového efektoru je ma-
ximalizovana. Nebo ekvivalentn&, norma rychlosti kloubovych soufadnic ||Q|| bude
vzdy mensi nez m || X||, kde || X|| pFestavuje poZadovanou normu rychlosti
koncového efektoru:

J(Q) = omin (J(Q)) — MAXIMALIZACE (3.14)

e Maximalizace sil/silovych momenté koncového efektoru manipulatoru:
Zalozeno na zakladé vztahu (3.13). Norma sily/silového momentu || F|| je maximali-
zovana. Nebo ekvivalentné, norma sil/silovych momenti ||7|| pisobicich v kloubech
manipulatoru bude vzdy mensi nez omax(J(Q)) - || F||, kde || F'|| pfestavuje pozado-
vanou normu sily/silového momentu koncového efektoru:

J(Q) = Omax (J(Q)) — MINIMALIZACE (3.15)

e Podminénosti kinematického jakobidnu manipulatoru (kompromis):
Bohuzel, definovana kritéria, tak jak jsou voleny vztahy , jsou prirozené
protichudné, nebot pro singularni ¢isla plati: opin (J(Q)) < omax (J(Q)) a maxi-
malizaci kritéria rychlosti, omin (J(Q)), resp. minimalizaci kritéria sily, omax (J(Q)),
zhorgujeme vzdy opacné, tedy silové/momentové resp. rychlostni vlastnosti manipula-
toru. Pravé z takového diivodu se velmi ¢asto v literatute vyskytuje tzv. . kompromisni*
kritérium, které se snazi v idealnim pfipadé zajisti rovnost minimalniho a maximal-
niho ¢isla jakobidnu (idealné dokonce rovno jedné, coZ je nazyvéano jako izotropni
bod manipulatoru v dané poloze). Takové kritérium je znamo z linearni algebry jako
podminénost maticeﬂ (jakobidnu) a je definovano nasledovné:

1 _ oo (J(Q)) (0,1) — MAXIMALIZACE (3.16)

cond (J(Q))  omax (J(Q))

V pripadé WB(Q)) — 1 tak dostavame optimalni kompromis mezi pfenosem sil
a rychlosti z aktuatort manipuldtoru na koncovy efektor manipulatoru. V grafické
reprezentaci, viz Obrazek [3.1] tak zfejmé& dochazi k piibliZeni elips (pro zob-
razeni rychlosti i sil/momentii) kruznicim. Z jiného pohledu lze také definovat, viz
Kapitola [A.7 Ze je manipulator optiméalng (maximéalng) vzdalen od své singulérnf
polohy. V pfipadé, Ze m = 0, tedy nutné oy (J(Q)) = 0, manipulator se
nachézi v sériové singularité a elipsy degeneruji k vzajemné kolmym tusecce (rych-
losti) a pfimce (sily/momenty). Tedy koncovy efektor se v tomto bodé muze pohy-
bovat pouze do jediného sméru (s kone¢nou rychlosti) a zaroven ve sméru kolmém
udrzi nekone¢né velkou silu/moment pusobici na koncovy efektor (ktery se neprojevi
do sil/silovych momentu aktuétortﬁ). Toto lze samoziejmé dale zobechovat pro vice
DoF manipulatoru. Pfevracena hodnota podminénosti jakobianu m je nékdy
nazyvana také jako tzv. dexterity index.

I presto, Ze podminénost jakobianu reprezentuje vhodné kritérium pro optimalizaci mani-
pulatori, stéle lze v takovém pristupu odhalit celou fadu problémi, které iniciuji k hledani
jinych kritérif optimality. S ohledem na dostupnou literaturu jmenujme nékteré klicové:

3V Matlabu jako funkce cond.
4Takovy singularni stav je nékdy vyuZivan s ohledem na jistou samosvornost mechanismu - typicky napf.
obyc¢ejna prezka.
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e Nekonzistentnost fyzikalnich jednotek

Pravé nekonzistentnost fyzikalnich jednotek odpovidajicim vektortim rychlosti (¢i sil
a silovych momenti) hraji vyznamnou roli v pfipadné porovnani miry optimality na-
vrhovaného manipulatoru. Kinematicky jakobian vztahuje prvky vektord s rznymi
fyzikalnimi jednotkami [m, ™", rad, %I,N ,Nm,...] a ¢islo podminénosti jakobianu
zévisi na aktualné uvazovanych hodnotéch - nelze relevantné porovnévat translaéni
a uhlovou rychlost - napf. vyjadiime-li transla¢ni rychlost v ™2 a thlovou rychlost
v rad, bude se jednat o diametrilné rozdilné hodnoty a jakobian bude tak ziejmé
vykazovat apriori Spatnou podminénost. Tento problém lze kompenzovat vhodnym
normovanim kinematického jakobianu, typicky napf¥. s ohledem na délkové rozméry
ramen (tzv. normovéani piislusnych translacnich rychlosti charakteristickou délkou
ramen manipulétoru). Problémem je ¢asto pravé nalezeni vhodnych normujicich ma-
tic, kterym jsou sloupce/fadky jakobidnu upravovany, napf. pfendsobenim jakobidnu
diagonalnimi maticemi zleva a zprava odpovidajicimu normovani zobecnénych a klou-
bovych soufadnic - proces homogenizace jakobianu, viz [113} [19, 152} 53]. Rada pii-
stupt homogenizace /normovéni jakobianu manipulatoru je obdobna jako v piipadé
realizovanych algoritmu kinematické kalibrace, viz [127].

Poznamenejme, ze v obecném piipadé (bez explicitniho uvazovani fyzikalnich jedno-
tek) se jedné o tzv. vyvaZovani matic (jakobianu) zaloZené napf. na algoritmu nalezeni
podobné matice k matici puvodni, tzn. matice jejiz spektralni vlastnosti jsou totozné
s matici pivodni (shodna vlastni &isla/vlastni vektory). VyvaZena matice vykazuje
navic maximalni moZznou shodu odpovidajicich sloupcovych a fadkovych norem. Vy-
vazena matice vykazuje obecné lepsi podminénost (mensi hodnotu ¢isla podminénosti
cond (J(Q))). Algoritmy vyvaZzovani matic jsou k dispozici napt. v Matlabu (funkce
balance) ¢i soucasti knihovny metod LAPACK (Linear Algebra PACKage) pro feseni
problémdt linearni algebry.

V literatufe lze nalézt dale celou fadu odlisnych piistupt ke stanoveni kriteria op-
timality, které jsou zaloZené na urcitém identifikitoru vlastnosti manipulatoru na
zékladé danych konzistentnich méfeni (vlastnosti), které jsou nezavislé na skutec-
nych fyzikalnich jednotkach ¢i velikosti (méfitku) manipulatoru a zaroven je mozné
kritérium snadno vypocitat. V [69] je kritériem optimality nalezeni takové polohy
manipulatoru a jeho piislusnych kinematickych navrhovych parametri, pro které se
manipulator blizi maximalné izotropnimu bodu (dan pomérem singularnich ¢isel ja-
kobianu) a zaroven dochézi v tomto okoli k minimélni zméné (zajisténi robustnosti
optimalizace). Zcela novy pristup k volbé kritéria je uveden v [63] [64], kde je kri-
térium formulovano na zakladé generovaného vykonu manipulatoru jeho koncovym
efektorem, kde tento vykon je vypocten na zakladé transla¢nich rychlosti a sil resp.
thlovych rychlosti a momentt konajici jednotlivé aktuatory manipuldtoru. V po-
rovnani s vySe uvedenymi kinetostatickymi kritérii pfinasi uvedeny piistup moznost
hodnotit optimalitu manipulatoru relevantné vzhledem k podanému mechanickému
vykonu (nezéavisly na jednotkach, méritku atd.).

e Pouze polohové zavislosti
Je ziejmé, ze vyse uvedena kinetostaticka kritéria optimality (singularni ¢isla, ¢islo
podminénosti) nezahrnuji vy¢erpavajicim zptusobem dynamické vlastnosti manipu-
latoru, nebot jsou zavisla vyhradné na jeho aktualni poloze. Zaroven kompromisni
pristup, tedy nalezeni parametrd manipulétoru s co nejlépe podminénym kinematic-
kym jakobidnem (véetné metod normovani, homogenizace atd.), je vhodny pristup
zejména v piipadé nutnosti obecného vzajemného porovnavani zvolenych manipulé-
tori na zékladé prave kinetostatickych ukazateli. V reilné definovanych problémech,
viz Kapitola v8ak Casto potfebujeme manipulator dimenzovat vyhradné pro kon-
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krétni typ tlohy, a to ¢asto pfimo na danou predepsanou trajektorii pohybu (perio-
dicky se opakujici ¢innosti primyslové nasazovanych manipulatori, viz Piiklad [3.13]
¢i n&jak, s ohledem na dynamické vlastnosti, kvalifikovany pracovni prostor, viz Pfi-
klad V takovych pripadech jsou kinetostatickd kritéria optimality nedostacujici
a je tfeba pristoupit ke generovani kritérii s uvazovanim kompletnich dynamickych
rovnic chovani manipulatoru (zavislych nejen na poloze, ale i na rychlosti a zrychleni
kloubovych soufadnic). Typickym piikladem je optimalizace pohybu redundantnich
manipulatort s ohledem na optimalizace rychlosti resp. sil/momentu v jednotlivych
aktuatorech, viz Kapitola [3.4]

e Zahrnuti omezeni, vypoiradani se se singularitami

V piipadé vypoctu lokalnich kritérii muZze béhem optimaliza¢niho procesu (kdy se
béhem parametrické optimalizace méni kinematické navrhové parametry manipulé-
toru) snadno dojit k situaci, Ze se manipulator dostéava do singularni polohy (miZe byt
oSetfeno napf. kinetostatickymi kritérii viz vyse) nebo dokonce pro dany vySetfovany
bod trajektorie (daného pracovniho prostoru) neexistuje feseni IGM. Tato situace je
velmi nebezpecné, nebot pravé IGM je v uvazovanych optimaliza¢nich procesech
jedna z prvnich feSenych tloh (nalezeni odpovidajicich poloh kloubtt manipulétoru)
a na jejim zékladé jsou pocitany vSechny ostatni kinematické a dynamické vlastnosti
manipulatoru. V optimalizaénim procesu se proto ¢asto musi uvazovat dana omezeni
na pripustné hodnoty kinematickych navrhovych parametri, existenci feseni IGM,
viz [105], ¢i omezeni na nékteré dalsi stavy manipulatoru (pfiblizeni k prekaZce, maxi-
malni/minimalni povolené hodnoty aktuatori atd.). Vzhledem k nutnosti koncipovat
optimaliza¢ni proces robustné se proto ¢asto voli princip penalizace, viz [88, [104],
kdy je k danému kritériu optimality jesté aditivné piidavana penaliza¢ni ¢ast hodno-
tici miru poruSeni uvazovanych omezeni. Princip penalizaci je vyuzivan také v dale
uvazovanych optimalizacnich procesech.

Globalni kritéria

Zatimco lokalni kritéria optimality vypovidaji o vlastnostech manipulétoru v jednom da-
ném pracovnim bodu (at uz se jedna o jeden bod na konkrétni planované trajektorii ¢i
jeden bod z pracovniho prostoru manipulatoru), v piipadé kritérii globalnich uvazujeme,
Ze vlastnosti manipulatoru jsou hodnoceny pfes celou trajektorii ¢i pfes cely pracovni pro-
stor manipulatoru. Casto jsou takové kritéria reprezentovana bud integraly pres danou
trajektorii ¢i pracovni prostor jejichz argumenty byvaji pravé lokalni kritéria optimality
¢i sumou lokédlnich kritérii vypoctenych pres definovanou diskretizovanou mnozinu, viz
Kapitola [3.4 Alternativnim piistupem jsou dale globalni kritéria optimality zaloZzené na
principu minimalizace resp. maximalizace maximalni resp. minimalni hodnoty lokalniho
kritéria optimality pres cely uvazovany pracovni prostor (metody typu minmax resp. ma-

zmin), viz Kapitola [3.3]

3.2.2. Definice optimalizacnich aloh

Obecné lze tlohu kinematické optimalizace manipulatoru definovat jako tlohu nalezeni
takovych kinematickych navrhovych parametrii manipulator, které optimalizuji (minima-
lizuji/maximalizuji) dané kritérium optimality (lokalni ¢ globalni). Casto je dale vedle
optimalizace uvaZzovaného kritéria optimality nutné jesté zvazit nékteré definovana ome-
zeni, a to at uz ve taru rovnosti ¢i nerovnosti. Takovy problém lze poté formulovat jako
nalezeni optimalniho feSeni (hodnoty kinematickych navrhovych parametri) na definované
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restrikci uplného stavového prostoru (prostoru kinematickych navrhovych parametri). Né-
kdy je takové tloha oznacovana jako nalezeni vazaného extrému funkce. Z matematického
hlediska lze uvazovanou optimaliza¢ni tlohu definovat nasledovné:

6* = arggmin (J(Xoptv E))
€=

T (Xopt) = J(Xopt, ) = min (J(Xopt §)) (3.17)

vzhledem k omezeni: Eq(X,€) =0
Ineq(X,€&) >0

kde J(Xopt, &) je skalarni hodnota kriterialni funkce, £ je vektor vySetfovanych parametri
z pripustné mnoziny = (spojité ¢i diskrétni, viz Obrazek , platnost optimalizace na
prostoru hledangch parametri), X je stav manipulatoru v pracovnim prostoru (obecné
napf. poloha, rychlost a zrychleni koncového efektoru ¢i kloubti) z uvazované mnoziny, pres
kterou dochézi k optimalizaci X opt (v piipadé uvazovani lokalniho kritéria je mnozina X opt
prirozené jednoprvkovéi na rozdil od pfipadu uvazovani globalniho kritéria, kdy mnozina
Xopt zahrnuje celou mnozinu stavi, viz Obréazek platnost kritéria optimalizace na
pracovnim prostoru). Funkce Eq(X, &) resp. Ineq(X, £) definuji omezeni dana rovnostmi
resp. nerovnostmi.

47



N2

Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizenf - parametricka optimalizace

(&Jureanpinas)
Augwz auazineN

eLSIY BJOUPOY
Jupwido

Answeled anoyineu
onewsuny jujewndo

(‘pye Tpuliswod
auaepld Juspanez)
90BWLIOJSUBI|

wg|qoid Jujus|eAIAYS
BU 90BWIOSURL |

Ayjewndo
winLgY|

‘pie ‘1oezijeuad epojd|N

eL9)Y Joupoy

mogm >moz_ml Jurgwdo ‘weded "yiaeu "upy
BUIZOUW mE.w:u.c.n_
AdNLSRId [NGYVANVLS opELLBN PO
1oezijewndo oid
_ .—. w OZN OE _z >_ .—-<zmm .—.l—< Jojsoud -oeud Auenozenn

(nnewesed yoLuepe]y nioysoid eu)
3OVZITVNILIO LSONLV 1d

(nioysosd wjuaoseid BU)

JOVZITVIWILLO VNI LMY LSONLYd
(FoVINWIS ‘dAL) IOVZITVINILAO

AANLSAA [ AdNLSA

>z

Obréazek 3.3.: Pristupy k parametrické optimalizaci kinematiky manipulatora véetné vy-
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3.2. Soucasny stav problematiky parametrické optimalizace

Celkovy nahled na feSeni definované optimaliza¢ni Glohy parametrické optimalizace je gra-
ficky znazornéna na Obrazku [3.3] Diskutujme déle nékteré zakladni predpoklady, které
diferencuji rizné pristupy k definici a FeSeni optimalizacni tlohy. Zasadni stavebni prvek
optimaliza¢ni dlohy tvofi pravé definice vhodného kritéria optimality, kterym jsme se jiz
zabyvali vyse. Z celkového pohledu na vysledky optimaliza¢ni dlohy lze dlohu délit na lo-
kalni optimalizaci, kdy je vysledkem néjaké lokalni optimum a globaln{ optimalizaci, kdy
lze prohlésit, Ze nalezené optimum méa globalni platnost pfes cely prostor uvazovanych
kinematickych navrhovych parametrd, tedy mnozinu E. Regenf uvazované optimaliza¢ni
tlohy lze dale obecné délit na standardni metody zalozené na TeSeni obecnych optimali-
zaCnich 1loh a alternativni metody, které vyuzivaji k feSeni tloh transformaci ptivodniho
optimaliza¢niho problému na problém ekvivalentni (¢asto jsou alternativni metody spo-
jeny s TFeSenim specifickych optimaliza¢nich dloh a integruji do optimaliza¢nich pristupt
poznatky pravé z vybrané problémové oblasti).

3.2.3. Standardni pristupy k reseni

Budeme-li na optimalizac¢n{ tlohu nahlizet jako na obecny problém nalezeni optima neli-
nearni skalarni funkce J(X, €) vice proménnych (vektor &) s uvazovanim omezenich typu
rovnosti a nerovnosti, 1ze nalézt celou rfadu piistupt, které jsou velmi detailné shrnuty
v celé fadé publikaci, viz [104], 88| [78]. Vzhledem k tomu, Ze cilem ptedlozené prace neni
explicitné hledat nové metody FeSeni obecné optimalizacni tlohy, soustfedme se pouze
na zékladni moZnosti a charakteristiky s ohledem na vyuziti standardnich algoritmu pro
optimalizaci kinematiky manipulatort. Nésledujici struény souhrn standardnich pfistupi
k TfeSeni je prilozen z divodu moznosti vytvoreni komplexniho ndhledu na obecny problém
optimalizace.

Vzhledem k faktu, Ze hledani nevazanych extrému (optimalizace bez omezeni) je pfirozené
jednodussi ulohou, jednim z moZnych pfistupt je transformace uvazovanych omezeni do
hodnoty kriteridlni funkce formou penalizaci. V takovém piipadé funkce definujici omezeni
Eq(X,¢) € RMa Ineq(X, &) € RNnea formuji tzv. penalizacni funkci Jpen(X,€), kterd
je poté piicitana k hodnoté tcelové funkce Jon;(X, &) a celkové tvoii vyslednou kriteridini
funkei J(X,€):

J(Xag) = Jobj(ng) + Jpen(ng) (318)

kde Joni (X, &) je ucelova funkce zaloZena na zvoleném kritériu optimality, viz Kapitola
a penaliza¢ni funkce je definovana jako:

Neq Nineq
Ton = > (K- PP+ Y (Kf‘eq : P;neq) (3.19)
i j

kde K9 resp. K}neq jsou penaliza¢ni konstanty odpovidajici omezenim typu rovnosti resp.
nerovnosti a

eq O pokud Eq(X,€&)[i]] =0

b {rEq(X,s) []]  pokud Eq(X,€)i] #0
pinea _ {0 pokud Ineq(X,&)[j] >0
J Ineq(X, &)[j]| pokud Ineq(X,&)[j] <0

Piistupy vyporadani se s omezenimi formou penalizaci jsou ¢asto vyuzivany [105] [75] 110,
20, 104}, B8] praveé pro svou robustnost a jednoduchost s ohledem na integraci do optimali-
zacniho algoritmu bez uvazovani omezeni. Pfistup navic umoznuje realizovat tzv. ,,mékka“
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

omezeni, kdy 1ze vhodnou volbou penalizacnich konstant definovat kompromis mezi ucelo-
vou a penaliza¢ni funkei (tedy kritériem optimality a omezujicimi podminkami). S ohledem
na konvergenci optimaliza¢niho algoritmu je za urc¢itych podminek vhodné dynamicky mé-
nit (typicky navySovat) hodnotu penaliza¢nich konstant, a docilit tak postupného nalezeni
vazaného extrému, viz napt. [103]. Metoda penalizaci je vyuzivana i v uvedené praci v Ka-
pitole [3.3

V piipadé uvazovani omezeni typu rovnosti (hledani extrému lezictho na dané nadploge)
se nabizi vyuziti standardniho FeSeni optimalizacni tlohy na zakladé integrace takovych
omezeni do optimaliza¢ni tlohy prostfednictvim metody Lagrangeovich multiplikdatori a
definovani rozsifeného kritéria jako:

T (Xopt, €) = J(Xopt, &) + AT - Eq(X opt, €) (3.20)

kde A je vektor Lagrangeovych multiplikatort.

Resenim soustavy rovnic nutné podminky existence extrému

aj(Xoptn E)
9

poté ziskavame lokalni hodnoty optima £*, A*. BohuZel, analytické feSeni ziskané soustavy
algebraickych nelinearnich rovnic neni v piipadé kinematické optimalizace manipulatoru
v drtivé vétsiné pripadi mozné vypocitat s ohledem na slozité vztahy ucelové a penali-
zacni funkce (v piipadé globalnich kritérii optimality je kritérium navic ¢asto pocitano
v diskretizovanych bodech uvazovaného prostoru Xp¢). Poznamenejme, Ze nutna pod-
minka existence extrému je zaroven podminkou postacujici pouze v pripadé, Zze tcelova i
penaliza¢ni funkce je konvexni funkei, viz [104] 88].

aj(Xoptn E)

=0
’ oA

=0

V piipadé feSeni obecnych nelinearnich tloh s obecné nelinedrnimi omezenimi typu rovnosti
jsou pak Casto tyto tlohy feSeny itera¢né s lokilni aproximaci ucelové funkce a funkce
omezeni vhodnym modelem (typicky kvadratickou aproximaci tcelové funkce a linearni
aproximaci omezeni). V kazdém kroku iterace je tak nalezené lokalni FeSeni (pfirtstek
ve smyslu sméru a velikosti vektoru hledanych parametrii) vyuzito k aktualizaci feSeni
soucasného (napf. v kombinaci s algoritmy line search, viz dale).

V oblasti matematické optimalizace byl a je dlouhodobé kladen pozadavek na zahrnuti
nejenom omezeni typu rovnosti, ale také omezeni typu nerovnosti. Opét vyvstava otazka,
jak pfirozené pouzit optimalizaci s omezenim typu rovnosti a omezeni typu nerovnosti do
nich ur¢itym zptsobem transformovat. Jednou z moznosti je transformace omezeni ve tvaru
nerovnosti do omezeni ve tvaru rovnosti zavedenim piidavnych proménnych v nasledujici
podobé:

Ineq(X,€)[j] <0 — Ineq(X,&)[j] +6; =0

Tedy zavedenim pridavné proménné 6; a feSenim optimalizac¢ni tlohy s omezenim typu rov-
nosti je pivodni omezeni typu nerovnosti vzdy splnéno pro libovolnou nalezenou hodnotu
ptidavné proménné 6;, nebot: Ineq(X, §)[j] = —9]2.
Specialnimi pfipady optimalizace s omezenimi typu nerovnosti jsou tlohy:
e Linearni programovani
Linearni programovani fesi typicky optimaliza¢ni tlohu, kde jsou tcelova funkce i
omezeni uvazovany jako linedrn{ vzhledem k optimalizovanym parametrim. ReSeni

tlohy tak odpovida nalezeni extrému tcelové funkce definované linedrni nadplochou
na nadroviné definované uvazovanymi omezenimi. Bez Gjmy na obecnosti vypustme
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3.2. Soucasny stav problematiky parametrické optimalizace

z ucelové funkce a funkce omezeni zavislost na prohleddvaném pracovnim prostoru
X opt, tlohu linedrniho programovani muzeme potom definovat jako:

£* = argmin (Jop;j(§)) = argmin (cT ¥3)
== §€E (3.21)

vzhledem k omezeni: Ineq(§) =A-£—-b<0

kde € > 0 a c resp. A a b jsou pfisluné numerické matice/vektory parametrizujici
linearni predpisy pro ucelovou funkci resp. omezeni.

Grafickd reprezentace linearniho programovani je znézornéna na Obrazku Je
ziejmé, ze hledané optimum bude jediné a bude lezet vzdy v nékterém z extremalnich
bodu definovanych jako priseciky primek linedrniho omezeni. V literatufe je mozné
nalézt efektivni metody k reSeni tloh linedrniho programovani, napt. Simplexovi
algoritmus atd., vice v [7§].

35

3

250

Jobj ()

Ugelova funkce
Jobi(€) =T - €&

radient

U .
/ucelove funkce
p e 4
-

. ..Vrstevnice
S S
s UCelove funkce

Obrazek 3.4.: Princip linedrniho programovani

e Kvadratické programovani (QP)
V pfipadé, Ze uvazovana tucelova funkce ma tvar kvadratické funkce a omezeni nerov-
nostmi zustava linearni funkci, mluvime o tzv. kvadratickém programovani:

£ = argmin (Jou;(€)) = argmin (;gT Qg+ s)

£c= £cE
vzhledem k omezeni: Ineq(§) =A-£€—-b<0
(3.22)

kde £ > 0 a Q, cresp. A a b jsou prislusné numerické matice /vektory parametrizujici
kvadraticky predpis pro tcelovou funkci resp. linearni predpis pro omezeni.

V pripadé kvadratického programovani se stale jedna o konvexni tlohu, tedy feseni
na omezené mnoziné prohledédvanych parametri v takovém piipadé existuje jediné,
a to bud uvnit¥ prohledavané mnoziny (jako extrém kvadratické funkce) ¢ na hra-
nicich mnoziny (jako extrém kvadratické funkce na restrikci dané rovnostmi - piim-
kami v uvaZovaném omezeni) nebo v extremalnich bodech uvazované mnoziny (tedy
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

v prusecicich pfimek definujici linearni omezeni). V literatufe je opét moZné nalézt
celou fadu algoritmt, napf.: algoritmy zaloZené na splnéni nutnych Karush-Kuhn-
Tuckerovijch podminek existence vazaného extrému, metody zaloZené na stanoveni
aktivni mnoziny omezeni (ta omezeni, které jsou v aktualnim kroku algoritmu na hra-
nici splnéni, napf. Theil and Van de Panne method, viz [104]), dale potom interior
point methods, rozsirend metoda Lagrangeovijch multiplikdtord atd., vice v [7§].

e Sekvenéni kvadratické programovani (SQP)
V pripadé obecné uvazované optimalizacni tlohy, tedy obecné nelinearni ucelové
funkce a nelinearniho omezeni nerovnostmi, definované jako

§" = argmin (Jop;(£))
ge= (3.23)
vzhledem k omezeni: Ineq(€) <0

kde Jobj(&) je nelinearni ucelova funkce a Ineq(§) je nelinearni funkce omezeni,

je Casto vyuzivanym algoritmem tzv. metoda sekven¢niho kvadratického programo-
vani, kterd v kazdém k-tém itera¢nim kroku (bodu ;) algoritmu lokalné aproximuje
ptvodni dlohu jako dlohu kvadratického programovani:

(1
Agj, = argmin <2A£f Q- A&y + Aik)
L=

vzhledem k omezeni: Ay - A&, + b, <0

= A¢

(3.24)

9% Jobj DJobj o1
kde Q. = Bg(g) le=¢,» cx = gé(ﬁ) le=¢, & Ax = ngg(g) le=¢,» br, = Ineq(&y).

A zéaroven pro dalsi iteraci plati:

§iv1 =&kt Ag,
kde « je konstanta zesileni (napf. FeSena prostFednictvim metod line search).

Jako alternativu k metodé SQP lze povazovat tzv. Dynamic Q-method, viz [108],
kdy je v kazdém k-tém itera¢nim kroku vyuzita (misto kvadratického programovani)
metoda Spherical quadratic steepest descent method (SQSD), viz [107], vyuzivajici
aproximace kriterialni funkce sférickou kvadratickou funkei - s pozitivné definitnim
Hessianem (diagonalni matice se shodnymi prvky).

Poznamenejme, Ze soucasti metody mohou byt vedle omezeni typu nerovnosti také
omezeni typu rovnosti (ekvivalentni s FeSenim tuloh prostfednictvim metody Lagran-
geovych multiplikdtori, viz vyse). Metoda sekvenéniho kvadratického programovani
se dnes fadi mezi nejefektivnéjsi algoritmy nelinearni optimalizace s omezenimi a je
s ruznymi modifikacemi implementovina v podstaté ve vSech vypocetnich softwaro-
vych nastrojich (Maple, Mathematica, Matlab atd.).

Zabyvejme se dale vyhradné optimaliza¢nimi algoritmy bez omezeni s predpokladem, Ze
pripadna omezeni jsou prirozené integrovana do tcelové funkce formou penalizaci, a formuji
tedy obecnou kriteridlni funkci, viz vySe. Metoda penalizaci je v praci dale vyuzivana
zejména z nasledujicich duvodi:

e Jednoduché intuitivni integrovani omezeni typu rovnosti i nerovnosti
e Robustnost algoritmu (stabilni algoritmy optimalizace)

e MoZnost vazit omezeni (a volné piechézet mezi ,tvrdymi“ a ,mékkymi“ omezenimi)
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3.2. Soucasny stav problematiky parametrické optimalizace

e MozZnost vyuziti algoritmu optimalizace bez omezeni
e Moznost zahrnout v podstaté libovolna omezeni (nehladka, nespojita, diskrétni atd.)

Vratme se nyni k samotnému principu feSeni optimaliza¢nich tloh z pohledu analyzy uce-
lové funkce a funkci piipadnych omezeni. Z tohoto pohledu lze délit optimalizaéni metody
na metod gradientni a negradientni, prirozené podle toho, zda-li ke své ¢innosti vyzaduji
znalost gradientu (potazmo Hessianu ¢ vysSich parcidlnich derivaci) kriterialni funkce,
nebo sta¢i pouze znalost jeji funkéni hodnoty. Intuitivné lze predpokléddat, Zze znalost
gradientu funkce, pripadné vyssich parcidlnich derivaci, umoziuje napf¥. v itera¢nich al-
goritmech volit vhodné&jsi sméry ¢i prirtstky prohledéavani stavového prostoru (zrychleni
algoritmu), dokazovat pifitomnost lokélnich extrémii funkce (a/nebo sedlovych bodu) ¢i
formulovat odpovidajici modely (aproximace) kriterialni funkce. VSechny tyto vyhody jsou
v8ak vykoupeny dalsimi vypocetnimi naroky na uréeni takovych parciadlnich derivaci (¢
jejich dostatecné presného odhadu) veetné komplikaci v situacich, kdy z divodu nediferen-
covatelnosti kriteridlni funkce nelze tyto parcialni derivace pocitat ¢i v disledku slozitosti
kriteridlni funkce je jejich vypocet netimérné slozity (napf. pii hledani analytického pred-
pisu dochéazi k velké symbolické expanzi).

Gradientni metody

V nésledujicim textu jsou strucné shrnuty zékladni pristupy k lokalni optimalizaci bez
uvazovani omezeni. Informace jsou ¢erpany zejména z publikaci [78] 88, [104], kde lze na-
lézt podrobnou analyzu a vysvétleni jednotlivych metod. Typickou vlastnosti gradientnich
algoritmu FeSeni je velmi Casto konvergence do néjakych lokalnich optim a jejich globélni
platnost lze korektné dokizat pouze pro silné omezené definovanou optimalizacni tlohu,
napf. v pripadé konvexnosti kriterialni funkce. V pfipadé, Ze je zaddané hledat globalni
algoritmy spoustény z riuznych pocatec¢nich podminek na zakladé jejich ur¢itého vybéru, at
uz se jedné o ndhodny vybér, ¢i vybér podporeny néjakou heuristikou vychézejici z hlubsi
znalosti optimalizac¢ni tlohy.

Piedpokladejme skalarni kriterialni funkci vektorového argumentu J(&) a jeji prislusny
Tayloruv rozvoj v &:

T(€) % J(€) + GE)AE + L AETH(EAE + .. (3.25)

2
kde gradient je G(§;,) = &57(55”5151@ a Hessian H (&) = 88‘2(25) le=¢, -

Mezi zakladni gradientni algoritmy pro lokalni optimalizaci lze zafadit nasledujici:
Metoda nejvétstho spadu
Jednoducha metoda zaloZend na vypoctu gradientu kriterialni funkce (sméru nejvétsiho

rustu) a posunu aktualniho hledaného feSeni (argumentu) v zaporném sméru gradientu
vazeném danou konstantou « (nap¥. proménnou).

Er1 =& —a-GT(&) (3.26)

Nevijhody:

Pomala konvergence v blizkosti optima (z diivodu nerespektovani vyssich ¢lent Taylo-
rova rozvoje, pouze linearni aproximace v okoli sou¢asného argumentu), konvergence zavisi
striktné na volbé konstanty .

Newtonova metoda
Zalozena na aproximaci nelinearni kriterialni funkce funkei kvadratickou (Tayloriv rozvoj)
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

a vypocet TeSeni pro nalezeni minima této kvadratické funkce. Nalezené feSeni je pouZzito
jako prirtstek argumentu pivodni funkce v nasledujici iteraci algoritmu.

TE€) o J(E) + GE)AE+ JAETH(E,)AE

approx.
aJ(§) 1 T (3.27)
—— = AE=-H G '
OAE 0 = A¢ (€x)G" (&)
Erp1 = & + AL
Viyjhody:
Podstatné rychlejsi konvergence (o ¥ad presnéjsi lokalni aproximace ptivodni funkee).
Nevyghody:

Kromé gradientu funkce nutno pocitat i Hessian, pro obecnou funkci nemusi nalezeny smér
v daném kroku algoritmu vést na posun argumentu smérem k minimu A&, nebot nemusi
byt splnéna nutna podminka (smér vypoéteného posunu je promitnut do sméru nejvétsiho
spadu funkce):

G(&) - AE <0 = —G(&)H (£,)G (&) <0 (3.28)

Tzn. pro H (&) > 0 nalezeny smér A€ vede na snizovani hodnoty funkce, pro H (&) < 0
vede na zvySovani hodnoty funkce a pro H (&) = 0 nelze jednozna¢né rozhodnout (sedlovy
bod). Pro obecné funkce lze experimentalné ovérit, ze Newtonova metoda muze byt znaéné
nespolehliva a je tfeba hledat dalsi vylepseni.

Line search

Metody zaloZené na tomto principu hledaji feseni nedostatki predchozich metod s ohledem
na zajistén{ konvergence algoritmu. Metody jsou zalozené na principu, ze v kazdém kroku
iterace je nalezen smér s; spadu kriterialni funkce (viz predchozi metody) a vzdalenost
posunu v tomto sméru (v naSem piipadé hodnota konstanty « odpovidajici posunu po
pfimce daného sméru) je vhodné volena:

-G'(&)
Epr1 = & T ars(&y), s(&) = —H (£,)G" (&)

Najdi takové oy pro které plati: J(ay) = J(&;, + axs(€),)) — min.
(3.29)

Vyhody:

Efektivni algoritmus, pokud gradient (Hessian) lze efektivné a rychle poéitat, lepsi konver-
gence.

Nevyjhody:

Jak efektivné fesit nalezeni oy, tedy minimalizaci funkce J podél pFimky. (Mozné pFistupy
jsou zaloZzeny napf. na backtracking line search, Wolfe, Goldstein conditz’onsﬂ podrobnosti
viz [78]).

Trust region
Metody, jejichz princip dopliiuje metody line search. Zatimco pro metody line search plati,

5Wolfe condition - zahrnuje dvé podminky na volbu konstanty ou:
1. J(€, +ars(€y)) < J(&,)+c1-anG(€L)s(€L), a1 € (0,1): Funkce J poklesne posunem ay, v prohleda-
vaném sméru s(&,;) o vétsi hodnotu nez linearni klesajici funkce s klesanim danym primétem zvoleného
sméru s(&,) do sméru nejvétsiho spadu G(&,), splnéno i pro nekoneéné malé oy - proto:
2. [G(&, + arsk(&L))] s(€x) = c2 - G(&,)s(&L), c2 € (c1,1): Mira poklesu funkce (dana priimétem zvo-
leného sméru s(§,) do sméru nejvétsiho spadu G(&,)) v bodu &, + arsk(§,) je mensi nez v bodu
ptvodnim &, (tedy, posunem diky ay se pravdépodobné blizime k extrému).
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3.2. Soucasny stav problematiky parametrické optimalizace

7e je nalezen smér prohledavani v daném kroku a néasledné optimalizované hodnota parame-
tru posunu «, kterd minimalizuje kriterialni funkci J, pro metody trust region je nejprve
nalezena duavéryhodné oblast v prostoru argumentu kriteridlni funkce, kde je kriterialni
funkce ,,dostate¢né piesné“ aproximovana néjakym modelem (napf. funkei kvadratickou).
Hodnota pfirtstku argumentu kriterialni funkce v dané iteraci algoritmu je pak dana exakt-
nim vypoc¢tem argumentu minima (aproximovaného) modelu kriterialni funkce. Typickym
prikladem takového algoritmu je napt. Levenberg - Marquardt algoritmus:

Algoritmus vychazi z metody nejvétsiho spddu a Newtonovy metody a vhodnym zpisobem
je kombinuje. Je znamo, Ze zatimco metoda nejvétsiho spddu piindsi zlepSeni v iteracich
algoritmu, kdy je pocatecni argument daleko od hledaného optima, Newtonova metoda
naopak vykazuje lepsi konvergenci v pifipadé argumentu nachéazejiciho se blizko hledaného
optima. Hledany smér s(&;) posunu argumentu je tak dan jako:

s(&r) = — [H(&) + M- G (&) (3.30)

kde I je jednotkova matice p¥islusnych rozméru a A je konstanta.

Je zfejmé, Ze pro A — +oo plati, Ze hledany smér s(&;) — —%GT(Ek) (metoda nejvétsiho
spddu) anaopak pro A — 0 plati, ze hledany smér s(€;,) — —H1(&,)GT (€,,) (Newtonova
metoda).

Vysledny algoritmus tedy v kazdém kroku upravuje volbu konstanty A (davéryhodné ob-
lasti) nasledovné:

1. Vypocti: s(&;) = — [H (&) + M| GT(&y) = &y = &+ 5(€y)

2. e Pokud J(&,) < J(&;) pak zvétsi hodnotu divéryhodného regionu Ay = 3 - Ay,
k = k41 (ptiblizeni k efektivnéjsimu Newtonovu algoritmu) a pokracuj bodem
1.

e Pokud J(&;,1) > J(§) (region je piilis velky a nevede ke zlepSeni), potom
zmensi hodnotu regionu A\, = 2 - Ay (pfiblizeni k metodé nejvétsiho spidu) a
pokra¢uj bodem 1 (pro stejné k, dokud nedojde ke zlepseni).

Vijhody:

Rychlejsi konvergence, omezeni mozné divergence algoritmu.

Nevghody:
Nutny vypocet Hessianu.

Metoda konjungovanich gradienti

Uvazujme nyni kriterialni funkci J(&) ve tvaru kvadratické funkce dimenze N, & € RV,
Problém u pfedchozich uvedenych metod spociva ve volbé sméru prohledavani s(€) a lze
ukazat, Ze pocet potfebnych iteraci (vypocet sméru, pripadné alg. line search) neni konecny
(zavisi na volbé konkrétni metody, pocateéni podminky atd.). Toto je zptsobeno predevsim
faktem, Ze smér vektoru s(&€) a velikost posunu « (line search) v tomto sméru neni opti-
méalni vzhledem ke tvaru (plochy) kriterialni funkce a v jednotlivych iteracich algoritmu
je argument &, posunut o A, takovym zpisobem, ze néktery z nasledujicich kroku tento
posun zpétné ¢astecné stornuje - ¢asteéné rusi predchozi prispévek (sméry nejsou ortogo-
nalni vzhledem ke kiivosti funkce). Metoda konjungovanych gradienttt umoziuje itera¢nim
zpusobem vypocitat posloupnost takovych smért s(§;,) a posunt ag, ze je nalezeno presné
FeSeni pro optimum kvadratické kriterialni funkce pravé po koneéném poctu krokt, pocet
kroku je ddn fadem N kvadratické funkce. Metoda konjungovanych gradientt lze rozsitit
na hledani optima obecné nelinearni funkce (jiz obecné s nekoneénym poctem kroku ite-
race). Velmi piehledny tvod ilustrujici problematiku optimalizace prostfednictvim metody
konjungovanych gradienti je popsan v [99].
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Viyjhody:
Efektivni metoda feSeni v kone¢ném poctu kroku pro kvadratickou funkci, obecné lepsi
konvergence.

Qasi-Newtonova metoda

Jedna se analogii k Newtonové metodé, kde oviem predpokladame, ze Hessian funkce J(&},)
nelze pocitat efektivné (symbolicky, rychle, pfesné atd.). Na rozdil od metody nejmen-
siho spadu vsak pozadujeme lepsi konvergenci (nez pouze na zakladé znalosti gradientu
G(&,)). Je intuitivné jasné, Ze v piipadé aproximace funkce J muze nastat situace,
kdy aproximace neni konvexni funkci, tedy Hessian H (&) neni positivné definitni ma-
tici a nalezeny smér Ag, tak nutné nekoresponduje s lokalni konvergenci k minimu, viz
. Qasi-Newtonova metoda predpokladé, ze v kazdém itera¢nim kroku algoritmu bude
poc¢itan odhad Hessianu H (§;,) ve tvaru symetrické, pozitivné definitni matice (= kon-
vexni aproximace, Qasi-Newtonova metoda muze byt tak dokonce efektivnéjsi nez metoda
Newtonova). Princip nalezeni aproximace Hessidnu symetrickou pozitivné definitni ma-
tici rozdéluje Qasi-Newtonovu metodu dale na rtzné varianty. Napt. zakladni algoritmus
Davidon-Fletcher-Powell (DPF), ktery vychazi z podminky rovnosti gradientiu kvadra-
tické funkce aproximujici funkei J ve dvou po sobé jdoucich iteracich (spole¢né s uvazenim
Wolfe condition a podminky maximalniho pfiblizeni k predchozimu odhadu Hessianu), dale
potom algoritmus Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), jako modifikace algoritmu
DPF a nékteré dalsi. Alternativou k aproximaci Hessianu je tzv. Spherical quadratic steepest
descent (SQSD) metoda, viz [107], ktera vychéazi z aproximace kriterialni funkce sférickou
kvadratickou funkei (s diagonalnim Hessidnem se stejnymi hodnotami na diagonale).

Vyhody:
Rychla metoda bez nutnosti pocitat Hessian (rizné modifikace algoritmi odhadu Hessi-
anu).

Negradientni metody

Dulezitou vlastnosti vSech gradientnich algoritmii je potieba vypoctu gradientu (pfipadné
Hessianu) kriterialni funkce ¢i jejich numericka aproximace. Vzhledem k matematické slo-
zitosti kriterialnich funkei (véetné napf. penalizacnich pFispévki od uvazovanych omezeni)
lze Casto narazit na zésadni omezeni s ohledem na pouziti gradientnich algoritmi, jedné
se zejména o:

e Symbolicky vypocet gradientu, zvlasté pak Hessianu, je natolik sloZitou funkei (sym-
bolicka expanze), Ze jejich pouziti v iteracich optimaliza¢niho algoritmu je v podstaté
nemozné (jenom dosazovani konkrétnich hodnot vyzaduje velky vypocetni ¢as, pro-
blém s vypocetni presnosti), dalsi manipulace s mnohaclenymi vyrazy je obtizna.

e Numericky odhad gradientu ¢i Hessidnu vede na navySeni potfebného ¢asu pro iteraci
optimaliza¢niho algoritmu (za pfedpokladu pot¥eby mmnoha iteraci se problém stava
nefesitelny v rozumném case), problém s presnosti odhadu.

e Kiriteridlni funkce muze vykazovat ,nepiijemné*“ vlastnosti s ohledem na spojitost
a hladkost (napf. vlivem nastaveni velkych penaliza¢nich konstant pro dana ome-
zeni) = moznost velmi S§patné numerické stability v iteracich gradientnich algoritmu
(zejména pak numerickych odhadi gradientu a Hessianu) = selhani pouZité metody
= malo robustni algoritmy (selhani algoritmu v pokro¢ilém vypocetnim ¢asu, napf.
po nékolika hodinach béhu).

e V nékterych pripadech optimalizacnich tloh muZe byt velmi obtiZzné ¢i dokonce ne-
mozné formulovat pfedpis kriterialni funkce. Jedné se zejména o pripady, kdy hodnota
kriterialni funkce je ziskdna ze simula¢niho experimentu (napf. spusténim simulace
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v prostfedi SimMechanics s vyuzitim pokrocilych blokt pro modelovani mechanic-
kych systémi).

1. Algoritmy primého prohledavani (Direct search)

Zasadni pfednosti algoritmu pfimého prohledavéni je zejména jejich robustnost, necitlivost
k numerickym chybam a jednoduchost s ohledem na implementaci. Jmenujme piiklady
nékterych zakladnich algoritmu, relativné podrobnéa analyza dostupnych metod prfimého
prohledavéni je uvedena v [50].

Pattern search algoritmus (PSA)

Algoritmy pfimého vyhledavani jsou zalozené na prohledavani okoli kriterialni funkce v dis-
krétnich bodech, které jsou vypocteny dle dané predlohy (pattern). Pfedlohou je casto
mnozina smérovych vektoru (tzv. baze) definovanych nad prostorem optimalizovanych pa-
rametri (defini¢ni obor kriterialni funkce). V kazdém kroku algoritmu je generovana od-
povidajici mfizka (mnozina diskrétnih boda v definiénim oboru kriterialni funkce), ktera
vznikne vynéasobenim smérovych vektori piislusnou velikosti m¥izky (skalarni konstanta)
a pri¢tenim k soucasnému argumentu funkce. Dalsim krokem je volba (polling) nového
argumentu funkce vybérem optimalniho (minimalniho) bodu z mnoziny vygenerovanych
hodnot. V piipadé Ze bod na miizce s minimalni hodnotou kriteridlni funkce je mensi nez
hodnota kriterialni funkce soucasného bodu, je sou¢asny bod nahrazen bodem takto na-
lezenym (aspésna volba). V pripadg, Ze tomu tak neni, zistava soucasny bod do dalsiho
kroku iterace algoritmu (netspésna volba). V algoritmu je déle uvazovana modifikace veli-
kosti generované mrizky prostiednictvim zvySovani/snizovani skalarni konstanty. V piipadé
neuispésné volby je zpravidla tato konstanta snizovana, tedy je zmenSovan lokalné prohle-
davany defini¢ni obor kriterialni funkce (konvergence k optimu). V opa¢ném piipadé mize
byt konstanta zvySovana, coZ vede na Sirsi ,,globalni“ prohledéavani defini¢niho oboru krite-
rialni funkee (tedy i ke zvyseni pravdépodobnosti nalezeni potencialniho globalniho optima
- nelze vSak garantovat). Néstin algoritmu je znazornén na Obrazku

body gen. mfizky
L——d

&2 ®

uspésna volba

smeér. vektory (baze)

OS]
o
e“‘

7%

prohledavani s konstantni vellkostl mfizky

ik

Kriterialni funkce: J [51 §2 1

Obrézek 3.5.: Grafické znazornéni algoritmu Pattern search

Nelder-Mead algoritmus (NMA)
Algoritmus p¥imého prohledavani [54], ktery je opét zaloZen na heuristickém prohledavani
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defini¢niho oboru kriteridlni funkce. V tomto pfipadé se vSak nepouziva generovani miizky
prohleddvanych boda v okoli soucasného feSeni, ale zékladni prvek algoritmu tvoii tzv.
simplex. Simplexem rozumime m-rozmérné zobecnéni trojuhelniku v euklidovském pro-
storu (v naSem piipadé v defini¢nim oboru kriterialni funkce) dimenze m, pfesnéji feceno
se jedna o konvexni obal tvofeny m + 1 afinné nezavislymi body (vrcholy simplexu)ﬂ Pro
m = 0 je simplexem bod, pro m = 1 je simplexem piimka, pro m = 2 je simplexem
trojuhelnik v roving, pro m = 3 je simplexem ¢tyfstén v prostoru atd.)

V kazdém kroku algoritmu je generovan novy bod (vrchol) uvnitf ¢ vné simplexu, hodnota
kriteridlni funkce je v tomto bodé& porovnéna s hodnotou kriteridlni funkce ve vrcholech
simplexu a néktery vrchol (typicky s nejhorsi hodnotou kriteriadlni funkce) je nahrazen
generovanym bodem. Algoritmus je opakovéan az do chvile, kdy je velikost simplexu (délka,
obsah, objem, ...) mensi nez pozadovana tolerance.

Mezi zékladni moznosti generovani nového vrcholu simplexu patii operace: expand (zvétSeni
simplexu), contract (inside/outside) (zkraceni simplexu na jednu ¢ druhou stranu) a shrink
(zmenSeni simplexu). Velmi stru¢né jsou tyto operace znazornény na Obrazku pro
simplex v roviné (m = 2, tzn. pro 2 kinematické navrhové parametry).

Uvazujme uspotfadani 3 vrcholt (vektoru navrhovych kinematickych parametri) &, € R2,
i = 1,2,3 simplexu s ohledem na hodnotu kriteridlni funkce, tedy &; je nejlepsi vektor
(vrchol) a €3 nejhorsi vektor kinematickych navrhovych parametra.

5 Afinné nezavislymi body v prostoru dimenze m rozumime body w1, va,vs,...,Ums1, pro které jsou
vektory v2 — v1,v3 — V1,...,Um41 — U1 linedrné nezavislé. Tedy napf. 3 body v roviné (m = 2) nelezi
na jedné piimce, 4 body v prostoru (m = 3) nelezi v jedné roving atd.
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Obrézek 3.6.: Simplexovy algoritmus, pivodni simplex (¢arkované) a nové vznikly simplex,
€ = (&, +¢&,)/2 (t87i5t6 - centroid nejlepsich vrcholtt), nové vznikajici vrcholy
&{e.c.cc}» (dle zpiisobu generovani: expand, contract outside, contract inside)
a ukéazka zmenSeni simplexu (shrink) v p¥ipadé, Ze pfedchozi generované vr-
choly nezlepsuji hodnotu krit., funkce. £, je reflektovana hodnota zobrazena
na pfimce (obecné varieté) ze sméru z nejhorsiho vrcholu &5 do centroidu
€. Pravé podle vyhodnoceni krit. funkce v bodé &, a porovnani s hodnotou
krit. funkce v ostatnich vrcholech simplexu se vyhodnocuje zptisob genero-

vani nového bodu (vrcholu).

Controlled random search (CRS)

CRS algoritmus [43], 86] je zajimavou alternativou k algoritmim p¥imého prohledavani.
Jedné se o robustni negradientn{ algoritmus urceny pro optimalizac¢ni tlohy s kompliko-
vanou nelinearni kriteridlni funkci a ptivodné vychézi z prostého ndhodného generovani
pokusii na volbu kinematickych navrhovych parametra (Pure random search) s uréitym
pravdépodobnostnim rozdélenim, ktery je dale rozsifen o deterministickou slozku (Genera-
lized random search), tedy cilenou zménu stfedni hodnoty uvazovaného pravdépodobnost-
niho rozdéleni na zakladé posledni zndmé nejlepsi hodnoty hledanych parametri. Princip
algoritmu je nasledujici: Generuj vektor optimalizovanych parametri z daného intervalu
€ € (€pest — 5 8best T 5/, kde 7 je vektor udéavajici velikost prohledavané oblasti a & q
je posledni nejlepsi znama hodnota parametrii, a vy¢isli hodnotu kriterialni funkce J(§).
Pokud dojde béhem daného po¢tu pokusii ke zlepSeni, zvétsi velikost 7, nahrad &, a po-
kracuj, pokud ke zlepSeni nedojde (na daném intervalu pravdépodobné jiz neexistuje poten-
cialné lepsi feSeni), zmensi r a pokra¢uj (lokalni prohledavani blize ke znamému optimu).
CRS algoritmus byl pouzit napf. v [59] pro nalezeni intervalii kinematickych parametrt
paralelniho manipulatoru typu Stewartova platforma, kdy je kritériem optimalizace maxi-
malizace pracovniho prostoru regularniho tvaru (transla¢ni pracovni prostor manipulatoru
s konstantni orientaci) s pfedepsanou hodnotou podminénosti (dexterity index).

Metody typu Monte Carlo
Monte Carlo je t¥ida metod, viz [89, 5], které jsou vyuzivany opét v optimalizaci s kom-
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plikovanou nelinearni kriterialni funkei (v nékterych piipadech doplnénou o stochastické
chovani) a pfipadnymi slozitymi omezenimi. Jedna se o metodu, ktera je zaloZena na na-
hodném generovani hodnot optimalizovanych parametria a nasledném vyhodnocovani kri-
teridlni funkce a omezeni. Monte Carlo metoda byla vyuZzita napt. pii optimalizaci dvojice
paralelnich manipulatort typu 3-CCR resp. 3-RCC (3 kinematické fetézce typu CCR resp.
RCC) s uvazovanim kritéria optimality jako suma objemu pracovniho prostoru (diskrétni
integrace), velikost koncového efektoru a indexu pohyblivosti (dexterity index), viz [15].

2. Heuristické metody

Heuristické metody jsou specialnim piipadem algoritmii, které zpravidla nevyuzivaji (ale
muzou) gradientu ¢ vyssich parcialnich derivaci kriterialni funkce a nékdy mohou vyuzivat
prvky algoritmt primého prohledédvani. Podstatnym piinosem heuristickych algoritma je
v8ak integrace empirickych znalosti, poznatkd a pozorovani s feSenim optimaliza¢nich dloh
tak, jak jsou tyto tlohy ¢asto nativné feSeny v prirodnich a socidlnich systémech bez ci-
lené umeélé interakce ¢lovéka. V prirodeé jsou Casto reSeny komplexni a slozité optimaliza¢ni
problémy pfesto, Ze jejich vycerpavajici matematicky model (napf. kriterialni funkce) neni
znam nebo je neuchopitelné komplikovany. Entity (lidé, zvirata, rostliny, prostiedi atd.),
které takové komplexni optimaliza¢ni tlohy Fesi jsou odkézany pravé na dosaZené zkuSe-
nosti, poznatky, pozorovani a analogie mezi feSenymi optimaliza¢nimi dlohami. Pfesto, Ze
obecné nelze matematicky exaktné dokazat platnost, konvergenci a efektivitu heuristic-
kych algoritmi, jsou tyto velmi ¢asto vyuzivany napfi¢ viemi védnimi obory a to zejména
z nasledujicich davodu, viz [20]:

e Heuristické metody poskytuji ¢asto uspokojivé vysledky velmi komplikovanych opti-
maliza¢nich tloh v rozumném vypocetnim case

e Lze prirozend zahrnout rizné typy omezeni (¢asto zavedenim penalizaci)

e Heuristické metody Casto vykazuji systematické prohledavéani stavového prostoru na
zakladé dvoufazového algoritmu: Prohledavani s velkou mnozinou/radiusem pusob-
nosti (exploration) - zamezeni ,stazeni“ algoritmu do lokélniho extrému a prohleda-
vani s malou mnozinou/radiusem pusobnosti ( ezploitation) - nalezeni optima v oblasti
predpokladaného vyskytu globalniho optima

e Castou jsou heuristické metody kombinovany s metodami exaktnimi (gradientni me-
tody, metody piimého prohledavani) = tzv. hybridni metody

e Urcitou obecnou nevyhodou heuristickych metod je nutnost tyto metody vhodné
konfigurovat ve smyslu nastaveni jejich parametrii, které mize zasadnim zpusobem
ovlivnit jejich ¢innost (nalezeni globalniho/lokalniho FeSeni, rychlost, konvergence,
stabilita, nastaveni po¢atecnich podminek atd.)

Jmenujme dale nékteré znamé heuristické metody spole¢né s jejich zakladnimi rysy (s ohle-
dem na mozny zavadéjici ¢esky preklad jim ponechme puvodni nazvy):

e Genetic algorithms (GA)
Genetické algoritmy jsou asi jednim z nejc¢astéjSich heuristickych algoritmu. Opti-
malizované parametry (v naSem piipadé kinematické navrhové parametry) jsou ko-
dovany (napf. do binarniho kodu) a generuji daného jedince, kterych je na zac¢atku
algoritmu generovana urcitd mnozina. Pro kazdého jedince je vycislena hodnota kri-
terialni funkce a dle danych genetickych pravidel (analogie k Darwinoveé teorii) jsou
z téchto jedinci (rodice) generovany dalsi jedinci (potomci). Vybrani jedinci s nejlepsi
hodnotou kriteridlni funkce se pak stavaji rodi¢i v dalsim kroku algoritmu, jedinci
s nejhorsi hodnotou kriteridlni funkce zanikaji. Vybér rodi¢tu je casto dan nékte-
rym z pravdépodobnostnich pfistupt (na zakladé znamé hodnoty kriterialni funkce)
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znamé jako algoritmy roulette wheel selection, tournament selection atd. Generovani
potomki na zakladé genetickych pravidel se nazyva kiiZend - proces spada do faze al-
goritmu prohledavéani s velkou mnoZinou ptisobnosti (exploration) a existuje zde cela
fada algoritmi kiiZeni (one point, multiple point, uniform atd.) a mutace - proces

spada do faze algoritmu prohledavani s malou mnoZinou pusobnosti (ezploitation).

Simulated annealing (SA)

Metoda kombinujici prvky lokalniho prohledavani s tzv. Metropolis algorithm (al-
goritmus akceptovani horstho feSeni - kandidata s ur¢itou pravdépodobnosti a jeho
ponechani v optimalizanim procesu). Princip algoritmu spo¢iva v generovani kandi-
datt na FeSeni z dosavadni znamé nejlepsi hodnoty. V piipadé, Ze generovany kandidat
& .ana Vykazuje lepsi hodnotu kriterialni funkce J (&), nahrazuje ptuvodni feSeni &,
V opaéném piipadé je ptvodni feSeni nahrazeno generovanym (horsim) kandidatem
jen s urc¢itou pravdépodobnosti p, kterd je ddna vztahem:

R ||J(£cand) B J(ﬁcurr)”
p=e T (3.31)

kde proménna T fizené klesa v pribéhu ¢asu algoritmu.

Pro velké T je zfejmé tak pravdépodobnost akceptovani horsiho feseni velka (explo-
ration), s rostoucim Casem se naopak zmensuje (exploitation). Nazev metody an-
nealing, tedy zihani (ve smyslu tepelné upravy materialu v metalurgii) je odvozeno
od rovnice vypoc¢tu pravdépodobnosti p, kterd odpovida pribéhu fizeného chladnuti
materialu p¥i zthani. Casto je tato jednoducha metoda oznacovana jako vysoce efek-
tivni. Metoda SA byla vyuZita pfi optimalizaci kinematickych parametri sériového
manipulatoru pro pohyb po parametricky zadané trajektorii koncového efektoru, viz
[29].

Particle swarm optimization (PSO)

Jedna se o obecné jednodussi metodu nez GA. Metoda vyuZziva analogii k chovani
hejna jedincu, kde kazdy jedinec predstavuje urcitou hodnotu vektoru optimalizo-
vanych parametri. Takovych jedinct je obvykle generovano velké mnozstvi. Cilem
metody je snaha najit kompromis mezi prospéchem jedince - osobni chovani (dané
hodnotou kriterialni funkce J(&) vyéislenou nad vektorem optimalizovanych parame-
tri &) a prospéchem celého hejna - socidlni chovani (dané hodnotami kriterialnich
funkei vSech jedincit). Princip algoritmu je nésledujici. Na pocatku algoritmu jsou
generovany polohové vektory &; (jedinci) dimenze N (dimenze prostoru optimalizo-
vanych parametri). Algoritmus za¢ind ndhodnou polohou a rychlosti téchto vektoru
(rychlost odpovida rychlosti vyvoje optimalizovanych parametrti). Kazdy jedinec se
pohybuje v prostoru na zakladé jeho soucasné polohy a rychlosti. Rychlost kazdého
jedince je ddna kombinaci osobniho (dano pouze jedincem) a socialniho (dano celym
hejnem) chovani, tzn. doposud nejlepsi hodnotou kriterialni funkce daného jedince a
celého hejna, tim je zajistén kompromis mezi chovanim jedince a hejna. Pravidlo ak-
tualizace polohy &, a rychlosti v; i-tého jedince za jednotku ¢asu lze potom vyjadrit
nésledovné:

k+1 k k+1
£i+ :£i+vi+

vi = K| vf g rand - (pluy, — €) g0 rand - (gh —€D) | (559
osobni chovani jedince socidlni chovani hejna
¢=¢1+d2,0>4

2o \/¢>2 49|
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kde k je krok algoritmu, K je tlumici faktor (tlumeni oscilaci jedincti), ¢1 resp. ¢s je
koeficient osobniho resp. socidlniho chovéni jedince, rand je nadhodné ¢&islo s rovno-
mérnym rozdélenim, pllfesti je hodnota polohového vektoru i-tého jedince s doposud
nejlepsi hodnotou kriterialni funkce v k-tém kroku algoritmu, g’gest je globélni po-
loha (napf. t&zisté€) vSech jedincii s nejlepsi hodnotou (napf. pramérem) kriterialnich
funkei v k-tém kroku algoritmu.

Gravitational search algorithm (GSA)
Metoda je inspirovana vzajemnym chovanim hmotnych ¢astic dle znamého Newto-
nova zakona gravitacniho ptsobeni, kdy gravitacni sila F' (potazmo zrychleni a) mezi
dvéma hmotnymi ¢asticemi s hmotnosti My, My ve vzajemné vzdalenosti R je dédna
jako:
pog MM F
R? My + Mo

kde G je gravitacni konstanta.

Poloha i-té hmotné Céastice je opét reprezentovana vektorem optimalizovanych pa-
rametru §; = [ g oo ey ]T
spociva ve vypoctu gravitaéni sily Ff pusobici na kazdou hmotnou ¢astici v daném
kroku algoritmu a jeji odpovidajici posun do nové polohy (zrychleni af za jednotku
Casu). k-ty krok algoritmu GSA lze schématicky zapsat nasledovné (pro maximalizaci
hodnoty kriterialni funkce):

dimenze N, i = 1...n. Princip algoritmu

— Vypocet hmotnosti M; i-té Castice:
k k k
k f(sz) B onrst Mk _ m;
m; = gk _ gk i T ~n .k
best ~ “worst Zj:l m;

kde J(£F) je dana kriterialni funkce, J¥_ . resp. J]fest je nejlepsi resp. nejhorsi
hodnota kriterialni funkce pres vSechny Céstice.

— Uprava gravita¢ni konstanty G:
Analogicky jako v piipadé algoritmu SA lze s odbihajicim ¢asem optimalizace
dynamicky ménit gravitaéni konstantu G, napt. jako:
k
GF = Goe T
kde Gy je pocate¢ni hodnota konstanty a T je celkovy pocet iteraci.

Snizovani gravitaéni konstanty v priibéhy algoritmu (dle konstanty «) opét od-
povida dvéma fazim prohledavani exploration (pro velké GF) a exploitation (pro
malé G¥).

— Vypodet plisobici gravita¢ni sily na ¢astici:
Pro silu ptisobici na d-tou slozku vektoru polohy {f 1-té ¢astice dle gravitacniho
zékona plati:

kprk
Fild) = G* RZZ. ;6 (&;ld] — &[d])

4 (3.33)
Ffld = > rand- Fjd]

JE€Kpest 7]751

kde Ff] [d] je gravitacni sila resp. jeji d-ta slozka, pusobici na ¢astici &; z ¢astice
€;, € je konstanta, R;; = [|§; — &;[| je Euklidovska vzdélenost ¢astic, rand je
nahodné ¢islo v intervalu (0, 1), Kpest je mnozina prvnich K ¢astic s nejveétsi
hmotnosti (nejvétsi - nejlepsi hodnotou kriterialni funkce), tedy ¢astice nejvice
ovliviiujici vzdjemné gravitac¢ni ptisobeni.
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— Update polohy i-té Castice:
Zrychleni af, rychlost vf a poloha ccf“' i-té Castice jsou dany jako:
k
F;[d]

k _
a;[d] = MF

1

vETld] = rand - v¥[d] + a¥[d]
¢ [d) = €°1d] + v} [d]

V podstaté vSechny vySe uvedené algoritmy pro FeSeni optimaliza¢nich tuloh (gradientni, ne-
gradientni) jsou implementovany v riznych modifikacich ve vypocetnich SW, nap¥. Matlab
[67], Maple, Mathematica. Poznamenejme, Ze cilem ptedloZené prace neni vyvoj novych ¢i
roz§ifovani obecnych algoritmu optimalizace (ve smyslu feSeni obecné nelinearni optimali-
za¢ni dlohy), byt lze predpokladat jejich diléi vyuziti, viz algoritmy statické optimalizace
v Kapitole [3.3] V literature lze nalézt nékteré zajimavé alternativni metody optimalizace,
které, prestoZze mohou s vyse uvedenymi obecnymi metodami souviset a fesi opét optima-
liza¢ni problém definovany vztahy , integruji specifické oblasti odliSnych principi a
analogii (matematickych, fyzikalnich). Dale zde lze nalézt nékteré optimalizac¢ni metody,
které dale rozsifuji ¢i zpfesiuji samotnou definici optimalizaéni tlohy (vétsinou v dusledku
realnych pozadavki navrhu robotickych architektur). Struény piehled vlastnosti a rozdé-
leni pfistupi k FeSeni optimalizace kinematiky manipulatorii lze nalézt v [16] 83, [97], kde
jsou predlozeny nékteré stavajici metody kinematickych navrht manipulatori s odkazem
na alternativni p¥istupy popisu kinematiky manipulatora prostfednictvim aplikace Screw
Theory, Lie algebra, Quaternions, Grassmann Geometry umozhujici definovat optimali-
zacni ulohy napf. s ohledem na perturbace kinematickych parametra atd. V [84, 85] je pro-
ces optimalizace manipulatoru soustfedén predevsim na technicko-ekonomické pozadavky
zalozené na optimalni ndvrh pfevodovky manipuldtoru z dané série za tcelem dosaZeni
kompromisu mezi cenou, zivotnosti a vykonem (¢as cyklu) manipulatoru, vyuzivany jsou
predevsim algoritmy primého prohledévani. Zajimavy piistup k optimalnimu navrhu jak
kinematickych parametrt tak k optimalnimu pohybu kloubovych soufadnic je predstaven
v [80], jedna se o tzv. Distributed Solving Method (DSM). Pozadavkem tulohy je prijezd
koncového efektoru co nejblize zadanym diskrétnim bodim v pracovnim prostoru. DSM
metoda predpoklada, ze v kazdém kroku algoritmu je proménnou pouze jedind kloubova
soufadnice, ostatni jsou uvaZovany jako konstantni. V takovém piipadé je (Casto) mozné
analyticky vypocitat optimalni feSeni pro tuto proménnou kloubovou soutradnici (krite-
ridlni funkce je uvazovéna jako vzdélenost koncového efektoru v zavislosti na uvazované
proménné kloubové soufadnici od pozadované polohy v pracovnim prostoru). Itera¢né je
tento postup opakovan postupné pro vSechny kloubové soutadnice - je nalezeno urcité pseu-
dooptiméalni feseni (ovSem analyticky). Obdobny postup lze aplikovat i pro optimalizaci
kinematickych parametri manipulatoru, v takovém pripadé je v8ak kriteridlni funkce dana
souctem dil¢ich vzdalenosti ptes cely pracovni prostor (parametry manipuldtoru musi byt
pfes uvazovanou trajektorii pohybu konstantni).

Dosud jsme predpoklddali pracovni prostor manipuldtoru pro optimalizaci jako urcitou
mnozinu (diskrétni, spojitou) poloh (pfipadné dalsich ¢asovych derivaci) X opy koncového
efektoru a kriterialni funkce J(&€) byla vy¢islena pro aktualni hodnotu optimalizovanych
parametri € nad timto uvazovanym prostorem (integraci ¢i sumou). Takovy pFistup ma
sva opodstatnéni zejména v piipadech optimélniho navrhu vysoce specializovanych ro-
botickych zafizeni, u kterych se predpokldda, ze maji byt urceny apriori k vykonavani
pohybii nad konkrétné zadanym pracovnim prostorem (trajektorii). V pfipadé, Ze je ci-
lem optimalizace nalezeni kinematickych parametri manipulatoru uréeného pro obecné
pouziti, je ¢asto vhodné zvolit odlisny piistup, a to nalezeni kinematickych parametri ma-
nipulatoru maximalizujici velikost pracovniho prostoru (napf. typicky jeho objem), ktery
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vykazuje danou kvalitu (napf. garantuje minimalni hodnotu podminénosti - dexterity in-
dex). Navic lze pfedpokladat, Ze (zejména pro paralelni architektury manipulatori) je pra-
covni prostor manipulatoru ¢asto reprezentovan nekonvexnim ttvarem (prohlubné, vyduté
atd.), ktery neni vhodny pfresto, Ze muze vykazovat uspokojivy objem. Casto je tak uva-
zované tloha definovana jako nalezeni takovych kinematickych parametri manipuléatoru,
které maximalizuji velikost predepsaného requldrniho pracovniho prostoru pfi splnéni dané
kvality. Reguldrnim pracovnim prostorem se rozumi prakticky vyhovujici konvexni tvary,
napft. obdélnik, kvadr, valec atd. Nalezenim pracovniho prostoru manipulatoru (hranice 2
DoF paralelniho planarniho manipulatoru), ktery se co nejblize blizi pfedepsanému pracov-
nimu prostoru (s moznymi piesahy) a pracovniho prostoru, ktery je kompletné zapouzdien
v pfedepsaném pracovnim prostoru (bez presahii a zaujimajici maximalni ¢ast) je disku-
tovano v [32] s pomoci Dynamic Q-method, viz vyse. Nalezeni kinematickych parametru
manipulatoru maximalizujici pfedepsany regularni tvar pracovniho prostoru s danou mi-
rou kvality (dexterity index) a predpokladanymi omezenimi (nap¥. na vysunuti linedrnich
aktuator) jsou demonstrovany v [59) 140l 114]. Optimaliza¢ni algoritmy jsou zaloZeny na
principech prfimého vyhledavani (CRS, PSA). Metodé nalezeni optimélnich kinematickych
parametra paralelniho sférického zapésti pro sério-paralelni manipulator AGEBOT, viz Ka-
pitola zalozeny na maximalizaci regularniho pracovniho prostoru (valec) se 3 rota¢nimi
DoF (s podminkou minimalni p¥ipustné hodnoty dexterity index), ktery lze vepsat do re-
alného pracovniho prostoru manipulatoru, jsou vénovany prace [121], 124], [116]. Algoritmus
optimalizace je zalozen na metodé PSA. Numerické algoritmy nalezeni maximalniho vepsa-
ného pracovniho prostoru regularniho tvaru a jeho integrace do optimalizac¢niho algoritmu
jsou inspirovany pracemi [147, [146] 151, 14T, 411, [149] 148, 59].

Dalsim zajimavym pfistupem k parametrické optimalizaci kinematiky manipulatort je tzv.
intervalovd analyza, viz [T4]. Intervalovd analyjza zavadi mnozinovy piistup k vy¢isleni dané
funkce, tzn. argumenty a funkénimi hodnotami funkce neni numericka hodnota, ale interval
(uvazujme nejprve skalarni funkei f skalarniho argumentu):

(v, ) = f((z, 7)) (3.34)

kde z resp. T je dolni resp. horni mez argumentu funkce a y resp. ¥ je dolni resp. horni
mez funkéni hodnoty (intervalové vy¢isleni).

ProtoZze uvazovana kriterialni funkce J(&) je zpravidla skalarni funkeci vektorového argu-
mentu & € R™ (optimalizované kinematické navrhové parametry), bude jeji intervalova
podoba definovana néasledovné:

(LT)=JEP), €=1&,&,....&]" (3.35)

kde £B = [(&1,&), (2, &2), - .-, (&, &n)] Je intervalovy box (hypercube) dimenze n.

Hlavni vyhodou vy¢islen{ funkce prostfednictvim intervalové analyzy je garance existence
funkéni hodnoty uvnitt daného intervalu. Tento fakt hraje vyznamnou roli pro bezpecnost
numerickych algoritm@ zejména s ohledem na numerické zaokrouhlovaci chyby ¢i uvazo-
vané (garantované) presnosti argumentii funkce. Budeme-li napf. predpokladat, Ze pres-
nost argumentu funkce lze vyjadrit intervalem & = (& — €,&; + €), intervalova analyza
vraci vysledek opét ve tvaru intervalu, jehoZ velikost muZe byt v uritych (singularnich)
pfipadech mnohem vétsi nez je velikost nepfesnosti €, viz [74], nepfesnost v zadanych ar-
gumentech tak muze vést ke kritickym disledktim. Bohuzel v intervalovém piistupu vsak
zustavé zasadni otdzkou, jakym zptusobem stanovit intervalovou funkéni hodnotu funkce.
V obecném nahledu by se zjevné jednalo o problém nalezeni globalniho minima a maxima
takové funkce (intervalovy vystup by tak byl pfesné urceny) a intervalova analyza by se tak
stala prakticky nepouzitelnou (hledani globélnich extrémii obecnych nelinearnich funkei).
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Pravé proto dochéazi k jistému uvolnéni takto striktnich omezeni a je obecné uvazovano, ze
interval funkéni hodnoty je do jisté miry pfeuréen, tzn.

J < min J(&), J > maxJ(§)
geg® geg®

Mira pfeurcenosti intervalu funkéni hodnoty je dana algoritmem intervalové analyzy a neni
predmétem predlozené prace. Existuji v8ak efektivni algoritmy pro intervalovou analyzu,
napt. knihovny do C++ PROFIL (Programmer’s Runtime Optimized Fast Interval Lib-
rary) zalozeny na BIAS (Basic Interval Arithmetic Subroutines), viz [49,92], ¢i toolbox do
Matlabu a Octave INTLAB (INTerval LABoratory), viz |93, [O1].

Zakladni algoritmus intervalové analyzy:
Pro box &8 definujme bisekei (dle i-té slozky) jako:
& = &1, &5

&L = [<§1,§1>, (& &) @& _é% T @“Wl

2 (3.36)

5% = [<§17§1>7 <§727§72>7 ) <€Z _évg%"' ’ <§n,‘£n>]

2

Prislusné boxy 51-3 (pavodni box i dalsi vzniklé bisekei) jsou postupné ukladany do seznamu
vSech boxtu L = [5113,52]3, e ,511\34}.

Déle zavedme tzv. operator F/(£€B) (decision operator), ktery hodnoti pFipustnost /nepfipustnost
daného boxu optimalizovanych parametrii £€2 (s ohledem na dané kritérium) nasledovné:

1 box &8 vyhovuje
F(E®)={ -1  box £® nevyhovuje (3.37)
0 pro box &8 nelze rozhodnout

Zakladni algoritmus intervalové analyzy je tak nasledujici:

1. Pokud i > M, potom alg. kon¢i

2. Pokud F(&P) = —1, potom i =i + 1 a jdi na 1.

3. Pokud F(&€P) = 1, potom uloz €2 do FSB

4. Pokud F(£P) = 0, potom proved bisekci boxu €2 dle (3.36) na dva boxy, které jsou

pridany na konec seznamu L, M = M +2,i =14+ 1 a jdi na 1.

kde FSB (Feasible Parameter Box) je mnozina boxi, ktera vyhovuji kritériu v F(€2) a
tyto boxy jsou tak reSenim optimaliza¢ni{ tGlohy.

Poznamenejme, Ze efektivita algoritmu muze byt vyrazné vylepSena piidavnym procem
filtrace, ktery umoziuje apriori rozhodnout, zda-li dany box S? vyhovuje danému kritériu,
bez nutnosti rozhodnout na zékladé intervalové analyzy (filtrace byva vétsinou zalozena na
néjaké hlubsi znalosti konkrétniho problému, viz napt. v [73]).

Klasické feSeni optimaliza¢ni tlohy, tak jak bylo definovano vyse, je zalozeno na vycisleni
hodnot kriterialni funkce J(&) na zakladé optimalizovanych parametri. V piipadé tzv.
multikriterialni optimalizace (tedy napf. i vyuZziti principu penalizaci k integraci danych
omezeni, viz je vysledna kriterialni funkce dana vaZenou sumou odlisnych
kritérii J;(&):
JE) = ki-Ji(§)
(2
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kde k; jsou prislusné vahy dil¢ich kritérii.
Takovy pristup k feSeni optimaliza¢ni ulohy mé v8ak fadu nevyhod, viz |70}, 31]:
e Vypocet kriterialni funkce muze byt velmi naro¢ny (komplexni nelinearni funkce ¢i
diskrétni numerické vypocty (nap¥. objem regularniho tvaru vepsaného pracovniho

prostoru), stability numerickych algoritmt, velky pocet iteraci, pfesnost vypoctu
vlivem numerickych zaokrouhlovacich chyb atd.)

e Konvergence k lokdlnimu optimu (muze byt velmi vzdalené od globalniho optima)

e Nastaveni prislusnych vahovych konstant k;, které nejen urc¢uji ,,prioritu® dil¢ich kri-
térii, ale musi byt voleny s ohledem na piipadné fyzikalni jednotky kritérii (normovani
kritérii, napt. vzdalenosti, thly, vykony, sily atd.

e Diléi kritéria J; mohou byt ve vzajemném rozporu (napf. dexterity index s objemem
pracovniho prostoru)
e Pristup zpravidla nalezne pouze jedno optimalni reSeni
Naopak, intervalova analyza v pfipadé optimalizace kinematiky manipuldtoru piinasi na-
sledujici vyhody:
e Nalezené optimalni feSeni je ddno mnozinou (boxem) kinematickych navrhovych pa-
rametri, nikoliv pouze jedinym FeSenim

e Optimalizace muze probihat pro rizna kritéria J; oddélené, je tak nalezeno vice
boxt parametrt odpovidajici danym kritériim, ze kterych lze pak vybirat na zakladé
dalsich uvazeni ¢i zkuSenosti navrhafe (napf. pro splnéni v8ech kritérii lze vybirat na
zékladé priniku nalezenych boxt, boxy mohou byt diskretizovany a diskretizované
hodnoty parametri sefazeny dle dalsich pfidavnych kritérii, nap¥. hmotnost, cena,
velikost robotu atd., poté je mozné vybirat néjaké kompromisni feseni)

e Nativné lze pracovat napf. s vyrobnimi tolerancemi, tzn. boxy parametri s velikosti
mensi nez dany limit jsou povazovany za technicky nerealizovatelné a vyrazeny

e Apriori jsou uvazovany zaokrouhlovaci chyby

e Vysledné nalezené boxy parametri jsou tvoreny kontinui, tzn. jsou apriori vylouceny
chyby vzniklé diskretizaci prostoru kinematickych navrhovych parametri

e Metody optimalizace na zakladé intervalové analyzy lze pfirozené paralelizovat (napf.
paralelni hledani boxd parametri pro rizna kritéria J;)

Pfes vSechny uvedené vyhody algoritmi intervalové analyzy je zde vSak stale nékolik za-
sadnich komplikaci:

o Intervalové vypocty nejsou trivialni, pokud uvazujeme rozumnou miru pieuréenosti
intervalu funkénich hodnot

e Pouzivana metoda bisekce prodluzuje vypocetni ¢as (exponencialni slozitost), volba
bisekce (pfes jaké parametry)

e Volba algoritmi filtrace (silné zavislé na formulované optimaliza¢ni tloze)

V Prikladu uvedme déle nastin algoritmu optimalizace kinematickych navrhovych pa-
rametri manipuldtoru pro uvazovany pracovni prostor:

% Priklad 3.2 (Optimalizace prostifednictvim intervalové analyzy)
Algoritmus vychazi z vySe uvedeného zékladniho algoritmu intervalové analyzy. Pfedpo-
kladejme, Ze zname vstupni box n kinematickych névrhovych parametru :

E?: [<§7a>7<é75>77<£j7§7n>}1’ i=1
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Dale uvazujme, Ze optimalizace bude probihat na pracovnim prostoru definovanym opé&t
boxem tentokrate zobecnénych souradnic manipulatoru, napi.:

X} = (o1, 011} (0[2], OP). (013], O]}, (. @), (8.5). (v.9)] . =1

kde O je transla¢ni poloha koncového efektoru manipuldtoru a «, 8, v jsou Eulerovy thly
jeho orientace.

Piedpokladejme, Ze kritériem optimality je kriterialni funkce J(&, X), jejiz hodnotu chceme
udrzet v intervalu (Jiin, Jmax) (napf. omezeni na nato¢eni/vysunuti aktuatort atd.). Ope-
rator F/(€3, XB) tak lze definovat nasledovné:

1 pokud J(€2, X?) > Jmin a zéroven J(€2, X?) < Jmax
F(&F, XP) =< -1 pokud J(€F, XP) < Juin nebo %(5?,)(}3) > Jmax (3.38)
0 pokud J (&7, XP) < Jmin nebo J(€7, XP) > Jnax

kde (J( ?,X?),j( ?,X?)} = J( ?,X}B) je intervalové vy¢isleni kriterialni funkce na
daném boxu kinematickych névrhovych parametri a zobecnénych souradnic.

Skalarni funkce w(£3) resp. w(XP®) definuji velikost daného boxu kinematickych navrho-
vych parametri resp. zobecnénych soufadnic (dané napf. minimélnim objemem hyper-
cube).

Algoritmus optimalizace lze formulovat nésledovné:
1. Cyklus 1 (vybér boxu kinematickych navrhovych parametri)
a) Pokud ¢ > M, potom ukonéi algoritmus, feseni je v F'SB
b) Pokud F(¢2, XB) = —1 potom i =i + 1, a jdi na 1.a)
¢) Pokud F(£2, XB) = —1 potom uloz box &P do FSB,i=i+1, ajdina 1. a)
)

d) Pokud w(&®) < €p, uloz box €2 jako ,vyfazeny“, i =i + 1 a jdi na 1.a), jinak
pokra¢uj na 2.a)

2. Cyklus 2 (bisekce parametri, bisekce pracovniho prostoru pifi nerozhodnutelnosti)
Piitad L, = [XT],j =M, =1

a) Pokud j > M, uloz box £€2 do FSB, i =i+ 1, a jdi na 1.a)

b) Pokud w(X f‘) < €, proved bisekei €2 (a uloz vzniklé boxy na konec seznamu
L,), My =M, 42, i=i+1,ajdina 1.a)

c¢) Pokud F(é?,X}B) = —1 potom box &2 nepatii do FSB, i = i+ 1, a jdi na
1.a)

d) Pokud F( ?,X?) =1, potom j = j + 1 a jdi na 2.a)

e) Proved bisekci X }-3 (a uloz vzniklé boxy na konec seznamu L), M,, = M, + 2,
j=j+1,ajdina2.a)
kde L, = [5113,523, . ,,sﬁp] resp. Ly = [XB XB,..., XB ] je seznam boxi kinematic-
kych navrhovych parametri resp. zobecnénych soutadnic, F'SB je mnozina boxu kine-
matickych navrhovych parametrii (feSeni optimaliza¢ni tlohy), €, resp. €, je minimalni
pripustné velikost box.
Poznamenejme, ze Cyklus 2 resp. bisekce boxti zobecnénych soufadnic je realizovana z du-

vodu pfeurcenosti intervalového vy¢isleni kriterialni funkce J( ?, X }3 ). Mira pfeurcenosti
(horni, dolni mez intervalu) je zavisla striktné na velikosti boxu, je tak mozné, ze cely
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box zobecnénych souradnic X ]13 nevyhovi, nicméné jeho zfejmé mensi podmnoziny vzniklé
bisekei ano (a vyhovi tak cely box - pracovni prostor).

Vysledkem algoritmu je tak seznam F'SB boxu kinematickych navrhovych parametri
(mnoziny parametri), ktery vyhovuje omezeni na horni a dolni mez kriterialni funkce na
celém pracovnim prostoru. Konkrétni priklad optimalizace je pro paralelni manipulator
typu Stewartova platforma a kritérium formulované jako minimélni/maximalni vysuv li-
nearnich aktuatori analyzovan v [31]. *

Poznamenejme, Ze metody intervalové analyzy lze aplikovat i na odlisné problémy. Ty-
picky se jedn& napf. o numerické feSeni kinematickych uloh (DGM, IGM) s ohledem na
vypocetni bezpe¢nost (konvergence numerickych algoritmu ke spravnému feseni, existence
feSeni na okoli aktualni polohy manipulatoru), pFesnost polohovani manipulatoru, existence
singularnich poloh atd., viz [73] [72] [70].

3.2.4. Alternativni pristupy k reseni

V Kapitole jsme se zabyvali nékterymi standardnimi pfistupy k parametrické opti-
malizaci (s ohledem na optimalizaci kinematiky manipulatori). Vedle standardnich algo-
ritm1 lze v literatufe nalézt rizné podoby specifickych algoritmii a postupi, které se bud
puvodni problém definované optimaliza¢ni tlohy snazi vyfesit jeho transformaci na ekvi-
valentni problém, ¢ je optimalizacni tloha nativné formulovana specificky k uvazovanému
druhu optimalizace. Vénujme se proto struc¢né déle tfem zajimavym oblastem, a to:

e Dynamickd metoda optimalizace (minimalizace) - prevedeni klasické optimalizacni
tlohy s obecné definovanou kriterialni funkci na ekvivalentni problém pohybu hmotné
Castice v konzervativnim silovém poli

e Metoda rozvolneni kinematickijch parametri manipuldtoru - rozvolnéni kinematic-
kych parametri manipulatoru a jejich optimalizace, kinematicka redundance mani-
pulatoru

o VyvaZovdni sil/silovgch momenti manipuldtoru - specificky problém minimalizace
sil/silovych momentt v aktuatorech manipulétoru prostfednictvim vyvazovani

Dynamicka metoda optimalizace

Minimalizace kriterialni funkce J(€) je v tomto pfistupu dana do souvislosti s pohybem
hmotného bodu v konzervativnim silovém poli, kde potencialni energie ¢astice je repre-
zentovana prave skalarni kriterialni funkei J(€) definovanou nad prostorem kinematickych
névrhovych parametrt €. PredloZzend metoda je svou koncepci odlisna od standardnich gra-
dientnich metod, pro svoji ¢innost nevyzaduje vypocet Hessianu kriterialni funkce. Ptivodni
verze metody je popséana v [101], [104]. Zakladni princip dynamické metody je nasledujici:

Piedpokladejme, Ze kriterialni funkce J(&) reprezentuje potencialni energii hmotné castice
(jednotkové hmotnosti), na kterou ptisobi sila f(&) v prostoru reprezentovanym kinema-
tickymi nédvrhovymi parametry &:

3
16 =~ [ #€)-ae e (39)

kde £€* je lokalni minimum potencialni energie (potazmo kriterialni funkce).
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Vzhledem k tomu, Ze kinetickd energie hmotné Castice je T'(§) = %H&Hz, lze s pomoci
Euler-Lagrangeovych rovnic odvodit pohybovou rovnici hmotného bodu jako:
E=-VJe) (3.40)

kde £ je zrychleni hmotné &astice a VJ(&) je gradient funkce J(&).
Pro pohyb hmotné ¢astice v konzervativnim silovém poli plati, Ze jeji celkova energie je
konstantni:

T(&) +J(§) = T(&) +J (&) = Eo (3.41)
kde FEy je poCatedni energie télesa.

Zavedeme-li ¢asovou diskretizaci t = k- AT, £(t) = &(k- AT) = €, pro prirustky kinetické
a potencialni energie plati:

AJ(&) = —AT (&) (3.42)
kde AJ (&) = J(§q1) — J(&k), AT(&)) = T(&py1) — T(&k)-

Tedy, roste-li kineticka energie Céstice, imérné klesa jeji potencidlni energie - tzn. hod-
nota kriteridlni funkce se blizi svému minimu. Diferenéni rovnice pohybu ¢astice vyplyvaji
z rovnice (|3.40)):

Epi1 =&+ At

, ar=—VJ(EEk-At)) (3.43)
V41 = U+ gyl

kde v, = &(k - At), ap = £(k - At). Lze ukazat, Ze uvedeny zpiisob integrace (FeSeni) je
konzervativni vzhledem k energii, viz [101].

Princip optimalizace prostrednictvim dynamické metody tedy spociva v cileném Fizeni
pohybu hmotné ¢astice tak, aby byla jeji potencialni energie systematicky minimalizovana
(tedy TeSeni se systematicky blizilo minimu kriterialni funkce). To lze v nejednodussim
piipadé zajistit nasledujicim algoritmem:

1. V kazdém k + 1 kroku algoritmu vyhodnot velikost rychlosti ||vj1]|| ¢astice
2. Pokud ||vg1|| < ||vk]l, vynuluj rychlost vy, = 0 a opakuj vypocet kroku k — k + 1

Uvedeny algoritmus zajisti systematické snizovani potencialni energie (tedy konvergence
k optimu). Pokud ||vg4+1] > ||vkll, potom AT(&,) > 0 a dle je AJ(&;,) < 0, tedy
potencialni energie se snizuje (konvergence kriterialni funkce smérem k minimu), pokud
ovem ||[vg1|| < ||vk|, potom AJ (&) > 0, tedy potencialni energie se zvySuje (konvergence
smérem od minima). V takovém piipadé volba vy = 0 zajisti T'(€;,) = 0 a v kroku k + 1
potom plati T'(€;) > 0 a tedy, dle (3.42), opét AJ(&;) < 0.

Jinymi slovy, optimaliza¢ni algoritmus si lze predstavit pro £& € R", jako pohyb Castice
po virtualnim (nerovném) povrchu danym kriterialni funkei J(€) pii pusobeni gravitace
(konzervativni silové pole). Castice je pFitahovana do minima (nejnizsiho mista) a dochézi
k ,,pfelévani® jeji energie mezi kinetickou a potencialni. Dochézi-li k navySovéani rychlosti
Castice, zfejmé se piiblizuje do minima, v opatném piipadé se od minima vzdaluje (setr-
vanost), v takovém piipadé je ¢astice zastavena (nulovani rychlosti) a nasledné uvolnéna,
jejl pohyb je tak prirozené obnoven ve sméru do minima.

Zakladni algoritmus lze dale rozsifovat o ruzné heuristické postupy, napf. rychlost neni
nulovana, ale pouze ur¢itym zptusobem redukovana (omezeni konvergence do lokalnich ex-
trému), ¢asova diference je dynamicky ménéna, slozky vektoru zrychleni ay jsou normovany
¢i je redukovan maximalni krok &, — &1, viz [102]. V [101] je zaroven uvedeno porov-
nani nové metody se znAmymi numerickymi metodami (Qasi Newtonova metoda atd.) na
souboru testovacich kriteridlnich funkei. Mezi kli¢ové vlastnosti predlozené metody (ozna-
¢ovana jako LFOP - Leap Frog OPtimizer) lze fadit néasledujici:
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e Relativné spolehliva a robustni metoda (konvergence do minima u vSech testovacich
funkei, mensi zavislost na volbé pocate¢niho bodu)

e Neni nutné pocitat Hessian kriterialni funkce

e Obecné pomalejsi konvergence pro ,,ploché® kriterialni funkce a v blizkosti minima,
(FeSena napf. kombinaci LFOP s metodou konjungovanych gradienti, viz [111])

e Linearni narust vypocetniho ¢asu pro navySovini dimenze parametru &

V [109, 103] je dale pivodni metoda LFOP dale rozsifena o moznosti integrovani omezeni
typu rovnosti a nerovnosti (LFOPC - Leap Frog OPtimizer for Constrained optimization).
Integrace omezeni je docilena jiz difve zminénou metodou zavedeni penalizaci (parametrizo-
vané vahovymi penaliza¢nimi konstantami), které jsou aditivné pfi¢itany k ucelové funkci,
viz . Klicovym problémem v takovém piistupu je volba pravé penaliza¢nich konstant,
funkce, coz odpovida v uvazované analogii s pohybem hmotné ¢astice netimérné velkému
zvyseni potencidlni energie - , odrazeni hmotné ¢astice od ,bariér” zptisobené omezenimi
= pomala konvergence ¢i dokonce destabilizace algoritmu. Regenf spociva v dynamické
zméné penaliza¢nich konstant béhem pribéhu optimaliza¢niho algoritmu. Dale je nutné
pocitat gradient funkei definujici omezeni (coz muZe byt ve specifickych piipadech slozité a
Casové naro¢né), tento problém je feSen kvadratickou aproximaci funkci omezeni a ucelové
funkce, viz Dynamic @Q-method v Kapitole [3.2.3]

Ve [108] byl LFOP algoritmus pouzit k feSeni kvadratickych subproblému (aproximace
kriterialni funkce sférickou kvadratickou funkei - Dynamic Q-method ) v algoritmu SQP,
viz Kapitola V [106, 110] jsou uvedeny piiklady aplikace LFOPC' algoritmu na opti-
malizaci parametri 3 DoF RRR manipulatoru pii uvazovani pohybu koncového efektoru
po predepsané trajektorii s riaznymi typy ucelové funkce (primérny moment v kloubech,
spotfeba elektrické energie) a omezeni (maximéalni pfipustny moment na aktuatorech, ome-
zeni na natoc¢eni kloubt, délku ramen atd.). Optimalizace parametri jednoduchych paralel-
nich manipulatord je, pro uvazovani piedepsanych tvart pracovnich prostorti, analyzovana
a porovnana v [32].

Metoda rozvolnéni kinematickych parametri manipulatoru

Metoda rozvolnéni kinematickych parametri manipulatoru byla kli¢ovou inspiraci pro
predloZenou praci zejména s ohledem na kinematickou redundanci manipulatori a vyu-
ziti optimalizace pohybu redundantnich manipulatort, viz Kapitola [3.4] pro Feseni opti-
mélnich tloh parametrické syntézy robotickych architektur, viz Kapitola [d] Pivodni idea
metody, tak jak je popsana v [17, 39, 5], spociva v nalezeni umisténi a délek ramen (Zk,)
4-ramenného planarnfho paralelniho mechanismu, viz Obrazek [3.7, znamého jako planar
four-bar mechanism - FBM. FBM je specifickou 1 DoF planarni architekturou (funkeci
analogickou k va¢kovému mechanismu), ktera nativné prevadi jednoduchy rota¢ni pohyb
kloubu umisténého na zakladné na komplexni rovinny pohyb bodu umisténého na konco-
vém efektord’]

Kinematicky popis manipulatoru pouze prostfednictvim délkovych charakteristik jednot-
livych ramen je znam jako reprezentace tzv. prirozenymi soutadnicemi, viz [42], kdy je
kazdé rameno manipuldtoru jednozna¢né reprezentovano svym pocateénim a koncovym

"Vypottem generovani trajektorie koncového efektoru FBM se za ucelem feseni PKU 3 DoF planarniho
paralelniho manipulatoru (3 kinematické fetézce typu RRR), ktery ve své architektufe FBM obsahuje,
podrobné zabyva prace [125].
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bodem. Tyto body lze dale uvazovat jako tzv: floating points - body, pohybujici se bé-
hem pohybu manipulatoru (nap¥. koncové body umisténé v kloubech pohybujicich se ra-
men), static points - body, které béhem pohybu manipulatoru neméni svou pozici (napft.
fixace na zakladnu) a tracking points - body, jejichz vyvoj polohy je predepsan uvaZova-
nym pohybem manipulatoru (napf¥. definovany bod/body koncového efektoru). Vlastnosti
(vyhody a nevyhody) popisu kinematiky manipulatoru pFirozengmi souradnicemi oproti
standardnimu pfistupu kinematického popisu prostrednictvim relativnich souradnic (D-H
parametry) jsou nasledujici:

+ Piimocary popis kinematiky manipulatoru bodovym modelem
+ Nelimituji mozna feseni kinematiky manipulatoru (sloZeni)

+ Kinematicky popis pfirozené neobsahuje goniometrické funkce (nebo jsou pfinejmen-
§im velmi redukovany oproti napf. D-H amluvé)

+ Kinematické struktura manipulatoru (plynouci z uspotradani a typu kloubt spojujici
ramena) je piirozené dana relacemi mezi soustavou tuhych téles, tzn. relacemi vzda-
lenosti mezi body (kvadratické funkce), kolmost, rovnobéznost (skalarni, vektorové
souciny), koincidence bodi a primek atd.

+ Mnohdy jednoduché definice kriteridlni funkce, zejména v pfipadé moznych geome-
trickych omezeni (linearni, kvadratické funkce)

+ Kinematické navrhové parametry manipuldtoru jsou nativné uvazovany

— Popis kinematiky vyzaduje pfidané rovnice kinematického omezeni (ekvivalence ke
kinematickym névrhovym parametrim v D-H tmluvé, kde jsou omezeni uvazoviny
z definice umluvy) - jak urcit?

— Nativné existuje (musi) zavislost mezi soufadnicemi

— Nalezeni transformace do relativnich soutadnic (volba aktuatori)

o

s

Obréazek 3.7.: FBM s vyznaCenymi délkami ramen a délkami specifikujici umisténi v s.s.
zékladny

Princip metody spociva v zavedeni elastickych vazeb mezi floating points a mezi floating
points a static points. Tracking points jsou jednoznacné zadany v kazdém diskretizova-
ném kroku uvazovaného pohybu manipulatoru (pozadovany generovany pohyb manipulé-
torem). Budeme-li nyni uvazovat, Ze rozvolnime nejen délky dil¢ich ramen manipulatoru,
ale zaroven i jeho umisténi vzhledem k pevné zakladné, 1ze situaci znazornit Obrazkem [3.§|
(mnozina static points je v uvedeném piipadé prazdné). Pfirozené souradnice manipulatoru
jsou tedy dany soufadnicemi dil¢ich floating points f = [f;], j =1,2,...8 (piislusné body
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v roviné definujici pohyb manipulatoru). Elasticita mezi floating points je definovana jako
linearni pruzina s koeficientem tlumeni k; > 0 a pfirozenou délkou Iy, k = 1,2,...9 (délka,
pii které pruzina generuje nulovou reakéni silu), sila linearni pruziny je tak dana z¥ejmé
vztahem F}, = ky, - (dk (t,f) — l~k), kde di(t, f) je funkce uréujici pislusnou Euklidovskou
vzdélenost mezi pocate¢nim a koncovym bodem pruziny. ¢ = [t;], [ = 1,2 jsou dané sou-
fadnice tracking point. Potencialni energii, ktera je uloZena v pruziné pro jeji definované
prodlouzeni je tedy dana jako Ej = % kg - (dk (t, f) — l~k)2 a vyslednou potencialni energii
vSech pruzin lze napsat souhrnné jako:

N
1 AT -
E=3>(dt£)—1) k- (d(t:. £~ 1) (3.44)
i=1
kde t; resp. f;, « = 1,2..., N jsou soufadnice tracking points resp. floating points pro
N pozadovanych diskretizovanych bodi (pozadovanych poloh koncového efektoru), k =
diag([k1, ko, ..., kg]) je diagonalni matice tuhosti pruzin, l = [l1, 12, ..., 9] je vektor pfiro-

zenych délek pruzin a d(t;, f;) = [di(t;, f;),d2(ti, F;), ..., do(ti, f;)] je vektorova funkce
udavajici aktualni délku pruzin.

[t1,t2]

Z [f77f8]
8
vWWA

@ fioating points
Iy @ fracking points

s

Obrézek 3.8.: FBM s uvolnénymi vazbami (elasticita pfidana lineArnimi pruzinami)

Cilem optimalizace je tedy nalézt takové pirozené souradnice f; floating points (pro kazdy
koincidenéni bod) a hodnoty pfirozenych délek l (konstantni pfes vSechny koincidenéni
body), které minimalizuji celkovou potencialni energii £ akumulovanou v pruZinach pro
vS8echny pozadované zadané koincidenéni body - tracking points t;, i = 1... N. Pfirozené
soufadnice f; tak reprezentuji pohyb manipulatoru generujici pozadovanou trajektorii (pii-
padnou pozadovanou rotaci jednoho z kloubti na zakladné manipulétoru - relativni sourad-
nice 1 DoF manipulatoru, kterou by bylo mozné vypocitat pravé z pfirozenych souradnic) a
vektor prirozenych délek predstavuje kinematické navrhové parametry manipulatoru (tedy
v naSem piipadé délky ramen a umisténi manipulatoru). V pifipadé, Ze vysledna poten-
cidlni energie je rovna nule F = 0, zfejmé plati, Ze ve vSech koinciden¢nich bodech jsou
prirozené délky pruzin rovny vypocitané vzdalenosti prislusnych floating points a jsou
podél celé trajektorie manipulatoru neménné, tzn. pozadovany pohyb manipuldtoru lze
realizovat idealné tuhymi rameny (jinymi slovy pohyb manipulatoru je realizovan pouze
rotaénimi klouby - nikoliv zménou jejich vzdalenosti). V pfipadé, Ze vysledna energie nelze
uplné nulovat, znamena to, Ze nelze predepsanou trajektorii koncového efektoru dosdhnout
s idealné tuhymi rameny presné. Zakladni algoritmus lze popsat nésledovné (jeden iteraéni
krok algoritmu):

1. Definuj néjakou pocatecni hodnotu pfirozenych délek l.
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2. Resent optimaliza¢niho problému nalezeni pfirozenych soufadnic f,; pro konstantni
hodnotu pfirozenych délek l:
Vzhledem ke tvaru funkce je zfejmé, Ze minimalizace celkové energie (pfes
v8echny koinciden¢ni body) je ekvivalentni minimalizaci energie v kazdém dil¢im
koinciden¢nim bodu, tzn. hodnotu pfirozenych kloubovych soufadnic f; 1ze nalézt
feSenim rovnice:

fz*:argfrjnn[(d(ti,fi)—i)T.k.(d(ti,fi)—i)], i=1,2,.. N  (3.45)

Z nalezenych hodnot f7 lze vypocitat odpovidajici vzdalenosti mezi floating points
v kazdém koincidenénim bodé:

=d(t;, f7) (3.46)

3. Vyhodnoceni celkové potencidlni energie:
Vypocti vyslednou hodnotu potencialni energie pruzin pres vSechny koincidencéni
body:

1 Y AT B
E=3> (dt ) -1) k- (dit 1) -1)
1=
e Pokud E < ¢, kde € je zvolena hodnota, zastav algoritmus: Vysledné hodnoty
kinematickych navrhovych parametri jsou dany prirozenymi délkami I, ptiro-
zené souradnice jsou dany f; (= je mozné dopocitat kloubové soufadnice - 1
aktivni, 3 pasivni).

e Pokud E > ¢, proved aktualizaci la pokracuj v algoritmu bodem 2.

Aktualizace piirozenych délek I:
Z vypocitanych hodnot dj je vypoc¢tena stfedni hodnota (pramér) pres viechny
koinciden¢ni body a je tak ziskdna nova hodnota I:

~ 1N
l=— dr 4
Nz; (3.47)

Poznamenejme, Ze aktualizace ! jako stfedni hodnota ze vzajemnych vypocte-
nych vzdalenosti d} floating points odpovida nutné podmince existence extrému
celkové potencialni energie pruzin pro konstantni f;, = f7, viz (3.44) nebot plati:

N

oF * 7 * 7!
M:—;k-(d(ti,fi)—l)—() o k- ;dtz,f 10

N
= Z (ti, £7)

Pfesto, ze predlozeni metoda je prezentovana jako univerzalni nastroj parametrické op-
timalizace, vyvstava zde nékolik zésadnich otézek. Metoda je zaloZené na rozvolnéni pt-
vodné konstantnich parametrt tuhych ramen (pfirozené délky pruzin) a hledani takového
feSeni, kdy je minimalizovana potencidlni energie v pruzinich podél celé pfedepsané tra-
jektorie koncového efektoru manipulatoru. Uloha lze tak ekvivalentné pievést (s klasickou
interpretaci popisu kinematiky kinematickymi navrhovymi parametry a kloubovymi sou-
fadnicemi (relativnimi souradnicemi) - viz nap¥. D-H tumluva) na rozvolnéni kinematickych
navrhovych parametri (coz vede na uvazovani kinematické redundance, kdy jsou nékteré
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navrhové parametry uvazovany jako pridavné aktivni klouby) a hledéani takového FeSeni
(pro dané koinciden¢ni body), kdy je pohyb (variance) téchto pfidavnych kloubt minima-
lizovan (optimélné zastaven) - lze tak predpokladat, Ze pro zafixovani pridavnych kloubu
je predepsany pohyb koncového efektoru splnén bud zcela (nulova variance) ¢i s danou od-
chylkou (nenulova dostateéné mala variance). Ve druhém piipadé tedy nemusi jit zajistit
predepsany pohyb koncového efektoru takovy, aby byly zcela splnény podminky kinetic-
kého omezeni manipulatoru (tedy podminky uréené DGM resp. IGM - tzv. podminky na
ssloZzeni® mechanismu). Tento fakt souvisi s uréenim DoF manipulatoru, viz Kapitola [2] a
je zasadni zejména pro paralelni manipulatory. V pfipadé, Ze nelze zcela splnit podminky
kinematického omezeni manipulétoru, lze zfejmé predpokladat, Ze architektura manipulé-
toru nevykazuje dostateéni pocet DoF (v poZzadovaném sloZeni - transla¢ni/rotac¢ni DoF).
Napf. v uvazovaném piipadé 4 ramenného mechanismu se jedné o paralelni manipulator s 1
DoF, nicméné planované koincidenéni body lezi v roviné (jsou tak pozadovany 2 nezavislé
DoF) - toto v obecném piipadé neni mozné splnit presné, ale s minimalni odchylkou, kterou
se snaZi nalézt uvazovana metoda. Stejnymi problémy, tedy nalezeni parametri manipulé-
toru pro co nejlepsi projeti koinciden¢nimi body, nicméné s vyuzitim standardniho popisu
s pomoci relativnich soufadnic, se zabyvaji prace [30] (minimalizace variance kinematic-
kych navrhovych parametri pro pfesné projeti koinciden¢nich bodi) a [75] (opaény piistup
- tedy apriori predpokladané rozvolnéni pozadavki na projeti koinciden¢nich bodit). Mezi
dalsi otazky ohledné predlozené metody patii zejména: konvergence algoritmu a vhodné
robustni metody pro reSeni optimaliza¢niho problému .

Alternativni moznosti je, ze pocet DoF manipulatoru je shodny (poctem i typem) s po-
zadovanou trajektorii koncového efektoru, a zadana trajektorie mtze byt splnéna presné.
S rozvolnénim nékterych dalsich ptivodné konstantnich parametri (zavedenim kinematické
redundance) pak muZeme optimalizovat néjaké kritérium (rychlosti, sily/silové momenty
v kloubech manipulatoru atd.) a nalézt tak proménné parametry podél trajektorie, viz
Kapitola Otazkou vsak ztistava, jakym zpusobem takto variantni (ale optimalni) kine-
matické parametry vyuZzit ke stanoveni jejich konstantnich (optimalnich) hodnot. Spoleéné
s moznosti zahrnuti nékterych problémi strukturalni optimalizace je tato otazka diskuto-
vana v Kapitole

Vyvazovani sil /silovych momentii manipulatoru

Vzhledem k tomu, Ze silové ¢i momentové ptsobeni v aktudtorech manipulatoru, které je
vyzadovano k zajisténi pozadovaného pohybu koncového efektoru je zasadnim faktorem,
ktery musi byt bran v Gvahu pfi syntéze robotickych architektur, zabyvejme se nyni té-
matem, ktery je nazyvan jako statické a dynamické vyvaZovdni manipuldtori. Vyvazovani
manipuldtort tvoii urditou alternativu k obecnému problému parametrické optimalizace
manipulatoru, nebot se snazi specifickymi strukturalnimi zménami (napf¥. pfidanim pro-
tizévazi ¢i pruznych elementt) pasivné docilit eliminace silového/momentového ptsobeni
vyvozované pohybem hmotnych ramen manipulatoru. Zakladni mySlenka vyvazovani ma-
nipulatorii je popséana v [76], 142 [143] a lze z principu rozdélit na dvé hlavni kategorie:

Statické vyvazovani:

Manipulator je povazovan za staticky vyvéazeny, pokud pro kazdou polohu v pracovnim
prostoru manipulatoru nejsou zapotiebi zZadné sily /silové momenty k jeho udrzeni v této
poloze. Jinymi slovy, vSechna silové ptsobeni vlivem gravitace jsou zcela kompenzovana.
Z matematického pohledu si lze situaci predstavit nasledovné. Uvazujme ramena mani-
pulatoru (a nehmotné klouby) jako obecny vicehmotovy systém, ktery je v klidu umistén
momentem setrvac¢nosti, ktery v8ak hraje roli pouze pii pohybu). Celkova energie E tako-
vého systému je dana pouze jeho energii potencialni, tedy sou¢tem potencidlnich energif
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vSech jeho ramen:

N N

E==> (mi-g"-m)=—g"> (mi-m) (3.48)

i=1 =1
kde N je pocet ramen, g je vektor gravita¢niho zrychleni, m; je hmotnost a r; je vektor
umisténi tézisté ¢-tého ramene.

N

N
M'r:Z(mi-ri), M:Zmi (3.49)
i=1

i=1
Kombinaci (3.48)) a (3.49) dostavame vysledny vztah pro potencialni energii:
E=-M-g"-r (3.50)
Potenciélni energie manipulatoru je tak jednozna¢né dana potencialni energii jeho vysled-

celkova potencialni energie zistava konstantni pro v8echny polohy v uvazovaném pracovnim
prostoru. Jelikoz diukaz tvrzeni neni uveden v citované literatufe, je pro tplnost nastinén
v Poznamce B.11

B Poznamka 3.1 (Staticky vyvazeny manipulétor)
Pro potenciadlni E(Q) a kinetickou Ej(Q, Q) energii hmotného télesa (tedy i soustavy

Myt

vanosti) pohybujiciho se v konzervativnim potenciadlovém poli (gravitacni pole) plati na-
sledujici bilance: .
EQ)+ Ex(Q,Q) = K = konst. (3.51)

kde Q resp. Q jsou polohy resp. rychlosti kloubovych soufadnic manipulatoru jednoznacné

vy

Piedpokladejme, Ze je robot umistén v klidu Q = 0 v poloze dané jeho kloubovymi sou-
Ffadnicemi @, potom plati:

E(Q)+EQ,Q) =K =K=E(Q) (3.52)
——

=0 <= Q=0

Pro libovolny posun AQ musi opét platit (bilance energii):
E(Q+AQ)+ELQ+AQ,AQ) =K (3.53)

Z rovnic (3.52] [3.53) tedy zfejmé vyplyva, ze pokud plati rovnost potencialni energie na
celém pracovnim prostoru manipulétoru
E(Q)=EQ+AQ)=K, VAQ

musi byt nutné kineticka energie Ex(Q + AQ,AQ) = 0 = AQ = 0, a tedy manipulator
zustava opét v klidu.

Zbyva dokazat, zZe pro konstantni potencialni energii manipulatoru pfres cely pracovni pro-
stor je vysledna sila/silovy moment M na aktuatorech nulovy. K odvozeni vyuzijme dy-
namicky popis manipulatoru prostfednictvim Euler-Lagrangeovych rovnic [95]:

L(Q,Q) = Ex(Q.Q) — E(Q) (Lagrangian)

T at 00 oQ
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Pro manipulator v klidu plati E,(Q, Q) = 0 a tedy:

L(Q.Q) = ~E(Q) = —K = konst. ¥Q 8”6% Q) _y, Lfé@ 0 = M=o
(3.55)
[ |

Konstantni hodnota potencidlni energie manipulatoru pres cely uvazovany pracovni prostor
miize byt docilena dvéma piistupy:

e Metodou pridanych hmotnosti
Vzhledem k faktu, ze M a g jsou nenulové konstanty, podminkou statické rovno-

Yy

kloubovych soufadnic  manipulédtoru, tedy:

7(Q) = konst. = aT(Q):o, vQ (3.56)

oQ

Yyt

tickych ¢i dokonce konfigurovanych s pohybem manipulatoru). Jednoduchy piiklad
je demonstrovan na Obréazku Zasadni nevyhodu takového piistupu je zvyseni
celkové hmotnosti manipulatoru, coz muze zasadnim zptsobem zhorsit jeho dyna-
mické vlastnosti.

¢ Prfidanym silovym elementem
Silovym elementem rozumime napf. pruzinu, kterd umoznuje ménit potencialni ener-
pulatoru je pak kompenzovana potencialni energii pruziny (vice pruzin) tak, ze jejich
vysledny soucet zustava konstantni pro vSechny polohy manipulatoru. Pro celkovou

potencialni energii manipulétoru tedy plati:
- OF
E=-M-g" r(Q)+=- Z (k; - e?(Q)) = konst. = =

2 3G 0, vQ (3.57)

DN |

kde m je vysledna pocet pfipojenych pruzin, k; resp. e;(Q) je tuhost resp. prodlouzeni
pruziny (od pfirozené délky).

Jednoduchy piiklad je demonstrovan na Obrazku [3.9(b)l Zasadnim problémem je
vypocet umisténi pruzin a jejich technicka realizace s ohledem na jejich zastavbu do
struktury manipulatoru.
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To——

® ® © RKloub
® tei&ts ramen VWA pfidané pruziny
® pfidané hmotnosti

20

(a) vyvazovani prostfednictvim pridanych hmot- (b) Vyvazovani prostfednictvim pruzin (typic-
nosti kym piikladem je stolni lampa)

Obrazek 3.9.: Jednoduché ptiklady staticky vyvaZzenych manipulétort

Dynamické vyvazovani:

Dynamické vyvazovani manipulétori je zobecnénym pripadem statického vyvazovani a je
priméarné formulovano podminkou, kdy pro libovolny pohyb manipulétoru plati, Ze vSechny
sily a silové momenty (nékdy nazyvany jako shaking forces and moments) pusobici na
zékladnu manipulatoru jsou vzdy nulové. Tyto sily a silové momenty hraji vyznamnou roli
predevsim ve dvou pripadech:

o Vybuzovdni vibraci do zdkladny manipuldtoru
Jev, ktery je zadsadni zejména s ohledem na mozné vybuzeni rezidudlnich vibraci ¢i
silového/momentového naméhani nosnych konstrukei manipulétor.

e Silové/momentové namdhdni aktudtori
Vlivem reaké¢niho silového/momentového pusobeni zakladny manipulétoru na jeho
mechanickou konstrukci musi byt tyto reakce kompenzoviny vlastnimi aktuatory
manipulatoru, coz vede na vyznamné navySeni pozadovanych sil/momentt v aktu-
atorech. Problém je zcela kli¢ovy pro velmi rychle se pohybujici manipulatory, kdy
dynamické projevy dominuji.

Vypocet reakénich sil /silovych momentt pisobicich na zakladnu je uveden v Poznémce

B Poznamka 3.2 (Reaké¢ni pisobeni zakladny manipulatoru)

Predpokladejme N ramen manipulatoru definovanych svymi hmotnostmi m;, umisténim
t&zi8t r; a prislusnym tensorem setrvacnosti I; v tézisti (vzhledem k s.s. daného ramene
= konstantni matice).

Hybnost I; jednoho ramene lze vyjadrit jako:

lLi=m;-r, = li:mi"f‘i:Fi—l—Fi (3.58)

kde F; resp. F';, = m; - g jsou externi resp. gravitacni sily piisobici na rameno, g je vektor
gravita¢niho zrychleni.

Sila potfebna k urychleni jednoho ramene je tak dana jako:
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

Celkova sila F' od v8ech ramen manipulatoru ptisobici na jeho zakladnu ve smyslu translace

vy vt

jejich tézist (dle slozkové podminky dynamické rovnovahy) s uvazovanim celkového t67isté,

viz (3.49)), bude déna jako:

N N
F:ZFi:Z(mi"Fz’—mi‘g):M';’;_M'g
i=1 i=1
N (3.60)
F=M-#—M-g, M=) m
i=1
kde 7 je umisténi celkového tézisté manipuléatoru.
Ziejmé tak reakeni sila zakladny (podlozky) manipulatoru bude dana jako Fyeae = —F:
Fippe=—M- -7+ M-g (3.61)

Moment hybnosti k; jednoho ramene k pocatku s.s. zakladny lze vyjadfit jako:
ki=rixm;-r+1;, w, = I%:i:rixmi~h+I,~wi:Mi+ri><ng (3.62)

kde M; resp. 7; x F'y, je externi silovy moment resp. silovy moment zpiisobeny gravita¢nim

Silovy moment potiebny k urychleni jednoho ramene je tak dana jako:

Mi:TiXmi"i;i—l-Ii'wi—’r‘iXng (363)

Celkovy moment M od vSech ramen manipulatoru ptisobici na jeho zakladnu s uvazovanim

celkového tézisté, viz (3.49), bude dan jako:

N N N
MZZMZ'ZZ(’MXmi-’};i—l—Ii'dJi)—Z(’riXmi-g)

i=1 i=1 =1

N N
M:Z(rixmi-h+1i-wi)—2(mi-ri)xg (3.64)

1=

-.
Il

—
—

(rzxmlrl+I1wl)fr><Mg

)
.

@
I
—

Ziejmé tak reakéni moment zakladny (podlozky) manipulatoru bude dan jako M yeae =
—M:
. N
Moo = —k+7xM-g, k=Y (rixm; -7+ w) (3.65)
i=1

Reakénti sila/silovy moment zakladny manipulatoru (tedy, opacné hodnoty sil/silovych mo-
menti pusobici na zakladnu) jsou dany vztahy (3.61} [3.65)):

Freac:_M';’;_"M'g

(3.66)

Mreac:—iﬁ—F’l“XM-g, k= (rixmi-h—i—Ii-wi)

M-

=1
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3.2. Soucasny stav problematiky parametrické optimalizace

kde M je vyslednd hmotnost manipulatoru, r je umisténi celkového tézisté a k je celkovy
moment hybnosti.

Podminku dynamické rovnovihy lze matematicky formulovat nésledovné. Manipulétor je
dynamicky vyvazen, pokud je vyvazen staticky, tzn. r = 7(Q) = konst., a zaroven zustava
konstantni moment hybnosti k = k(Q,Q) = konst. pro libovolny pohyb manipulatoru.
Poté plati, viz (3.66)):

Freac:M'g (367)
Mreac:_'rXM'gv anQ

A reakénti sila/silovy moment ptisobici na podlozku zustavéa konstantni pro libovolny pohyb
manipulatoru (negeneruje vibrace, negeneruje vysoké sily /silové momenty v aktuatorech).
Poznamenejme, ze statické vyvazeni manipulatoru odpovida vzhledem k dynamickému
vyvazeni pouze eliminaci reakénich sil (shaking forces).

Metoda statického vyvazovani sériovych manipuldtort na zakladé pfidanych pruzin je po-
psana v [4], kde je ukazano, Ze sériovy manipulator lze staticky vyvazit pfipojenim pruziny
mezi bod O lezici na pifimce ve sméru vektoru gravitacniho zrychleni prochéazejici po¢atkem
nictvim pridanych paralelogrami, viz Poznamka Vhodnou volbou tuhosti pruziny k a
vzdalenosti piipojného bodu ve sméru gravitacniho zrychleni lze zajistit, Ze celkovéa poten-
cialni energie manipulatoru je dana pouze potencidlni energii pruziny E = %kz(OC)T -0C
(proménnou pro rizné polohy manipuldtoru v pracovnim prostoru). Déle je ukazéano, Ze
vhodnym pfipojenim piidavnych pruzin mezi odpovidajici ramena lze ziskat konstantni
hodnotu celkové potencialni energie E. Metoda je demonstrovana na 2 DoF resp. 3 DoF
sériovém manipulatoru pfidanim 2 resp. 4 pfidavnych pruzin. V [22] je metoda dale apli-
kovana na nékteré prumyslové architektury manipulatora. V [58] je déle prezentovana
metoda, ktera odstrafuje nutnost p¥ipojeni pruziny k bodu O (pevné k zékladné manipu-
latoru). Pruziny jsou pfipojovany ,,podél* ramen manipulatoru a je tak vyrazné omezena
moznost jejich vzajemného kiizeni. Statické a dynamické vyvazeni FBM na zakladé pfi-
danych hmotnosti je formulovino jako nalezeni prislusnych kinematickych a dynamickych
parametri véetné citlivostni analyzy v [37, [0, [7]. Pfidanim protizéavazi na ramena a spe-
ciadlniho paralelogramu do konstrukce Stewartovy platformy je docileno statické vyvazeni
manipulatoru v [94]. Odlisny pfistup k statickému vyvaZovani manipulatoru predklada
[81 82]. Pristup nevyuziva pridavani hmotnosti ani pfipojovani pruzin, ale snazi se zménit
kinematické navrhové parametry manipulatoru (v tomto pripadé umisténi kloubti na ra-
menu manipulatoru) takovym zptisobem, aby byla splnéna podminka statického vyvazeni.
Nevyhodou uvedeného pristupu mize byt zména pracovniho prostoru vlivem zmény kine-
matickych parametrii (kritické napt. u 1 DoF mechanismi, napt. FBM, kde je generované
trajektorie koncového efektoru zcela zavisla na kinematickych parametrech a jejich zménu
nelze kompenzovat aktuétorem).

Nalezeni staticky vyvazenych paralelnich 3 DoF a 4 DoF paralelnich manipulétort pro-
stfednictvim vhodné pfidanych kinematickych fetézct a pripojenych pruzin je analyzovana
v [142, [143]. V |76] jsou ukdzany nutné a postacujici podminky (s ohledem na parametry)
pro dynamicky vyvazeny FBM v rtizném kinematickém uspofadani.

B Poznamka 3.3 (Pridavny paralelogram - nalezeni t&zist&)

vy

C dvou ramen Link 1, Link 2 spojenych kloubem typu R, viz Obrazek Vzdale-
nosti t&zist C' resp. C2 od osy rotace kloubu jsou oznaceny L resp. Lo s uvazovanymi
hmotnostmi m; resp. my. Piidany paralelogram je realizovan pfipojenim k uvazovanym
ramentim Link 1, Link 2 R klouby a parametrizovan délkami svych ramen [y, lo.
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Obrazek 3.10.: Pridany paralelogram

Hledany bod tézisté C' lezi nutné na spojnici tézist ramen a lze tak vyjadfit jako:

C=Ci+k (C;—C,), Cy= [i Zfs((gﬂ , Cy= [Iﬂ (3.68)

Parametr k ur¢uje posun hledaného tézisté C po piimce spojujici tézisté ramen Cq, Cs a
je tak zfejmé dano vyhradné pomérem hmotnosti my, mq jako:
ma

k= ——F—
m1 + mg

Koncovy bod paralelogramu C), je dan v zavislosti na parametrech [y, I3 jako:
lo+1 cos(a)] (3.69)

“r= [ lisin(a)

Ztotoznénim C = C),, tedy porovnanim (3.68|) do (3.69), dostavame hledané parametry

paralelogramu:

m1 m2

'L17 12 =

llzi _—
mi1 + msy mi1 + mso

Ly (3.70)
Uvedeny piistup lze dale zobechovat. Uvazujme nyni cely mechanismus znézornény na Ob-
razku (jako nehmotny) a v bodech C, C2 uvazujme nehmotné sférické klouby (na-
misto ptuvodnich t&zist). V takovém pripadé pfipojenim mechanismu mezi libovolna dvé

My

vvvvvvvv

pak muze byt nalezeno celkové t&zisté sériového manipulatoru, viz Obrazek Limitu-
jicim faktorem je vSak relativné slozita mechanicka konstrukce pfidavnych paralelogrami.
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Vysledné tézisté
manipulatoru

O Sféricky kloub

Obrazek 3.11.: Zobecnéni pro sériovy manipulator

3.3. Staticka optimalizace (optimalizace konstantnich
kinematickych parametrd manipulatoru)

V uvedené kapitole se budeme zabyvat podrobné tématu jiz diive zminéné statické opti-
malizace. Uvazujme sériovy neredundantni manipulator s n nezavislymi aktuatory, jejich
poloha je dana kloubovymi soufadnicemi @ € R”™ a polohu koncového efektoru manipu-
latoru mizeme vyjadfit m nezavislymi zobecnénymi soufadnicemi X € R™, kde m = n.
Uvazujme dale, Ze kinematické architektura manipulatoru lze popsat pomoci D-H tamluvy,
viz Kapitola Vsechny D-H parametry nepiislusejici kloubovym soufadnicim (véetné
parametra pfipadnych konstantnich kompenzaci polohy zékladny a koncového efektoru,
viz Poznamka lze zahrnout do vektoru konstantnich navrhovych kinematickych para-
metru £. Formulace statické optimalizace kinematické architektury manipulétoru je poté
dana nasledovné:

Najdi takové konstantnich kinematické ndvrhové parametry &, které minimalizuji danou
hodnotu skaldrni kriteridlni funkce J(&) pres uvaZovany pracovni prostor robotu i pres
danou trajektorii jeho koncového efektoru.

Regenf takto definovaného optimaliza¢niho problému se tak rozpadéa na nasledujici klicové
body:

3.3.1. Definice pracovniho prostoru robotu ci jeho restrikce (pozadovana
trajektorie koncového efektoru):

Vzdy je nutné stanovit prostor (spojity ¢i diskrétni), pres ktery bude dana optimalizace pro-
bihat. Tzn. pro danou hodnotu kinematickych nédvrhovych parametra £ lze vy¢islit hodnotu
kriterialni funkce J(&) ve v8ech bodech stanoveného prostoru. Takovym prostorem mi-
Zeme rozumét napf. spojitou/diskrétni mnozinu pozadovanych poloh koncového efektoru
manipulatoru véetné nékterych specifickych pozadovanych vlastnosti v téchto polohach.
Specialnim piipadem potom mize byt mnozina uspoifddanych vektorti polohy, rychlosti a
zrychleni koncového efektoru manipulatoru definujici jeho konkrétni trajektorii v pracov-
nim prostoru. Bez @jmy na obecnosti ozna¢me takovou mnozinu vektorem X ps.
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% Piiklad 3.3 (Definice pracovniho prostoru robotu pro optimalizaci)
e Necht pracovnim prostorem robotu pro optimalizaci X op¢ rozumime diskrétni mno-
zinu poloh koncového efektoru {X; = [O; R;]} definovanou jeho pozici O; € R? a
orientaci (matice rotace) R; € R3*3 v prostoru, i = 1... M.

e Necht pracovnim prostorem robotu pro optimalizaci X op¢ rozumime konkrétni tra-

jektorii koncového efektoru v pracovnim prostoru robotu v ¢ase t = (0, ¢ 7). Pfedpokladame-

li, Ze takovou trajektorii diskretizujeme s ¢asovym piirtstkem At, dostavame polohy,
rychlosti a zrychleni koncového efektoru

{X;=|0; R; O; w; O, wz}}

v kazdém diskretizovaném case t; = (i — 1) - At,i=1...M, ty = (M — 1) - At, kde
w; je vektor thlové rychlosti koncového efektoru.

Pracovni prostor robotu pro optimalizaci je poté definovan jak(ﬁ:

Xopt ={X1 X2 ... Xnp}, X =Xope{i}

*

Predpokladejme déale, ze pracovni prostor robotu pro optimalizaci bude vzdy diskretizovan,
tzn. nejedné se o spojitou mnozinu.

3.3.2. Definice kriterialni funkce:

Piedpokladejme, Ze hodnota kriterialni funkce J(X,€) je pro dané parametry & defino-
vana ve vSech bodech pracovniho prostoru X € X V redlnych optimalizacnich tlo-
héach navic velmi ¢asto vyzadujeme nutnost vlozit do vlastni optimalizace néktera klicova
omezeni, napr.: bod X musi leZet v pracovnim prostoru manipuldtoru, pozadované na-
toceni/vysunuti aktuatort musi lezet v daném intervalu, vzdalenost ur¢itého bodu mani-
puldtoru od prekazky musi byt mensi/vétsi nez dana konstanta atd. Presto, Ze existuje
fada metod a algoritmu zabyvajici se problematikou optimalnich tiloh s omezenim, pouZi-
jeme v nasem piipadé metodu penalizaci (penaliza¢ni funkce), kterd umoziuje definovana
omezeni penalizovat a FeSit tak tdlohu jako optimalizacni tlohu bez omezeni, viz Kapi-

tola [3.2.3

Necht je kriterialni funkce J pro dané kinematické néavrhové parametry & v daném bodé
pracovniho prostoru X definovana nasledovné:

1

J(X.8) = ——
( E) Jpen + Jobj

€ (0,1) (3.71)

kde

o J je vyslednd kriteridlni funkce
dana jako suma penalizacni funkce Jpen a tcelové funkce Jop;. Za tcelem korektni
optimalizace je hodnota kriteridlni funkce normovéana na hodnotu v omezeném roz-
sahu, typicky na interval (0, 1), kdy hodnota 0 pfedstavuje nejhorsi pfipad a hodnota
1 pfipad optimalni.

o Jpen je tzv. penalizacni funkce
penalizujici dand omezeni na optimalizaci parametrii manipuldtoru. Uzit{ penaliza¢ni

8Oznadeni X {i} vyjadiuje vybeér i-tého vektoru/matice z pFislusné mnoziny vektorii/matic.
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funkce je jednou z moznych pfistupi k optimélnimu navrhu parametri s danym ome-
zenim, kdy tato dana omezeni jsou reprezentovana zvolenou penalizaci a pri¢itana
k vysledné hodnoté tcelové funkce Jopj. Jpen — 0 odpovida splnéni vSech predepsa-
nych kritérii, Jpen — +00 odpovida tplnému poruseni vSech kritérii. Poznamenejme,
ze dil¢i s¢itand omezeni optimalizace mohou byt rtzné vazena (dle nastavenych pod-
minek a potieb optimaliza¢ni tlohy, tzn. vaZeni nizkymi hodnotami koeficientt od-
povida tzv. ,mékkym*“ omezenim, vazeni vysokymi hodnotami koeficienti odpovida

Ltvrdym® omezenim optimalizace).

% Piiklad 3.4 (Omezeni pomoci penalizaéni funkce)
Omezeni na maximalni vysuv linearnich aktuitorti robotu miiZze byt dano vztahem:

Jpen =K1 P+ Ky Py (3.72)
kde
0 pro: (ldill — ") <0
i = max max » V= 1’2
(ldill = &) pro: (||di]| — di**™>) =0

a d; jsou aktuélni hodnoty kloubovych soufadnic vysuvi linedrnich aktuatord pro
dané umisténi koncového efektoru do bodu X v pracovnim prostoru, d;***
ximalni povolenéd vysunuti aktuatori a K; > 0 jsou pfislusné penalizacni konstanty.

*

jsou ma-

Jobj je tzv. tcelovd funkce

zohlediujici pozadované vlastnosti manipulatoru, které maji byt optimalizovany. Jop;
vyjadiuje miru optimality dle zvoleného hlediska, Jon; — 0 odpovida optimalnimu
piipadu (hodnota tcelové funkce je minimélni mozna), Jon; — 400 odpovida nejvice
vzdalenému piipadu od optimalniho.

% Ptiklad 3.5 (Uéelova funkce)
Predpokladejme, Ze kritériem optimality manipulatoru bude minimalizovat vysledné
sily /silové momenty v aktuatorech, ucéelova funkce muze byt volena néasledovné:

Jobj = Tf + 73 (3.73)

kde 7; predstavuji hodnoty sil/silovych momenti v aktivnich kloubech manipulatoru
pro dané umisténi koncového efektoru do bodu X v pracovnim prostoru. *

3.3.3. Definice pripustné mnoziny kinematickych navrhovych parametra:

Vzdy je vhodné definovat pfipustnou mnozinu kinematickych navrhovych parametria =,
kde & € E. Pripustnd mnozina parametri muze byt opét definovana ve spojité ¢i diskrétni
podobé a mize byt neomezené a omezena.

3.3.4. Definice optimalizacni Glohy

Nyni je tfeba definovat samotnou optimalizacni tilohu. V naSem piipadé predpokladejme,
ze pozadujeme maximalizovat minimalni hodnotu kriterialni funkce J(X, &) podél celého
pracovniho prostoru pro optimalizaci X € X ¢, tedy tlohu lze chapat jako mazmin pro-
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J* = max <XIen)i(rcl,pt J(X, £)> (3.74)
* = in J(X 3.75
3 argmax < e (X, € )> (3.75)

kde E je pripustnd mnozina kinematickych névrhovych parametri manipulatoru, J* je
optimalni hodnota kriterialni funkce pro nalezenou optiméalni sadu parametria £*.

Tedy hledame takové parametry & pro které plati, Ze minimalni hodnota kriterialni funkce
J(X, &) podél celého uvazovaného prostoru X, je maximalizovana. Jinymi slovy, ma-
ximalni hodnota sou¢tu penalizacni a tcelové funkce podél celého uvazovaného prostoru
Xopt je minimalizovana, a tedy je nejlépe eliminovan nejhorsi piipad (ve smyslu kritéria
optimality) pfes cely pracovni prostor.

Poznamenejme, Ze lze volit i jind kritéria neZ minimum pro ohodnoceni prostoru X opt,
napf. prumérnou hodnotu atd. Casto vSak pozadujeme optimalizovat (maximalizovat)
pravé nejhorsi mozny piipad (nejnizsi hodnotu kriterialni funkce) podél prostoru X opt.

3.3.5. Metody reseni optimalizacni Glohy

Vzhledem k faktu, Ze kriteridlni funkci optimaliza¢ni tlohy je ¢asto velmi komplikovana
nelinearni transcendentni funkce, ptipadaji v tivahu aproximacni gradientnich algoritmy ¢i
negradientnich algoritmy (metody piimého prohledavéani, heuristické metody), viz Kapi-
tola Vzhledem ke zkuSenostem s redlnymi problémy pifi navrhu a optimalizaci robo-
tickych architektur, viz Kapitola (pfedevsim s ohledem na rychlost a robustnost feseni
optimaliza¢ni ulohy) je rozumné problém rozdélit na dva zakladni pfipady, a to globalni
optimalizaci a lokalni optimalizaci.

3.3.5.1. Globalni optimalizace

V piipadé globalni optimalizace se snaZime (vétSinou v omezeném prostoru hledanych re-
Seni - mnozina pifpustnych hodnot kinematickych navrhovych parametri =) najit globalni
optimum. BohuZel nalezeni globalniho optima kriterialni funkce je v obecném pripadé velmi
komplikované. Omezme se proto, obdobné jako v piipadé mnoziny X .p¢, na diskretizaci
prohledavaného prostoru pripustnych reseni E:

E={& & ... &), & =i} (3.76)

Cilem globdlniho optimalizacniho algoritmu je tedy nalézt takovou prislusnou sadu diskre-
tizovanych kinematickych navrhovych parametra € = E{i*}, i* € {1,2... N}, respektive
piislusny index ¢*, pro ktery plati, Ze minimum hodnoty kriteridlni funkce J pies vSechny
diskrétni hodnoty pracovniho prostoru Xon¢{j}, j = 1...M, je maximéalni, viz rovnice
. Takto definovanou tlohu lze fesit vzdy samoziejmé hrubou silou, tedy nasle-

dovné:

¢ Algoritmus 3.1 (Algoritmus FeSeni globalni optimalizaéni tlohy hrubou silou)
e Definuj predpis pro vypocet kriterialni funkce J(X, &) zavislé na optimalizovanych
kinematickych navrhovych parametrech € a zobecnénych souradnicich X koncového
efektoru manipulatoru.

e Definuj diskretizaci pracovniho prostoru manipulatoru ve smyslu mnoziny X ¢ jako
M diskrétnich hodnot zobecnénych soufadnic X; € Xopt, 2 =1... M.
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e Definuj diskretizaci pripustnych hodnot dil¢ich kinematickych navrhovych parametri
ve smyslu mnoziny 2 jako N diskrétnich hodnot pfipustnych kinematickych navrho-
vych parametrti manipuladtoru §; € E,i=1...N.

e Pro kazdou sadu parametria & = E{i}, i = 1... N vy¢isli hodnotu kriterialni funkce
J(X, &) pro vSechny diskretizované polohy koncového efektoru X = Xopi{j}, j =
1...M, dostdvame tedy mnozinu hodnot vycislené kriterialni funkce, kterou lze re-
prezentovat matici:

Jvalz
CJX{(LE(1)) JXOLER) ... JXOLE[) ... J(X{LEWNDT
JXPLE))  J(X{2LER) ... J(X{2LE[) ... J(X{2}E(ND)
S| axGrey  JXGLER) .. JXGLER) ... JXULENY)
(XM} E(1)) J(X(MLE(RY) ... JX{MYEG)) .. J(X{M},E(NY))
(3.77)
A optimaliza¢ni tlohu lze potom uvazovat ve tvaru:

J*(Xv ﬁ*) = zinla%\f (]HIHHM Jval(ja 7’)) (378)

it = argmax (j min J ) (j, i)) (3.79)

¢ = B{i*} (3.80)

¢

Vypocet feSeni globalni optimaliza¢ni tlohy hrubou silou sice pfinasi nalezeni globalniho
feSeni (v ramci pouzité diskretizace pracovniho prostoru a prostoru piipustnych kinema-
tickych navrhovych parametril), nicméné vypocetni naro¢nost algoritmu je velmi vysoka,
viz Priklad nebot celkovy pocet NepitpunEval VyCisleni hodnot kriteridlni funkce a od-
povidajici potfebny ¢as TritFunEval j€ dén jako:

NcritFunEval =N-M

(3.81)
TcritFunEval = NcritFunEval : tcritFunEval

kde tcritFunEval j€ prumérna doba potiebna k vy¢isleni hodnoty kriterialni funkce J( X, £).

Pravé vypocetni naro¢nost je zdsadnim problémem diskrétnich globalnich optimaliza¢nich
algoritmii. Pro zefektivnéni prohledavani stavového prostoru pii feSeni tlohy maxzmin (&
ekvivalentné minmaz) lze s vyhodou pouzit metody profezavani, kdy jednoznaéné apriori
neoptimalni podmnoziny prohleddvaného prostoru pfipustnych kinematickych navrhovych
parametri jsou z algoritmu explicitné vyfazeny. Takovym profezavinim nedochazi ke ztraté
globalniho optima, ale vypocetni naro¢nost (ve smyslu potfebného po¢tu vyéisleni hodnot
kriterialni funkce) miize byt vyrazné snizena. Jednim takovych algoritmii profezavani je na
pf. tzv. Culling algorithm, inspirovany praci [2, [112].

¢ Algoritmus 3.2 (Culling algoritmus pro globalni prohledavani - aloha maxmin)
Pro grafické znazornéni algoritmu uvazujme, Ze ve vSech dale uvedenych souvisejicich ob-
razcich zobrazujeme matici J, s nékterymi zavedenymi pfidavnymi identifikatory. Pred-
pokladejme v tomto pripadé, Ze hodnota kriterialni funkce nabyva celo¢iselné hodnoty od

0 do 4o00. Pocet sad pripustnych navrhovych kinematickych parametri je N = 20 a pocet
prohledavanych diskretizovanych bodt pracovniho prostoru M = 10.
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1. Algoritmus za¢ina vybérem libovolné sady (sloupce) parametri & (idedlnim vybérem

je takova sada, ktera je nejblize optimu - ma maximalni hodnotu minima kriteriélni
funkce pfes v8echny body v pracovnim prostoru). Déale je vy¢islena hodnota kriteri-
alni funkce pro vSechny odpovidajici body pracovniho prostoru (fadky), viz Obra-
zek a nalezena minimélni hodnota kriterialni funkce odpovidajici nejhorsimu
bodu v pracovnim prostoru pro vybranou sadu parametri (fialové zvyraznéna hod-
nota).

.V odpovidajicim bodé pracovniho prostoru (fadku) je vy¢islena hodnota kriterialni

funkce pro vSechny ostatni sady parametri (sloupce) a aktualizovany hodnoty do-
posud nejhorsiho (nejnizsiho) znamého piipadu hodnoty kriterialni funkce pro sady
prohledavanych parametrii (spodni modry fadek hodnot, je-li vypoc¢tena hodnota
kriteridlni funkce v prislusném fadku nizsi - aktualizuj hodnotu v modrém fadku).
Nastane-li situace, Ze je hodnota kriterialni funkce v aktualné poc¢itaném fadku (resp.
v modrém Fadku doposud nejhor§iho znamého piipadu) nizsi (horsi) nez aktualni
minimalni hodnota nalezené pro vybranou sadu parametrii pfes vSechny body v pra-
covnim prostoru (vyznacena fialova hodnota), je cely prislusny sloupec (sada para-
metril) vyfazen (odfiznut) (nebot jiz zcela jisté existuje sloupec (sada parametrii),
kde je minimalni hodnota kriterialni funkce vétsi), viz Obrazek

. Z Tadku hodnot doposud nejhorsiho zndmého pripadu hodnoty kriterialni funkce je

vybran sloupec s nejvétsi hodnotou (potencialni kandidat na optimalni sadu parame-
trit - minimalni hodnota kriterialni funkce pfes pracovni prostor je maximalizovana).
Opét je vycislena hodnota kriterialni funkce pro vSechny odpovidajici body pracov-
niho prostoru (fadky) a vybrana minimélni hodnota, pokud je tato hodnota vétsi nez
doposud nejvyssi znamé hodnota (fialové vyznacend), dojde k nahrazeni této ptivodni
hodnoty hodnotou novou (pfeznaceni fialového zvyraznéni) a algoritmus pokracuje

fadkem 2, viz Obrazek [3.12(d)|

. Algoritmus pokracuje az do chvile nalezeni optimalni sady parametrii (s maximalni

moznym minimem hodnoty kriterialni funkce pfes cely pracovni prostor), viz Obra-
zek Cerné vyznacené hodnoty v matici Jy,1 jsou hodnoty kriterialni funkce
J(X, ), které musely byt béhem algoritmu vy¢isleny.

V uvedeném prikladu musela byt vy¢islena kriteridlni funkce ve 97 p¥ipadech z celkové
moznych 200 (NerigFunEval = N - M = 200, pokud bychom tlohu fesili algoritmem hrubé
sily, viz )7 coz odpovida priblizné dvojnasobku uspory vypocetniho ¢asu (pii zvaZzeni
pouze operaci vycislovani kriteridlni funkce - coz byva v tlohach optimalizace kritické
i s ohledem na predpoklad, Ze muze byt nékdy vycisleni kriteridlni funkce realizovino
spusténim komplexni simulace nap¥. v SimMechanics) oproti feSeni algoritmem hrubé sily,

viz Algoritmus
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Uvazovany algoritmus muze byt matematicky zapsan nasledovné:

Formulace optimaliza¢ni tlohy:

& = argmax < min J(X,{))

(eE €Xopt (3.82)
§ =argmax ¥(€), P(§) = min J(X,E), J(X,§)€(0,1)
ﬁEE XEXopt
Inicializace:
e ;1 =0

e Py = E pocatetni mnozina sad pfipustnych parametri, viz (3.76))

e So(¢§) =1, ¢=E{i},i=1...N = Sy = [1,1,...,1], kde Sy reprezentuje do-

sud nejnizsi znamou hodnotu kriterialni funkce J(X, &) pro vSechny pfipustné sady
parametri.

20 . . . .
o 0 =¢ = E{i}, pro libovolné zvolené i € [1,2,... N], kde £° je pocatecni vybrana
0
sada parametrii a £ je posledni, doposud nejlepsi, znamy kandidat na optimalni sadu
parametri £€*. Poznamenejme, Ze volbou pocéatecni sady parametrit miZzeme vyrazné
ovlivnit rychlost konvergence algoritmu.
Cyklus:

1. Nalezeni bodu X; € X, s minimalni hodnotou kriterialni funkce pro danou sadu
parametri:

X, = argmin (J(X,ﬁ’))
XEXopt

. . 20+l . 5
2. Aktualizace kandidata El na optimalni sadu parametri:

g [& pokud w(g) > w(E)
& jinak

3. Aktualizace (nalezeni) nejnizsi doposud znamé hodnoty kriterialni funkce J pro sady
parametri (v poloze X; - opt. poloha pro aktualni sadu parametri &'):

Si+1=[ min {S,(6). J(X:.€)}. min {Si(€). J(X..E)}....

EePi{1} gePi{2}

4. Ufezani“ apriori neoptimélnich sad parametri:

~i+1

P ={(cP; S;.1(§) >¥(E )}

Neboli jsou odfiznuty (vypustény) z mnoziny P vSechny sady parametrii, jejichz do-
sud znama minimalni hodnota kriterialni funkce (ulozena v S) je mensi nez hodnota
kriterialni funkce pro sou¢asného kandidata na optimélni sadu parametri.

5. Vybér potencialné nejvhodnéjsi sady parametrt z doposud znamych:

¢ = argmax(8;11(€))
£eP;

6. ¢ =1+ 1 a pokracuj bodem 1.
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7. Po konecné krocich iteraci zbyva v P pouze globalni optimalni sada parametri £*.

Pri feseni praktickych optimaliza¢nich tloh je n€kdy vyhodné znat jesté nésledujici, tzn.
v poradi 2., 3. atd. ,globalni optimum® (optimalni sadu parametri). Hlavnim diavodem
je moznost spusténi nékterych lokalnich optimaliza¢nich algoritmt, viz Kapitola
pravé z pocatecnich podminek odpovidajici ,globalnim optimim® (a analyzovat konver-
genci s ohledem na pouzitou diskretizaci pfipustné mnoziny kinematickych navrhovych
parametri globéalniho algoritmu). Zakladni popsany algoritmus byl proto déle v ramci
predlozené préce rozsifen pro nalezeni 2., 3. atd. ,globalnfho optima®“. Principidlné lze
takovou modifikaci popsat nasledovné:

e Globalné se uchovava stav horniho odhadu S hodnoty kriterialni funkce pro dané
sady parametri (viz bod 3 zakladniho algoritmu).

e Provede se jeden cyklus zakladniho algoritmu = nalezena (1.) globalni optimalni
sada parametri.

e Nalezne se okamzik (viz bod 4 zékladniho algoritmu), kdy zacalo ,,vyfezavat“ 1. glo-
balni optimum, tzn. v P ur¢ité zistalo 2. globalni optimum (nemélo ho co vyfiznout).

e Spusténi zakladniho algoritmu s takovym zapamatovanym S a P (s vysokou pravdé-
podobnosti uz ¢asteéné prorezano) = nalezena 2. globalni optimalni sada parametri.

e Analogicky lze pokracovat pro dalsi hledana optima.

¢

Demonstra¢ni piiklad k implementaci Culling algoritmu a jeho rozsifeni lze nalézt v knihovné
robotLib [137].

Vypocetni narocnost Culling algoritmu

V porovnani s Algoritmem [3.1] hrubé sily je Culling Algoritmus|[3.2] ve smyslu po¢tu potteb-
nych vy¢isleni hodnoty kriterialni funkce J(X, ) vyrazné méné vypocetné naro¢ny. Tento
fakt je bezpochyby dan systémem profezavéani, kdy velka ¢ast sad kinematickych névrho-
vych parametru je vyfezana (vypusténa) diive, nez je hodnota kriterialni funkce vy¢islena
pro tuto sadu ve vSech bodech uvazovaného prostoru X,y pro optimalizaci. Culling algo-
ritmus je samozFejmé zavisly na pocatecni volbé sady parametri £°. Jeho vhodna volba
(ve smyslu co moZné nejlepsi - nejvétsi hodnoty kriterialni funkce pies uvazovany prostor
optimalizace) muZe dramaticky zvysit efektivnost algoritmu z diivodu velkého vypusténi
(profezani) apriori neoptimalnich sad parametru jiz pfi prvnich prichodech algoritmu. Na
Obrazku je znézornéno porovnéani vzhledem k potiebnému vyéisleni kriteridlni funkce
J mezi algoritmem hrubé sily a Culling algoritmem (data jsou ¢erpana z optimalizace
uvedené v Prikladu .
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Obrazek 3.13.: Porovnani vypocetni narocnosti globalni optimalizace hrubou silou a Cul-
ling algoritmem (pocet diskretizovanych bodi v prostoru pro optimalizaci
M = 45)

Vlastnosti Culling algoritmu globalni optimalizace

Shriime zasadni vyhody a nevyhody predlozeného algoritmu globélni optimalizace:
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3.3. Staticka optimalizace

+ Globalni prohledévani disktretizovaného piipustného prostoru kinematickych para-
metra (nalezeni globalniho optima)

+ Markantni tspora vypocetniho ¢asu daného zejména dobou vypoctu hodnoty krite-
ridlni funkce (ve srovnani s algoritmem hrubé sily, viz Obrazek [3.13))

+ Nativné jsou vloZena omezeni na pfipustné sady kinematickych navrhovych parame-
trit (horni/dolni omezeni rozsahu prohledavanych navrhovych parametri)

+ Algoritmus lze rozsitit pro nalezeni 2., 3., ... ,globalniho optima“ (moZnost spusténi
nasledné lokalni optimalizace z ,,optimélnich® pocéate¢nich podminek)

+ Diskretizace mnoziny pripustnych kinematickych navrhovych parametri, resp. pii-
sluSné uvazované diference, miizou nativné reprezentovat miniméalni akceptovatelné
rozlieni parametrt s ohledem na konstrukéni/vyrobni limitace (napf. diskretizace
délkovych rozméri ramen muze byt volena s ohledem na jejich maximalni moznou
presnost vyroby)

- I pres efektivnost algoritmu v porovnani s algoritmem hrubé sily pro rostouci zjem-
novani diskretizace pfipustné mnoziny optimalizovanych kinematickych parametri a
pracovniho prostoru velmi rychle roste pocet potrebnych vycisleni kriterialni funkce
(a tedy i potiebny vypocetni ¢as)

3.3.5.2. Lokalni optimalizace

Lokalni optimalizace navazuje na optimalizaci globélni ve smyslu jejiho dalsiho zpfesnéni.
Obecné mizeme predpokladat, Ze vySe uvedenéd globalni optimalizace nalezne globalni
optimum s nasledujicimi omezenimi:

e Hodnoty kriterialni funkce jsou vy¢isleny pouze v izolovanych (diskretizovanych) bo-
dech pracovniho prostoru, tzn.: neni garantovano chovani manipuldtoru v kontinuu
uvazovaného pracovniho prostoru. Poznamenejme, Ze tento fakt nebude dale Tesen
ani algoritmy lokalni optimalizace.

e Piipustné prohledavané sady (prostor) kinematickych navrhovych parametri jsou
dany opét mnozinou izolovanych (diskretizovanych) vektori, tzn. mezi dvéma diskre-
tizovanymi hodnotami muze existovat lepsi feSeni. Pravé tento problém lze efektivné
FeSit pravé nasazenim algoritmi lokalni optimalizace (vzhledem k uvazované hledané
sadé kinematickych navrhovych parametri).

Dulezitou vlastnosti lokalni optimalizace je vSak fakt, Ze v podstaté zadny standardni
algoritmus negarantuje nalezeni globalntho optima. V drtivé vétsiné piipadi se jedna o al-
goritmy zaloZené na principech, které jsou stru¢né shrnuty v Kapitole (uvazujme
v naSem pripadé vyhradné algoritmy bez omezeni, omezeni jsou vloZena prostFednictvim
penalizaci). V pfipadé statické optimalizace kinematickych parametri manipulatoru je
lokalni optimalizace spusténa z pocateénich podminek odpovidajicim optimalnimu naleze-
nému FeSeni ziskané algoritmem globalni optimalizace z Kapitoly Predpokladame,
7e globalni nalezené optimum je tak déle zpfesnéno lokalni optimalizaci.

* Priklad 3.6 (Optimalni navrh kin. parametra zakladace)

Predlozeny algoritmus statické optimalizace je demonstrovan na vlastnim piikladu optima-
lizace rozméru vyvijeného paralelniho manipulatoru pouzitého pro zakladani palet (kosi)
s technologickymi dily do mycich komor primyslovych odmastovacich /odlakovacich linek,
jehoz kinematické architektura byla autorem vyvinuta v rdmci feSenych projekti, viz Ka-
pitola Jedné se o planarni paralelni manipulétor se dvéma DoF koncového efektoru a
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

se dvéma nezavislymi rotacnimi aktuétory. Paralelni struktura manipulatoru je formulo-
vana paralelogramem, ktery zajistuje konstantni rotaci koncového efektoru manipulatoru
ve vodorovné poloze. Schématické znézornéni manipulatoru je patrné z Obrazku

Myci komora
y O Pasivni rotaéni kloub
@ Aktivni rotaéni kloub (pohon)
00,150
Paleta
-] (kos r .
» WORKSPACE
d § »=100 :
g T '
RZ v Paleta |{ *
€ e (ko3) [P
‘8 Y p— 2!
> A
S |9 LBg
@) Q - 220 Montaz robotu
Te

Podlaha

Obrazek 3.14.: Schématické usporadani manipulatoru (definice pracovniho prostoru pro
optimalizaci)

Joint 2

I O—
Joint 1 /;/\

Obrazek 3.15.: Kinematické uspordadani manipulatoru véetné zavedeni odpovidajicich s.s.
ramen
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3.3. Staticka optimalizace

Kinematickéd struktura manipuldtoru je tvofena uzavienym kinematickym fetézcem. Za
uc¢elem kinematické a dynamické analyzy manipulatoru je vhodné tento paralelni kinema-
ticky Tetézec dekomponovat na dva sériové kinematické fetézce vhodnym fiktivnim rozpoje-
nim. Zaroven vyuzijme D-H tmluvu, viz Kapitola[A.2] pro definici s.s. jednotlivych ramen
manipulatoru, viz Obrazek Kinematickou strukturu manipulatoru lze tak vyjadit ve
smyslu otevienych kinematickych fetézci jako:

e Kinematicky fetézec: Chain 1
Tvofeny rameny: Link 1, Link 4, Link 6 s aktivnimi klouby (pohony) Joint 1, 2
(kloubové soufadnice ¢1, g2) a pasivnim kloubem Joint 3 (kloubova soufadnice g¢3)

D-H parametry kinematického fetézce Chain 1 jsou dany v Tabulce

Lol di[6i]ai]ai]
10 |qg| L] O
2110 | g2 | Lo | O
3 0 qs L3 0

Tabulka 3.1.: D-H parametry sériové fetézce Chain 1

e Kinematicky fetézec: Chain 2
Tvofeny rameny: Link 2, Link 3, Link 5 s pasivnimi klouby Joint 1, 2, 3, 4
(kloubové soufadnice qi, g3, g3, q1)

D-H parametry kinematického fetézce Chain 2 jsou dany v Tabulce

il di]6i ] ai [oi]
11101]qgt| L1 | O
2010 g | V2|0
3 01qgs| Ly |0
411 01]qgs| L | O

Tabulka 3.2.: D-H parametry sériové fetézce Chain 2

kde L 1ze z geometrie Link 6 psat jako (kosinova véta): L = \/L§ + 12 — 2Lzl cos(§ — a).

Kazdé rameno manipulatoru ma nyni pfifazen pevny (nepohyblivy, s ramenem pevné spo-
jeny) s.s. nasledovné:

Link1 ... ... ... .. ... ...... s.s. Fy
Link2 ... s.s. Fy
Link3 ... s.s. F5
Linkd ......................... s.s. Iy
Linkd ... s.s. Fj
Link6 ... ... .. s.s. I3

Uzavienim kinematickych fetézci Chain 1 a Chain 2 (v s.s. koncového efektoru F3 a v s.s.
F) ramene Link 1) vznika uzavieny kinematicky fetézec, ktery reprezentuje modelovany
manipulator. Pro korektni uzavieni sériovych kinematickych fetézci je v8ak nutné zto-
toznit s.s. zakladny (Fp) a koncového efektoru (F3) téchto dil¢ich kinematickych fetézcu.
V piipadé€ kinematického Tetézce Chain 1 tedy nebudeme uvazovat zadné transformace
polohy zékladny a koncového efektoru, zatimco v piipadé kinematického fetézce Chain 2
uvazujeme kompenzaci polohy zakladny Fy — Fg a koncového efektoru F; — F3.
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace
Vyjadiime-li tedy transformace mezi jednotlivymi s.s. v dil¢ich sériovych kinematickych

Fetézcich prostfednictvim homogennich transformaénich matic T;_l, dostavame:

e Pro Chain 1:
TS =TV(q1) - T3(q2) - T5(g3) (3.83)

Kloubové souradnice Chain 1:

T
QCtan1 = @1 @ a3 ] (3.84)

e Pro Chain 2: ~ - _ _ _
T = T9-T2(gq;) - Th(an) - T2qs) - T(z) - T (3.85)

kde homogenni transformac¢ni matice kompenzace polohy zakladny Tg a koncového
efektoru T3 jsou dany jako:

1 0 0 lcos(a) cos(—p) sin(—=B) 0 0
o_ |0 1 0 Isin(a) i |sin(—=B) cos(B) 0 O
To=10 0 1 0 » Ts= 0 0 10 (3.86)
0 00 1 0 0 01
kde 8 = arcsin <w>
Kloubové souradnice Chain 2:
T
Qchainz = [ 41 @& @ @ ] (3.87)

Homogenni transformace Tifl pro i = {1,2,3,1,2,3,4} mezi s.s. jsou dany z D-H para-
metri, viz Tabulky dle obecného predpisu definovaného D-H amluvou:

Cqi  —5¢iCai  SgiSa;  QiCq;

Ti}l _ | CqiCay —Cq;Sa;  QiSy (3.88)
0 Sy Cay d;
0 0 0 1

kde s, = sin(*), ¢x = cos(x).

Pasivni Q,, aktivni Q, a celkové @Q kloubové souradnice manipulatoru jsou dany
jako:

T T T
Q=1[ a1 ©»  u1 » Q=[a ], Q=[Q. Q] (3.89)
Zobecnéné soufadnice manipulatoru (fizené souradnice v pracovnim prostoru mani-

puldtoru) jsou déany jako:
x=0J1:2=[z y]" (3.90)

Navrhové kinematické parametry manipulatoru jsou dany jako:

£:[L1 L2 L3 l Oé]T

(3.91)

Dynamické parametry manipulatoru:
Dynamickymi parametry manipuldtoru rozumime takové parametry, ktera ovliviuji dy-

vy

trvac¢nosti vzhledem k s.s. tézisté jednotlivych ramen. V uvazovaném modelovém piipadé
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3.3. Staticka optimalizace

manipulatoru je zfejmé, Ze jsou tyto parametry primo zavislé na parametrech kinematic-
kych &. Zavislosti mezi dynamickymi g a kinematickymi £ parametry jsou plné urceny
zvolenou geometrii ramen piipadné dalsimi materidlovym vlastnostmi. Uvazujme, Ze ra-
mena manipuldtoru jsou realizovana jako plné tyce o poloméru r; pro Link 1,4 a poloméru
ro pro ramena Link 2,5. Ramena Link 3 resp. Link 6 jsou realizovana jako piislusné troj-
thelniky tloustky ro resp. r1. Hustota materialu vSech ramen je ddna hodnotou p. Vektor
gravita¢niho zrychleni je neménny ve tvaru [ 0 —981 0 ]T vzhledem k s.s. Fp. Dale
hmotnost (bfemeno) dand hmotnym bodem o hmotnosti M. Hmotnost prvniho pohonu
Joint 1 je bezvyznamna (pohon umistén nepohyblivé na zékladné manipulatoru), zatimco
hmotnost druhého pohonu Joint 2 je dana hodnotou Myot. Vysledna dynamické parame-
try jsou tedy dany jako:

p=[r ro p M Mpo (3.92)
Hmotnosti ramen:
my = ma,,., + Mmot, M1, , = TriLip
mo = WT%LLO
mg = O.5Z2T2p (3.93)

my = WT%LQ/)
ms = WT%LQp
me = 0.5L3l cos(a)rip + M

Umisténi t&zist ramen (vzhledem k s.s. pfislusného ramena, viz predchozi pfifazeny vztaz-
nych s.s.):

Ty = e, oy, =] -05L, 0 0]
To=[—-05L, 0 0]
T [ 2 2 r
| (3.94)
Ty=|—-05Ly 0 0]
Ts=[—-05Ly, 0 0]
Ts = % [ —2L3 —Isin(—a) —lcos(—a) 0]"

Hlavni momenty setrvac¢nosti (vzhledem k s.s. pfislusného ramena, viz predchozi pfifazeny
vztaznych s.s., devia¢ni momenty jsou rovny nule):

0
L =1n,,+|1]- (Tllink[l] - Tl[l])2mlzmk + Tl[l]szOt)
1
T
Illmk = [ 0.5777,17’% 0.57711(7’% + %Ll) O.5m1(r% + %Ll) ]
I, = [ 0.5maors  0.5mo(rs + %Ll) 0.5ma (13 + %Ll) }T (3.95)
I; = ...Irelevantni, nebot Link 3 (trojuhelnik) nerotuje

I, =] 05mur? 0.5ma(r?+2Ls) 0.5mu(ri+ 3Lo) ]T
I5 = [ 0.5777,57'% 0.57715(7”% + %LQ) O.5m5(r§ + %Lg) ]T

I = ...Irelevantni, nebot Link 6 (trojuhelnik) nerotuje
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Vypocet kinematickych aloh (DGM, IGM, DIK, IIK) pro uvaZzovany paralelni manipulator
lze odvodit na zakladé zavedeného kinematického popisu, dekompozice manipulatoru na
sériové kinematické Fetézce a stanoveni vztahu mezi polohou, rychlosti a zrychlenim aktiv-
nich a pasivnich kloubovych soufadnic (klitova tloha pro paralelni manipulatory). Obecny
piistup vypoctu DGM, IGM, DIK, IIK je naznacen v Kapitolach konkrétni
odvozeni pro uvazovany paralelni manipulator je detailné popsano v [136]. Pfedpokladejme
déle, ze takové tulohy lze definovat formalné jako:

Ptimy geometricky model (DGM):................... X =DGM(Q,,&)

Inverzni geometricky model (IGM)):................. Q,=IGM(X,¢)

Pfima ok. kin. tloha (DIK):......................... {X,X}=DIK(@Q,.Q,,Q,, &)
Inverzni ok. kin. dloha (ITK): ....................... {Q,.Q,} =TIK(X, X, X,¢)
Vztah mezi polohami akt. a pas. kl. soufadnic: ...... Qp =A2P(Q,.§&)

Vztah mezi rych. /zrych. akt. a pas. kl. soufadnic:....{Q,, Qp} =IKA2P(Q,, Qa, Qa, £)

kde £ jsou kinematické navrhové parametry manipulétoru.

Stejné tak i vypocet dynamickych tloh IDM, DDM je zaloZen na kinematické dekompozici
paralelniho manipuldtoru na sériové kinematické retézce, nastin takového postupu je na-
znacen v Kapitole detaily lze nalézt opét v [136]. Formalné 1ze dynamickou rovnici
paralelniho manipulatoru (v prostoru aktivnich kloubovych soufadnic) zapsat jako:

M(Q,) Q,+7(Q,Q,) =7 (3.96)

kde

T/<Qa7 Qa) = C(Qw Qa) : Qa + G(Qa) + JT(Qa) -F
kde C(Q,,Q,,) je matice vlivu zdanlivych sil (odstfediva, Coriolisova), G(Q,) je matice
vlivu gravitaéni sily, J je kinematicky jakobian paralelniho manipuldtoru, 7 = [ T T ]
je vektor momentu rota¢nich aktuatoru (aktivni kloubové soutadnice Q,) a F je vektor

externiho silovém /momentového piisobeni na koncovy efektor. Cleny M(Q,) a 7(Q,, Q,)
lze vypocitat dle algoritmu nastinéného v Kapitole

Pracovni prostor urcéeny pro optimalizaci, viz Kapitola |3.3.1
bude stanoven jako mnozina diskrétnich bodd uvnitt obdélniku daného dvéma body jeho
protilehlych roht LB, RU, viz Obrézek MnozZinu X pt lze tak psat nasledovné:

LBJ1] LB|2]
LB[l] + Az LBJ2] + Ay
LB[l] +2Az| |LBJ2] + 24y
Xops = _ , (3.97)
RU[1] — Az RU[2] — Ay
| L RU[ RU2] 1

kde Az, Ay jsou zvolené dikretizace v dil¢ich soufadnych oséch pracovniho prostoru a x
znad¢i kartézsky soucin vektorti. Mnozina vSech kombinaci bodu dikretizovaného pracov-
niho prostoru je tedy dana jako: Xgp € RM_ M = M - My a M, resp. My zna&i pocet
diskretizovanych hodnot ve sméru soutfadnicovych os @ resp. y pracovniho prostoru.

Kriterialni funkce J, viz Kapitola

je urCena svymi dvéma slozkami, a to penalizacni funkci Jpen a tcelovou funkei Jop; ve
tvaru daném rovnici (3.71]).

Veénugme se nejprve definict penalizacni funkce Jpen, kterd bude postihovat nasledujici
uvazovana omezeni na optimalizaci parametri manipulatoru:
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3.3. Staticka optimalizace

e Koncovy efektor manipulatoru lze umistit do vSech diskretizovanych bodu pracovniho
prostoru X opt, tzn. existuje feSeni IGM.

e Paralelogramy tvofici ramena délek L a Lo budou svirat thel vétsi nez i, tzn.,
viz Obrézek 3.16(a)|, plati (jinak dochézi k pfiblizeni manipulatoru kinematické sin-
gularité):

|| sin(q1 — @)

3.98
| cos(ar + a» — a) (3.98)

kde g1, g2 jsou polohy aktivnich kloubovych soufadnic a « je kinematicky navrhovy
parametr manipulatoru.

Vyslednéa hodnota penaliza¢ni funkce bude tedy déna jako:

Jpen(X> =K1 -PP+Ky - Pob+Ks3-Ps (399)
kde
P 0 pokud pro X 3 feseni IGM
b 1 pokud pro X 3 feseni IGM
Py — 0 pokud pro X plati: || sin(gr — )| > || sin(ymin)||
[ sin(Yiman) || — IIsin(g1 — «)||  pokud pro X plati: [sin(gr — @) < || sin(Yiman) |
Py - 0 pokud pro X plati: || cos(q1 + g2 — @)|| > || sin(Ymin) ||
|| sin(Yimin) || — Il cos(q1 + g2 — @)[|  pokud pro X plati: || cos(q1 + g2 — @)|| < || sin(Yimin) |

a K jsou zvolené penalizacni konstanty.

Poznamenejme, Ze v uvedené pripadé omezeni optimaliza¢ni tlohy je penalizace P prioritni
(kritickd), nebot vyjadiuje dostupnost bodu X uvazovanym manipulatorem (existence fe-
Seni IGM, resp. pozadavek, ze X lezi v pozadovaném pracovnim prostoru manipulétoru).
Casto se tedy uvazuje K1 = +oo a toto omezeni se vyhodnocuje nejdiive (pfed vSemi
ostatnimi: Py, P3) a v piipadé, Ze je omezeni poruseno, (P # 0) je dalsi vypocet omezeni
zastaven (Gspora vypocetniho ¢asu) a vysledna hodnota penaliza¢ni funkce prohlasena jako
nevyhovujici, tzn. Jpen(X) = +00, tzn. vysledna kriterialni funkce J(X) = 0.

Dile se zabyjvejme definici ticelové funkce Jop; reprezentujici optimalizované kritérium.
V piipadé uvazovaného manipulatoru pozadujeme, aby byl minimalizovany silovy moment
T, v aktudtorech manipulatoru. Toto 1ze zajistit minimalizaci normy vektoru kloubovych

silovych momentt ||7|| = /7% + 73.

Kdybychom nyni pfedpokladali, ze zname konkrétni pozadovanou trajektorii koncového
efektoru manipulatoru ve smyslu pozadovanych poloh X, rychlosti X a zrychlenich X,
lze vypocitat hodnotu tcelové funkce Jopi(X,X,X) = ||7|| v kazdém piislusném bodé
pozadované trajektorie na zdkladé feseni IGM, IIK ({X, X, X} = {Q,, Q,, Qa}) a IDM
({F. Qs Qus Qut — 7).

Bohuzel, v uvazované optimalizacni tloze nezname konkrétni hodnotu trajektorie konco-
vého efektoru manipulatoru, ale pouze pracovni prostor ve smyslu uréenych diskretizova-
nych poloh koncového efektoru X o, (tak, jak byly definovany zadavatelem). Nezname tedy
zéddné pozadované rychlosti ani zrychleni koncového efektoru resp. kloubovych soufadnic
manipulatoru. Vzhledem k tvaru dynamické rovnice manipulatoru

M(Qa) ! Qa + C(Qav Qa) : Qa + G(Qa) =T JT(Qa) -F
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

by v takovém pripadé bylo moZzné optimalizovat pouze statické silové momenty kompen-
zujici gravita¢ni pisobeni na manipulator G(Q,) pfipadné vngjsi silu/moment F pusobici
na koncovy efektor, které zavisi pouze na polohéch koncového efektoru resp. kloubovych
soufadnic, tzn.:

r=GQ,+JIQ, F (3.100)

V piipadé, ze vSak chceme zahrnout do optimalizace silovych momentii v aktuétorech takeé
dynamické projevy manipuldtoru, byl v ramci prace formulovan novy pristup k definici uce-
lové funkce zohlediujici minim&lni pozadované zrychleni koncového efektoru manipulatoru
do libovolného sméru.

Uvazujme, ze kromé minimalizace silovych momentt v aktudtorech zptisobené statickymi
projevy (vlivem gravitace a externi sily/momentu na koncovy efektor) pozadujeme jesté
navic, e manipulator dokdze z nulové rychlosti X = 0 zrychlit (ve smyslu X ) v kazdém
bodu pracovniho prostoru X ¢ do libovolného sméru s minimalnim nominélnim zrych-

lenim o velikosti anom, viz Obrazek (3.16(b)l V kazdém bodu pracovniho prostoru tedy

definujeme konstantni normu zrychleni || X || = apom = konst.
Lo
L,
Xopt RU.
Link6 kx v 02 0 VL E=SRTNT
Joint 2
Yo
A
Ax
Joint 1 .\\.... Ay
Joint T\\‘/y\\\ LB
(a) Omezeni thlu v natoceni paralelogramu (b) Diskretizovany pracovni prostor ma-

nipulatoru

Obrazek 3.16.: Omezeni a diskretizace pracovniho prostoru

7 predpokladu nulové rychlosti X =01lzez dynamické rovnice manipuldtoru vyjadrit:

M(Qa) : Qa + C(Qw Qa) : Qa + G(Qa) =+ JT(Qa) P =T
X=0=Q,=0: M(Q,) Q,+G(Q,)+J"(Q,)-F=7 (3.101)

Z DIK/IIK pro paralelni manipulatory (formélné shodné jako pro sériové manipulatory

} ziejmé pro X = 0 plati:

X = Jman(Qa) : Qa Qa = Jr;lzlm(Qa) : X (3102)
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kde Jman(@Q,) je jakobidn uvazovaného manipulatoru.

Dosazenim ([3.102)) do (3.101)) a za pfedpokladu F' = 0 (zadné externi sily /momenty puso-
bici na koncovy efektor) dostavame:

M(Qa)' man(Qa) X+G(Qa) =T = H (Qa)JI:lzlxn(Qa)X+G(Qa)“ = ||TH (3103)

Pro || x || (2-norma signalu) plati, viz (3.103):
171l = 1M(Qa)  Tnan (Qa) - X + G(Qa) |l < IM(Qa) T i (Qa) - X[ +1G(Q,)|| (3.104)

Z linearni algebry po indukované normy matic (v nasem ptipadé 2-normou signalu || * ||),
viz [35]:

||M(Qa) : JI;I!%H(QG,) : XH < Omaz (M(Qa) ' JI;];D(QG,)) ’ ||XH (3105)
S~~~

Anom
kde 0ymaz(*) 0znacuje maximalni singularni ¢islo matice *.

Dosazenim nerovnosti (3.104) do nerovnosti (3.105) dostavame:

7]l < omas (M(Qa) ) Jr;zlm(Qa)) “anom + |G(Q,)|l (3.106)

Horni omezenim normy kloubovych silovych momentt manipulétoru v poloze X koncového
efektoru za predpokladu jeho nulové rychlosti X = 0 a nominalni hodnoty anem = || X||
zrychleni X do libovolného sméru je tedy hodnota:

7l maz = Omaz (M(Qa) ’ Jr;lzlm(Qa)) “anom + [|G(Q,)]| (3.107)
kde Q, = IGM(X,§) a ¢leny M(Q,) a G(Q,) = (Q,, Q,) (viz rovnice (A.115) za
predpokladu Q, = 0, F' = 0) lze ziskat z algoritmu FeSeni DDM pro paralelni manipulatory.

Poznamenejme, Ze hodnota nominalniho zrychleni koncového efektoru anem reprezentuje
v podstaté vahovou konstantu, ktera nastavuje kompromis optimalizace mezi minimalizaci
silovyich momentu v aktuatorech odpovidajici statickému chovani manipulatoru (anem =
0), tedy kompenzaci statického ptisobeni vlivem gravitace, a dynamickému chovani (anem, >>
0), tedy kompenzaci dynamického pisobeni vlivem urychleni pohybu koncového efektoru,
v obou pripadech v daném bodu X pracovniho prostoru manipulatoru.

Hodnota ucelové funkce je tedy stanovena jako:

Job; (X) = ITllmaz = omaz (M(Qa) : J];;lm(Qa)) “nom + [|G(Q,) || (3.108)
kde Q, = IGM(X£).

Hodnota ucelové funkce vyjadiuje maximalni normu silovych momenta v aktuétorech ma-
nipulatoru v bodé X pracovniho prostoru manipulétoru potiebny pro zrychleni a,om,.

Pripustnia mnozina kinematickych navrhovych parametri, viz Kapitola |3.3.3
je analogicky jako pracovni prostor uréeny k optimalizaci (3.97]) dana kartézskym soucinem
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vektortu diskretizovanych hodnot m kinematickych nédvrhovych parametra £ € R™.

_nlmin _n21nin
—2 —2
—1 —1
=— |ecm+aen]-| o || x|ec@+aez-| o || x...
1 1
2 2
L L M1 max 4 L L N2max 4
I —_nmflmin— 1 [ __nmmin_ 1
—2 —2
—1 —1
=% |&glm — 1] + Ag[m — 1] - 0 x |€clm] +Aglm]- | ¢ (3.109)
1 1
2 2
L L nmflmax d 4 L L nmmax d 4

kde &c[i] jsou stfedy intervalii (intervaly mohou byt i nesymetrické, tzn. n; . # ni...)
diskrétni mnoziny N; = n;_, + n;,... + 1 prvka piipustnych kinematickych névrhovych
parametrii s pozadovanou diferenci A€[i] pro i = 1...m. MnozZina vSech kombinaci dikre-
tizovanych piipustnych kinematickych navrhovych parametri je tak dana jako: 2 € RY,
N=N;-No...Np_1-Np,.

Zdanlivé komplikované definovani intervalu kinematickych névrhovych parametra vstupu-
jicich do kartézského soucinu pro definici mnoziny 2 maji dilezity vyznam. Jsou totiZ cen-
trovany (byt nesymetricky) okolo nominalni hodnoty parametri &£-. Vzhledem k zévislosti
globalni optimaliza¢niho Culling algoritmu na pocéteéni volbé (odhadu) kinematickych
névrhovych parametri lze tak v koneéné implementaci algoritmu snadno zajistit, ze do-
posud znamé (a alesponi suboptimalné vyhovujici) po¢ate¢ni navrhové parametry € = &¢
budou obsazeny v pripustné mnoziné = a Culling algoritmus bude spustén s pravé takovou
pocatecni podminkou. Culling algoritmus tedy zacne prohledavat ze znamé suboptimalni
hodnoty parametri a bude hledat globéalni optimum v jejich definovaném okoli, zaroven
bude garantovina ,rozumné‘ pocateéni hodnota kriterialni funkce, coz muze vést na za-
sadni urychleni algoritmu.

Konkrétni podoba optimalizaéni tlohy, viz Kapitola dana vztahy (3.74}(3.75)

tedy nalezeni takové sady optimalnich parametrt &,,; € E, ktery maximalizuje miniméln{
hodnotu kriterialni funkce J(X, &) (ekvivalentné minimalizace maximalni hodnoty normy
momenti v aktuatorech) pres viechny body uvazovaného pracovniho prostoru pro optima-
lizaci X € X pt je nasledujici:

UvazZovany pracovni prostor manipuldtoru véetné rozlisent, viz Obrdzek|[3.14:

T T
LB=[-097 02] , LU=[-012 0.7 ] (3.110)
Az =0.10625, Ay=0.125 = M =9, Mpy=5 = M=45
Dynamické parametry jsou ddny jako:
p=[r ro p M Myy] =[005 003 780 50 30]" (3.111)
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Vybérem z kinematickych parametri manipulatoru £ ziskivame takové parametry £,,; € &,
které budeme skute¢né optimalizovat (nemusi byt vzdy vybrany vSechny, napf. parametr
[ se neoptimalizuje), ekvivalentné pro &

T T
Eope =€[1,2,35]=[ L1 Ly Ly o] = £geu=[06 05 02 0] (3.112)

Parametry penalizacni funkce Jpen:

Minimalni povoleny thel v paralelogramech manipulatoru, viz Obrazek |3.16(a)|

Tmin = 15 deg

Penalizac¢ni konstanty, striktné nepovoleno nalezeni parametru &, kde neexistuje reSeni
IGM.
K| =400, Ky = K3 = 10°

Parametry tcelové funkce funkce Jon;:

Hodnota nominalniho zrychleni koncového efektoru:

Anom = 1

Diskretizace pripustnych navrhovych kinematickych parametri (které maji byt optimali-
zZovany):
T T
Af,y =002 002 002 0.02] ,€cepe=[06 05 02 0]

NG, . = MNi,.. =D (symetrické intervaly), N; =11, i=1...4

Kriterialni funkce J(X,&, ) je vypoctena dle (3.71) s konkrétni podobou penalizaéni
(3.99) a uceloveé (3.108]) funkce.

Modra plocha na Obrazku [3:.17] vyjadfuje hodnotu kriterialni funkce v bodech uvazovaného
pracovniho prostoru pro nominalni hodnotu optimalizovanych parametri £,,; = &¢ opt-
Miniméalni hodnota kriterialni funkce je:

. . 10-3
i (J(X,&c ope)) = 1.335- 10

Vzhledem k nastavenym hodnotdm penalizacnich konstant je zifejmé, ze v pracovnim pro-
storu manipulatoru s nominélni hodnotou kinematickych parametri nedochazi k poruseni
nastavenych omezeni (véetné existence feseni IGM), tedy Jpen = 0, a pievracena hodnota
kriterialni funkce je tak pfimo rovna hodnoté tcelové funkce Jobj = ||Tmaz| @ odpovida
maximéalnimu normé pozadovanych momentt v aktuatorech manipuléatoru.

1
minxex,,. (J(X, €0 opt))

= (Jobj = ||TmaxH) = 749.1

Nésledné provedeme globalni optimalizaci pomoci Algoritmu a dostavame globélné
optimalni kinematické parametry manipulédtoru Eglobal z mnoziny diskretizovanych piipust-
nych hodnot E.

£globa1 = [ 0.62 0.46 0.28 -—0.1 ]T (3.113)

Graficky je vysledek globalni optimalizace znazornén na Obréazcich [3.17] 3.18]
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_3 Hodnota kriterialni funkce v prac. prostoru
x 10
T
[ optPar: initval, min[critFun] = 0.001335 max[1/critFun] = 749.0512
I optPar: min[critFun] = 0.0014777 max[1/critFun] = 676.7283
35 |

critFun
|

157 ]

05

workspace: y-axis

-0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5

workspace: x-axis

Obréazek 3.17.: Pribéh hodnot kriterialni funkce J podél diskretizovaného pracovniho pro-
storu (v roviné xy): Porovnani mezi pocatecni volbou parametri &c opy
(zelend) a parametry po globalni optimalizaci Eglobal (modfe).
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robotParameters_kinematic(1) robotParameters_kinematic(2) robotParameters_kinematic(3) robotParameters_kinematic(5)

Obréazek 3.18.: Znazornén{ zmény hodnot pocatecnich parametrii £¢ oy (zelené) a hodnot
po globélni optimalizaci &5, (modre). Cerné jsou zvyraznény uvazované
limity mnozin diskretizovanych pripustnych navrhovych kinematickych pa-
rametr €c[i] + AE[] - [, Nipan)s ¢ = 1,2, 3, 4.

V konkrétnim uvazovaném piikladu globalni optimalizace bylo ukazano, ze Culling algo-
ritmus je v porovnani s algoritmem prohledavani uvazovanych sad parametr hrubou silou
velmi efektivni. Pocet potiFebnych vyéisleni kriteridlni funkce v pfipadé pouziti algoritmu
hrubé sily je dan, viz (3.81)), jako Neritpunival = N - M = 14641 - 45 = 658845, coz pii
prumérné dobé potiebné k vyéisleni kriterialni funkce tciitpunival = dms odpovida potieb-
nému ¢asu pro optimalizaci 54.9min. V pripadé pouziti Culling algoritmu je pocet vycisleni
kriterialni funkce sniZen na 4.2% pavodniho poétu, NesitrunEval = 27754, coZz odpovidé po-
tfebnému c¢asu pro optimalizace 138s.

Miniméaln{ hodnota kriterialni funkce po globalni optimalizaci je:

: _ -3
x2n (J(X&hona)) = 1478 10

Pfevracena hodnota kriteridlni funkce po globélni optimalizaci je:

1
I’Ilin)(e)(opt (J<X7 &global))

= (Jobj = ||TmaxH) = 676.7

Nasledné byla dale provedena lokalni optimalizace prostifednictvim simplexového algo-
ritmu (Nelder-Mead, viz Kapitola algoritmus implementovan v Matlabu pod funkei
fminsearch). Pocateéni podminky optimalizovanych parametri pro lokalni optimalizaci
byly voleny jako hodnoty parametra églobal nalezené pfedchozim algoritmem globalni op-
timalizace. Vysledné parametry po lokalni optimalizaci jsou:

€ = [ 0.5852 0.4246 0.3084 —0.1857 |" (3.114)
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Grafické znézornéni vysledkt lokaln{ optimalizace je znadzornéno na Obrazcich 3.20]

o Hodnota kriterialni funkce v prac. prostoru
x 1

| [ optPar: initval, min[critFun] = 0.0014777 max([1/critFun] = 676.7283
4.5 Il optPar: min[critFun] = 0.0015313 max(1/critFun] = 653.0316

35 |

critFun
|

06 -05 04

—09 -08 07
workspace: y-axis workspace: x—axis

Obréazek 3.19.: Pribéh hodnot kriteridlni funkce podél diskretizovaného pracovniho pro-
storu (v roviné xy): Porovnani mezi pocateéni hodnotou (vysledkem glo-
béln{ optimalizace) £5),p,,) (zelené) a parametry po lokalni optimalizaci §f; ..

(modfe).
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0.55
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Obrézek 3.20.: Znazornéni zmény hodnot poc¢atecnich parametri (vysledkem globalni op-
timalizace) &31opa1 (zelené) a hodnot po lokalni optimalizaci &f,., (modfe).

Cerné jsou zvyraznény uvaZované limity mnoZin diskretizovanych piipust-

nych navrhovych kinematickych parametria £q[i] + AE[Z] - [—ni,,,,, 7

i=1,2,3,4.

Minimalni hodnota kriterialni funkce po lokalni optimalizaci je:

min  (J(X,&5 ) = 1.531-1073

XGXopt

Prevracena hodnota kriteridlni funkce po lokalni optimalizaci je:

1
minXeXOPt (J(Xa sfocal))

= (Jobj = HTmaxH) = 653.0

imaz] ’
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% Piiklad 3.7 (Strukturalni navrh zakladace na zakladé param. optimalizace)
Analogicky pristup k optimalizaci kinematickych parametri (globalni, lokalni optimalizace)
jako v Prikladu[3.6) byl pouzit za t¢elem analyzy strukturalniho usporadani pohont paralel-
niho manipulatoru zakladace. Nabizi se totiz otézka, kdy a za jakych podminek je vhodné
nahradit v pofadi druhy aktuator umistény na pohybujicim se prvnim ramenu manipu-
latoru aktudtorem staticky umisténym na zakladné manipulatoru a doplnit manipulator
o pridavnou paralelni konstrukci. UvaZzovana modifikace je zndzornéna na Obrazku (3.21

Poznamenejme, Ze podobné architektura paralelnfho manipulatoru lze dnes nalézt prede-
v8im v pripadé pramyslovych paletiza¢nich manipulatora.

Myci komora

O Pasivni rotaéni kloub
@ Aktivni rotaéni kloub (pohon)

o Aktuatory
Tg s
§ 220 IMontaZz robotu %_
Podlaha
MODIFIKACE
Myci komora A -
O Pasivni rotaéni kloub
@ Aktivni rotacni kloub (pohon)
600 5150
Paleta |0
- J (ko§ . . .
) +4 ~ Optimalizovane
RO TR E Link8  harametry
e L Ly, Lo, Ls, Ly, Ly, Lg,
» WORKSPACE : b e R B e 8
g § »wi0 ; ,
£ g o ' Aktuatory
K2 v Paleta |{ °
1S (ko) ;-
o :
O CTTATTTTTT -
8 |§ LBg
) o <

(@
Montaz robotu'9

Podlaha

Obrazek 3.21.: Pavodni (PM) a modifikovana (MM) varianta manipulatoru (zakladace)

z Prikladu

Pro porovnéani uvazujme, Ze pracovni prostor pro optimalizaci X p¢ (vCetné diskretizace),
vypocet kriterialni J (penalizacni Jyen a ticelové Jop;) funkee je shodny jako v Pfikladu
U obou variant pfedpokladame ramena z pevnych tuhych kulatin o priméru r; = 0.05 m
(ramena Link 1,4,7,8) resp. ro = 0.03m (ramena Link 2,5). Ramena Link 3 resp Link 6
Link 3 (koncovy efektor) je umisténo bfemeno (hmotny bod) o hmotnosti M = 50 kg.
V piipadé PM hraje roli hmotnost My, neseného aktudtoru druhého ramene. Dynamické
parametry jsou opét dény jako:

p=[r 1 p M Muy ] =[005 003 p 50 Mupo | (3.115)

Predpokladejme dale t¥i uvazované hodnoty Myet = {0 kg, 30 kg, 60 kg} hmotnosti
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neseného aktuatoru (relevantni pro PM), dva typy materiala, ze kterych jsou ramena

manipulatori vyrobena, a to Zelezo (p = 7800 %) a vyrazné leh&i slitinu hlinfku zna-

mou pod oznacenim EN AW—2024E| (p = 2800 %), a dvé hodnoty pozadovaného zrychleni
anom = {1 27,5 %5} koncového efektoru manipulétoru (v libovolném sméru, z nulové rych-
losti).

V ptipadé, Ze chceme provést relevantni porovnani mezi ptivodni architekturou manipulé-
toru (PM) a modifikovanou tpravou manipulatoru (MM), je nutné pro viechny uvazované
kombinace uvazovanych hodnot (vdha neseného aktuatoru, material ramen a pozadované
zrychleni) provést vzdy optimalizaci kinematickych parametri manipulatoru, pro modifiko-
vany manipuldtor se jedné o parametry §,,; = [Ll Ly Ls Ly Ls Lg a]T (v ptripadé
puvodniho manipulatoru stejné jako v Prikladu .

Minimalni hodnotu kriterialni funkce pres uvaZovany pracovni prostor pro optimalizaci

oznacme jako Jow, tedy optimaliza¢ni tloha (3.74} [3.75)) pfejde na tvar:

J* = rgneaéc(Jow(ﬁ))

&= arggglaax (Jow (£)) (3.116)
kde:  Jow(§) =  min tJ(X,ﬁ)

Tabulka shrnuje optimalizované hodnoty kinematickych navrhovych parametrii &,
Tabulka potom odpovidajici hodnoty kriterialni funkce Jow podél pracovniho prostoru
pro vSechny mozné kombinace.

Shriime, ze vyznam hodnoty kritéria optimality Jow je nasledujici:

e Horsi (ve smyslu maximélni pozadované normy momentu na aktuatorech) vlastnosti
manipulétoru:

Jow — 0= JC_)\%V = |pro neporuseni omezeni, Jyen = 0] = Xlgacx t 7'12 + 7'22 — +00
op

e Lepsi (ve smyslu maximéalni pozadované normy momentu na aktuatorech) vlastnosti
manipulétoru:

Jow — +0o0 = J(S\}v = |pro neporuseni omezeni, Jyen = 0 = Jax 24770
opt

Grafické znazornéni vysledki je reprezentovano grafy na Obrézcich V grafech
jsou znézornéna kritéria optimality Jow resp. J(;\%V v zéavislosti na hmotnosti My,o¢ ne-
seného pohonu druhého ramene pro tézkou variantu manipulatoru (konstrukéni material
je zelezo), lehkou variantu manipulatoru (konstrukénim materidlem je slitina hliniku) a
zaroven variantu s nizkymi a vysokymi pozadavky na zrychleni koncového efektoru.

9Slitina se obvykle vyuZiva pro vyrobu dopravnich prostiedki, zvlasts pak v leteckém pramyslu, a také
na vyrobu Sroubovanych produkti. Déle se vyuziva pro vyrobu védeckych nastrojt, veterindrnich a
ortopedickych vyztuh, a také pro nytovani, viz http://www.begroup.com/.
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a_nom =1 (zrychleni v libovolném sméru) a_nom =5 (zrychleni v libovolném sméru)
rho =7800 (ocel) rho = 2800 (BN AW-2024-slitina hliniku) rho =7800 (ocel) rho = 2800 (BN AW-2024-slitina hliniku)
rho =7800kg/ m3, a=1m/s2 rho =2800 kg/m3, a=1m/s2 rho =7800 kg m3,a=5m/s2 rho =2800 kg/m3, a=5m/s2
M_mot Jow 1/J ow Jow 1/J ow Jow 1/J ow Jow 1/J ow
0 0.0012496 800.2560819 0.0018148 551.0249063 0.00082755 1208.3862 0.0011938 837.6612498
PM
30 0.00112643 887.7604467 0.0015313 653.0399007 0.00067636 1478.502573 0.00095862 1043.166218
60 0.000985804 1014.400326 0.0013115 762.4857034 0.00054687 1828.588147 0.00072493 1379.443532
MM rho = 7800 kg/m3, a = 1 m/s2 (paralelni) rho = 2800 kg/m3, a = 1 m/s2 (paralelni) rho = 7800 kg/m3, a = 5 m/s2 (paralelni) rho = 2800 kg/m3, a = 5 m/s2 (paralelni)
0.00103975 I 961.7696562 0.0019239 | 519.7775352 0.00068947 | 1450.38943 0.0013451 | 743.4391495

Tabulka 3.3.: Vysledky optimalizaci uvazovanych architektur manipulétort - hodnoty kri-
teridlni funkce Jow resp. J(;\%v = MaxxeX T+ TS

a_nom = 1 (zrychleni v il ém sméru) a_nom =5 (zry: i v il ém sméru)
rho = 7800 (ocel) rho = 2800 (EN AW-2024-slitina hliniku) rho = 7800 (ocel) rho = 2800 (EN AW-2024-slitina hliniku)
rho = 7800 kg/m3, a =1 m/s2 rho = 2800 kg/m3, a =1 m/s2 rho = 7800 kg/m3, a =5 m/s2 rho = 2800 kg/m3, a =5 m/s2

L1 [m] 0,5945 0,5769 0,5962 0,5908

0 L2 [m] 0,4127 0,4042 0,4241 0,4084
L3[m] 0,293 0,3016 0,2981 0,2933

alpha [rad] -0,0398 -0,1079 -0,1035 -0,0371

L1 [m] 0,5872 0,5852 0,5927 0,6004

- 20 12 [m 0,4318 0,4246 0,4579 0,4406
13 [m 0,3066 0,3084 0,2613 0,2851
alpha [rad -0,2055 -0,1857 -0,1092 -0,1034

L1[m 0,5833 0,5889 0,5796 0,5652

. 12 [m] 0,4302 0,4288 0,4731 0,5624
L3[m] 0,2994 0,3066 0,235 0,1677
alpha [rad] -0,2189 -0,186 -0,1179 -0,3006

L1[m] 0,5818 0,5564 0,5577 0,5595

L2 [m] 0,4902 0,4975 0,532 0,5018

L3 [m] 0,1707 0,2081 0,1733 0,2061

MM L4 [m] 0,3396 0,2036 0,2411 0,2048
L5 [m 0,5806 0,5613 0,5309 0,5633

L6 [m 0,3516 0,219 0,2259 0,219

alpha [rad] -0,4208 -0,2084 -0,2108 -0,206

Tabulka 3.4.: Vysledky optimalizaci uvazovanych architektur manipulatort - nalezené op-
timaln{ kinematické navrhové parametry &,
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(a) Hodnota kritéria optimality Jow pro optimalni parametry.
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b) Pievracena hodnota kritéria optimality Jo& pro optimalni parametry.
Y Jow Y.

Obrazek 3.22.: Vysledky pro ,,téZkou‘ variantu manipulatoru, p = 7800 :—f’g, plné cara

odpovida PM, ¢arkovana MM (stejné pro vSechny hmotnosti Mo, - MM
mé aktuator fixovany na zékladng).
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(a) Hodnota kritéria optimality Jow pro optimalni parametry.
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(b) Pfevracena hodnota kritéria optimality J(;\}V pro optimalni parametry.
Obrazek 3.23.: Vysledky pro ,,Jehkou‘ variantu manipulatoru, p = 2800 %, plné cara
odpovida PM, ¢arkovana MM (stejné pro vSechny hmotnosti My, - MM
mé aktuator fixovany na zakladné).

Nalezené vysledky lze shrnout nasledovné:

e V piipadé ,tézké varianty manipuldtoru®, kdy uvazujeme vyrobu ramen manipulé-
toru ze Zeleza je z Obrazku [3.22] ziejmé, ze pouzit MM misto PM je vyhodné az
pro hmotnost pouzitého neseného pohonu M, prevysujici hodnotu 50 kg (pro malé
pozadavky na zrychleni koncového efektoru) a hodnotu 30 kg (pro velké pozadavky
na zrychleni koncového efektoru).

e V piipadé ,lehké varianty manipulatoru”, kdy uvazujeme vyrobu ramen manipu-
latoru ze slitiny hliniku je z Obrazku [3:23] zfejmé, Ze pouzit MM misto PM
je vyhodné vizdy, a to i za predpokladu, Ze neseny pohon by nic nevazil!
(Mmot =0 kg)'

Je tedy zfejmé, Ze vyuziti paralelnich struktur umoziujici fixni umisténi pohonti na za-
kladnu manipuldtoru méa prakticky vyznam pii konstrukci priumyslovych manipulétori.
Podrobnosti k uvazované optimaliza¢ni tloze lze nalézt v [134]. *

3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipulator

V Kapitole [3.3] jsme se zabyvali navrhem kinematickych parametrit pro manipulator dané
architektury (strukturalné uréeny manipulator, kde typ, pocet a usporadani kloubu a ra-
men bylo pfedem dané). Cilem bylo nalézt hodnoty danych kinematickych parametru,
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3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipuléatori

at uz D-H parametra, ¢i nékterych dalsich parametri parametrizujici manipulator vzhle-
dem k dané tloze. Hledani dil¢ich kinematickych parametri bylo motivovano vzdy néja-
kym zvolenym pozadavkem. Jinymi slovy, nalezené parametry manipulatoru maximalizo-
valy /minimalizovaly zvolené kritérium optimality. Ve vSech pfipadech jsme se v8ak zabyvali
nalezenim konstantnich hodnot zvolenych kinematickych parametrt podél celé prozkouma-
vané trajektorie koncového efektoru manipulatoru. Takovy piistup je zcela pfirozeny pro
optimalni navrh manipulatort, u kterych apriori predpokladéame, Ze jejich kinematické pa-
rametry, a tedy vSechny konstrukei zptazené kinematické zavislosti, nelze b&hem pohybu
manipulatoru jakkoliv ménit. Pohyb manipulatoru je dan pouze jeho pevnou mechanickou
konstrukei a pozadovanym pohybem jeho pevné definovanych aktudtorti. Sou¢asné nutné
plati, Ze pocet nezavislych DoF koncového efektoru manipulétoru je roven poctu jeho nezé-
vislych aktuatori. Z hlediska strukturalni syntézy, viz Kapitola 2] se jedna o manipulatory
s plné uréenou kinematickou strukturou neboli manipulatory neredundantni.

V soucasnosti se nejen na akademické sfétfe, ale i v primyslové praxi, stile vice objevuji
tzv. manipulatory redundantni. Vénujme se dale pravé redundantnim architekturam mani-
puléatord, nebot pravé redundantni manipulatory budou dale vyuzity pro definici vlastniho
pristupu k optimalizaci robotickych architektur.

Redundantni manipuldtory se vyznacuji tim, Ze pocet nezavislych aktuatorid manipula-
toru pfevysuje pocet DoF jeho koncového efektoru. Na takto vzniklou situaci 1ze nahliZet
dvéma principiadlné odlisnymi zptisoby, které vsak vedou na identické projevy kinematické
redundance u manipulatori.

Pocet nezavislych aktuatori manipulatoru prevysuje pocet DoF pracovniho
prostoru

Takova situace nastava v pfipadé, kdy pracovni prostor manipulatoru mé mensi pocet
DoF nez je pocet nezavislych aktuatort. Typickym piikladem je planérni paralelni ma-
nipulator, ktery polohuje bod E v roviné zy, tedy vykazuje 2 transla¢ni DoF konco-
vého efektoru. Manipulator obsahuje trojici kinematickych fetézcti typu RRR s tfemi
rotaénimi aktuatory pripevnénymi na zakladné robotu. Schématické znézornéni manipu-
latoru je na Obréazku Je zfejmé, zZe manipuldtor vykazuje redundanci stupné n,.q =
(# nezavislych aktuatori — # DoF konc. efektoru) = 3 —2 = 1 (1 DoF), tzn. existuje
(vyjma singularnich poloh) nekonefné mnoho feseni IGM, které je paremetrizovano pa-
rametrem dimenze 1. Parametrem muZeme rozumét napf. hodnotu natoceni v jednom
z trojice aktuatord, ostatni polohy aktuatori lze dopocitat ze znalosti polohy bodu E.

Obréazek 3.24.: Planarni paralelni redundantni manipuléator
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizenf - parametricka optimalizace

V pramyslové praxi se také velmi ¢asto objevuje konfigurace 6 DoF pramyslového robotu
v kombinaci s linedrnim pojezdem, ktery presouva cely manipulator v jednom ¢i vice da-
nych smérech (typicky manipulétor umistény na jednoosém pojezdu podél vyrobni linky
umoziujici uplné polohovani a orientovani koncového efektoru v prostoru = 6 DoF), viz
Obréazek [3.25] V takovém pripadé dostavame redundantni manipulétor s celkem 7 nezavis-
lymi aktudtory a 6 DoF koncového efektoru, tedy se stupném redundance n,..q = 7—1 = 1.
Pro jednoznac¢né reseni IGM tak lze opét jeden z aktuatoru (typicky polohu linearniho po-
jezdu) oznaéit jako parametr (dimenze 1).

Obréazek 3.25.: Primyslovy manipulator firmy KUKA, www.kuka-robotics. com, umistény
na linearnim jednoosém pojezdu.

Jako dalsi zastupce redundantnich manipulatort spadajici do zminéné kategorie jsou mul-
tiredundantni manipulatory, ¢asto oznacované jako ,snake robots“. Jedné se o sériové ¢i
sérioparalelni konstrukei manipulatorii, které umoznuji libovolny pohyb v prostoru (tzn. 6
DoF koncového efektoru), avSak pocet ngx jejich nezéavislych aktuatort je vyrazné vyssi
nez nutnych 6 aktuatort pro splnéni pozadovaného pohybu koncového efektoru. V tako-
vém piipadé existuje opét nekoneéné mnoho feSeni IGM a manipulator potom vykazuje
vysoky stupen redundance, ktery je dan opét jako n,eq = (# nezavislych aktuatora —
# DoF konc. efektoru) = ngy — 6. Jinymi slovy feSeni IGM lze parametrizovat paramet-
rem dimenze n,.q. Piikladem takovych manipuldtori miZou byt napf. manipulatory firmy

OC robotics, viz Obrazek
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3.4. Optimélni rizeni redundantnich manipulétora

Obréazek 3.26.: Snake robot od firmy OC robotics, http://www.ocrobotics.com/

Pocet nezavislych aktuatorii prevysuje pozadovany pocet DoF vykonavané alohy

V tomto piipadé se jedna o odlisny nahled, nebot manipuléator je vzhledem k poétu DoF
pracovniho prostoru neredundantni (6-ti osy primyslovy manipulator se 6 nezéavislymi
aktuatory), ale pocet DoF potiebnych k vykonani dané alohy je nizsi. Typickym piikladem
muze byt 5-ti os¢é CNC obrabéni ¢ obloukové svarovani dratovou elektrodou vykonavané
6-ti osym primyslovym robotem, viz Obrazek [3.27] V obou uvedenych piipadech je zfejmé,
7e pocet DoF, které jsou danou ulohou vyZzadovény je 5, nebot ¢asto nevyZzadujeme aktivné
fidit DoF odpovidajici orientaci pracovniho nastroje manipulatoru podél své podélné osy
(v ptipadé CNC obrabéni se jedna o orientaci kolem osy rotujiciho obrabéciho néastroje,
v piipadé obloukového svarovani o orientaci kolem osy dratové elektrody). Jinymi slovy
obé zminéné tlohy vyzaduji fidit polohu pracovniho néstroje v prostoru (3 transla¢ni DoF)
a smér jeho osy (2 rotacni DoF), coz vede na 5 DoF ulohy. Stupeni redundance v p¥ipadé
vykonavani takové tlohy prumyslovym 6-ti osym manipuldtorem je n,.q =6 — 5 = 1.

(a) 5-ti osé CNC obrabéni (b) Obloukové svafovani dratovou elektrodou

Obrazek 3.27.: Redundance v pfipadé vyuzit{ 6-ti osych primyslovych roboti k dloham
vyzadujicim pouze 5 DoF

7 vys$e uvedeného vyplyva, ze ve vSech piipadech dostavame urcitou volnost v planovani
pohybu redundantnich manipulétori, a to at uz je redundance déna libovolnym vyse zminé-
nym aspektem. Zjednodusené feceno, v piipadé redundantniho manipulatoru vzdy obecné
(s vyjimkou singularnich poloh) existuje nekoneéné mnoho feseni IGM a potazmo tak
ITIK, které lze parametrizovat parametrem dimenze n,.q, tzv. stupném redundance. V ne-
jednodussim pripadé si lze predstavit, Ze jako parametr miZeme povazovat libovolnych
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

Nreq aktudtoria manipulatoru. Pro danou polohu (rychlost, zrychleni) téchto n,.q para-
metra (aktuatori) a danou polohu (rychlost, zrychleni) koncového efektoru manipulatoru
poté dokézeme jiz jednoznaén@ vypocitat pozadovanou polohu (rychlost, zrychleni) vSech
aktuatoru zbyvajicich. Je intuitivné ziejmé, Ze stupen redundance n,.q ndm kvantifikuje
volnost ve vybéru konkrétniho feseni. Z hlediska mechaniky manipulatoru parametrizace
feSeni IGM parametrem dimenze n,..q uréuje tzv. vnitini uspordaddni manipuldtoru nebo
vnitini konfiguraci manipuldtoru pii zachovani pozadované polohy (pozice a orientace)
koncového efektoru. Zménou parametru pii zachovani poZzadované polohy koncového efek-
toru manipulatoru lze tak vnitiné ,,prekonfigurovavat® ramena a klouby manipulatoru. Pro
nazornost uvedme jednoduchy pfiklad redundantniho planarniho sériového manipulatoru

v Prikladu B8

% Piiklad 3.8 (Redundance v p¥ipadé planarniho sériového manipulatoru)
Predpokladejme, Ze standardni dvouramenny planérni sériovy manipulator vybavime line-
arnim pojezdem (umistime cely manipulator na jednoosy pojezd). Vznikly manipulator lze
popsat pomoci D-H dmluvy, viz Tabulka jeho schématické usporadani je znézornéno
na Obrazku [3.28

’JOinti‘di‘Qi‘ai‘ai‘
1 di| 0] 0
2 0|0y as
3 0 (93 as

(e} N} SIE]

Tabulka 3.5.: D-H parametry dvouramenného planérniho sériového manipulatoru

kde kloubové soufadnice Q, zobecnéné souradnice X definujici polohu koncového efektoru
a kinematické navrhové parametry £ jsou dany jako:

]T

Q:[dl 92 03 5 X:[Og[l] 03[3] ]T, EZ[CLQ as ]T

7T

Obrazek 3.28.: Dvouramenny planarni sériovy manipulator s vyznacenou trajektorii poza-
dovaného pohybu (modfe)

Takovy manipulator je zcela ur¢ité manipuldtorem redundantnim, nebot pro polohovani
koncového efektoru ve svém 2 DoF pracovnim prostoru (pohybu v ose @ a z) vyuZivam tii

10 Jednoznaéné rozumime ve smyslu nalezeni koneéného poctu vzajemné izolovanych feseni IGM.
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3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipuléatori

nezavislé aktuatory tvorici kinematicky fetézec typu PRR. Stupen redundance manipulé-
toru je tedy nyeq = 3 — 2 = 1 a lze tedy parametrizovat nekoneé¢né mnoho feSeni jednou
z kloubovych soufadnic, napf. kloubovou soufadnici d;. Na Obrazku je znézornén
simula¢ni model v prostiedi SimMechanics pro manipulédtor pohybujici se podél znazor-
néné trajektorie za sou¢asné zmény polohy linedrniho pojezdu (parametrizované kloubové
soutadnice di).

Obréazek 3.29.: Pohyb manipulétoru znazornény ve tfech vybranych bodech podél tra-
jektorie pro parametrizaci feSeni IGM kloubovou soufadnici dy =
{0Om, —0.2m, —0.3m}

*

Nyni je intuitivné ziejmé, Zze pro redundantni manipulatory v obecném piipadé vzdy exis-
tuje nekone¢né mnoho feseni IGM (IIK). Z matematického hlediska tento fakt vyplyva ze
samotného FeSeni rovnic kinematického omezeni manipulatoru, pro DGM nutné plati:

F(Q§=X (3.117)

kde F je nelinearni funkce DGM, Q jsou kloubové soutfadnice a X je poloha koncového
efektoru.

Budeme-li nyni uvazovat, Ze pocet DoF koncového efektoru manipulétoru je roven m, ob-
sahuje vektor X pravé m nezavislych zobecnénych souradnic definujici polohu koncového
efektorulﬂ. Redundantni manipulator obsahuje n (n > m) nezavislych kloubovych soufad-
nic, které jsou dany vektorem Q. Z rovnice dostavame tedy celkem m nezévislych
rovnic pro n neznamych, pro n > m, a tedy lze pfedpokladat, Zze existuje nekoneéné mnoho
feSeni IGM. Zatimco v prostoru poloh kloubovych a zobecnénych soufadnic, viz ,
by provedeni korektniho dikazu existence nekoneéné mmnoha teSeni bylo komplikované,
v prostoru rychlosti kloubovych a zobecnénych souradnic je situace jiz zcela zifejma, ne-
bot pro danou polohu manipulatoru dostdvame soustavu linedrnich rovnic kinematického
omezeni:

X=JQ) - Q (3.118)
kde J(Q) € R™" je kinematicky jakobian.

Lineérni soustava rovnic obsahuje tedy celkem m nezavislych rovnic pro n ne-
/mamych Q a zcela jisté tak existuje nekoneéné mnoho FeSeni pro rychlosti kloubovych
soufadnic Q. V dané konkrétni poloze koncového efektoru manipulatoru lze tak vybrat ne-
konecné mnoho kloubovych rychlosti vedouci k pohybu koncového efektoru manipulédtoru
pozadovanym smérem.

1 Obecné 1ze piedpokladat, Ze pokud soustava nelinearnich rovnic F(Q) = X obsahuje na pravé strané
nezévislé soufadnice polohy koncového efektoru, napft. translaci v osach x, y, z, jsou také dil¢i rovnice
na levé strané nezavislé. Analyza nelinearnich rovnic a jejich feSeni s ohledem na podcet feSeni byla
vyuZita napi. v [14].
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Nabizi se tedy otézka, z jakého divodu bychom viibec redundantni manipulatory vyvijeli,
pokud pripustime, Ze FeSeni inverznich kinematickych aloh (IGM, IIK) se zna¢né kompli-
kuje? Odpovéd se skryva pravé v hledani optimdlniho pohybu redundantnich manipulatori.
Prioritnim pozadavkem pii navrhu fizeni jakéhokoliv manipulatoru je v drtivé vétsiné pii-
padt dodrzeni pohybu koncového efektoru manipulatoru podél dané trajektorie. V p¥ipadé
neredundantnich manipulatort tento pozadavek jednoznac¢né definuje pohyb vSech kloubt.
V pripadé manipuldtori redundantnich je tato situace mnohem zajimavéjsi, nebot vedle
pozadavku na dodrZeni pozadované trajektorie lze stale polohovat jednotlivé klouby neko-
neéné mnoha zpusoby (parametrizace pohybu kloubi parametrem s dimenzi n,.q). Vedle
priméarniho pozadavku tak lze déle diktovat né&jaké sekundarni kritérium, které zajisti, ze
se bude manipulator podél definované trajektorie pohybovat v jistém ohledu optimalné, viz
motivacni Ptiklad Jmenujme nékteré pozadavky na optimalni pohyb manipulatoru, na
které lze v pripadé feseni dané tlohy manipuladtorem narazit. Mezi nejcastéjsi pripady lze
zminit planovani pohybu manipuldtoru za tcelem:

e Maximalizace vzdalenosti od singularnich poloh

e Maximalizace polohy aktuéatori od svych krajnich poloh (dorazii)

e Maximalizace vzdalenosti jednotlivych ramen manipulatoru a koncového efektoru od
prekazek

e Minimalizace vzdalenosti ramen robotu od predepsané trajektorie (multiredundantni
manipulatory)

Minimalizace sil/momentii ptisobicich na aktuatory manipulatoru

e Minimalizace rychlosti/zrychlenich, které je tfeba vyvinout aktuétory

Predpokladejme stejny manipulétor jako v Prikladu (3.8 a uvazujme, Ze ramena manipula-
toru s délkami as = 0.4m, ag = 0.3m jsou vyrobena jako Zelezné tyce s prumérem 0.01m,
vozik linedrnitho pojezdu mé hmotnost 0.3kg a vektor gravita¢niho zrychleni mi¥i v zapor-
ném sméru osy xg. Planované trajektorie pohybu koncového efektoru manipulatoru je dana
trojici boda A, B, C vzajemné propojené kubickym splinem a profil ujeté drihy podél
trajektorie, teéna rychlost a zrychleni, odpovidaji ¢asové optiméalnimu profilu s omezenim
na maximalni rychlost vpma, = 0.3% a zrychleni ajmq,: = 0.3%, viz Kapitola . Pred-
pokladejme, Ze chceme vyuzit redundance manipulatoru stupné n,.q = 1 k optimalizaci
pohybu za ti¢elem minimalizace funkce:

* Priklad 3.9 (Optimalizace pohybu manip oru - motivaéni priklad)

J= /tf (r£(t) + 15 (t) + 75 (1)) dt (3.119)
0

kde 7(t), i = 1...3 jsou silové momenty ptsobici v kloubech manipulatoru a t; je cas
potfebny pro ujeti planované trajektorie.

Nejprve predpokladejme, ze vozik linedrnfho pojezdu stoji, tzn. d; = 0. Vysledny pohyb
manipulatoru je znazornén na Obrazku Vysledny pohyb kloubovych soufadnic je
znazornén plnou ¢arou na Obrazku . Sily /silové momenty v jednotlivych aktuatorech
a hodnota integrandu 77(t) + 73 () + 74 (t) z definice kritéria je znazornéna plnou
¢arou na Obrazku Poznamenejme, Ze integrand odpovida kvadriatu normy vektoru
kloubovych sil/momenti 7 = [ T Ty T3 ]T. Hodnota kritéria J je potom dana plo-
chou pod kiivkou integrandu pro ¢as 0...¢r. Hodnota kritéria pro uvedeny piipad bez
optimalizace pohybu linearniho pojezdu je J = 26.52.

Uvazujme nyni, Ze je mozné spocitat takovy pohyb linearniho pojezdu, tedy 1-dimenzialni
parametrizaci pohybu redundantniho manipulatoru, ktera optimalizuje kritérium J (za-
tim ponechme stranou strategii vypo¢tu takového fizeni pohybu), pohyb redundantniho
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manipulatoru je znédzornén na Obrazku Vysledny pohyb kloubovych soufadnic je
znazornén Carkovanou ¢arou na Obrazku Sily /silové momenty v jednotlivych aktué-
torech a soucasné hodnota integrandu 77(t) + 75(t) + 72(t) je pro porovnani znizornéna
¢arkovanou ¢arou na Obrazku Z uvedenych pribéhi je ziejmé, Ze optimalizovany
pohyb redundantniho manipulatoru vede na vyrazné snizeni sil/silovych momenti v jed-
notlivych aktuatorech vysledna hodnota kritéria J = 5.66 je témér 5-ti nasobné mensi nez
v piipadé, kdy se linearni pojezd nepohybuje a je fixovan v pocatku.

V pfipadé uvedeného redundantniho robotu je tedy prioritné dodrzen pozadavek na pohyb
koncového efektoru podél zadané trajektorie a v dusledku redundance nésledné optimali-
zovano sekundarni kritérium . Poznamenejme, Ze uvedené kritérium optimality je
ekvivalentni s pozadavkem na minimalizaci celkové energie potiebné k projeti zadané tra-
jektorie koncovym efektorem manipulatoru, viz Kapitola Tento fakt hraje vyznamnou
roli v pripadé robotickych systémt, kde pravé energeticka tspora hraje kli¢ovou roli, napf.
manipulétory pohanéné z baterii napajenych solarnimi ¢lanky (manipulace ve vesmiru),
robotickd ramena jako soucasti autonomnich mobilnich roboti, velk4 robotickd pracovisté,
atd.

20
(a) Pohyb manipulatoru pro di = 0 (linearni (b) Pohyb manipulatoru, ktery optimalizuje kri-
pojezd stoji na mist8) = dostavame v pod- térium J, poloha linearniho pojezdu (di) para-
staté dvouramenny neredundantni planérni séri- metrizuje ,,vnitfni pohyb manipulatoru®

ovy manipulator

Obrazek 3.30.: Porovnani pohybu redundantniho manipulatoru pro parametrizaci polohou
linearniho pojezdu d
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Polohy kloubovych souradnic

Polohy
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Obrazek 3.31.: Pohyb kloubovych soufadnic manipulatoru bez optimalizace pohybu line-
arniho pojezdu a s optimalizaci (¢arkované)

Hodnota kriteria podel trajektorie
20 T T

d1=0

..... d1 optimalizovano

t[s]

— ¢ [Nm] |

——,INm] ||

—— 1 INm]

silove momenty [Nm]

0 05 1 15 2 25 3 35
t[s]

Obrazek 3.32.: Integrand kritéria J z rovnice (3.119)) 72(t) + 75(t) + 75(¢) a priibshy jed-

notlivych kloubovych sil/momentt 71, 72, 73 pro pohyb manipulatoru bez
optimalizace a s optimalizaci (¢arkované).
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Optimalni rizeni redundantnich manipulatorti - novy smer k optimalizaci
robotickych architektur?

Pravé optimélni rizeni redundantnich manipulétoru bylo inspiraci pro novy pfistup k opti-
malizaci robotickych architektur. Zakladni idea spo¢iva v moZnosti ndhledu do ,,vnitiniho
chovani redundantnich manipulétori béhem (nalezeného) optimalniho pohybu jeho klou-
bovych soufadnic pfi plnéni konkrétniho tkolu (sledovani pozadované trajektorie koncovym
efektorem). Budeme-li predpokladat, ze kloubové souradnice manipulatoru miizou byt vo-
leny jako libovolny vybér z parametra popisujici jeho kinematickou architekturu (typicky
napf. D-H parametry), lze na zakladé jejich optiméalniho pohybu hledat takové kloubové
soufadnice, které:

e By mély byt voleny jako fixni na urc¢ité hodnoté, nebot vykazuji napf. malou varianci
béhem pohybu manipulatoru) - vede na tlohy statické parametrické optimalizace

e By mély byt voleny jako aktuatory, nebot vykazuji nejvétsi varianci béhem pohybu
manipulatoru - vede na diléi tlohu strukturdlni optimalizace

Podrobné jsou predlozené myslenky diskutovany a demonstrovany na piikladech v Kapi-
tole [l

Za tcelem zhodnoceni moznosti k optimalnimu fizeni pohybu redundantnich manipulatorta
jsou proto v Kapitole analyzovany soucasné standardni piistupy k optimalizaci po-
hybu redundantnich manipulatoru a na vlastnich demonstra¢nich prikladech identifikovany
zékladni nedostatky (plynouci pfedevsim z lokalni pfistupu k optimalizaci). V navazujici
Kapitole je uveden novy piistup k optimalizaci pohybu redundantnich manipulatori
zaloZeny na principech optimalniho fizeni (s uvazovanim globalniho kritéria optimality).

3.4.1. Standardni pristupy k rizeni redundantnich manipulatorti

Zabyvejme se nyni nékterymi standardnimi p¥istupy k feseni IGM (IIK) pro redundantni
manipulatory, které jsou citovany v literatuie a pokusme se identifikovat jejich klicové vlast-
nosti a demonstrovat je na vlastnich prikladech. Vzhledem k tomu, Ze se jedna vyhradné
o zobecnéni numerickych algoritmu feSeni IGM v ptipadé plné urcengch (neredundantnich)
manipulator, za tcelem uceleného nahledu na uvaZzovanou problematiku se nejprve za-
byvejme pravé takovymi algoritmy. Je dobfe znadmo, Ze problém inverzni kinematiky pro
sériové neredundantni manipulatory je v obecném piipadé tloha relativné komplikovana,
a to predevsim z nésledujicich davodii:

e V obecném piipadé lze ukazat, Ze neexistuje analytické reSeni IGM. Napf. je ukazano,
viz [87], [44], [125], Ze pro 6 DoF sériovy manipulator s libovolné usporadanymi
osami dil¢ich kloubu typu R (sériovy kinematicky retézec RRRRRR) lze feSeni
IGM prevést na feeni polynomiélni rovnice jedné proménné (nékdy nazyvana jako
charakteristicky polynom manipulatoru). Nalezena polynomialni rovnice je 16-tého
fadu, je minimalni a existuje pro ni az 16 rtznych realnych kofemﬂ Lze dokazat,
ze v pripadé polynomu s obecnymi koeficienty a fadem vétsim nez Ctyfi, neexistuje
analytické TeSeni (feSeni v uzavieném tvaru, feSeni v radikalech, tzn. neexistuje vztah
s kone¢nym poctem élenﬁED.

2Princip nalezeni charakteristického polynomu lze struéné popsat nasledovné: Soucin homogennich trans-
formacnich matic formulujici feSeni DGM je vhodné preuspofadan a nékteré neznamé lze tak pfimo
9;

eliminovat. Nahrazenim ¢lent sin(6;), cos(6;) znamou substituci z; = tan (7) a naslednou dialytickou

eliminaci [90] lze ziskat pravé charakteristicky polynom manipulatoru jako polynom 16 stupné v jedné
proménné x;. Zpétnou substituci lze pak dopocitat zbyvajici ¢leny x; a nasledné 0;.
BToto tvrzeni je znamo jako Abel-Ruffini theorem & Abel’s impossibility theorem, viz napf. [150].
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e Metody zalozené na teSeni IGM prostfednictvim nalezeni charakteristického poly-
nomu (napf. jiz zminéna dialyticka eliminace, Grobnerovy béaze [14]) pfinaseji za-
sadni problémy vzhledem ke stabilité a presnosti FeSeni (numerické algoritmy hledani
koFenii polynomu vysokych fadu).

e Vypocetni naro¢nosti takovych algoritmi jsou vysoké (vicendsobné substituce do
slozitych vztahii, numerické hledani kofenti polynomu, atd.) a jejich implementace
do systému fizen{ manipulatori v readlném cCase je v podstaté nemozna.

e Existence vicenasobného feseni IGM vyZzaduje implementovat vhodné nastroje k vy-
béru korektniho feseni v daném okamziku vypoétu (blizkost po sobé jdoucich FeSeni
atd.). Je znamo, ze v drtivé vétsing piipadi jsou jednotliva FeSeni umisténa v uza-
vienych podprostorech kloubovych soutadnic, které jsou od sebe oddéleny existenci
singularni polohy manipulatoru.

Pravé z uvedenych divodi se Casto pristupuje k numerickych metodam feSeni IGM. Nu-
merickd feSeni vypocétu IGM pro sériové neredundantni manipuldtory jsou zaloZeny na
linedrnim vztahu mezi rychlostmi kloubovych @Q a zobecnénych X soufadnic, pozname-
nejme, Ze linearni vztah mezi rychlostmi je relevantni pro danou konstantni okamzitou
polohu kloubovych souradnic Q:

X=JQ) Q (3.120)

kde J(Q) € R™" je jakobidn manipulatoru s n aktuatory (kloubovymi souradnicemi),
Q € R™ a m zobecnénymi souradnicemi, X € R™. Poznamenejme, Ze pro neredundantni
manipulator zfejmé plati n = m.

Piedpokladejme nyni, Ze jakobian J(Q) je regularni matici pro danou polohu @, tzn.
manipulator se nenachézi v singularni poloze, hodnost r jakobianu je tedy:

r = Rank(J(Q)) = min(m,n) =m =n (3.121)

Inverzi rovnice (3.120]), zavedenim diskrétnich ¢asovych okamziki ti, trpyq..., Casového
y Yy ) + )
pririistku At = tx41 — tx a néslednou aproximaci derivace Q dostavame:

Q=JQ) X
Qi) 2 Q) _ 1 (Quury) - X (1)
Q(ti1) = Q(tx) + T (Q(tr)) - X (1) - At (3.122)

Bohuzel, vypocet IGM dany rovnici (3.122)), vyuzivajici pristup klasické numerické in-
tegrace rychlosti koncového efektoru, v praktickych aplikaci nelze pouzit, nebot vlivem
numerickych nepfesnosti dochézi k nas¢itavani numerickych chyb v ¢ase (tzv. drift).

Alternativnim pfistupem k vypoctu je zavedeni chyby e mezi pozadovanou X 4 a aktualni
X polohou zobecnénych souradnic ziskanou z dostupnych hodnot méreni polohy kloubo-
vych soufadnic @ prostfednictvim DGM. Odpovidajici ¢asové derivace lze ziskat dosazenim
(13-120)):

€:Xd—X:Xd—G(Q) (3123)
e=X,-X
e=X,-JQ)-Q (3.124)

kde G(Q) oznacuje feseni DGM (pro sériové manipulatory vzdy znamé a analyticky FesSi-
telné).
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Rovnice (3.124]) reprezentuje vyvoj chyby vypoctu zobecnénych soufadnic X v ¢ase. Vhod-
nou volbou zavislosti mezi e a e dostavame diferencialni rovnici popisujici vyvoj chyby e.
PoloZzme proto e rovno K-maticovému nésobku zaporné vzaté odchylky e:

e=-K-e (3.125)
X,-J(Q)-Q=-K[Xs—G(Q) (3.126)

Pokud je matice K volena jako pozitivné stabilnﬁ (a vétsinou diagonélni se stejnymi
kladnymi redlnymi prvky na diagonéle), linearni diferencialni rovnice systému chyby e je
asymptoticky stabilni, chyba e — 0, tedy G(Q) — X4 a tedy Q konverguje ke skute¢nym
hodnotéam kloubovych souradnic odpovidajicim aktuélni poloze koncového efektoru.

Rovnice (3.126) lze prepsat do tvaru:

@ =771Q) (Xi+ K[Xs- GQ)) (3.127)
Aproximaci derivace Q v (13.127)) dostavame predpis pro korektni numerické reseni IGM
neredundantnich sériovych manipulatort (nékdy je algoritmus nazyvan jako algoritmus

dynamické inverze):

Qlti1) = Q(t) + I Q1)) (Xu+ K[Xa — G(Q(t))]) At (3.128)

B Poznamka 3.4 (Newton-Raphsoniiv algoritmus feseni IGM)

Poznamenejme, ze vztah (3.128) pro X4 = 0 (hledame feSeni pro manipulator v klidu)
je ekvivalentni s Newton-Rhapsonovym algoritmem numerického hledani feSeni @ rovnice
kinematického omezeni (DGM):

X,-G(Q)=0 (3.129)

Toto tvrzeni lze dokdzat nasledovné. Taylorovym rozvojem funkce DGM G(Q) v ¢ase ty
dostavame aproximaci v Case tgi1:

6@t ~ 6@ + 25 8 10 () (@) - Q1)
G(Q1) ~ G(QUH)) + T(@(1) - (@tker) ~ Q1) (3.130)

kde J(Q) = %%gt))) je z definice jakobidn manipulatoru a ¢asovy diferencial At =t —
ty.

Dosazenim rovnic (3.129] [3.130) a vhodnym pieusporfadanim dostavame:

Q(trr1) = Qtr) + J 1 (Q(tr)) (Xa — G(Q(tr))) (3.131)

Porovname-li algoritmus dynamické inverze s Newton-Rhapsonovym algoritmem
(3.131)) pro X, = 0 je patrné, ze se od sebe lisi pouze konstantnim (positivné definitnim)
zesilenim K - At, které urc¢uje délku kroku numerického algoritmu (muze tak ovlivnit nejen
rychlost, ale i existenci samotné konvergence algoritmu). |

Zabyvejme se nyni numerickymi algoritmy feSeni IGM pro manipuldtory redundantni.
Z analyzy vlastnosti jakobianu manipulatoru v Kapitole [A:4] lze vypozorovat nasledujici
vlastnosti zavislosti mezi rychlostmi kloubovych a zobecnénych souradnic. Pro redundantni

MVgechna vlastni ¢isla pozitivné stabilni matice maji kladnou reélnou &ast.
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manipulatory plati, Ze pocet nezavislych kloubovych souradnic Q@ € R™ prevySuje pocet
nezavislych zobecnénych soufadnic X € R™, kde m < n. Pro vykonavani alohy vyzadujici
m DoF koncového efektoru manipulatoru mame k dispozici tedy n nezéavislych aktuatoru.
Hodnost matice jakobianu r pro manipulétor nenachézejici se v singularni poloze tedy bude
déna jako:

r = Rank(J(Q)) = min(m,n) =m (3.132)

Vzhledem k tomu, Ze vysledny pocet DoF koncového efektoru je dan hodnosti jakobiénu,
manipulator umoznuje realizovat vSech pozadovanych m DoF svého koncového efektoru.
Ziejmé vsak existuje nulovy prostor NV(J) nenulové dimenze

dimN(J))=n—r=n—-m (3.133)

dané rozdilem mezi po¢tem nezavislych aktuatori a nezavislych zobecnénych soufadnic.

V tomto prostoru lezi potom takové nenulové kloubové rychlosti @ # 0, které generuji

nulovy pohyb koncového efektoru X =0. Lze tedy tici, Ze pokud néj ake kloubové rychlosti
Q" jsou FeSenim rovnice 1j tzn. ziskdvame zobecnéné rychlosti X :

N .

=J(Q) Q

*

(3.134)

Potom dostavame shodné zobecnéné rychlosti X i pro kloubové rychlosti:

Q=Q +P-Q, (3.135)

kde matice P € R™", respektive jeji sloupce generuji nulovy prostor jakobidnu J (Q), tzn.
R(P) =N(J) a Qy € R™ je libovolny vektor.

Toto tvrzeni 1ze dokazat dosazenim fesent (3.135)) do vztahu pro zéavislost rychlosti ((3.120]):

=0
—_——~

J Q=7 (Q+PQ)=7J-Q+ I PQ=7q=X (3.136)
eN(J)

Jinymi slovy mutzeme ¥ici, Ze pro redundantni manipulatory lze nalézt takové rychlosti
kloubovych soufadnic Q = P - QO, které negeneruji rychlost (tedy ani zménu polohy)
koncového efektoru manipulatoru X a zpisobuji pouze ,vnitini pohyb* mechanické kon-
strukce manipulatoru. Toho lze vyuzit pro prekonfigurovani manipulatoru pii konstantni
poloze koncového efektoru za tcelem splnéni ¢i optimalizovani néjakého pridavného krité-
ria, napi. udrzovani manipuldtoru co nejdal od moznych singularnich poloh, od limitnich
poloh aktuéatori ¢i od prekazek v pracovnim prostoru.

Predpokladejme, ze chceme docilit zadaného pohybu X koncového efektoru redundantniho
manipulatoru, tedy splnéni podminky X = J-Q (primérni kritérium - vazebni podminka,
kterda musi byt vzdy splnéna) a zarovein budeme pozadovat, aby se rychlosti kloubovych
soufadnic Q co nejvice blizily pozadované hodnoté QO (dané sekundéarnim, piidavnym
kritériem).

Definujme tedy kriterialni funkci:
Q@) = 5(Q Q)" (@~ Q) (3137)

Prostfednictvim Lagrangeovych multiplikitort A € R™ zavedeme rozsifenou kriterialni
funkci zohlediujici vazebni podminku:

Q@ N = 5(Q-Q) (@~ Q)+ N(X - T-Q) (3.135)
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Z nutné podminky existence extrému dostavame:

0Q(Q, N) ..
MZQ—QO—JT-)\IO
0Q
Q=Q,+J" (3.139)
Vynésobenim rovnice (3.139)) zleva J a vyjadFenim multiplikitoru A dostavame:
J-Q=J-Qy+J-JV A
~——
e
A=J- IO (X -T-Q,) (3.140)
Dosazenim rovnice (3.140) zpét do (3.139) dostavame vysledné rychlosti kloubovych sou-
fadnic Q splhujici primarni a minimalizujici sekundéarni kritérium.
Q=Qy+J" (J-J) X - T Q)
Q=J" - X+T-J-J)-Q, (3.141)
kde Jt = JT . (J - JT)~! je prava zobecnéna inverze jakobianu .J.
Pro Qo = 0 rovnice (3.141) prejde na tvar standardni zobecnéné inverze Q=Jt X a

sekundarni kritérium tak minimalizuje velikosti rychlosti viz

kritérium dané rovnici N/ porovnanl vysledku (3.141)) s rovnici (3.135)) je zfejmé,

e élen JT- X predstavuje feSeni Q aclen (I-J g ) matici P generujici nulovy prostor
jakobidnu J prostfednictvim soutradnic QO

Necht je vektor QO dan gradientem sekundarni kriterialni funkce w(Q) jak
8w<Q>>T

(3.142)

a=n- ("5

kde kp € R je konstanta zesileni.

Minimalizovanim vzdalenosti Q a QO z kritéria se tedy optimalné blizime ke gra-
dientu sekundérni kriterialni funkce w(Q), tedy manipulator se pohybuje takovym zpii-
sobem, Ze kriterialni funkce w(Q) je maximalizovana pii souc¢asném dodrzeni pozadované
trajektorie pohybu koncového efektoru (primérni kritérium).

Mezi nejcastéjsi volby kriterialni funkce w(Q) patii nasledujici:

e Vzdalenost od singularnich poloh:

w(Q) = \/det (J - JT) (3.143)

kde kriteridlni funkce predstavuje odmocninu ze sou¢inu singularnich ¢&isel o; jako-
bidnu J. Maximalizovanim kriterialni funkce tedy rekonfigurujeme mechaniku mani-
pulatoru takovym zptisobem, aby se nachéazel co nejdale od svych singularnich poloh
(O'i = 0).

e Vzdalenost od limitnich poloh n aktuatori:

w(Q) = —% Zn: <m>2 (3.144)

=1 % %

max min .
q; x min

kde gq; = qlmm + ‘1’7 a q;"*" resp. q;
polohu aktuatoru. Max1malizaci kriterialni funkce rekonfigurujeme mechaniku mani-
pulatoru takovym zpiisobem, aby se aktuatory manipuldtoru udrzovaly co nejdale od
svych limitnich poloh.

oznacuje maximélni resp. minimaln{

5 Metoda je nékdy nazgvana jako gradient projection method
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Nahradime-li nyni inverzi J ! v algoritmu vypoctu IGM (3.126)) pro neredundantni mani-
pulétory zobecnénou inverzi se zahrnutym sekundarnim kritériem (|3.141)) dostavame:

Q=71Q) (Xu+ KIXa-G@)) + (I- Q) J(@) - Qq (3.145)

Vynasobenim nalezeného vztahu (3.145) pro vypocet optimalnich kloubovych rychlosti
zleva jakobidnem J dostavame:

=0
J- Q= J;;TT (Xd +K[Xa-G(Q))+ | J-1- J;;TT J|-q, (3.146)

J-Q=X,+K[X,-G(Q)

nebot J' = J7 . (J-J7)~1.

Vysledny vztah odpovida piimo rovnici a opét plati, Zze pokud je matice K volena
jako pozitivné stabilni, linearni diferencialni rovnice systému chyby e = X4, — G(Q) je
asymptoticky stabilni, chyba e — 0, tedy G(Q) — X  a tedy Q konverguje ke skutec-
nym hodnotam kloubovych soufadnic odpovidajicim aktualni poloze koncového efektoru
(tentokrat navic s optimalizaci sekundarniho kritéria).

Opét aproximaci derivace Q v (3.145) dostavame predpis pro korektni numerické reSeni
IGM redundantnich sériovych manipulatort se sekundarnim kritériem definovanym funkci

w(Q)
Qltrs) = Q(tr) + | 71Q(t) (Xa + KX~ GQ()]) +
+ (1= 71(Q(t)) - T(Q(tr))) - Qulti)| At (3.147)

Navic, po dosazeni z rovnice (3.142f) dostaviame kompletni numericky algoritmus:

Qlter) = Q) + [J'(Q(1) (Xu+ KIXa— GQ1))]) +

dw(@)\"
8Q ) ‘t:tk

(1@ Q) - At (3.148)

B Poznamka 3.5 (Numerické algoritmy IGM v blizkosti singularit)

Dosud jsme se zabyvali problémem nalezeni numerického algoritmu vypoc¢tu IGM pro nere-
dundantni i redundantni sériové manipulatory pouze v pripadé, ze se manipulator nenalézé
v singularni poloze. Tzn. jakobian J ma plnou hodnost » = Rank(J) = min (m, n). Neni-li
tento predpoklad splnén (manipulétor se nachazi v singularni poloze), tedy hodnost jako-
bianu r = Rank(J) < min (m,n), nastavaji pro numerické algoritmy jisté komplikace.

e Pro neredundantni manipulatory (m = n):
Jakobian J je singularni matici, neexistuje tedy jeho inverze J~'. V blizkosti singu-
larni polohy je pak operace inverze Spatné podminéné a numericky algoritmus IGM
muze vést na velké hodnoty rychlosti kloubovych soutadnic.

e Redundantni manipulatory (m < n):
Matice J - JT vystupujici v pseudoinverzi J7 je singularni, neexistuje tedy jeji inverze
(J - JT)~1 a zobecnénou inverzi J' tak neni mozné ziskat v uvazovaném vypocetnim
tvaru JT = JT . (J - JT)~1. V blizkosti singularnich poloh nastéva stejny problém
jako v predchozim bodé.
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3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipuléatori

Regenf prinasi vyuZiti metody tlumenych nejmensich ¢tverci (neredundantni manipula-
tory) ¢i tlumené pseudoinverze (redundantni manipulatory). Obé metody vychézeji z pred-
pokladu, Ze v singularni poloze manipulatoru neni mozné, z vyse uvedenych divodu, presné
splnit vztah mezi zobecnénymi a kloubovymi rychlostmi X = J-Q azéroven udrzet rych-
losti kloubovych soufadnic Q v pFijatelnych mezich. Jako kompromisni Fedeni budeme pii
hledani numerického algoritmu tedy minimalizovat smiSené kritérium typu:

1

Q(Q) = B

kde a € R je vahovy koeficient. V&tsi hodnoty o vedou na niz8i hodnoty rychlosti kloubo-
vych soufadnic @ na tkor nepfesnosti sledovini pozadované trajektorie koncovym efekto-
rem a naopak.

-(X—J-Q)T-(X—J-Q)+a2-%-QT-Q (3.149)

Neredundantni manipulatory

7 nutné podminky existence extrému kritéria (3.149)) dostavame:
d0(C . . .
%@:JT-J-Q+a2-Q—JT-X:0

Q=T J+a>- 1) JT-X (3150

Inverze jakobianu J~! v numerickém algoritmu vypoctu IGM (3.128)) je tedy nahrazena
v blizkosti singularit tlumenou verzi s koeficientem tlumeni a > 0:

I o= (GTg+a2 gt (3.151)

Tedy:
Q=J'"%X = Q=JT-J+2- 1) J"-X (3.152)

Redundantni manipulatory

Analogicky lze ziskat tlumenou verzi pseudoinverze J', viz [61]. Pseudoinverze jakobianu
JT v numerickém algoritmu vypoctu IGM (3.148) je tedy nahrazena v blizkosti singularit
tlumenou verzi s koeficientem tlumeni o > 0:

J=Jr. (g-JH1t = Jr.J-J+2- 0! (3.153)

Provedeme-li nyni singularni dekomporzici jakobianu J, viz (A.62), v tlumené verzi in-
verze (13.151)), dostavame:

JT T+ 0 I =wv.2.UT U=V 42 1) V.. UT

(JT - T +a*-1) = (V- =+ 1) -vhHl.v.n.u”
(JT-J+a2-I)_1 (V- (22+a2- 1) V). v.2.UT
( T-J+a2-1)*1-JT=V-(22+a2-1)—1-2-UT (3.154)
b}
kde
s 00 .. 0
s | 0 = 0
0 0 0 e
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Rozepsanim rovnice (3.152) pomoci (3.154) dostdvame dukaz, Ze singularni jakobian J
(alespon jedno jeho singularni ¢islo o; = 0) nevede na nekone¢né velkeé rychlosti kloubovych
soufadnic Q:

T
5 ) . CoaT
1=
Chyba eg ve vypoctu rychlosti kloubovych soufadnic Q zpisobena tlumenim lze vyjadiit
jako:

. 0; . . ] —~ 1 : ; X
eQ:Zm-V[:,Z]’U[Z,Z]T'X—Z;i‘v[:az]‘U[:vz]T'X:
i=1 3 =1

_a2 .
=) e VUL X (3.156)
i=1 \ @ ¢

Poznamenejme, Ze stejny vysledek lze ziskat analogicky i pro tlumenou pseudoinverzi z rov-
nice (3.153)). V praktickych aplikacich Fizeni se koeficient tlumeni « ¢asto méni dynamicky;,
podle miry vzdélenosti koncového efektoru manipulatoru k singularni poloze.

Vice o numerickych pristupech feseni kinematiky manipulatoru lze nalézt v |38, [79], 100, 28].
|

B Poznamka 3.6 (Alternativni zpisob nalezeni numerického feseni IGM)

Pro nalezeni numerického algoritmu feSeni IGM pro redundantni manipulétory jsme vy-
chazeli z diferencidlniho modelu, tedy z linedrni soustavy rovnic (3.134) reprezentujici
vzajemné zavislosti mezi kloubovymi a zobecnénymi rychlostmi pro danou konkrétni po-
lohu manipulatoru. Optimalizace sekundarniho kritéria byla potom docilena pouZitim gra-
dientu tohoto kritéria (vzhledem ke kloubovym soufadnicim) jako hodnoty kloubovych
rychlosti, viz rovnice (3.142)), které maji byt sledovany ve smyslu nejmensich ¢tverci, viz
rovnice . Vypoétené (optimalni) kloubové rychlosti tedy spliuji diferencialni vazebni
podminku a zaroven ,sméruji“ ve sméru gradientu funkce sekundarniho kritéria. Vznikly
numericky algoritmus byl nazyvéin jako algoritmus dynamické inverze.

Alternativni variantou nalezeni optimélniho fizeni redundantniho manipulatoru se sekun-
dérnim kriteriem optimality je definovat problém v polohové oblasti nésledovné:

Nalezni takové kloubové souradnice redundantniho manipuldtoru Q* € R™, které maxima-
lizugi hodnotu kriteridlni funkce w(Q) za soucasného splnéni vazebnich podminek X4 —
G(Q) =0, kde X4 € R™ je poZadovand poloha koncového efektoru a G(Q) je definugict
DGM (presné sledovini poZadované polohy koncového efektoru,).

Matematicky lze problém formulovat jako optimaliza¢ni dlohu s vazebnimi podminkami:

Q= argg;nin(w(Q))7 w(Q) € R (3.157)

vzhledem k omezeni: X,;— G(Q) =0

Poznamenejme, Ze vazebni podminka X ; — G(Q) = 0 mé izolovany kone¢ny pocet feseni
pro neredundantni manipulator m = n a v takovém pfipadé formulovany optimaliza¢ni
problém postrada smysl, feSeni je uréeno pouze vazebni podminkou. V ptipadé redundant-
niho manipulatoru m < n ma vazebni podminka nekoneéné mnoho reSeni a optimalizace
kritéria w(Q) je opodstatnéna. Formulovana optimaliza¢ni tloha je v uvedeném tvaru kom-
plikované a vzhledem k sloZitosti funkce geometrického omezeni G a funkce kritéria w velmi
obtizné Fesitelna (naptiklad pfimym FeSenim metodou Lagrangeovych multiplikatori). Vy-
uzijme proto nasledujici aproximace a feSme tlohu iterac¢né.

126



3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipuléatori

Aproximujme nejprve kriteridlni funkci w(Q) a funkei kinematického omezeni G(Q) po-
moci rozvoje v Taylorovu radu:

Aproximace kriterialni funkeci w(Q) kvadratickou funkei v bodé Q, je dana jako:

w(Q) = w(Qy) + WAQ + %AQTdWAQ (3.158)

kde

?w(Q)
Q2

dw(Q)
oQ

W = lg=q, ERY", dW = lo=q, ER™", AQ=Q—-Q,

Aproximace funkce kinematického omezeni G(Q) linearni funkei v bodé Q) je dana jako:

G(Q) = G(Q) + JAQ (3.159)

kde
0G(Q)

oQ

Optimaliza¢ni problém definovanymi nelinearnimi obecnymi funkcemi se nam tedy redu-
kuje na optimalizaci kvadratické funkce s linedrnim omezenim rovnostmi (vazebni podmin-
kou) na okoli bodu Q:

J =

lo=q, € R™" (jakobian), AQ =Q —Q,

AQ* = argmin (w(QO) +WAQ + ;AQTdWAQ) (3.160)
AQ

vzhledem k omezeni: X,;— G(Qq) —JAQ =0

K feSeni problému (3.160|) lze vyuzit metodu Lagrangeovych multiplikatori, definujme
proto Lagrangian L(AQ, A) € R (pro zjednoduSeni vypustime argument Q,):

L(AQ,\) =w+ WAQ + %AQTdWAQ +AT(X, -G - JAQ) (3.161)

kde A € R™ je vektor Lagrangeovych multiplikatori.
Z nutné podminky existence extrému L(AQ, A)

Méi%)‘) =W +AQTAW —ATJ =0 = WT +awTAQ -J"A=0 (3.162)
(Bm(f)A)\c:g,M = X,—-G-JAQ=0 (3.163)

Vzhledem k tomu, Ze dW je ¢tvercova reguldrni matice, lze provést jeji inverzi, vyjadrit

tak ¢len AQ z rovnice (3.162)), dosadit do rovnice (3.163) a vyjadrit A:
AQ =dW T (JTA-WT)
A= (JaW TJ0) (X — G+ Jaw TWT) (3.164)

Dosazenim za A z rovnice (3.164]) zpét do rovnice (3.162]) dostavame TeSeni optimalizacni
ulohy:

AQ = —aw T [WT — JT (JaW TIT) (X4 - G+ JaWTTWT)| (3.165)
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Zohlednime-li postacujici podminku optimaliza¢ni tlohy:

62L(AQ7A) — dWT (3 166)
OAQ? '
L(AQ.N) _ (3.167)

o (AT)?

Je zFejmé, Ze pokud AQ* ma maximalizovat kriterialni funkei, musi byt dW7 < 0 (nega-
tivné definitni).

Vzhledem k faktu, ze diive uvedeny dynamicky numericky algoritmu (3.148)) nevyuzival in-
formace o druhé parcialni derivaci (Hessianu) dW kriterialni funkce w(Q) predpokladejme,
Ze jej nyni mizeme aproximovat jednoduse jako:

dW = -1

Coz spliuje postacujici podminku na existenci maxima funkceEGIw(Q). Dosazenim do feseni

optimaliza¢ni tlohy ([3.165)) dostédvame:

AQ =JT (JJT) (X —G)+ | T-JT (3T T W
—_—— —— — ~ .
gt gt (%%1a=a))

ow(Q)
oQ

Porovname-li nyni feseni AQ*, viz (3.168)), s pririistkem AQ z dynamického numerického
algoritmu (3.148)), Q(tx) = Qy:

T
AQ" = JH(Qy) - (X4~ G(Qy)) + (T - TH(Q)T(Q)) - ( !QQO> (3.168)

. 8 T
2@ = | 71(@0) (K44 KX~ G@0)1) + (T~ 71Q0) - 7(@0) -1 (“5) o a,
(3.169)
Je patrna formalni shoda algoritmu pro X,=0 k=1, At =1. |

% Piiklad 3.10 (Optimalizace pohybu - polohové zavislé kritérium)

V nésledujicim piikladu demonstrujme standardni principy fizeni redundantnich manipula-
torti na 3 DoF redundantnim planarnim sériovém dvouramenném manipulatoru s linedrnim
pojezdem, viz Priklad a uvazujme stejnou pozadovanou trajektorii (v roviné xz) kon-
cového bodu manipulatoru jako v Prikladu Kloubové a zobecnéné souradnice takového
redundantniho manipulatoru uvazujme, viz Kapitola [A.3.2] [A.4.2] jako:

Q = [ d1 02 93 N zvoleno: Qorig = [ 92 93 ]T, Qpar = d1

X=[z 2 ]T (translace konc. efektoru v rovine zz)

]T
(3.170)

kde poloha d; linearniho pojezdu je zvolena jako soufadnice parametrizujici feSeni IGM
Qorig = G(Xa Qpar)) viz Iiapitola

Pfedpokladejme, Ze chceme pohyb manipulatoru ridit takovym zptsobem, Ze budou opti-
malizovina dvé kritéria a to:

16V numerickych algoritmech hledani optima se vyuziva Casto aproximace nelinearni kriterialni funkce
funkci kvadratickou. V pfipadé, Ze nelze analyticky stanovit hodnotu Hessianu, je tento odhadovan
riiznymi algoritmy (Davidon-Fletcher-Powell formula, Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno algorithm).
Jednim z pozadavkil je, aby Hessian ztistal positivné resp. negativné definitni matici a algoritmus
konvergoval k minimu resp. maximu ptvodni nelinearni funkce, nikoliv do inflexniho bodu.
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3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipuléatori

e Vzdalenost od singularni polohy
Manipuldtor bude ¥izen tak, Ze v kazdém bodé trajektorie bude maximalizovana
vzdélenost od singularni polohy manipulatoru, tzn. manipulator se bude pohybovat
co nejdale od nezaddoucich singularit.

e Polohy kloubovych soufadnic budou co nejblize definovanym poloham
Problém analogicky k minimalizaci vzdalenosti poloh aktuatori od svych krajnich li-
mitt. V uvedeném pripadé pozadujeme, aby se polohy vybranych aktuitori co mozna
nejvice priblizovaly poloham zadanym. Divodem k takové optimalizaci pohybu miize
byt napf. nutnost udrzet vnitini uspofadani manipulatoru co nejvice podobajici se
zadanému (napf. z divodu umisténi technologie) a predchéazet tak pfipadnym koli-
zim.

Maximalizace vzdalenosti od singularni polohy

Vzdélenost od singularni polohy sériového redundantniho manipulétoru lze definovat, viz

Kapitola jako:

w > 0 pro manipulator mimo singularni polohu
w(Q) = det(J(Q) - JT(@)), ke { (@)= 0 pro manip guléenf p

w(Q) = 0 pro manipulator v singularni poloze
(3.171)
kde w(Q) je maximalizované kritérium.

B Poznamka 3.7
Poznamenejme, Ze, s ohledem na (A.136)), je kritérium w(Q) dano jako druhd mocnina
soucinu singulérnich ¢&isel jakobianu J € R™™ m =2, n = 3:

2 2
w(Q) = (H 0z> , 0<01 <09 (3.172)
=1

Tzn. vzdalenost od singularni polohy neni zcela korektné vycislena vzhledem k jejimu
normovani, nebot plati, Ze v pfipadé o1 = 100 a o9 = 0.01 = w(Q) = 1 a manipulator
je zfejmé& mnohem bliZe singularni poloze, nez v pfipadé 01 = 1l a oy =1 = w(Q) = 1,
vhodnéjsim hodnocenim by tedy bylo ¢islo podminénosti, jako podil mezi maximalnim a
minimalnim singularnim ¢islem:

o1

w(Q) = e (0,1) (3.173)

Vzhledem ke komplikaci ve vypoctu singularnich &isel a tedy ¢isla podminénosti je vSak
¢asto uvazovano puvodné zvolené kritérium k hodnoceni vzdalenosti od singulédrnich poloh
manipulatoru. |

Z jakobidnu manipulatoru ve tvaru (zfejmé nezavisi na soufadnic linearniho pojezdu d;):
0 —agsin (0 + 603) —sin(63)as —agsin (6 + O3
J(Q) = ( ) (%2 ( ) (3.174)
1 agcos (02 + 03) +cos(02)az  ascos (02 + 03)
lze vypocitat kritérium:
w(Q) = det(J - JT) = az? — az? cos (202 + 203) + 1/2az%as® — 1/2 az®as? cos (2603) +
+ cos (03) azaz — azag cos (A3 +262) + 1/2a2® — 1/2as cos (262)  (3.175)
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Hodnota kriterialni funkce w(Q) je znézornéna na Obrazku VySetienim podminkym
w(Q) = 0lze ziskat podminku pro manipulator nachéazejici se v singularni poloze (uvazujme
02 € <*7T,7T>7 ‘93 € <77T77T>):

w@) =0 = [6 05] ={-m0,7}x {-7,0,7} (celkem 9 Feseni) (3.176)
Vysetienim lokalnich maxim (bodu podezielych z extrému z podminky 63(—8) = 0) lze ziskat
optimélni konfigurace kloubovych soutfadnic 02 = 5 a 03 = 0, kde kritérium nabyva
maximélnich hodnot.

05— ” 'é\&

I ””

0.4 —

0.3 —

w(Q)

IIII.,\\\\

Obrézek 3.33.: Hodnota kriterialni funkce w(Q) a ukazka jedné konfigurace manipulatoru
v singularni poloze

Numericky algoritmus vypoctu, zalozeny na ((3.148) je potom:
1. Zvol konstanty At, K, k.

2. Zvol pocatecni podminku Q,,:
Idealné volit jen hodnotu parametrizujici kloubové soutradnice Q... = di. Zbylé klou-
bové souradnice Q5 = [ 0y 03 ]T Ize dopocitat pii znalosti X dle IGM, viz Ka-

pitola m Dostavame tak pocatec¢ni hodnotu kloubovych souradnic Q(tx), k = 0.

3. Dokud AQ = ||Q; — Q.|| > dana konstanta
Vypoéti hodnotu kloubovych soufadnic v nasledujicim kroku Q(tx41) dle (3.148)).

par

4. Opakuj cely iterac¢ni numericky algoritmus pro kazdy bod diskretizované pozadované
trajektorie koncového efektoru X = {X(t1)... X(ts)}. Jako pocatetni polohu pro
vypocet kloubovych soufadnic @, zvol hodnotu vypoctenou v predchozim bodé
trajektorie.

Priubéhy kloubovych soufadnic @ a hodnoty kriterialni funkce w(Q) jsou znazornény na
Obrazku[3:34] vizualizace odpovidajiciho pohybu manipulatoru v SimMechanicsu potom na
Obrézku [3.35(a)l Obrazek ukazuje hodnotu kriterialni funkce w(Q) pro perturbované
hodnoty optimélni kloubové souradnice Q,,, parametrizujici reseni IGM:

QP = Qpoy + 0.1 (Rand(1,1) — 0.5) = QP! = G(X,QE) = w(QP™) (3.177)

orig

17Symbolicky feseno v Maple v oboru realnych &isel.
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Polohy kloubovych souradnic

Kriterialni funkce

051
0.45
04l i 0.4
o2 T o35
2
ok |
0.3
-0.2F B
0.25
-0.4F B
06 . . . . . L 0.2
o 05 1 1.5 2 25 3 35 0 0.5 1 15 2.5 3 3.5
ls] tls]

(a) Optimalni prabéhy kloubovych soufadnic Q (b) Odpovidajici prubéh kriterialni funkce w(Q)

Obrazek 3.34.: Optimalni pribéh kloubovych soufadnic a kriteridlni funkce

Click On Object To Display Information
05¢
041

Kriterium w(Q) (nezavisi na d1)

031

0.2t e

0.1

Z-axis
o

0.2 0.4 0.6 0.8
X-axis

-0.2

(a) Vizualizace optimélniho pohybu manipulé- (b) Pribeh kriterialni w(W) funkce v roving 6a,
toru v SimMechanicsu, sytost barvy je uréena 03

Casem simulace od Casu to (tmava) do casu ty

(svetla)

Obréazek 3.35.: Vizualizace optimalniho pohybu manipulatoru véetné znézornéni pribéhu
kriterialni funkce w(Q) v roviné 0, 63 (Cerné)
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Prubehy kriterialni funkce pro perturbace optimalniho reseni

0.5

1
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Obrazek 3.36.: Prubéhy kriterialni funkce w(Q) pro optimalni prubéh kloubovych soufad-
nic Q (modfe) a hodnota téze funkce w(QPer*) pro pertubované souradnice
QP (Cervend).

7 uvedenych vysledkt 1ze vidét, Zze nalezeny optimalni pohyb manipuldtoru maximalizuje
hodnotu kriterialni funkce w(Q) v kazdém bodé X podél celé pozadované trajektorie kon-
cového efektoru. Toto tvrzeni je demonstrovano perturbaci optimélniho pohybu a porov-
nanim kriterialni funkce s pohybem optimalnim. Optimélni pohyb kloubovych soufadnic
manipulatoru (kritérium nezalezi na soufadnici d;) 1ze znézornit jako hodnotu kriterialni
funkce v roviné 6y, 63, viz Obrazek 7 takového zobrazeni a z vizualizace pohybu
je patrné, Ze manipulator je podél trajektorie rekonfigurovin takovym zpisobem, aby se
nachéazel co nejdale od singularit, tzn. co nejblize maximu kriterialni funkce w(Q), tedy
poloham 60 = 3, 03 = 0.

Maximalni priblizeni kloubovych souradnic k definovanym poloham

Prfedpokladejme, Zze pozadujeme takovy pohyb manipulatoru, aby se jeho rotacni aktua-
tory (02, 03) pohybovaly co nejblize definovanym konstantnim hodnotdm 912‘°n5t' = -3,
Hl?fonSt' = 3. Tzn. prvnf rameno manipuldtoru ma ziistavat co nejblize ve sméru linedrniho
pojezdu a druhé rameno ma ztustavat co nejvice kolmo k ramenu prvnimu. Definujme tedy
odpovidajici kritérium:

w(Q) = — [(92 - 95@*-)2 + (05 - egonstﬂ (3.178)

Postup optimalizace pohybu je analogicky jako v predchozim pripadé. Pribéhy kloubovych
soufadnic @ a hodnoty kriterialni funkce w(Q) jsou znazornény na Obrazku vizua-
lizace odpovidajictho pohybu manipulatoru v SimMechanicsu potom na Obréazku [3.38(a)

132



3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipuléatori

Obréazek ukazuje hodnotu kriterialni funkce w(Q) pro perturbované hodnoty optiméalni
kloubové souradnice Q,,, parametrizujici feSeni IGM.

Polohy kloubovych souradnic

15F | Kriterialni funkce
5
v 0
b i —01} 1
09 —d| ] -02f ]
_02
or — %] ] _-03f 1
g
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-1 b -0.51 4
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tls] tfs]

(a) Optimalni prubéhy kloubovych souradnic Q (b) Odpovidajici prubéh kriterialni funkce w(Q)

Obrazek 3.37.: Optimalni pribéh kloubovych sourfadnic a kriteridlni funkce

Click On Object To Display Information

0.8r Kriterium w(Q) (nezavisi na d1)
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(a) Vizualizace optimélniho pohybu manipulé- (b) Pribeh kriterialni w(W) funkce v roviné 6a,
toru v SimMechanicsu 03

Obrazek 3.38.: Vizualizace optiméalniho pohybu manipulatoru véetné znézornéni priubéhu
kriterialni funkce w(Q) v roviné 0, 63 (¢erné)
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Prubehy kriterialni funkce pro perturbaci optimalniho reseni

_0.8 1 1 1 1 1 1 J
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

t[s]

Obréazek 3.39.: Prubéhy kriterialni funkce w(Q) pro optimalni pribéh kloubovych sourad-
nic Q (modfe) a hodnota téze funkce w(QP®) pro perturbované souradnice
QP (Cervend).

*

Doposud jsme se zabyvali optimalizaci pohybu redundantniho manipulétoru, kde kriteri-
alni funkei, kterd méa byt maximalizovana, byla skalarni funkce w(Q) zavisejici pouze na
poloze kloubovych soufadnic manipulatoru. Cilem feseni IGM bylo nalezeni takovych klou-
bovych souradnic @, které pro danou konkrétni polohu koncového efektoru manipulétoru
optimalizuji (maximalizuji w(Q)) vnitini usporadani manipulatoru (tedy hledaji optimalni
feseni IGM z nekone¢ného mnozstvi existujicich Feseni). Dynamicky algoritmus i
jeho ekvivalentni odvozeni, viz Poznadmka [3.6] vychézi vzdy z vazebni podminky, ktera je
kladena pfi vypoctu prirtistku zobecnénych souradnic @ v jednotlivych iteracich numeric-
kého algoritmu. Vazebni podminkou je splnéni rovnic kinematického omezeni X = G(Q).
V pripadé konvergence numerického algoritmu je tedy zajisténo, ze kloubové soufadnice
budou vyhovovat IGM (ve smyslu splnéni pozadované polohy koncového efektoru X) a
zérovel minimalizovat kriterialni funkci w(Q). Jinymi slovy lze Fici, ze v kazdém bodé
pozadované trajektorie koncového efektoru tedy hleddme vézané optimum kloubovych sou-
fadnic, kde vazebni podminku formuji rovnice kinematického omezeni (IGM) X = G(Q).
Vratime-li se zpét k Piikladu (pro variantu optimalizace maximéalniho pfiblizeni klou-
bovych soufadnic k definovanym poloham), mizeme v kazdém diskretizovaném kroku podél
celé pozadované trajektorie koncového efektoru zobrazit priubéh kriterialni funkce w(Q)
v zévislosti na zvoleném Q,,, = di (kloubova soutadnice linearniho pojezdu parametrizu-
jici feseni IGM). Soucasné zobrazime optimum QF,, nalezené po kone¢ném poctu iteract
numerického algoritmu , ktery byl v pfikladu pouzit. Vysledek je znazornén na
Obrazku
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Obrazek 3.40.: Prubéh kriterialni funkce w(Q) (modfe) a znazornéné optimalni feseni pro
Qpar = d1 (Cervene), 0 < t; < ty--- < tig = ty, kde ¢; jsou diskrétni ¢asové
okamZiky podél pozadované trajektorie koncového efektoru a ¢y je celkovy
Cas pro ujeti celé trajektorie.

V pripadé pouzitého numerického algoritmu je vyuzito projekce gradientu krite-
rialni funkce w(Q) do nulového prostoru N (J) jakobidnu J a v dil¢ich krocich numeric-
kého algoritmu (pro jednu danou poZadovanou polohu koncového efektoru) tak dochéazi
k priblizovani kloubovych soufadnic k extrému kriterialni funkce za soucasného splnéni
rychlostnich zévislosti mezi kloubovymi a zobecnénymi soufadnicemi. Numericky algorit-
mus je vykonan v kazdém dil¢im diskretizovaném kroku pozadované trajektorie koncového
efektoru izolované. Je tedy ziejmé, Ze vysledkem numerického algoritmu v uvedené podobé
jsou optimalizované polohy kloubovych soufadnic v dil¢ich izolovanych bodech pozadované
trajektorie koncového efektoru. Neni tak bran zadny ohled na dynamicky vyvoj kloubo-
vych soufadnic s ohledem na jejich rychlosti a zrychleni, a tedy na dynamicky model celého
manipulatoru. V krajnich pfipadech muze dochazet k nalezeni takovych optimélnich klou-
bovych soufadnic @ v po sobé jdoucich krocich podél pozadované trajektorie koncového
efektoru, které povedou k nerealizovatelnému pohybu manipulatoru, nebot tato feSeni jsou
na sobé s ohledem na rychlosti a zrychleni nezavisla (jedna se predevsim o nalezeni vy-
razné odlisnych hodnot optimalnich kloubovych soutadnic ve dvou po sobé jdoucich kro-
cich podél pozadované trajektorie koncového efektoru manipulatoru). Ve vétsiné pripadii se
predpokladéa, ze pro dostateéné jemnou diskretizaci pozadované trajektorie koncového efek-
toru manipulatoru budou optimalizované kloubové souiadnice v po sobé jdoucich krocich
,dostatecné® blizké. Navic je uvedeny numericky algoritmus realizovatelny pro kriterialni
funkce zavislé pouze na poloze kloubovych soufadnic.

Casto vsak pii optimalizaci pohybu redundantnich manipulatort vyzadujeme optimalizo-
vat kriteridlni funkci, které zavisi nejen na poloze, ale obecné také na rychlosti a zrychleni
kloubovych soufadnic. Takovym piipadem miiZe byt nap¥. minimalizace momentt v klou-
bech manipulatoru, kdy kriterialni funkce zavisi na polohach, rychlostech a zrychlenich
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kloubovych soufadnic. Zabyvejme se dale tedy metodami, které za tcelem optimalizace
pohybu redundantnich manipulatori vyuzivaji odpovidajictho dynamického modelu. Pii-
vodni formulaci lze nalézt v [47], [9].

Ukazme nejprve, ze v piipadé redundantnich manipulatori plati analogicky vztah pro
zrychleni kloubovych soufadnic, jako bylo ukidzano v piipadé rychlosti, viz , tedy, ze
opét lze nalézt takové zrychleni kloubovych soutadnic, pro které je splnéna nutné vazebni
podminka a zaroven optimalizovino dané sekundarni kritérium. 7 ITK pro zrychleni, viz
Kapitola [A4] vyplyva vztah mezi rychlostmi a zrychlenimi kloubovych a zobecnénych
soufadnic a zfejmé opét existuje nekoneéné mnoho feseni I1K:

X=J-Q+J-Q (3.179)

Zavedme opét sekundarni kritérium Q(Q) a jeho rozsifenou podobu prostfednictvim Lagran-
geovych multiplikatora zahrnujici vazebni podminku (zavislosti mezi zrychlenimi):

Q@) = 5@ Q)" (@~ Q) (3150)
Q@ N =L@ Q)@ Q)+ XX T Q- T-Q) (3181)

Z nutné podminky existence extrému lze analogicky jako v (3.140)) vypocitat vektor Lagran-
geovych multiplikatort A:

QRN _ Q-Qy—-J"  A=0=>A=J-JH 1. T.(Q-Q, (3182

oQ
Zpétnym dosazenim za vypocteny vektor A lze ziskat:

Q=Q+J"-(J- I T (Q-Qu)
Q=Qy+J" - (J-J")-(J-Q -T-Qy)

X-JQ
Q=J (X-J-Q+T-J -J)-Q, (3.183)

kde Jt = JT . (J - JT)~! je zobecnéné inverze jakobianu J.

Rovnice predstavuje hledany vztah, tedy nalezeni optimalnich hodnot zrychleni
kloubovych soutradnic vyhovujici vazebni podmince a minimalizujici vzdalenost
kloubovych zrychleni (ve smyslu nejmensich ¢tverci) od zvoleného vektoru QO. Snadno lze
opét dokazat, 7e matice (I — J' - J) generuje nulovy prostor N'(J) jakobianu J.

Za ucelem integrace dynamického modelu do vypoc¢tu optimalniho pohybu redundantniho
manipulatoru uvazujme dynamicky model ve tvaru, viz Kapitola

T=M - Q+C-Q+G (3.184)

kde 7 jsou externi sily pusobici v kloubech manipulatoru, M = M (Q) je matice setr-
vacnosti, C = C (Q,Q) je matice reprezentujici vliv odstifedivych a Coriolisovych sil a
G = G(Q) je matice reprezentujici vliv gravita¢nich sil.

Dosazenim nalezeného optiméalniho reSeni zrychleni kloubovych soufadnic @ do
dynamického modelu dostavame predpis pro pozadované hodnoty sil/momentt 7
v kloubech manipulatoru pro manipulator nachézejici se ve stavu Q, Q a optimalniho
pfiblizeni (ve smyslu nejmensich ¢tverct) pozadovanému kloubovému zrychleni QO:

r=7+M-(I-J"J0)-Q, (3.185)
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kde .. . . .
T'=M-J . (X-J-Q+C-Q+G

nezavisi na pozadovaném zrychleni Q.

Rovnice (3.185]) tedy pfedstavuje obecny piedpis pro inverzni dynamicky model redundant-
niho manipuldtoru s pozadavkem na pribéh kloubovych zrychleni Q. Otazkou zistava,
jak volit pravé tento volny parametr.

Predpokladejme déle, Ze cilem optimalizace pohybu bude pfirozeny pozadavek na minima-
lizaci sil/momentii v jednotlivych kloubech manipulatoru. Definujme tedy kritérium:

Qo) =Ir|>=7"-7 (3.186)

Dosazenim inverzniho dynamického modelu (3.185)) do kritéria dostavame:

JQo)=IM-I-J-7)Q+ 7 | (3.187)
funkce: Q funkce: Q,Q,X

Je zifejmé, Ze kritérium J (QO) tedy zavisi na daném stavu manipulatoru (poloze a rychlosti
kloubovych soufadnic) a navic je Casové variantni, nebot vektor zrychleni zobecnénych
soufadnic X je znamy a definovany podél celé trajektorie pozadovaného pohybu koncového
efektoru manipulétoru, tedy X = X (t).

Budeme-li tedy predpokladat, Ze se manipulator v ¢ase t nachéazi ve stavu Q, Q, jedinou
neznamou zustava kloubové zrychleni @ a hledané reSeni je tedy:

Qo = argmin||M - (I —J"-J)-Q, + 7|2 (3.188)
Qo

Coz je z definice TeSeni metodou nejmensich ¢tverct rovnice tvaru A - x = b, kde A =
M- (I-J-J)eR"™ & =Q,cR"ab=—7' € R" Vzhledem k tomu, Ze dimenze
nulového prostoru jakobidnu J je dana jako dim(N(J)) = n — m, viz (3.133), generatory
N (J) reprezentované sloupci matice (I—J1-J) € R™" jsou linearné zavislé, hodnost matice
je tedy Rank(I — J'-J) = n —m a matice (I — J'-J) ma n — (n —m) = m nulovych
singularnich ¢isel (je singularni, nemé plnou hodnost). Z Kapitoly je ziejmé, zZe QO 1ze
nalézt zobecnénou Moore-Penrose inverzi, ktera zajisti platnost kritéria :

QS = argmin||M - (I — Jt. J)- Qo 72
Qo

On = — [M-(I—JT.J)}T.T’ (3.189)

kde [+]T je Moore Penrose zobecnéna inverze poéitana prostfednictvim SVD rozkladu in-
vertované matice, viz vypocetni tvar inverze pro singularni matici A.155|El

Dosazenim teseni (3.189) do (3.183)) resp. (3.185]) dostavame optimélni fizeni pohybu re-

dundantniho manipulétoru, které minimalizuje momenty v jednotlivych kloubech v néasle-
dujicich formélné odlisnych tvarech:

18y Matlabu je vypocetni tvar pseudoinverze realizovan piikazem pinv.
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e Optimalni zrychleni kloubovych soufadnic, viz rovnice (3.190)), (v zavislosti na aktu-
alni poloze Q, rychlosti Q a ¢ase t definujici zrychleni zobecnénych souradnic X ()):

Q:JT-(X—J-Q)—(I—JT-J).[M-(I—JT-J)}T-T’

Q=J (X-J-Q) - [M'(I—JT~J)]T~T/ (viz Poznémka [3.8)
Q:JT-(X—J-Q)—[M-(I—JT-J)]T- [M-JT-(X—J~Q)+C-Q+G
(3.190)

e Optimalni sily/momenty v aktuatorech, viz rovnice (3.191)), (IDM, v zavislosti na
aktudalni poloze @, rychlosti Q a case ¢ definujici zrychleni zobecnénych souradnic

X))
T=7-M-I-J"-J) [M-(I—JT-J)T-T’
T=1-M- [M-(I—JT-J)F-T’ (viz Poznamka [3.8)

T:[I_M.[M.u_ﬁ.nﬂ-[M-J*-<X—J-Q>+c-cz+a} (3.191)

B Poznamka 3.8 (Zobecnéna inverze a baze nulového prostoru)
Lze ukézat, viz [60], Ze pro matici (I — JT - J) generujici N'(J) a libovolnou matici M
plati:

T T
(I—JT-J)-[M-(I—JT-J)] :[M-(I—JT-J)] (3.192)
pokud matice (I — J'-J) je indempotentni a hermitovsk
Matice (I — JT-J) je indempotentn:
I-J -0 T-J - DN=1-J - J-J - Jg+J.J.J".J=

—I1-J.g-Jg.-Jg-Jg. Jt n=1-J.J
~—~
JT(F-J7)-1

Matice (I — JT-J) je hermitovska:
T
IT-J-nT=r-Jgt. J Yr=1-Jgr-|J-JH| -J=
~~ N—_———

JT(J-JTH)-1 symetricka

=I1-J'.J-JNHtg=1-Jt.J
~—
Jt

Dtikaz tvrzeni je zaloZen na ovéfeni, Ze pro matice danych vlastnosti
A=M. -(I-J"-J)

B=(I-J.J). M-(I—JT-J)]T

plati podminky (A.152) definujici pseudoinverzi matic, tedy B = Af. Kompletni dikaz lze
nalézt v [60]. [

9Pro indempotentni matici A plati: A- A = A. Pro hermitovskou matici A s realnymi &isly plati: A = AT
(matice A je symetricka).
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% Piiklad 3.11 (Optimalizace pohybu - integrace dynamického modelu)
[ustrujme algoritmus optimalizace sil/momenti opét na identickém manipulétoru, jako
v Prikladu [3.8] [3.9, [3.10 Vysledkem optlmahzacmho procesu jsou optlmalm okamzité
hodnoty kloubovych zrychlenich @ (3.190) respektive sily/momenty 7 . Je zfejmé,
viz Kapitola [A.6] Ze vztah mezi pohybem manipulatoru danym kloubovym zrychlenim
(rychlosti a polohou) a silami/momenty piisobici v jednotlivych kloubech je plné urcena
dynamickych modelem manipulatoru 7 = M -Q +C - Q + G.

Pro nalezeni optimélni trajektorie manipulétoru v prostoru kloubovych sourfadnic tak mu-
sfme Tesit vektorovou diferencialni rovnici 2. fadu ve tvaru daném (3.190)), kterou lze pfe-
psat na diferencialni rovnici 1. fadu se stavem a dale FeSit standardnimi numerickymi

algoritmym
Q:JT'(X—.'I-Q)—[M-(I—JT-J)F-[M—JT.(X—J~Q)+C~Q+G}

d [Q] _ Q
dt[Q]_ JT-(X—J-Q)—[M-(I—JT-J)]*-[M-JT.(X—J-Q)+C-Q+G}

funkce: Q,Q,t
(3.193)

Diferenciélni rovnice byly fesena v Matlabu prostfednictvim piikazu ode45. Vy-
sledné optimalni pribéhy polohy, rychlosti a zrychleni kloubovych soufadnic jsou znézor-
nény na Obrazku optimalni pribéhy sily v linearnim pojezdu a momentt v ro-
tacnich kloubech jsou znazornény na Obrézku [3.41(b)} Na Obrazku [3.42(a)] je znazornén
optimalni prubéh kritéria. Obrazek [3.42(b)| znazornuje vizualizaci pohybu manipulatoru
v SimMachanicsu. Na Obrazku [3.43] - je znazornén optimalni pribéh kritéria spole¢né s pru-
béhem kritéria pro perturbovane optimalni kloubové zrychleni Q... = di. Perturbované

polohy QP a rychlosti Q

par par
feSenim diferencialni rovnice:

par

kloubovych soufadnic parametrizujici feSeni IGM jsou dany

Qpert pert ort -
D] = | 2Bar | kde: Qpor = Qpar + 0.2+ (Rand(1,1) — 0.5)
dt Qpar par

Polohy, rychlosti a zrychleni perturbovanych originalnich kloubovych soufadnic nglrgt =

[ 0y 05 ]T je dano fesenim IGM a IIK pro redundantni manipulétory:

Qb = IGM(X, Q5r), Qhviy = TIK(X, X, Qi Qpny),

par » ¥ par
pert

pert pert
Qorlg = IIK(X X X Qggita Qpar ’Qpar )

20y Matlabu solvery diferencialnich rovnic: ode45, ode23, atd.
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Obrazek 3.41.: Optimalni pribéhy polohy, rychlosti a zrychleni kloubovych soufadnic, op-
timalni priubéhy sil/momentt v aktuatorech
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(a) Optimalni pribéhy kritéria J = 77 - 7 (b) Vizualizace optimalntho pohybu manipula-
toru v SimMechanicsu

Obrazek 3.42.: Optimalni prubéh kritéria a vizualizace optiméalniho pohybu manipulatoru
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Obréazek 3.43.: Optimalni prubéh kritéria J (QO) (modie) a pribéh kritéria pro perturbo-
vané hodnoty optimélniho kloubového zrychleni (Gervené)

*

Z Obréazku [3.43] je patrny jev, ktery nutné musf nastavat pro uvedeny typ optimalizace po-
hybu redundantniho manipulatoru pri uvazovani kompletniho dynamického modelu, tedy
pii zohlednéni korektniho vztahu mezi polohami, rychlostmi a zrychlenimi kloubovych
soufadnic podél celé planované trajektorie pohybu koncového efektoru. Vzhledem k faktu,
7e optimalizacni algoritmus resp. hledd v daném c¢asovém okamZziku ta-
kova kloubova zrychleni resp. momenty, které optimalizujl v tomto konkrétnim casovém
okamziku hodnotu kritéria (norma sil/momentt) jedna se o lokdlni algoritmus. Tzn. vy-
sledky optimalizace nemaji globalni platnost a nelze zajistit, Ze podél uvazované trajektorie
koncového efektoru neexistuje v globalnim méritku (nap¥. ve smyslu obsahu plochy pod
prub&hem kritéria - tzn. integralni kritérium) , vhodnéjsi“ FeSeni. Z Obrazku je pa-
trné, Ze ziejmé existuji takova feSeni, ktera zajistuji globalné nizsi hodnotu kritéria podél
trajektorie a nejsou pfitom z lokalniho hlediska optiméalnim feSenim (¢erné ¢arkované pri-
béhy kritéria pro jednotlivé perturbace). Pro lokalni optimalni FeSeni zarovenn nutné plati,
ze kriteridln{ funkce bude na pocatku pohybu manipulatoru vzdy nabyvat optimélnich
(minimélnich) hodnot (viz detail poc¢atku vyvoje kritéria v Obrézku [3.43), nebot optima-
lizaci je nalezeno v ¢ase t = 0 takové TeSeni, pro které je hodnota kritéria minimalni a
zaroven hodnotu kritéria neovliviiuje zadny ptredchozi vyvoj stavu manipulatoru. Takova
vlastnost miuZe byt velmi nepfijemna v pripadé, kdy optimalizace je provadéna podél dlou-
hych trajektorii, kdy lokalni optimalizace miiZe s rostoucim ¢asem snadno vést do stavu,
ktery je z hlediska hledaného minima v globalnim méfitku nevhodny. Jinymi slovy, lokalni
optimalni pribéh stavu manipulatoru negarantuje zadna omezeni ¢ podminky na vyvoj
tohoto stavu, snadno se muze stat, ze (byt lokdlné optimélni) pribéh pohybu manipula-
toru povede s rostoucim ¢asem na vysoké pozadavky na sily/silové momenty v nékterych
aktuatorech, které zajisti udrzeni polohy koncového efektoru na pozadované trajektorii. Vy-
vstava tedy otézka, jak pohyb redundantniho manipulétoru planovat takovym zptisobem,
aby bylo splnéno néjaké globalné platné kritérium.
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3.4.2. Novy pristup k optimalnimu rizeni redundantnich manipulatorti
(aplikace principti optimalniho rizenf)

V predchozi Kapitole jsme se zabyvali nékterymi standardnimi metodami optimali-
zace pohybu redundantnich manipulatorti. Shriime nyni nékteré zasadni vlastnosti zminé-
nych algoritmu:

e Hledani optimalniho feSeni IGM metodami dynamické inverze minimali-
zujici hodnotu kriterialni funkce w(Q):

— Optimalizace je provadéna izolované pro kazdou pozadovanou polohu koncového
efektoru manipulatoru.

— Presto, Ze je nalezeno v kazdém takovém bodé optimum kriterialni funkce w(Q)
s vazebni podminkou X = G(Q), dynamicky vyvoj stavu (polohy a rychlosti
kloubovych soufadnic manipulatoru) neni nikterak v korelaci se skute¢nym dy-
namickym modelem manipulatoru (muZe dochézet k nalezeni nekonzistentniho
(nerealizovatelného) feSeni podél pozadované trajektorie koncového efektoru,
vyvoj rychlosti a zrychleni kloubovych soufadnic neni v pribéhu optimalizace
jakkoliv zohlediiovan).

— Lze optimalizovat pohyb redundantniho manipulétoru pouze na zakladé krite-
ridlni funkce, ktera zavisi vyhradné na poloze kloubovych soufadnic.

— Algoritmus optimalizace méa lokalni charakter a nikterak nevypovida o globéal-
nich chovani manipulatoru podél celé pozadované trajektorie pohybu.

e Hledani optimalniho feSeni IGM, IIK s ohledem na dynamicky model
manipulatoru a minimalizaci poZzadovanych sil/momenti v aktuatorech:

— Optimalizace zohledhuje dynamicky model manipulatoru.

— Nalezené optimélni trajektorie pohybu je konzistentni (optimalizace pfirozené
zohlediiuje pribéhy rychlosti a zrychleni aktuéatord, nebot je uvazovan dyna-
micky model manipulatoru).

— Kriterialn{ funkce J (QO) zéavisi pfirozené na poloze, rychlosti a zrychleni klou-
bovych souradnic manipulatoru, tzn. lze definovat obecné kritérium optimality
(nejen polohové zavislé).

— Pfesto, Zze je uvazovan dynamicky model manipulatoru, a tim vyvoj stavu ma-
nipulatoru v ¢ase (podél pozadované trajektorie pohybu koncového efektoru),
ma algoritmus optimalizace opét lokalni charakter. Pfesto, ze v danych bodech
trajektorie je z aktualniho stavu manipulatoru (polohy a rychlosti kloubovych
soufadnic) vzdy nalezeno optiméalni Feseni, v globalnim méfitku miiZze toto feSent
vést k neuspokojivym vysledkim (zejména pro ¢asové dlouhé trajektorie, kdy
lokélni optimalizace na svém pocatku zpusobi diky vyvoji stavu manipuldtoru
sice optimalni, ale vysoké pozadavky na sily/momenty v aktuatorech na konci
poZzadovaného pohybu).

Zejména lokéalni charakter optimalizace prinasi problémy pfi fizeni pohybu redundantnich
manipulatorti. Globalni optimalita hraje majoritni vyznam, nebot v drtivé vétsiné pripadi
pozadujeme optimalni pohyb manipulatoru podél celé pozadované trajektorie, tzn. od ¢asu
to = 0 do n¢jakého Casu ty. Lokalni charakter optimalizace, ktery sice podminky optimality
spliiuje, ale negarantuje ,,rozumny* pribéh sledovaného kritéria v celém ¢asovém horizontu,
je nezadouci.

Zabyvejme se proto problémem optimalizace pohybu redundantnfho manipulatoru s ohle-
dem na globélni optimalizaci podél celé uvazované trajektorie pohybu odlisnym zptisobem
a formulujme jej nové jako tlohu optimalniho fizeni nasledovné:
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Formulace problému:

Uvazujme redundantni manipulator se stupném redundance r = n — m s kloubovymi
soufadnicemi @ = {Qpar; Qorig}, kde Q@ € R", Q, € R"™" jsou pivodni kloubové
soufadnice a Q,, € R" jsou kloubové soufadnice parametrizujici feseni IGM (IIK), viz
Kapitola [A.3.2] Kinematickd omezeni manipulatoru jsou definovana pro znamou
trajektorii koncového efektoru X = X (t) € R™, t = (tg = 0,ty) jako:

Qorig - IGM(X, Qpar)
Qorig = HIK(X, X, Qpars Qpar) (3.194)
Qorig = IIK(X7 X, X, Qpara Qpam Qpar)

Predpokladejme globalni tvar kritéria optimalizace jako:

t
Hagwih) = [ g talt)ule). o) i (3.195)

0
kde u(t) je, zatim bliZe nespecifikované, fizeni pohybu redundantniho manipulétoru, které
ovliviiuje, zatim blize nespecifikovany, stav manipulatoru g(t), kde q, = q(to) je pocéatecni
stav manipulatoru, u;’; je strategie fizeni na ¢asovém horizontu t € (to,tr) a g (q(t),u(t),t)
je Casové variantni (potazmo zavisla na okamzitém bodu trajektorie koncového efektoru,
nebot X = X (t)) vahova funkce. Kritérium tak ziejmé vyjadifuje plochu pod kiivkou
g(q(t),u(t),t) pro cas t =tg...t;.

Optimalizac¢ni tlohu 1ze formulovat potom nésledovné:

*t . t
ut! = argmin (J(qo, utg)) (3.196)

f
Uy

S ohledem na vazebni podminku stavu manipulétoru:
q(t) = f(q(t),u(t)) (3.197)

kde f(q(t),u(t)) je stavova rovnice.

V pripadé uvazovani redundantnitho manipulatoru, kdy existuje nekonené mnoho reseni
IGM, IIK, lze stavem manipulatoru oznacit pravé takové kloubové soufadnice a jejich
rychlosti, které parametrizuji feSeni IGM, IIK (parametrizuji vnitini pohyb manipulatoru
pro dany pohyb koncového efektoru). Tedy:

) u(t) = Ci?paur (t) (3198)
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do

Qparo Qparo

A 4 Y

u = C"‘2par f Qpar f Qpar q

—T—>

Obréazek 3.44.: Schéma lin. dynamického modelu vyvoje stavu redundantniho
manipulatoru

Vazebni podminky na stav manipulatoru formuluji vztah mezi polohou, rychlosti a zrych-
lenim (Fizenim) parametrizujicich kloubovych soufadnic, viz Obrézek Poznamenejme,
ze takovy dynamicky model vyvoje kloubovych soufadnic parametrizujici feseni IGM, IIK
je nejjednodussim a zaroven prvnim fyzikalné realizovatelnym pripadem, kdy fizeni w(t)
reprezentuje zrychleni kloubovych soutfadnic, tedy odpovida sile/momentu ktery je vyvi-
nut aktudtorem piislusného kloubu manipulétoru. Vyvoj stavu manipulétoru je tedy dan
linedrnim spojitym modelem jako:

qgt)=A q(t)+ B -u(t), AcR™ BcR™ (3.199)
Fla(t)ut))

kde: ) ; ) :
01000 00 0000 ... 0
00000 00 1000 ...0
00010 00 0000 ... 0
A—=10 00 0 0 00/, B=|0 100 ... 0
00000 ... 1 0000 ... 0
00000 ... 0 0] 0000 ... 1]

Diskretizovany dynamicky model stavu s periodou vzorkovani Ts = tx1 — tx je dan (s uva-
zovanim tvarovace nultého radu):

q(tis1) = F-q(ty) + G -u(ty), FeR™" GeR™ (3.200)
Fla(te)u(t))
kde:
1 T, 0 0 O 0 0] 372 0 0 . 0]
01 0 0 0 0 0 T, 0 0 . 0
0 0 1 T, 0 0 0 0 372 0 . 0
F=1]0 0 0 1 0 0 0|, g=| 0 T. 0 ... O
00 0 0 0 Ty 0 0 0 312
00 0 0 0 1 0 0 0 T,

Vyslednou optimaliza¢ni tlohu s vazebni podminkou danou linearnim dynamickym systé-
mem vyvoje stavu lze tedy psat:
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Pro spojity cas:

ty
u'y) = avgmin(J(qo,us)) ) J(qo,uig>=h<q<tf>,tf>+/ g(a(t) u(t) t)dt, € (tots)
t

f 0
uto

(3.201)
kde g (q(t),u(t),t) je vahova funkce. u*ig je funkce optimalniho fizeni na intervalu ¢ €
(to,ty) a h(q(ty),ts) je funkce hodnoceni koncového stavu v case ty.

S ohledem na vazebn{ podminku stavu manipulétoru:
qit)=A-q(t)+ B-u(t), AcR™" BecR™ (3.202)

kde dynamické matice A, B jsou déany viz (3.199), stav q(t) a Fizeni u(t) potom rov-
nici ((3.198]).
Pro diskrétni ¢as t, =k-Ts, k=0,1,... , N, t; =N -T§:

N-1
Uy

N—-1
why = argmin(J(qo,UéV_l)), J(go,u) ™) =®(ay) + Y gk (g ur) (3203
k=0

kde ug = u(ty), qi = q(tx), gk (g, ux) je diskretizovana vahova funkce v ¢ase t a ®(qy)
je funkce hodnoceni koncového stavu v case ¢ . u*év ~1 je diskrétni posloupnost optiméalniho

fizeni v diskrétnich ¢asovych okamzicich t.
S ohledem na vazebn{ podminku stavu manipulétoru:
g1 =F q,+G u,, FcR”™ GecR¥" (3.204)

kde dynamické matice F', G jsou dany viz (3.200)), stav q;, a Iizeni uj potom rovnici (3.198))
(v diskrétnich ¢asovych okamzicich).

Dale budeme uvazovat dva typy optimalizace pohybu redundantniho manipulétoru, a to
optimalizace rychlosti aktudtori a optimalizace sil/momenti pusobicich v aktudtorech. De-
finujme tedy vdhovou funkei g a optimalizované kritérium J nasledovné (uvazujme spojity
¢as, v piipadé optimalizace v diskrétnim case je vyuzito odpovidajici vySe zminéné definice
kritéria a disktretizace ¢asovych okamziki):

Minimalizace rychlosti:

Cile optimalizace je nalezeni takové funkce Fizeni u*:(’; , které minimalizuje pozadované
rychlosti v aktuatorech manipulatoru (v globalnim smyslu). Kritérium optimalizace je tedy

definovano néasledovné: .
¢ s
Hapwil) = [ g ta(t)ule).0) i (3.205)
0

kde vahova funkce g (g(t),u(t),t) je dana jako:
g(a(t),u(t),t) = |1Qa(t),0)|* +u’ (1) R-u(t) = Q

Ya(6),6)- Qa(t), ) +uT (1) - R-ult)

(3.206)
kde Q je vektor okamzitych kloubovych rychlosti. Vahova matice R penalizuje Fizeni
u(t). Poznamenejme, ze v piipadé, Ze nezavedeme penalizaci Fizeni, miZe optimalizace
vést k nekontrolovatelné vysokym (a tedy nerealizovatelnym) hodnotam fizeni (zrychleni-
poZzadované sile/momentu parametrizujicich kloubovych soufadnic).

Jelikoz stav g(t) a fizeni u(t) je zavedeno dle (3.198), tedy q(t) = {Qpar(t),Qpar(t)} a
u(t) = Qpar(t), kloubové rychlosti Q jsou zfejmé dany (z feSeni IIK pro redundantni
manipulatory, viz Kapitola [A.4.2) jako funkce stavu a Casu:

Q= { gpag((?) } = { IIK(X(t),XgTé?ar(t)aQpar(t)) }
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= Q = Q(Qpar(t)v Qpar(t)7t) = Q(q(t)’t) (3207)
q(t)

kde ¢asova zavislost polohy X (t) a rychlosti X (t) znamé pozadované trajektorie pohybu
koncového efektoru udavéa céasovou zavislost vahové funkce (vahova funkce g(*) zéavisi na
stavu, Fizeni a ¢asu). Poznamenejme, Ze zapis {*} oznac¢uje mnozinu kloubovych rychlosti,
ktera je usporadéna dle vybéru parametrizujicich a origindlnich kloubovych soufadnic ma-
nipulétoru indexovanych celociselnymi vektory dpar, torig, viz Kapitola [A.3.2;

Qorig = Q [iorig] 5 Qpar = Q ['ipar]

Minimalizace momenti:

V tomto piipadé je cilem optimalizace je nalezeni takové funkce fizeni u*ig , ktera mi-
nimalizuje poZadované sily/momenty piisobici v jednotlivych aktuatorech manipulatoru.
Kritérium optimality je tedy definovana nasledovné:

J(gou) = / " (a(t), u(t), 1) dt (3.208)

0

kde vahova funkce g (g(t),u(t),t) je dana jako:
g(a(t),u(t),t) = |T(q(t), u(t),O)|> = 7" (q(t), u(t),t) - 7(q(t), u(t),?) (3.209)

kde 7 je vektor okamzitych hodnot sil/momentii pusobicich v jednotlivych aktuéatorech.

Jelikoz stav q(t) a Tizeni u(t) je zavedeno opét dle (3.198), tedy q(t) = {Q: (1), Qpar(t)}
au(t) = Qpar(t), sily/momenty 7 v aktuatorech jsou zifejmé dany (z feSeni IIK, IDM pro
redundantni manipulatory, viz Kapitoly A.6) jako funkce stavu, Fizeni a Casu:

c-owan o ao.r o ({ §40 ) §20) ). 8200 o) -

_ Qpar(t) . Qpar(t) .
=1bM <{ IGM(X (1), Qo (1) }{ TIK (X (1), X (8), Qpur (£), Qpae(8)) }
Qpar(t)
- { TIK (X (1), X (1), X (£), Qpue (1), Qpor (1), Qo (1)) } ’F(“) (3:210)
=>T= T(Qpar(t)a Qpar(t)7 Qpar(t)a t) = T(Q(t)a u(t), t) (3211)

q(t) u(t)

kde ¢asova zavislost polohy X (t), rychlosti X (t) a zrychleni X (t) znamé pozadované tra-
jektorie pohybu koncového efektoru spoleéné se znamou ¢asovou zavislosti externé ptisobi-
cich sil/momentt F'(t) udava ¢asovou zavislost vahové funkce (vahova funkce g(x) zavisi
na stavu, fizeni a ¢asu). Poznamenejme, Zze dodate¢né nezavadime penalizaci fizeni jako
v piipadé optimalizace rychlosti kloubovych soutradnic, nebot toto Fizeni (zrychleni pa-
rametrizujicich kloubovych soufadnic) pfirozené ovliviiuje optimalizované sily /momenty
v jednotlivych aktuatorech.

B Poznamka 3.9 (Prakticky vyznam pouzitych kritérii optimality)
Zaméfme se na prakticky vyznam pouzitych globalnich kritérii. V pfipadé optimalizace
sil/momentti podél pozadované trajektorie pohybu koncového efektoru manipulatoru lze

ukazat, viz Kapitola ze kritérium ve tvaru (3.208} |3.209)):

ty
J :/ T rdt
to
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odpovidd mnozstvi spotfebované energie, ktera je zapotiebi pro pozadovany pohyb mani-
pulatoru v Case t € (to,ty).

V piipadé minimalizace kloubovych rychlosti podél pozadované trajektorie pohybu konco-
vého efektoru manipulatoru lze pozorovat, ze kritérium ve tvaru (3.205| [3.206]) pro R = 0

(zanedbame vaZeni Fizeni)

tfoLpo. b

J=[ Q -Qdt= [ [Q|dt
to to

je pfimo tmérné celkové draze ujeté vSemi aktuatory manipulatoru v case t € (lo,1y).

Tvrzeni lze dok4zat, nebot v piipadé, Ze bychom neuvaZovali mocninu v integrandu, plati

(dt > 0):

ot (30t ar= (S an?) = (S
i=1 i=1 i=1
kde (ds;)? je kvadrat elementarni ujeté drahy i-tou kloubovou soufadnici za ¢asovy element
dt. Element ||Q||dt je tak amérny celkové ujeté draze viemi kloubovymi soufadnicemi za
casovy element dt. V piipadé elementu ||@Q||2dt plati obdobny vztah:

n

QP = (z qz) =3 (@t

i=1

jelikoz dt > 0, (¢;)? > 0 a funkce kvadratu je rostouci je element ¢? - dt opét Gmérny ujeté
dréze i-té kloubové soufadnice za Casovy element dt. Je-li tedy minimalizovan integral
ft’;f |Q|]?dt je nutné minimalizovan i integrél ft';f | Qldt.

V pfipadé minimalizace kloubovych rychlosti, tedy hodnoty integralu J = ftzf 1Q||%dt po-
dél pozadované trajektorie koncového efektoru v ¢ase t € (to, ), je tedy vysledna hodnota
kritéria tmérné celkové draze najeté vSemi kloubovymi soufadnicemi, tedy v podstaté se
jedna o hodnotu udévajici celkové provozni opotiebeni manipulatoru najetou vzdalenosti
v8emi klouby (opotfebeni motort, pfevodovek, atd.). Minimalizaci kritéria lze tedy dosa-
hovat prodlouZeni Zivotnosti manipulatoru. |

Pristupy k reseni definovanych aloh optimalniho rizeni

Pfipomenime, Ze optimalizacni tloha nalezeni pohybu redundantniho manipulatoru s da-
nym kritériem optimality (minimalizace rychlosti, sil/momentti aktuatori) lze souhrnné

zapsat, viz (3.201}, [3.203]), jako:

Pro spojity cas:

tr
il : t t
ut = argmm(J(qO,ut(’:)), J(qo,u,)) = h(q(tf),tf)+/ g(q(t),u(t), t)dt, te (to,ty)
t t

ut(’; 0
(3.212)
S ohledem na vazebn{ podminku stavu manipulétoru:
qgt)=A q(t)+ B -u(t), AcR™¥ BecR™
Pro diskrétni cas:
N-1
w'y ! = argmin(J(go.u) ). Jlgoud ) = Plan) + Y gr(gpur)  (3:213)
ull = k=0
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S ohledem na vazebn{ podminku stavu manipuldtoru:

G1=F q,+G u,, FecR™ GecR

kde u*ig resp. u*év ~1 je hledané spojité resp. diskrétni Fizeni stavového modelu. Hledané ¥i-
zeni resp. stavy dynamického modelu reprezentuji zrychleni resp. polohy a rychlosti kloubo-
vych soufadnic redundantniho manipulatoru parametrizujici feSeni IGM, IIK, viz definice
(3.198]). Konkrétni podoby vahovych funkei g (g(t), w(t),t) (véetné jejich diskrétni podoby
9k (@, u)) jsou urceny pro specifické problémy (minimalizace rychlosti a sil/silovych mo-

menti) rovnicemi (3.206} [3.209)).

Je znamo, ze v pripadé feseni tloh optimélniho fizeni existuji dva odlisné pfistupy, viz Kapi-
tole Metody zaloZené na Bellmanové optimalizacni rekurzi (dynamické programovdni)
a Metody zaloZené na Hamiltonovu piistupu (variacni pocet). Zabyvejme se déle témito me-
todami vzhledem k tloze optimalizace pohybu redundantnich manipulatort (zejména na
optimalizaci rychlosti a sil/silovy’ch momenti v aktuéatorech). Za ti¢elem obecného nahledu
na feSeni formulované optimalizacni tlohy a vhodnosti pouZzitych metod budou déle ana-
lyzovany zminéné piistupy a vysledky pouzity k ndvrhu nového piistupu k reSeni.

3.4.2.1. Bellmanova optimalizacni rekurze

Dynamické programovani je feSeno pro optimalizacni problém formulovany v diskrétnim
Case (|3.213)) prostiednictvim zpétné Bellmanovy optimalizaéni rekurze, viz Kapitola|A.10.1
ktera vede na nasledujici feSeni problému:

uj, = si(q;) = argmin [gx(qr, uk) + Vi1 (F - @ + G- uy)], k=N-1,N-2,...0
ug

(3.214)
Vn(gn) = JIn(gn) = P(gn)

kde s(gy) je strategie (funkce stavu) generujici posloupnost diskrétniho fizeni uy = Q. (1)
ovliviijici vyvoj stavu redundantniho manipulatoru q;, = {Q,,, (tx), Qpar(tk)}, (g, uk)
je vahova funkce (dle zvoleného typu optimalizace), Vi (q;) je Bellmanova funkce vyjadiu-
jict optimalni (minimélni) hodnotu kritéria J(gy, uf™ 1) pro stav g, v ¢ase tg, F, G jsou
prislusné dynamické matice vyvoje stavu manipulatoru, viz a ®(qy) je hodnoceni
koncového stavu qp .

Cilem dynamického programovani je nalézt takovou strategii Fizeni si(q;) ktera bude ge-
nerovat optimalni posloupnost Fizeni uy z libovolného stavu g, a v libovolném diskrétnim
Case ti. V pripadé, Ze je mozné takovou strategii nalézt ziskdvame obecny predpis (funkei
sk(qy)) pro optimalni Fizeni, jinymi slovy, optimaliza¢ni tilohu tak vyfesime zcela obecné a
nalezend strategie fizeni mé obecnou platnost na celém stavovém prostoru rizeného modelu
(jako funkce ¢asu a stavu je tak vypocitana pouze jednou).

Bohuzel, analytické feSeni Bellmanovy optimalizacni rekurze je mozné nalézt pouze ve
specifickych a jednoduchych piipadech a pro formulovanou optimaliza¢ni tlohu se je tifeba
omezit (z davodu slozitosti vahové funkce) na aproximativni feseni, viz Kapitola
Demonstrujme proto pouziti diskrétniho rekurzivniho numerického algoritmu, viz Algorit-
mus na dale uvedeném piikladu minimalizace sil/silovych momenti manipulatoru.

* Priklad 3.12 (Rek. alg. Bellmanova opt. rekurze: minimalizace sil/momentii)
Uvazujme opét shodny manipulator a pozadovanou trajektorii pohybu koncového efektoru
jako v Piikladech Vzhledem k tomu, Ze se jedna o manipulator se stupném
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redundance 7 =n —m = 1 (Q,,, = d1), bude dynamicky vyvoj stavu manipuldtoru

Stav: q;, = [ Qpar Qpar ]T

Rizeni: up = Qpy,

dén diskrétnim dynamickym modelem druhého fadu (3.200)), periodu vzorkovani uvazujme
Ts = 0.04s.

1 0.04 0.0008
Q1 =F-q,+G-up,  q, €R? up =R, FZ[O 1}’ G:[O.OZL}

Diskretizace stavu a Fizeni uvazujme nasledovné:

Ny =40 = Ny =1600, ¢""=-1, ¢"* =1, i=1,2
Ny =40 = N, =40 o™ = -3, " =3

Vahovéa funkce a hodnoceni koncového stavu je dano shodné jako ve formulaci optimaliza¢ni

tlohy (3.208) v diskrétnim case:
9k (@ wr) = [Te(qp, we)|l> = 76" (qr wr) - Tr(qy wr)
®(qy) = g~ (qn,0)

kde T (qj, ur) je dana funkei (3.211) prot = k-Ts, k =1,2,...,N, F(t) = 0 (externi
silové /momentové pisobeni na koncovy efektor neuvazujeme).

Optimalni fizen{ a kritérium optimalizace je opét dano, viz (3.213]) jako:

N-1
wy = ar%vmfn@(qo, wd ™), Jaoud ) = lan) + D gr (arw)  (3:215)
uy k=0

Vyvoj stavu, tedy optimalni polohy a rychlosti linedrniho pojezdu manipulatoru d;, a od-
povidajici Fizeni (zrychleni d;) je zndzornéno na Obrazku [3.45] Vyvoj Bellmanovy funkce
h3.46(a)

je znazornén na Obrazku a vyjadiuje optimalni hodnotu kritéria J*(qk,u*iv )
v Case a odpovidajicim stavu (zfejmé se jedné o nerostouci funkei). Obrazek Zna-
zoriiuje vyvoj vahové funkce (kvadratu normy sil/moment) podél trajektorie systému. Na
Obrazku je znazornéna hodnota kritéria J(gq, uév _1) podél trajektorie systému pro
optimalni uév -1 = uaN ~1 a perturbovanou uév -1 = pertuoN_l hodnotu Fizeni (pro 100

pokusii generovani perturbovaného fizeni):
pertyy N = N1 4 (Rand(1, 1) — 0.5)

Lze tak pozorovat, Ze perturbované Fizeni (zrychleni) linedrniho pojezdu manipulatoru
vykazuji vétsi hodnoty kritéria, nez je hodnota optimélni. Poznamenejme, Ze se jedna
pouze o experimentalni ovéfeni algoritmu vypoc¢tu optimalniho fizeni (korektni dikaz je

zaloZen na matematickém zakladé diskutovaném v Kapitole |A.10.1]).

7 vypocetni narocnosti rekurzivniho numerického algoritmu uvedeného v Kapitole
a jeho porovnani s algoritmem hrubé sily prohledavani dplného stavového prostoru lze
ukazat, ze celkovy pocet operaci vy¢€isleni hodnoty kriteridlni funkce podél celé diskreti-
zované trajektorie koncového efektoru v case je dan jako: Nug = Ny - Ny - (N — 1) =
(40-40) -40- (86 — 1) = 5.44 - 105 operaci (N = 86, celkovy ¢as ty = Ty - N = 3.44s). V pii-
padé hledani feseni dopfednym prohledavanim stavového prostoru (hrubou silou) by byl
celkovy podet operaci dan jako: Nay = SN L N, - NE = 38671 40.40) - 40 = 3.67-10275.
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Je tedy zfejmé, Ze rekurzivni algoritmus FeSeni Bellmanovy optimaliza¢ni rekurze umoz-
nuje, s ohledem na svou vypocetni naro¢nost, viilbec optimalni tlohu realné pocitat. Pfesto
v uvedeném piikladu vypocet optimalniho Fizeni trva 266 minut (na procesoru: IntelCore
i7, 3.6GHz), coZ odpovida potiebné dobé k vypoctu jedné operace (vypocet nového stavu
a vyCisleni kritéria) pfiblizné 3ms. Pro totozny ¢as pro vypocet jedné operace by vSak
doptedny algoritmus hrubou silou trval piiblizné 3.49 - 10265 let.

04r 1
0.3f
05F
0.2
ol
01}
& 505
ol
0.1 —q;[1] -1
ax[2]
-0.2} -15
03 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
k k

(a) Optimalni prub&h stavu g, (poloha a rych- (b) Optimalni fizeni (zrychleni line4drniho po-
lost linearniho pojezdu). jezdu).

Obrazek 3.45.: Optimalni pribéh stavu a Fizeni.

4001 25
350
201

3001

250+

o
T

Z 200

=

EYICTRIY]

=)
T

150+

100+

501

. . . . . . . h , 0 . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
k k

(a) Optiméalni prab&h Bellmanovy funkce Vi (qy) (b) Optimalni pribsh vahové funkce gx(q,,, ux)

Obrazek 3.46.: Optimalni pribéh Bellmanovy funkce a vahové funkce.
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Obréazek 3.47.: Porovnani optimélni hodnoty kritéria s hodnotami kritéria pro perturbo-
vand Fizeni (zrychleni) linearniho pojezdu. Porovnani je provedeno pro 100
pokusii perturbace optimalniho fizeni.

3.4.2.2. Hamiltonav pristup

V Kapitole bylo ukazano feSeni optimaliza¢ni tlohy pro pohyb redundantniho ma-
nipulatoru za acelem optimalizace pozadovanych rychlosti a sil/momentt podél planované
trajektorie koncového efektoru. Optimalizac¢ni tloha byla formulovana pro redundantni
manipulator jako tloha dynamického programovéani. Presto, Zze bylo ukdzana existence re-
kurzivniho algoritmu, viz Algoritmus zaloZené na zpétné Bellmanové optimalizacni

rekurzi, je takovy algoritmus jen stézi pouzitelny pro efektivni vypocet optimalniho Fizeni
redundantnich manipulatord, a to zejména z nasledujicich duvodi:

e Dikretizaci hodnot Fizeni a stavového prostoru manipulatoru a diskretizaci ¢asu je vy-
sledek algoritmu vyrazné ovlivnén (jedna se o aproximativni feSeni, nebot dynamické
projevy manipulatoru jsou dany pfirozené spojitym dynamickym systémem).

e Zjemiovani diskretizace vede na velky pocet iteraci algoritmu (i pro jednoduché
manipulatory je optimalni tloha poéitana v fadu hodin).

e Pfesto, ze FeSenim optimaliza¢ni tlohy je tabulka hodnot dikretizovaného optiméalniho
Tizeni pro v8echny diskretizované stavy a Casy a optimalni fizeni lze tak realizovat
z libovolného stavu a ¢asu pouze prostiednictvim interpolace dat z (lookup) tabulky,
tato tabulka pro jemnou diskretizaci v hodnotéch a v ¢ase bude velmi rozsahla (pa-
métové narocnd) a prirozené nevhodna pro generovani hodnot optimalniho Fizeni
v systémech Fizen{ pohybu v realném case.

e 7 duvodu diskretizace a omezenosti stavového prostoru a prostoru Fizeni nemusi
byt mozné nalézt pripustné Fizeni ze stavii na pocatku trajektorie (disledek feseni
Bellmanovy optimaliza¢ni rekurze od konce)
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e V pripadé planovani pohybu redundantniho manipulétoru je vétsinou dostac¢ujici znat
jedno konkrétni optimalni trajektorii (fizeni) z dané pocateéni podminky (pocatec-
niho stavu manipulatoru).

V této kapitole se budeme zabyvat odlisSnym piistupem k ¥izeni redundantniho manipula-
toru metodami zaloZenymi na principu varia¢niho po¢tu, viz Kapitola [A.10.2] kterym lze
prevést formulovana dloha na FeSeni dvoubodového problému, konkrétné na feSeni soustavy
dvojice vektorovych diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkami. Z definice optimali-
za¢ni ulohy dle metod varia¢niho po¢tu (resp. z nutnych podminek na existenci extrému)
je nutné k prevedeni dlohy na dvoubodovy problém vyfesit rovnici definujici algebraickou
nutnou podminky existence extrému (obecné nelinearni vektorovéa rovnice). Zatimco tato
tloha lze relativné snadno fe$it v piipadé optimalizace rychlosti aktuatori (algebraicka
nutnd podminka existence extrému je pfirozené analyticky Fesitelnd), v ptipadé optima-
lizace sil/momentii se situace znafné komplikuje. Kli¢ovym pFinosem prace je nalezeni
mechanismu (dikaz), zalozeného na algoritmizovatelnych metodéach feseni DIK, 11K, IDM,
DDM, ktery dokazuje existenci analytického TeSeni algebraické nutné podminky existence
extrému v piipadé optimalizace sil/momenti v aktuatorech (potazmo optimalizace spo-
tfebované energie pro pohyb redundantniho manipulatoru). Tedy obdobné, jako v ptipadé
rekurzivnich metod vypoc¢tu DIK, IIK, IDM, DDM, lze uloha optimalizace sil/momenti
redundantniho manipulatoru preformulovat nalezenym rekurzivnim algoritmem na dvou-
bodovy problém. Lze ukazat, Ze pro takto formulovany problém jiz existuji (s ohledem na
vypocetni a pamétovou naro¢nost, rychlost, presnost, stabilitu, atd.) efektivni numerické

algoritmy, viz Kapitola [A710.2]

Uvazujme dale optimaliza¢ni tilohu definovanou ve spojitém case, viz (3.212)), tedy nalezeni
takové sekvence Tizeni

t : t
ut! = a,rg?lln(J(qO, ut(’;)) (3.216)
u,?
pro kterou je minimalizovano kritérium
t b
T(go,u!) = higlts).ts) + / g (q(t),u(®), ) dt (3.217)
to

urc¢ené vahovou funkei g (q(t),u(t),t) a h(q,t) = 0, tzn. koncovy stav neni (explicitné)
hodnocen.

Stav g(t) = {Qpar(t),Qpar(t)} a fizeni u(t) = Qpar(t) jsou opét dany jako polohy, rych-
losti a zrychleni kloubovych soufadnic parametrizujici feSeni IGM (IIK) uvazovaného re-
dundantniho manipulétoru (se stupném redundance r) vztazené linearni dynamickou rov-
nici ¢§ = Aq + Bu (vztah mezi polohou/rychlosti/zrychlenim). V platnosti tak zistavaji
vSechny doposud uvazované zéavislosti -13.199)).

Pro nalezeni jediné optimalni trajektorie stavu ¢*(t) a odpovidajiciho Fizeni w*(t)
v Case t € (to,ty) z pocatecniho stavu qq = q(to) lze Tesit odpovidajici soustavu algebro-
diferencidlnich rovnic, viz Kapitola|A.10.2)). Optimaliza¢n{ tilohu lze tak psat nasledovné:

Zavedenim Hamiltonidnu:

H(q,u,p,t) = g(q,u,t) +p’ - (Agq + Bu) (3.218)
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Dostavame soustavu algebro-diferencialnich rovnic:

oOH

q = o Aq* + Bu* (3.219)

. OH g(g*,u*,t)
== AT 3.220
p 9a p 9a (3.220)

OH olg",u* 1)
0=22 _ _pBT.px_ 99U 3.221
ou p ou ( )
Soucasné s okrajovymi podminkami:

a*(to) = aqo (3.222)
p*(t;) =0 (3.223)

kde p je vektor kostavu (stejné dimenze jako stav q).

Zabyvejme se nejprve feSenim algebraické rovnice (3.221)) a hledejme takové fizeni

=u(qg,p,t) (3.224)

které této rovnici vyhovuje (a je zavislé na stavu g, kostavu p a casu t). Nalezené feSeni
u(q, p,t) 1ze poté dosadit do diferencialnich rovnic (3.219} [3.220) a ziskat tak soustavu
diferencialnich rovnic (bez algebraické vazby):

S(t) =T(S(t),t) (3.225)
s okrajovymi podminkami:

S(to)[1:2r) = ay
S(ty)2r+1:4r]=0

kde
_ q 2r 2r
S—[p], geR" peR

Aq + Bu(q,p,t)
T (q,u(q,p,t),t)
_ATp 94 gqp

Regen{ algebraické rovnice je zavislé na zvolené vahové funkci g(q,u,t), analy-
zujme proto dva jiz diive zminéné piipady optimalizace, a to minimalizace kloubovijch
rychlosti, viz (3.206] [3.207)), a minimalizace kloubovijch sil/siloviich momentii, viz rovnice
(3.209} 13.211)). Uloha (3.225) je obecné znama jako dvoubodovy problém (Boundary Value
Problem - BVP).

Algebraicka podminka (minimalizace rychlosti)

Vahovou funkci g(q, u, t) lze pro Znamou traJektorll koncového efektoru manipulatoru X,

X pro ¢as t € (to,t) psét, viz , jako:

_, 99(a,u.t)

5 =2R-u (3.226)
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Regenf algebraické rovnice (3.221)) je tak jednoduché (a nezavislé na stavu q):

1
0=-BT .p—2Ru = u(q,p) = —§R_1BTp (3.227)

Prava strana soustavy diferencidlnich rovnic (3.225)) tak pfejde na tvar:

Aq—-iBR'BTp
q
OS) = | e sa-inmten| . =] (3.229)
—A'p-— 2 54 p
~ _1p-1pT
Clen 9(a, Q%q B 20 je mozné vypocditat numerickym odhadem parcialni derivace vahové

funkce g = g(q,p,t) podle stavu q (pro testované algoritmy je dostacujici jednostranny
numericky odhad).

Algebraicka podminka (minimalizace sil/momenti)

Vahovou funkci g(q,u,t) lze pro znamou trajektorii koncového efektoru manipulatoru X,

X, X pro das t € (tg,t) psat, viz (3.209} [3.211)), jako:
9(q,u,t) = 77 (q,u,t) - 7(q, u, 1) (3.229)
kde (zanedbejme externi silové/momentové pisobeni na koncovy efektor F' = 0)

7(q,u,t) = IDM(Q, Q, Q,0) = IDM(Q,.., Qpars Qpar: 1)
S——r
=q =u
0t (q, u,t)

d9(q,u,t)
= ou

=277 t) -
S T (g, u,t)

(3.230)

.. . . P . . 0T(q,u,t sy
Zabyvejme se nejprve nalezenim vztahu pro parcidlni derivaci . Je ziejmé, Ze sub-

stituci za Fizeni u = Qpar astav ¢ = {Qpar; Qpar} do rovnice (3.210) dostavame vztah pro
IDM:

T(Qa u, t) =IDM (Q(q7 t): Q(q7 t)a Q(q7 u, t)v O) (3231)
kde
_ Qpar(t) _ Qpar(t)

Qla.1) = { Qurg1) } = { IGM(X (1), Qi (1)) }

- _ Qpar(t) _ . Qp&l‘(t) .

Qla.1) = { Qo (1) } - { LK (X (1), X (1), Qe (1), Opue(0) }
~ _ Qpar(t) _ . . Qpar(t) . .
Qg w.f) = { Oom!) } { LK (X (1), X (), X (), Qpar(t): Qpur(£): Qpur(t)) }

Tedy nutné plati, pro u = Qpar:

or(q,u,t) 0 . . _ 0IDM 0Q(q,t) , OIDM 0Q(q,t)
=0 =0
OIDM  0Q(q.u,t)  9IDM 0Q(q.u,t) (3.232)
0Q(q.u,t)  Ou  9Q(qu,t) Ou '
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e Clen ~2ADM_ 1, vyjadrit pfimo z dynamické rovnice robotu (|A.98)):

0Q(q,u,t)

JIDM Ot 0 .. .

5 o6~ 26 (M@:2+CQ.Q)-Q+6Q) ) fo(@)@ |
E?),r.233)

e Clen % 1ze vyjadfit pomoci znamého vztahu mezi zrychlenim vsech kloubovych

soufadnic @ manipuldtoru a zrychlenim kloubovych soufadnic w = Qpar parametri-
zujici feSeni IGM, viz vztah ( -

5 { QD }_ Qe ..
Q { Qorlg { J;rlg (X -J- Q - Jpar ' Qpar> }
oQ  0Q { Loy

= — = _ d4 dkt opét dle vybé
S T gl o } (uspofddani radkii opét dle vybéru Q,,, z Q)

orig

fece. Q = fece. Qpars t
(3.234)

Zpétnym dosazenim rovnic (3.233] [3.234) do (3.232)) dostavame vztah pro vypocet ¢lenu

W (ktery zavisi pouze na aktualni poloze soutfadnic Qpar a Case t, nikoliv na fizent
u):
0 t JIDM I
T(q7u7 ) _ - - M- { J_ r><rJ } (3235)
ou anar orig par

Vratme se zpét k algebraické podmince ([3.221)) a dosadme do ni jiz znamy vztah (3.230)),

dostavame:

0 t
0=-BT .p—27rT(q,u,t)- T(g,uu, )
1 T _ T 8’7’((], u, t)

kde nyni jediny ¢len zavisly na hledaném fizeni u = u(q,p) je clen 77 (q,u, t).

Dosazenim dynamické rovnice robotu (A.98)) za 77 (F = 0) do rovnice (3.236) a jednodu-
chymi dpravami dostavidme hodnotu zrychleni vSech kloubovych soufadnic manipulédtoru

(obsahujici jisté i hledané fizeni u = Q.,,):

T 07(q,ut)
ou

AP L R L e

—%BT-p: M-Q+C-Q+¢]

ou ou
fce. Q (tedy: g at) fce. p fee. Q, Q (tedy: g a t)
N(q,t)-Q=0(q,p,t) (3.237)

-~

kde

or(qu,t)]" M
ou

O(q,p,t) = — BBTm]T— [W]T- [C-Q+G]

N(q,t)Z[

ou
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Budeme-li dale uvazovat konkrétni rozdéleni kloubovych souradnic @ na Qp,; & Qoyig, Viz

Kapitola [A-3.2]
Qorig =Q [iorig] ) Qpar =Q [ipar}

iorig - {1,2,...,n,}, 'ipar - {1,2,...,n}, iorigmipar =10
lze rovnici (3.237)) upravit nasledovné:

O(q,p, t) = N<q7t)[:7 'ipar] : Qpar + N(q7 t)[:v iorig] ’ Qorig
~—~—
viz (A.72) =

(3.238)

O<q’p, t) - N(q, t)[:7 ipar] ) Qpar + N<q7 t)[:7 iorig] ’ chng (X - J ’ Q - Jpar ’ Qpar)

Qorig

0((]7177 t) = [N(q, t)[:a ipar] - N(q7 t)[:a Z'orig] J(:ng par} Qpar

+ N(qat)[3v":orig] Jgrlg (X —J- Q)

[N (@O ipar] = N (@, dorig] - Tk + Ty - Qs =

= O(qapat) - N(qvt)[zyiorig] Jor}g (X — J . Q)

-1

u(q7p7 t) = Qpar = N(q7 t)[:7 ipar] - N(q7 t)[:7 iorig] ° Jo_l‘lg Jpar
—_——

fce. Q (tedy: g at)

O(q.p,t) — N(q,)[:,orig) - Tk, (X—J-Q) (3.239)

fece. Q, Q (tedy: qat)at

Rovnice (3.239)) dava tak predpis pro vypocet fizeni u = u(q, p, t), které spliuje algebraic-
kou podminku (3.221]). Poznamenejme, Ze vypocet fizeni lze snadno algoritmizovat, nebot
potfebné vypocty jsou dény jako:

e Stav g pifmo urcuje Qp,,, Qpar - viz definice (3.198)).
e Vypocet Qg Qorlg, (tedy zaroven i Q, Q) jako funkce Qpar, Qpar a Casu (tedy

znamé zadané trajektorie pohybu koncového efektoru X (t), X (t) - viz Kapltola“ -

Derivace jakobianu J - viz Kapitola

Jakobiany Joig(Q), Jpar(Q) - viz Kapitola
Matice dynamiky M (Q) - viz Kapitola

e Clen C(Q,Q) - Q+ G(Q) =7(Q,Q) - viz Kapitola

Dosazenim (3.239)) do predpisu diferencidlnich rovnic (3.225) dostéavame opét soustavu
diferencialnich rovnic (bez algebraické podminky).
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Reseni optimalizacni alohy - soustavy diferencialnich rovnic

V obou piipadech uvazovanych optimalizaci (minimalizace kloubovych rychlosti a sil /silovych
momenti) 1ze tedy FeSeni definované optimaliza¢ni tlohy prevést (analytickym, algorit-
mizovatelnym FeSenim algebraické podminky pro u(g,p,t)) na feseni dvoubodo-
vého problému (BVP), tedy soustavy 4r nelinearnich diferencialnich rovnic ,

S(t) =T(S().1), S(t) = [ggﬂ . q(t) €RY, p(t) € R (3.240)

s okrajovymi podminkami:
S(to)[1:2r] =q,
S(ty)2r+1:4r]=0

kde 4r = 4(n — m) (r je stupen redundance manipulatoru s n klouby a m DoF koncového
efektoru).

Pro teseni BVP byl volen pfistup prostfednictvim tzv. collocation metody, viz Kapi-
tolafA.10.2, implementované v Matlabu pod funkeci bvpéc, viz [98, [144], struéné lze podstatu
algoritmu shrnout nasledovné:

e Hledana optiméalni trajektorie S(t) je po ¢astech (mezi ¢asovymi okamziky ¢;, t;11 -
segmenty) modelovana kubickym polynomem (polynom je vazan okrajovymi podmin-
kami v Case tg a ty a vyhovuje diferencialni rovnici vzdy v pocatecnim ¢;, prostfednim

7

t; + % a koncovém t; 11 bodu daného segmentu).

e Ziskané soustava algebraickych rovnic je feSena numericky prostfednictvim lineari-
zace (s vyuzitim efektivnich implementovanych solvert).

e Vzhledem k faktu, Ze nelinearni BVP miize mit vice FeSeni a s ohledem na urychleni
konvergence algoritmu je umoznéno vlozit poc¢atecni odhad hledané trajektorie S(t)
v definovanych ¢asovych okamzicich.

e Optimalni trajektorie je tak hleddna soucasné pies cely uvazovany ¢as t € (to,ts) (nu-
mericky hledanim parametra kubickych polynomu vyhovujici diferencialni rovnici),
velikost ¢asovych intervali miZe byt adaptovana za tcelem dosaZeni dané presnosti
(navySovani po¢tu polynomii).

e Nedochézi k problémtm z divergenci algoritmu jako v p¥ipadé Shooting metods.

Bohuzel bylo v rdmci testovani na demonstra¢nich piikladech zjisténo, Ze velmi Casto je
mozné se setkat se situaci, Ze i pfi nasazeni relativné robustniho algoritmu (bvp4c) nelze
nalézt v rozumném ¢ase FeSeni S(t) diferencialni rovnice z divodu selhani numerickych
algoritmt feSeni transformované soustavy nelinedrnich algebraickych rovnic. éastym di-
vodem je pravé volba pocateéniho odhadu feSeni, tedy funkce S(t) v ¢asovych okamzicich
t; vstupujici do algoritmu bvp4c. V naSem piipadé se tedy jedné o odhad optimélni tra-
jektorie stavu q(t) a kostavu p(t). Pravé proto byl v ramci predlozené prace déle vyvinut
postup nalezeni polynomialni aproximace hledaného optimalniho feSeni jako rozsifeni stan-
dardniho BVP algoritmu.

Polynomialni odhad reseni optimalizacni Glohy
Cilem odhadu feSeni optimaliza¢ni tlohy je nalézt takovou aproximaci optiméalni trajektorie

5(t), ktera se blizi co nejvice optimalnimu FeSenf S*(t) a zarovei je odhad dostatedne
vypocetné nenaro¢ny a rychly. Pro nalezeni odhadu

5(t) = [q] (3.241)
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bylo vyuZito polynomialni aproximace trajektorie reprezentujici polohu parametrizujicich
kloubovych souradnic Q,,, polynomem 5. fadu na celém uvazovaném casovém intervalu
t e (to,ts):

457
1 1 1 1 1 1
as ay az ay ay ap| |4
. a5 af af ai af af| |43
Qpar = : : : : : : : t2 (3242)
T r T T T T t
as a4 a3 ag 4y Qg
1
P L+

kde © jsou parametry hledanych polynomiélnich funkeci.

Predpokladejme, Ze parametrizujici kloubové soufadnice vzdy zacinaji z klidu Qpar(to) =
0 z né&jaké definované polohy Qpar(to) = Qparo, Potom lze redukovat pocet hledanych
parametri © na pocet 4r a polynomialni aproximace piejde na tvar (véetné odpovidajicich
¢asovych derivaci):

[,1 1 1 1

as ay az Gg 1o
2 2 2 9
. as ay az aj t
Qpar=1|. . . .| 3 + Qpar o)
- ; )
lay af af aj] U
e 1 1 1 1 1 1 1 (3.243)
das 4ay 3az 2a; 4 20as 12a; 6Gaz 2 3
: 5a2 4a? 3a3 2d3| |3 : 20a2 12a% 6a3 2| |42
Qpar: : . . . . t2 9 Qpar: . . . : tl
5al 4a} 3a} 2a3| Lt 20af 12a} af 2| L1

Odhad stavu q(©,t) = {Qpar, Qpar} a fizeni 4(©,t) = Q,,, je tedy dano polynomidlnimi
funkcemi (3.243)) a jejich pribéh zavisi na hodnoté parametra ® = {af, a}, a}, ab pro: i =
1,2...r}.

Vzhledem ke tvaru kritéria J, viz rovnice , je ziejmé, Zze nalezenim takovych para-
metri © (jednozna¢né definujicich pribéh odhadu stavu g a Fizeni ), které minimalizuje
hodnotu kritéria, dostavame nejlepsi mozny odhad optimalni trajektorie stavu q* a Fizeni
u* v ramci uvazovaného omezeni na tvar trajektorif dany polynomialnimi funkcemi 5. fadu,

viz (3.243)). Definuje tedy podruznou optimaliza¢ni tlohu ve tvaru:

. tr
J(Qpar0, ®) = / 9(q(®,t),u(0,t),t)dt (kritérium - aproximace)
t

0

T (Qpar 0 @) = 1in (J(Qpar,©)) (3.244)

or = argénin (j(Qparo, @))

Poznamenejme, ze podruzna optimaliza¢ni uloha (parametrickd optimalizace) je reduko-
vana pouze na nalezeni 4r neznamych parametri (v porovnani s parametrizaci polyno-
miélnich segmentt v algoritmu bvpdc je takova uspora znacna). Podruzné optimalizaéni
uloha byly fesena simplexovym Nealder-Mead algoritmem, viz Kapitola K pocatec-
nimu odhadu stavu ¢ a Fizeni @ je nyni tfeba jesté dopocitat odpovidajici odhad kostavu
P. To lze provést numerickym FeSenim diferencialni rovnice vyvoje kostavu inverzi
¢asu (feSeni z ¢y do tg), znamé koncové podminky p(tf) = 0 a nyni jiz znamych odhadnu-
tych priubéht stavu q(©,t) a Fizeni u(O,t). Regenf bylo implementovano prostiednictvim
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3.4. Optimalni rizeni redundantnich manipuléatori

funkce ode45 v Matlabu. Vysledny pocateni odhad S(@®,t) hledané funkce S(t) Fesici
uvazovanou optimaliza¢ni tlohu je tedy dan:

$(0,1) = L‘Zégz iﬂ (3.245)

Odhad S’(@,t) je dale pouzit jako pocatecéni odhad k feseni BVP, viz rovnice (3.240)),
pomoci funkce bvp4c v Matlabu.

Pfed demonstraci navrzeného algoritmu, viz Priklad zaloZené na variaénim poctu
shriime nékteré klicové problémy, které ziistavaji oteviené:

e Aproximace FeSeni pro pocateéni odhad FeSeni S(¢) soustavy diferencial-
nich rovnic
Polynomialni aproximace odhadu feseni nemusi byt vyhovujici s ohledem na limi-
tovany pribéh takové funkce (nedostatecna presnost odhadu). Kli¢ovou vlastnosti
v8ak musi zlstavat co mozna nejmensi pocet hledanych (optimalizovanych) parame-
tri pro odhad feSeni (v porovnani s algoritmy feSeni BVP). Neexistuje principialné
vhodné&jsi metoda odhadu optimélniho feseni?

e Odhad kostavu
Odhad kostavu je zaloZen na FeSeni diferencialni rovnice v inverznim Case. Zde
miZou nastavat problémy s konvergenci/¢asovou narocnosti pro dosazeni pozadované
presnosti.

e Singularity v kinematice manipulatoru

Zasadni kriticky faktor pii feSeni optimalizac¢ni tlohy. MozZznost dosazeni singularity
v kinematice manipulatoru v dtsledku parametrizace IGM kloubovymi souradnicemi
Qpar- Vime, Ze parametrizujici soutadnice Q,,,, mohou byt voleny v podstaté libo-
volnym vybérem r = n — m kloubovych soufadnic. Konkrétni vztahy pro vypocet
IGM/IIK jsou pak v tomto disledku odlisné a mohou byt nachylnéjsi k vyskytu sin-
gularit v kinematice manipulatoru béhem procesu optimalizace, kdy dochazi k variaci
pravé téchto parametrizujicich soufadnic. Optimaliza¢ni algoritmus muze v blizkosti
kinematickych singularit manipulatoru vykazovat nestandardni (dokonce nestabilni)
chovani. Jak tedy optimélné volit parametrizujici kloubové soutradnice?

¢ Konvergence, stabilita a vypocetni naro¢nost algoritmu reseni BVP
Obecny problém feseni BVP. Nabizi se otazka, zda-li neni mozné fesit BVP nékterou
aproximad¢ni lokalni itera¢ni metodou, viz Kapitola [4.3]

* Priklad 3.13 (4 DoF redundantni manipulator)

Jako demonstra¢ni piiklad optimalizace pohybu redundantniho manipulédtoru byl vybran
sériovy manipuléator, ktery byl vyvinut na katedfe kybernetiky FAV ZCU v Plzni jako
modelovy manipulator pro vyukové ucely, viz Obrazek [3.48 Manipulator je vybaven 4
nezavislymi klouby typu PRRR a predpokladé se, Ze koncovy efektor je polohovan v pro-
storu ve smyslu translace (3 DoF). Schématické usporadéani kinematiky manipulatoru je

znazornéno na Obrazku D-H parametry jsou shrnuty v Tabulce
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Joint i ‘ dl ‘ (91 ‘ a; ‘ (67} ‘
1 |[di|2]0]¢2
2 Ly 92 Lo %
3 0 |65 Ls| O
4 0 |64 Ls| O

Tabulka 3.6.: D-H parametry 4 DoF sériového redundantniho manipulatoru
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Ty

O,

T3

C

03

Lo

20 A
B _

H Zo

Obrézek 3.49.: D-H amluva pro 4 DoF sériovy redundantni manipulator (schéma odpovida
poloze kloubovych souradnic @ = [d; % 00]7)

Kloubové soufadnice manipulatoru (jako redundantni kloubové souradnice parametrizujici
feseni IGM byla zvolena soufadnice d; pohybu linedrniho pojezdu manipulatoru):

dq
6 b2
Q= 03 Qpar = [d1]7 Qorig = |63 (3246)
04 b1
Zobecnéné souradnice manipulatoru:
X=0)=[zy =]" (3.247)
Kinematické navrhové parametry:
E=[Li Ly L3 Ly ]T (3.248)
Dynamické parametry:
T
p=[m r p (3.249)

Predpokladame vozik o hmotnosti m;, ramena manipulatoru vyrobena z plnych ty¢i hus-

Myt

toty p poloméru r a pfislusnych délek. Potom pro hmotnosti ramen, umisténi tézist a hlavni
momenty setrvaénosti ramen (vztazené vzdy k s.s. pfisludného ramene) plati:

me = /L3 + L%WTQ;)

mg = L37rr2p

my = L47T’I”2p
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T,=[0 0 0]"
— L L T
Ti=[-% -4 o]
Ts=[-L 0 0]
T=[-% 0 0]
(Devia¢ni momenty jsou rovny nule.)
I, = ... Irelevantni, nerotuje
1 2 2
5m2(3r® + L3) cp —S¢ 0 L
I, = R% . %m2r2 . (R%)T, R% =|s4 ¢y O0|,p=—atan <L2>
ma(3r% + L3) 0 0 1 !

T
I;=] %m3r2 %m3<37“2 + L3) 1—127713(37“2 + L3) ]

T
L= a4 1) @ )

Regeni DGM lze snadno odvodit pfimo z D-H parametrii a postupného nasobeni homo-
gennich transformacnich matic, viz Kapitola [A-3] bez dalstho odvozeni lze DGM zapsat
nasledovneé:

(cos (04) La + L3) sin (03) + cos (03) sin (64) Ly + Ly
X = cos (02) ((cos (84) Ly + L3) cos (03) — sin (63) sin (04) La + Lo) (3.250)
((cos (04) Ly + L3) cos (03) — sin (03) sin (04) Ly + L) sin (02) + dy

Regeni IGM lze odvodit intuitivng primo z geometrického uspofadani manipulétoru a je
dano néasledovné (vybréano 1 feSeni z moznych 4):

0 atan2(sg, c2)
Qorig = G (X, Qpar) = |03| = |atan2(ss3,c3) (3.251)
N atan2(sy, cq)

kde

sg=z—dy, c2=y
¢ = (OF[1° + OF[2)* — L3 — L3)/(2L3La), 54 = —\/1 — ¢}
Oi[l :2] = [ SQ(Z—dl)—L2+yCQ z— L1 ]T
o C4L40£21[2] + Lgoi[Q] — 02[1]84[/4
O3[1)2 + 07[2)?
0O32[2]s4Ly + O3[1]cy Ly + O3[1] L3
O3[1)2 + O7[2]?

C3 =

Reseni zbyvajicich aloh DIK, IIK (viz Kapitola A.5), DDM, IDM (viz Kapitola |A.6)
je ddna znamymi jiz vySe nékolikrat citovanymi algoritmy (analyticky Fesitelné, algortmi-
zovatelné).
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p . PRV . ) PR ;o t . . .
Cilem optimalizacni tlohy je nalézt takové Fizenf utg a potazmo stav manipuldtoru g

(parametrizujici/redundantni kloubova soufadnice — pohyb linearniho pojezdu)
: dq . .
q-= {Qpara Qpar} = dl y U= Qpar =d

ktera minimalizuje kritérium
t ts
Havu) = [ olao).ubdi
to

kde vahova funkce g je dana v zavislosti na optimalizaci rychlosti, viz (3.226]), ¢i momentu,

viz ([3.229)).

Konkrétni optimaliza¢ni tloha - vysledky optimalizace:

Uvazujme nasledujici kinematické a dynamické parametry manipulatoru:
&= [ 0.025 0.072 0.105 0.105 ]T, n= [ 0.3 0.005 7800 ]T

Vektor gravita¢niho zrychleni: g = [ —-981 0 O ]T (vzhledem k s.s. Fyp).

Pozadovana trajektorie koncového efektoru X (¢) byla generovana jako po ¢astech kubicka
spline funkce s korekci feedrate za ti¢elem dosazeni pozadovaného profilu ujeté drahy, teéné
rychlosti a teéného zrychleni podél kiivky, viz Obrazek [3.50] Algoritmus generovani poza-
dované trajektorie je popsan v [115].

0.2
0.1 a(t) [uv 1]
0.06 Spline interpolovana kfivka 0.1 T

0.06 {” 1

0.2 08
0
Celkové zrychleni

0.6 (tené + normalové)

Zadané koincidenéni o4r

body trajektorie
0.2

Ujeta draha
Tecné zrychleni

02 a(t)

04
]
t(s)

Obrazek 3.50.: Generovana poZzadovana trajektorie koncového efektoru X(¢) v prostoru
zadana tfemi koincidenénimi body (vlevo), pozadovany profil pohybu po
trajektorii (vimar = 0.3%, Gmaz = 0.3%3)

Minimalizace rychlosti:

Uvazujme nejprve optimalizaci pohybu manipulatoru s ohledem na minimalizaci rychlosti
kloubovych soutradnic, ve smyslu integralniho kritéria s vahovou funkci definova-
nou v . Vahova matice (konstantu penalizujici fizeni) R = 1, po¢atecni podminka
(poloha parametrizujici kloubové soufadnice) Q.0 = di(to) = 0. Odhad prost¥ednic-
tvim polynomialni aproximace a optimalni trajektorie stavu q, kostavu p a fizeni u jsou
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znézornény na Obréazcich Za ucelem simula¢niho ovéreni navrzeného algoritmu
optimalizace je opét definovano perturbované fizeni, analogicky jako v Prikladu [3.10}

uP" = u* +0.3 - (Rand(1,1) — 0.5) (3.252)

Porovnani pritbéht vahové funkce g(q, u, t) a fizeni u v ¢ase v ¢ase (to = 0,15 = 2.183s) pro
optimaln{ a perturbovanou trajektorii je znazornéno na Obrazcich [3.53] Hodnoty kri-
téria J(qq, uig ) pro optimalni a perturbované trajektorie jsou znédzornény na Obrazku [3.55
Vizualizace pohybu manipuldtoru je znézornéna casosbérnym snimkem na Obréazku [3.56
Snimek byl vytvoren prostiednictvim propojeni 3D CAD vykresu prototypu manipulatoru
se simula¢nim prostfedim Matlab/SimMechanics, viz [40)].

0.2

0.15

- = = =odhad q(t)[1]

0.1

= = =odhad q()[2]
—a ]
a* ()2l

0.05

-0.05 : : : :
0
t[s]

= = =odhad u(t)
u ()

2.5

t[s]

Obrézek 3.51.: Polynomialni odhad stavu a fizeni (polynomialni aproximace polynomem
5. stupné) a jejich optimalni trajektorie
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= = = odhad p(t)[1]
= = = odhad p(t)[2]
p*(1)[1]

p*(1)[2]

N

0.5 1 15 25

t[s]

Obrazek 3.52.: Odhad kostavu (numerické feseni (v Matlabu ode45) diferencialni rovnice
kostavu ([3.220)) pro polynomialni odhad stavu a fizeni) a jeho optimalni

trajektorie

g(qpert’ upert7 t)

/ﬁ\
4
\

)

/ /

g(q*,u*, 1)

!

0.5 1 15
t[s]

Obréazek 3.53.: Porovnani pribéhu vihové funkce pro optimalni a perturbovana fizeni
(zrychleni) linearniho pojezdu. Porovnani je provedeno pro 50 pokust per-
turbace optimélniho fizeni. Perturbovany stav qP°"* je dan numerickym
fesenim (v Matlabu ode45) stavové rovnice pro perturbované rizeni

upert
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Obrazek 3.54.:

Obrazek 3.55.:

166

t[s]

Porovnani pritbéhu optimélniho a perturbovanych fizeni (zrychleni) linear-
niho pojezdu, viz perturbace dana rovnici (3.252)).

=
N
T

*ty

=
=
-H-\
=
. 10+ t
g e, et
Ay o

— gt J*(qo,u to)

0 10 20 30 40 50
pocet pokusu

Porovnéani optimalni hodnoty kritéria s hodnotami kritéria pro perturbo-
vand fizeni (zrychleni) linedrniho pojezdu. Poznamenejme, ze néktera per-
turbovana fizeni vedou koncovy efektor manipulatoru mimo pracovni rozsah
(tzn. neexistuje feSeni IGM = vahova funkce g(x) v takovém bodé nema
feSeni), takové hodnoty nejsou v grafu vyjadieny.



3.4. Optimélni rizeni redundantnich manipulétora

Obrazek 3.56.: éasosbérny snimek optimalnfho pohybu manipuléatoru.

Minimalizace momenti:

Dale uvazujme optimalizaci pohybu manipulatoru s ohledem na minimalizaci sil/silovych
momenti v aktudtorech manipulatoru, tedy ekvivalentné minimalizaci potifebné energie
manipulatoru, viz Kapitola ve smyslu integralniho kritéria s vahovou funkci
definovanou v . Pocatecni podminka je opét volena jako Q. ¢ = di(to) = 0. Od-
had prostfednictvim polynomialni aproximace a optiméalni trajektorie stavu g, kostavu p
a Fizen{ uw jsou znazornény na Obrazcich Za ucelem simulaéniho ovéfeni na-
vrzeného algoritmu optimalizace je opét definovano perturbované fizeni, analogicky jako
v Prikladu [B.10F

uPt = u* 4+ 0.05 - (Rand(1,1) — 0.5) (3.253)

Porovnani pribéht vahové funkce g(q, u, t) a Fizeni u v Case v ¢ase (to = 0,y = 2.183s) pro
optimalni a perturbovanou trajektorii je znazornéno na Obrazcich [3.59] [3.60] Hodnoty kri-
téria J(qg, uig ) pro optimalni a perturbované trajektorie jsou znézornény na Obrazku [3.61
Vizualizace pohybu manipuldtoru je znézornéna casosbérnym snimkem na Obrézku [3.62
Snimek byl vytvoren prostfednictvim propojeni 3D CAD vykresu prototypu manipulatoru
se simula¢nim prostfedim Matlab/SimMechanics.
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0.06[ = = =odhad q(#)[1] |
- = =odhad q()[2]
0.04 T |
_ —a ()2
< 002 |

-0.02- B
L L L L
0 0.5 1 15 2 2.5
ts]
0.15
= = =odhad u(t)
0.1f w(t) |

0.05

-0.05 4

0.1 I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5

ts]

Obrézek 3.57.: Polynomialni odhad stavu a fizeni (polynomialni aproximace polynomem
5. stupné) a jejich optimalni trajektorie
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0.015 :
= = =odhad p(¢)[1]
0.01p © = = =odhad p(¢)[2] |]
A
—_— ()1
0.005 (0]
—p*(1)[2]
0 .
=
-0.005 1
-0.01 1
-0.015 1
_0.02 Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 2.5

t[s]

Obrazek 3.58.: Odhad kostavu (numerické feseni (v Matlabu ode45) diferencialni rovnice
kostavu ([3.220)) pro polynomialni odhad stavu a fizeni) a jeho optimalni
trajektorie

t[s]

Obréazek 3.59.: Porovnani pribéhu vihové funkce pro optimalni a perturbovana fizeni
(zrychleni) linedrniho pojezdu. Porovnani je provedeno pro 20 pokusu per-
turbace optimalniho fizeni. Perturbovany stav qP®' je dan numerickym

fesenim (v Matlabu ode45) stavové rovnice (3.219)) pro perturbované fizent
upert‘

169



Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace

Porovnani opt. rizeni s perturbovanym, opt. rizeni (dotted)
0.15r

0.1

0.05

t[s]

Obrazek 3.60.: Porovnéani pribéhu optimalniho a perturbovanych Fizeni (zrychleni) linear-
niho pojezdu, viz perturbace dana rovnici (3.253)).

x107°

6.8

6.7

g(q,u,t)dt
(2]
[}
T

ts

fto

= t o]
6.5 J*(qo’u*tg)

o

6.3 e} o

t
J(‘lm“zﬁ)

6.1r

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
pocet pokusu

Obréazek 3.61.: Porovnani optimélni hodnoty kritéria s hodnotami kritéria pro perturbo-
vané fizeni (zrychleni) linearniho pojezdu.
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3.4. Optimélni rizeni redundantnich manipulétora

Obrazek 3.62.: éasosbérny snimek optimalniho pohybu manipulatoru.
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Kapitola 3. Parametricka syntéza robotického zarizeni - parametricka optimalizace
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Kapitola 4.

Vyuziti optimalniho rizeni redundantnich
manipuladtori s ohledem na parametrickou
a strukturalni syntézu

(predpoklad pro dalsi vyzkumné aktivity)

Obsah kapitoly:

e Optimalizace pohybu redundantnich manipuldtort jako nastroj parametrické a struk-
turalni optimalizace

e Kinematicky a dynamicky model zobecnéného (redundantniho) sériového manipula-

toru

e Zhodnoceni a predpokladané prinosy prace, sméry dalsitho vyzkumu
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Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

V predlozené praci jsme se zabyvali optimélni syntézou robotickych manipuldtora a to
predevsim s ohledem na parametrickou optimalizaci. Zopakujme, Ze standardnim tkolem
parametrické optimalizace je nalezeni konstantnich kinematickych navrhovych parametri
manipulatoru dané (pevné urcené) struktury (statickd optimalizace). Takovy pfistup byl
zohlednén, analyzovéan a nasledné vyuzit v Kapitole [3.3] Je zifejmé, Ze vztah mezi statickou
optimalizaci a optimalizaci pohybu redundantnich manipulatori, ktera byla podrobné dis-
kutovana v Kapitole [3.4], je v podstaté jen formalni zalezitosti v okamziku, kdy zacneme
uvazovat, Ze jsou nékteré jinak konstantni kinematické navrhové parametry uvolnény a
predpoklada se jejich fluktuace podél pozadované trajektorie pohybu koncového efektoru
manipulatoru. Nabizi se tak otézka, zda-li neni mozné vyuzit pravé piistup optimalizace
pohybu redundantnich manipulétort k syntéze robotickych architektur v obecném pojeti,
a to zejména ve dvou rovinéch:

e Jako nastroj statické parametrické optimalizace

Zakladni myslenka je takova, Ze je kinematickd struktura manipulatoru teoreticky
rozvolnéna (ve smyslu uvazovani (nékterych) kinematickych navrhovych parametra
jako kloubovych soufadnic), dostavame tak redundantni manipulator pro ktery bude
TeSena pfislusna optimaliza¢ni tiloha a vhodnymi itera¢nimi algoritmy bude nasledné
dosazeno minimalni mozné fluktuace (idealné nulové) téch kinematickych parametri,
které nereprezentuji skutecné kloubové souradnice (jsou z konstrukéni podstaty dany
jako konstantni navrhové parametry robotu). Tuto novou ideu je mozné v obecném
ramci nastinit v nésledujicich bodech:

— 7 puvodné n DoF neredundantniho sériového manipulatoru, tzn. D-H dmluva
definuje 1 kloubovou soutadnici pro kazdou kinematickou dvojici (parametr d;
pro P kloub nebo parametr 6; pro R kloub), se rozvolni r ze zbyvajicich D-H pa-
rametri (teoreticky napf. vSechny) = dostavame tak redundantni manipulator
se stupném redundance r.

— Pro takto vznikly redundantni manipulator je provedena optimalizace pohybu
(redundantnich) kloubovych soufadnic za ucelem optimalizace zvoleného krité-
ria (napf. minimalizace rychlosti ¢i sil/momentii kloubovych soufadnic podél
uvazované trajektorie pohybu koncového efektoru).

— Vysledny pribéh redundantnich kloubovych soutadnic je analyzovan s nasledu-
jicimi moZnostmi volby:

* Konstantni hodnota ptvodnich (rozvolnénych) kinematickych parametri je
fixovana na hodnoté odpovidajici napf. pramérné hodnoté fluktuace redun-
dantnich soufadnic podél trajektorie koncového efektoru.

* Tento proces muze byt vykonan v riznych postupnych kombinacich, napf.
tak. Ze je vybrana vzdy jedna redundantni soufadnice s nejmensi fluktuaci
a fixovana na své primérné hodnoté, znovu je proveden proces optimali-
zace s redundanci 7 — 1 a je proveden dals{ vybér redundantni souiadnice
s nejmensi fluktuaci a jeji fixace na primérné hodnoté. Proces se iteracné
opakuje. Cely vysledny proces miZe byt déle iterovan pro rizné kombinace
postupnych vybéria redundantnich kloubovych soufadnic.

* Dalsi moznosti analyzy...

e Jako nastroj strukturalni optimalizace
Pripomenme, Ze strukturalni optimalizace, stru¢né zminéna v Kapitole [2| se zabyva
nejen navrhem ¢ vypocCtem poctu DoF mechanickych architektur, ale jeji nedil-
nou soucasti je i ndvrh vhodného umisténi a typl dil¢ich aktuatort manipulétoru.
Ponechame-li stranou technologické aspekty jednotlivych typt aktuatort s ohledem
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na jejich konstrukéni realizaci a moZznosti nasazeni, vzniké v takovém piipadé priro-
zend otazka.

Jaké typy aktudtori (prizmaticky, rotacni ¢ néktery ze sloZenych typi) a na jakém
misté v kinematickém Tetézct manipuldtoru je vhodné osadit, aby byly tyto aktudtory
co moznd nejefektivnéji vyuZivdny a prispivaly tak k dosaZeni poZadovaného optimdl-
niho pohybu manipuldtoru?

Takovy tkol miize byt intuitivné zifejmy u jednoduchych architektur manipulétori
(pfipadné jednoduchych formulaci kritérii optimality), nicméné v obecném piipadé
v podstaté neni mozné tento tikol uspokojivé intuitivné fesit. Zaroven lze predpoklé-
dat, Ze nahrazenim nékterych aktuétori jinym typem ¢i jejich vhodné pfeusporadani
miize mit zasadni vliv na kvalitu vykonévani dané tulohy manipulatorem. Idea ve-
douci na strukturdlni optimalizaci s vyuzitim optimalizace pohybu redundantnich
manipulatort 1ze nastinit nasledovné:

— Analogicky jako v predchozim piipadé je vytvoren z puvodniho manipulatoru
manipulator redundantni vhodnym rozvolnénim kinematickych navrhovych pa-
rametri a provedena optimalizace jeho pohybu dle zvoleného kritéria optimality.

— Z fluktuace redundantnich kloubovych souradnic a jejich porovnéni s fluktuaci
uvazovanych skute¢nych kloubovych soufadnic (pivodné zvolenych aktuatort)
lze usuzovat na vhodnost umisténi zvolenych aktuatort. Napft. ukaze-li se, ze né-
ktera z redundantnich kloubovych soufadnic (ptivodné konstantnich a néasledné
rozvolnénych kinematickych parametri) fluktuuje vice nez néktera z ptuvodnich
kloubovych souradnic (aktuéatori), lze usuzovat na to, Ze prisludny aktuator
manipulatoru by mél byt premistén, resp. ptvodni aktuator je vzhledem k po-
zadované optimalité pohybu neefektivné vyuzivan.

Jako motivaci k vyuzit{ optimalizace pohybu redundantnich manipulatort ke statické pa-
rametrické a strukturalni syntéze uvazujme néasledujici priklad.

* Priklad 4.1 (Vyuziti optimalizace [red| manip. (motiva¢ni priklad))
Predpokladejme, manipulator z Piikladu [3.13} Z obecného nahledu se jedna o sériovy
4-ramenny manipulator, ktery je popsan prislusnou tabulkou D-H parametra, viz Ta-

bulka 3.6

Joint 1 ‘ dz‘ ‘ (92 ‘ a; ‘ (673 ‘
1 |di]2]0]¢2
2 Ly | 0y | Lo g
3 0 | 63| Ls| O
4 0 |64 Ly | O

Tabulka 4.1.: D-H parametry 4-ramenného sériového robotu

Predpokladejme, Ze stale pozadujeme 3 DoF koncového efektoru manipulatoru, tedy po-
lohovani koncového bodu efektoru v prostoru xoygzo. V takovém piipadé jsou (pro ne-
redundantni manipulatory) dostateéné 3 nezéavislé aktuatory, necht to jsou pravé polohy
3 rotacnich kloubi 6o, 03, 64. Pro jednoduchost dale uvazujme, Ze kinematickd architek-
tura manipulatoru je zna¢né omezené (fixované D-H parametry: ds, ds, d4, 01, a; a a; pro
i =1...4) a jako jediny potencialné rozvolnény kinematicky navrhovy parametr predpo-
kladejme polohu umisténi zakladny manipulatoru ve sméru osy zg, tedy D-H parametr
(kloubovou soufadnici) d;. Rozvolnénim parametru d; tak zfejmé dostavame redundantni
manipulator a vzhledem k moZnosti libovolné parametrizace feSeni IGM, muZzeme také
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Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

piedpoklddat parametrizaci kloubovych souradnic Q,;, = [ 0y 603 03 ]T, Qpar = d1.
Reseni optimalniho pohybu takového manipulatoru za tcelem minimalizace integralniho
kritéria zahrnujici kvadrat normy kloubovych rychlosti (pfes cely cas trvani trajektorie
koncového efektoru ¢ € (to,ty)) je poté shodna tloha optimalizace jako v Piikladu

(v pfipadé minimalizace rychlosti).

Predpokladejme dvé varianty trajektorii v prostoru, které maji byt vykonavany konco-
vym efektorem manipulatoru (typicky napf. dvé periodicky opakujici se ulohy vykonévané
manipulatorem). Typ a generovani trajektorie koncového efektoru jako shodny jako v Pii-
kladu tzn. po Castech polynomialni (kubicka) funkce prochazejici body A, B, C
s definovanym Casové optimalnim profilem tecné rychlosti a zrychleni s omezenim maxi-

malnich hodnot vmaz = 0.3, dmaex = 0.3%, viz Obréazek
Trajektorie A:

A=[0 01 -01]", B=[01 02 0], c=[02 01 01]"

Trajektorie B:

A=[0 01 —01]", B=[0 012 0]", ¢=[0 01 01]"

Trajektorie A

02
o1 014 016 018

0.05

s o008 01

0.0
0.1 0 002 004

Obrézek 4.1.: Dvé varianty trajektorie koncového efektoru manipulétoru

Predpokladejme nejprve Trajektorii A a provedme optimalizaci pohybu redundantniho
manipulatoru. Obrézekznézorﬁuje optimélni prbéh kloubovych soufadnic Q = {Qqig) Qpar }
a piislusnych kloubovych rychlosti. Z fluktuace (ekvivalentné z rychlosti) kloubovych sou-
fadnic je zfejmé, Ze kloubova soufadnice di je nejvhodnéjsim kandidétem na zafixovani
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di(t) — d{°™', nebot se v ase méni nejméné (relativné k ostatnim kloubovym soufadni-
cim). Uvazujme, Ze zafixovani kloubové soufadnice provedeme na jeji ,,primérné“ hodnoté
polohy, tedy:

N
1
const . ; — —
A" = ;:0 di(i-Ts) = 0.088(m], i=0...N, tg=0, t;=N-T, (4.1)

kde T je prislusna perioda vzorkovani.

7 redundantniho manipulétoru se tak stava zpét manipulator neredundantni s kloubovymi
soufadnicemi 6y, 03, 6, a pivodnimi D-H parametry za predpokladu dy = d{°'. Pro-
stfednictvim optimalizace pohybu redundantniho manipulatoru byla tak vyfeSena tloha
statické optimalizace s nalezenym optimalizovanym kinematickym navrhovym paramet-
rem dj. Zafixovani parametru d; na konstantni primérné hodnoté samoziejmé ztracime
puvodni optimalitu (JﬁX > J), kterou je mozné ziskat s redundantnim manipulatorem,
nicméné se zafixovinim parametru s nejmensi fluktuaci snazime tuto ztratu zmirnit. Obré-
zek znézornuje prubéh vahové funkce g, viz , a vyslednou hodnotu integralniho
kritéria pro redundantni manipulator a neredundantni manipulator (s fixovanym

dy).

o

kloubove polohy
AN

|
N

t[s]

di[m/s]
Osfrad/s] | 7]
O3[rad/s)
B4frad/s] | |

kloubove rychlosti

25

t[s]

Obrazek 4.2.: Optiméaln{ prib&hy polohy a rychlosti kloubovych soufadnic

177



Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

350 B dy (t) = dSomst = 0.088[m]
B Jix = 2,543

di(t) = di(t)
J = 2.429

t
J(qo, uté ,t)
N

2 25

t[s]

Obrazek 4.3.: Pribéhy vahové funkce g podél planované trajektorie, vysledné hodnoty kri-

téria J.

Z pohledu strukturalni optimalizace se tedy zdaji puvodné navrzené aktuatory (kloubové
soufadnice 0, 63, 64) jako optiméalni volba a s ohledem na statickou optimalizaci je volena
hodnota D-H parametru d; = 0.088m (poloha umisténi zakladny manipulatoru).

V pfipadé pozadované Trajektorie B opét provedme optimalizaci pohybu redundantniho
manipulétoru (s puvodnimi zvolenymi rota¢nimi aktuatory 63, 63, 64 a rozvolnénym pa-
rametrem dj). V tomto pfipadé dostavame vysledky odligné. Z Obrazku je zfejmé, ze
kloubovou soufadnici vykazujici nejmensi fluktuaci (rychlost) je 63, a je tedy nejvhodnéj-
§im kandidatem na zafixovani 3 — 05°"'. Primérovanim hodnoty polohy 3 analogicky

jako v (4.1) dostavadme hodnotu 05°"' = 0.8641[rad]. Z redundantniho manipulatoru se
tak stava zpét neredundantni, tentokrate s kloubovymi souradnicemi dy, 6, 64 a ptvod-

nimi D-H parametry za piedpokladu 65 = 655!, Obrazek znézornuje priubéh vahové
funkce g, viz (3.226)) a vyslednou hodnotu integralniho kritéria (3.217)) pro redundantni

manipulator a neredundantni manipulator (s fixovanym 63).
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02 0.4 06 08
ts]

Optimalni prib&hy polohy a rychlosti kloubovych souradnic
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Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

0.35 i T
ST Bs(t) = 6 = 0.8641[rad]
0.3 - Jx = 0.2501 1

0.25[ i

03(t) = 03(t) |
J =0.2249

0.1

0.05

0 I I I I I I I Ce
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

t[s]

Obrazek 4.5.: Pribéhy vahové funkce g podél planované trajektorie, vysledné hodnoty kri-
téria J.

Z pohledu strukturalni optimalizace se nyni zda rozumné vypustit pavodni rotac¢ni aktuator
03 (fixovanim hodnoty 63 = 05°"") a misto toho pouzit prizmaticky aktuator d;. Tim jsme
jednozna¢né definovali strukturu manipuldtoru s ohledem na optimélni typ a umisténi
aktuatori (vzhledem k definované trajektorie koncového efektoru a kritériu optimality).

*

4.1. Zobecneni standardniho kinematického popisu
manipulatort

Pokusme se nyni na kinematickou syntézu manipuldtoru nahliZet obecné a hledat odpoved
na otazku:

Jak nalézt vhodny (sériovy) neredundantni manipuldtor s dangm poctem (typem) DoF kon-
cového efektoru, s pevné uréengm poctem ramen a s libovolngm typem a umisténim kloubi
tak, aby byl tento manipuldtor optimdlni vzhledem k definované vykondvané tloze (poZado-
vand trajektorie koncového efektoru v prostoru) a danému kritériu optimality?

Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, Ze kinematické usporddéni jednoho ramena ma-
nipulatoru lze popsat vycerpavajicim zptisobem pravé 4 D-H parametry (2 transformacemi
rotace a 2 transformacemi translace).

B Poznamka 4.1 (Zahrnuti kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru)
Predpokladejme standardni kinematicky popis sériového manipuldtoru s n; rameny, ktery
je dan jako:

e Kompenzace polohy zaklady, vyjadfena konstantni homogenni transformac¢ni matici
Tg7 viz Kapitola , tedy max. 6 nezavislymi parametry (3 pro translaci, 3 pro
rotaci).

e Transformace souradnych systému ramen manipulatori dle D-H amluvy a paramet-
rizovanou 4-n; nezavislymi D-H parametry d;, 0;, a;, a;, @ = 1...ny, viz Kapitola[A.2]
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4.1. Zobecnéni standardniho kinematického popisu manipuldtorii

e Kompenzace polohy koncového efektoru, vyjadrena konstantni homogenni transfor-
macni matici T, viz Kapitola tedy opét max. 6 nezavislymi parametry (3 pro
translaci, 3 pro rotaci).

Z podstaty D-H tmluvy je dano, Ze umisténi prvniho s.s. Fy a posledniho s.s. Fj,, neni
jednozna¢né a mize byt v omezené mife voleno. Pro s.s. Fy je jednozna¢né uréena pouze
osa zg (smér osy xg a pocatek lze volit libovolné <= predchozi kloub neexistuje), pro s.s. Fy,
1ze naopak libovolné volit smér osy z,, (smér osy x,, a pocatek je poté jiz urcen <« existuje
predchozi kloub). Vhodnou volbou s.s. Fy, viz Obréazek a F,,, viz Obrazek
lze tak cely kinematicky popis manipulatoru (véetné kompenzaci polohy zakladny a kon-
cového efektoru) zapsat ve formé nezavislych D-H parametri, viz Tabulka Takovy
princip je zvlasté vyhodny k unifikovanému popisu kinematiky manipulatorti napft. pro
ucely kinematické kalibrace, viz [127].

konc. efektor

Joint 1

zakladna

Jointn

xnl—l
Onl—l
(a) Volba s.s. Fy (na zakladé znamé kompenzace (b) Volba s.s. Fy,, (na zakladé kompenzace kon-
zdkladny). Osa xo volena ve sméru normaly z2g. cového efektoru). Osa z,, volena ve sméru osy

Ze.

Obrazek 4.6.: Volba netplné urcenych s.s. v popisu kinematiky manipulatort prostiednic-
tvim D-H amluvy.

Joint 1 di ‘ «9@ ‘ a; ‘ (673 ‘
0 do 0o ag | ap kompenzace zakladny
1 d1 91 aq a1
2 dg 92 a9 (%)
ny dp, O, Qp, | O,
e=(m+1) | de—nr1) | Oe=(n+1) | 0 0 | kompenzace konc. efektoru

Tabulka 4.2.: D-H parametry obecného n; ramenného robotu s kompenzacemi polohy za-
kladny a koncového efektoru. Pro zjednoduSeni lze oznacit s.s. F, — F_1 a
S.S. Fe — Fnl+1.

Je tedy zfejmé, Ze za GCelem syntézy manipulatoru je mozné vyuzit obecny popis dle D-H
umluvy a ziskavame tak kinematicky model obecného n; ramenného manipulatoru véetné
prislusnych kompenzaci, s celkovym po¢tem parametri (kloubové souradnice a kinematické
navrhové parametry) rovno 4 - n; + 6. Pfipomeifime, Ze u standardniho pfistupu k modelo-
vani kinematiky manipulatort se predpoklada, ze kazdé rameno manipulatoru je aktuovano
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Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

pravé jednim aktuatorem, a to 1 DoF prizmatickym aktuatorem (P aktuator reprezento-
vany kloubovou soutadnici d;) ¢ 1 DoF rota¢nim aktuatorem (R aktuator reprezentovany
kloubovou soufadnici 6;). Nova idea optimalizace obecného manipulatoru vychazi jiz z diive
prezentované myslenky rozvolnéni nékterych (¢i dokonce vSech) kinematickych navrhovych
parametru, tzn. predpoklada se, ze kazdé rameno muze obsahovat najednou az 4 aktuatory
(véetné ramena reprezentujici kompenzaci zakladny a koncového efektoru - zde pouze dva
aktuatory, viz Tabulka , a to: dva P aktuatory reprezentované kloubovymi soufadni-
cemi d;, a; a dva R aktuatory reprezentované kloubovymi soufadnicemi 8;, «;. Schématicky
je takové redundantni rameno manipulatoru znazornéno na Obréazku [.7]

1
1
]
1

Obrazek 4.7.: Zobecnéné redundantni rameno manipuldtoru s aktuétorem se 4 DoF

DGM manipulatoru lze poté zapsat standardné jako nasobeni piislusnych homogennich
transformadcnich matic, viz Kapitola kde pro kazdou prislusnou homogenni transfor-
mac¢ni matici muze byt voleno vice aktivnich kloubovych soufadnic (zbyvajici D-H para-
metry jsou uvaZovany jako konstantni kinematické navrhové parametry). Poznamenejme,
ze kompenzace polohy zékladny a koncového efektoru miizeme formélné vypustit (nahradit
standardnim ramenem) a uvazovat pouze n; + 2 ramenny manipulator (kompenzace jsou
formalné shodné se standardnim popisem dle D-H parametri):

TLZ+1

T,'1(Q.¢) =[] T. Q&) (4.2)
i=0
kde

Q, € {d;,0;,q;,;} (dle vybéru aktuatort piislusného i-tého ramene)

& ={di,0i,qi,a;}\Q; (zbyvajici D-H parametry i-tého ramene)

Qo
Q= : eR" n<4-n+6 (dle vybéru aktuatori)
_in+1
[ &
¢ = : eERP, p=4-n+6-—n
_gnH—l
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4.1. Zobecnéni standardniho kinematického popisu manipuldtorii

Regenf IGM je jako ve standardnim pifpadé inverznim FeSenim vztahu (4.2) a je tieba jej
fesit individualné (poznamenejme, Ze ¢asto nemusi existovat analytické feSeni a je tfeba
pristoupit k numerickym metodam, viz Kapitola [3.4.1)).

Co se tyce vypoctu DIK a IIK ukazme, Ze v pripadé uvazovaného zobecnéného sériového
redundantniho manipulatoru je mozné algoritmy z Kapitoly [A.5] zobecnit a DIK a IIK pro
uvazovany zobecnény manipulator pocitat opét analyticky a efektivné.

Uvazujme opét translaéni a rotaéni rychlosti s.s. pfislusného ramene, které lze s pomoci
kinematického jakobidnu manipulatoru psat jako (ponechme ptivodni pouzivané oznaceni
s.s. ramen manipulatoru véetné pfipadnych kompenzaci jako Fy, Fi,..., F,):

"
g2
-0 P P D :
. : O, J1 J9 J Vi :
X =J/Q)- Qi = |9 _[. ) i 43
(Q)- QM1+ [w?] it 75 35 3 g (43)
J;(rQ)
Ka
O, =35 - qu+3h-Ga+-+35 @+ 430 ds (4.4)
W =38+ S b GG+

-p

kde 5 = 1...7 a sloupcové subvektory [;4, j? € R3 respektive J; € R3 kinematického
J

jakobianu J;(Q), zprostiedkovavaji piispévek j-tého kloubu ¢; do celkové translacni re-

spektive thlové rychlosti s.s. F; vzhledem k s.s. Fjy.

7 usporadani s.s. ramen dle D-H tmluvy lze opét ukazat, Ze sloupcové subvektory kine-
matického jakobianu lze ziskat z prvki homogennich transformac¢nich matic definujicich
DGM. Pro standardné uvazované klouby P resp. R reprezentované kloubovymi soufadni-
cemi d; resp. 0; jsou subvektory déna shodné jako v . Analogicky muzeme
z Obrazku [L.7) odvodit odpovidajici pfispévky od nové uvazovanych kloubtt P resp. R
reprezentované kloubovymi soufadnicemi a; resp. a; (obdobné jako v pfipadé tvorby kalib-
ra¢niho modelu manipulatoru v [127]). Vysledny kinematicky jakobian je dan tedy jako:

e P kloub reprezentovany D-H parametrem d; = Q = [QT, di}T:

- 14

e R kloub reprezentovany D-H parametrem 6; = Q = [QT, Oi]T:
14 fo ><fr07 .
[J.{)] = [ N “} (4.6)
Jj Zj-1
T-

e P kloub reprezentovany D-H parametrem a; = Q = [QT, ai]

:p 0
7| - mj] 47
7[5 7
e R kloub reprezentovany D-H parametrem «o; = Q = [QT, ai]T‘

<P 0 0
[Jj] — [mj X rj,l} (4 8)
-0 0 .
Jj L

183



Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

kde

0 0 0 0 0 0 0
Zabyvejme se dale odvozenim rekurzivnich algoritmil, analogickych k algoritmim v Kapi-
tole [AL5] pro vypocet rychlosti jednotlivych s.s. ramen zobecnéného sériového manipula-
toru.

Pro thlovou rychlost w? s.s. I vyjadfenou v s.s. Fy miZeme postupné psat s vyuZitim
vztaht (4.3 - , uvazujme nyni, ze viechny D-H parametry (dj, 6;, a;j, a;) piislusného
ramene reprezentuji aktuator

wy = 2oty + T1

wo = zobh + T10q +2102 + T2die = wi + 2102 + T2
—_—
wi

w3 = 2091 +x10q + Zléz + X900 +Z293 + x30i3 = wo + Z293 + x303

w2

w; =w;-1+ Zj_léj + :Ujdj (4.9)

U vektort je pro zjednoduSeni vypustén horni index +°, nebot predpokladame jejich vyjadieni vizdy
vzhledem k s.s. Fjp.
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4.1. Zobecnéni standardniho kinematického popisu manipuldtorii

o -0 1% o\ .
Pro transla¢ni rychlost O; s.s. F)j vyjadfenou v s.s. Fy muzeme psat:

01 = (20 x T0,1)91 + zody + ®1ar + (21 X 111)é1 = (20 X 701)01 + zod1 + 101

0
Oy = (20 x 102)01 + zody + @141 + (21 X 712)01 +
+ (21 X T19)0 + z1d2 + ToGa + (T2 X 792 )iy =
—~—
0
= (ZO X T071)91 + zod1 + 101 —l—(Z[) X 7”172)91 + (1131 X T172)d1+

0,
-+ (Z1 X 7’172)9‘2 + Zldg + xoay =
=0, + (Zoél + X1 + 2192) X719 + z1dy + Loy =

Vv
wo—xT202

=01+ wsy X T12 — (mg X 7‘172)@2 + z1dy + 209

O3 = (20 x 703)01 + zody + @141 + (21 X 713)01+
+ (21 X 7‘1,3)92 + z1dg + ®odn + (T X T93)d0+
=+ (Z2 X 7“2,3)(9‘3 =+ Z2d3 + x3a3 + (xg X T3,3)0'43 =
N
0
= (20 X 10,2)01 + zod1 + ®1a1 + (%1 X r12)d1 + (20 X T2,3)01 + (X1 X T2,3)c1+
+ (Z1 X T1,2)92 + Z1d2 + xoa9 + (Z1 X 7“2’3)92 + (332 X T273)062+
=+ (Z2 X T2,3)€9‘3 + Zng + x3a3 =

=0 + (2091 + @16 + 2109 + Todo + 2293) X712 3 + zods + w303 =

-~

w3—T343

=0y + w3 X T23 — (wg X ’I"273)C't3 + zod3 + x303

Oj = Oj_l FwjXPriqj— (xj X Tj_l’j)c'tj + Zj_ldj +xja; (4.10)
kde j =1...i, wo =0, Oy = 0 (poloha s.s. Fy je pevna)
Zj:Tj[1:3,3], Tj’i:Ti[l:3,4]—Tj[1:3,4], acj:Tj[1:3,1]
Kinematicky jakobian (4.3) a rekurzivni vztahy (4.9 [4.10) tak udavaji kompletni popis

okamzitych kinematickych tdloh po rychlosti zobecnéného manipulatoru, kde predpokla-
déme:

di=0 pokud Link i nemé P aktuator reprezentovany D-H parametrem d;, jinak d; € Q
0; = 0 pokud Link i neméa R aktuator reprezentovany D-H parametrem 6;, jinak 6; € Q
a; = 0 pokud Link ¢ nema P aktuétor reprezentovany D-H parametrem a;, jinak a; € Q
&; = 0 pokud Link ¢ nemé R aktuator reprezentovany D-H parametrem «y, jinak a; € Q
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Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

V piipadé uvazovani zrychleni, analogicky, jako v Kapitole plati:

q qQ
42 g2
OO . : :
o=@ || Q)| (4.11)
Wi 4; q;
2 | Gi |
Tedy:
=0 D D D D P . “p . “p . P .
O, =51 @+is- G+ +J3;¢G++73; G+ a1+ Gt +J; 4+ +7; G
(4.12)
) 0 . o0 - U 0 e o . o . o, o
w;=J1 QtJ2 @t TGt TGt I et g T

Casova derivace kinematického jakobianu J i(©) je dana ¢asovymi derivacemi jeho dil¢ich
prvki, tedy jeho sloupct, viz rovnice (4.5]- [4.8):

e P kloub reprezentovany D-H parametrem d; = Q = [QT, d;

-t

T.

I

e R kloub reprezentovany D-H parametrem 6; = Q = [QT, Qi]
g
b
Jj

e P kloub reprezentovany D-H parametrem a; = Q = [QT, ai]

-1 s

T
e R kloub reprezentovany D-H parametrem «o; = Q = [QT, ai] :

=1

3 (4.14)

.0 0 0 -0
_ [zjl X Tyt zg X% rjl,i]
j—1

T.

P 20 o, 2.0 0 70
. ! x rY. ) Y.
il = |:mJ i '+05L'J rw] (4.16)
Jj Zj

kde

0 _ A0 0 20 _ 0 0 0_ .0 0
rjﬂ-—Oi—Oj, Zi =w; Xz, T =w;Xx

Analogicky, rekurzivni vztahy pro vypocet zrychleni lze ziskat formalni derivaci vztaht
(4.9} fa. 100
(.Dj = L;Jj71 + ,'Zj,19.j + ijléj + d?jdj + acjdj (4.17)
Oj = O0j 1+ Xmj1j+wj X 1j— (& X115+ X 7j1;)0—
— (:Itj X ’I‘j_17j)(.)'dj + Zj_ldj + Zj_ldj + Liljdj + :Ejdj (4.18)
kde

’I"jJZOi—Oj, Z; =W X Zi, X;=W; XXT;

Kinematicky jakobian (4.3)) véetné jeho ¢asové derivace (4.11]) a rekurzivni vztahy (4.17,4.18))

tak udavaji kompletni popis okamzitych kinematickych tloh po zrychleni zobecnéného ma-
nipulatoru, kde predpokladame analogicky:
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4.2. Zobecnéni standardniho dynamického popisu manipulédtori

d; = 0 pokud Link i nema P aktuétor reprezentovany D-H parametrem d;, jinak d; € Q
6; = 0 pokud Link i nema R aktuator reprezentovany D-H parametrem 6;, jinak 6; € Q
d; = 0 pokud Link ¢ nema P aktuétor reprezentovany D-H parametrem a;, jinak a; € Q
&; = 0 pokud Link ¢ nemé R aktuétor reprezentovany D-H parametrem «;, jinak o; € Q

4.2. Zobecneni standardniho dynamického popisu

manipulatort

Dynamicky model zobecnéného redundantniho sériového manipulétoru je zaloZen na stej-
ném principu, jako dynamicky model standardniho sériového manipulatoru v Kapitole[A.6]
7 predchozi Kapitoly vime, Ze lze nalézt dopredny rekurzivni algoritmus vypoctu
rychlosti od zékladny smérem ke koncovému efektoru, viz , a zrychlenich, viz
vSech s.s. ramen manipuldtoru, tzn. zname pohyb vSech hmotnych ramen ma-
nipuldtoru. Z podminek dynamické rovnovéhy sil a momenti ptisobicich na jednotliva ra-
mena manipulatoru lze odvodit zp&tny rekurzivni algoritmus distribuce sil/momentu
z koncového efektoru smérem k zakladné manipulatoru, viz . Spolecné se zndmou
transla¢ni rychlosti tézisté ramen, viz psat (analogicky jako pro standardni mani-
puléatory):

e Dopredny rekurzivni algoritmus (vstup: Q, Q, Q)

wi = w1 + 2i-10; + Ticy

Wi = Wit + Zi—10; + zi—10; + ®id + @i

O;=0; 1 +@;i X 11+ wixTi1;— (T X 11+ 2 X 1)~
— (wl X Ti—l,i)di + Zi_ldz‘ + zi—ldi + x;0; + ;0

Doi = 0i +w; X rici +wi X (Wi X1ic)

kde i = 1,2...n, podatetni podminky wy = wy = Oy = 0.

e Zpétny rekurzivni algoritmus:

Fi=Ffiy1 +mi(Poi — o)
i =i — Fixricici+ fipr xrici twi X Ii-wi + 1 - w; (4.19)
I = RIIR)", ri10 =ri1i+7ric

kde i =n,n —1,...,1 a externi sily f, ., resp. momenty p, ,; ptsobici na posledni
rameno Link n formuji okrajové podminky. I} je pfislusny tensor setrvacnosti ramene

Link i vzhledem k jeho s.s. Fj, m; je hmotnost ramene a r; ¢; je umisténi téziste
ramene vzhledem k s.s. Fj.

Piislusné kloubové sily /momenty pro zobecnény redundantni manipulator jsou defino-
vany jako pruméty sil/momentt pusobicich na pfislusna ramena analogicky jako v pfipadé
, doplnéné o sily /momenty v aktuatorech prislusejici D-H parametrim a;, «;, viz
Obrazek 4.8t

flT -z;—1 pokud Link i m& P aktuator odpovidajici D-H parametru d;

u;fp -zi—1 pokud Link i ma R aktudtor odpovidajici D-H parametru 6;

fiT -ax; pokud Link ¢ ma P aktuitor odpovidajici D-H parametru a;

[p,;fp + (—ri—1, X fl)]T -x; pokud Link i ma R aktuator odpovidajici D-H parametru «;
(4.20)
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Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

Obrézek 4.8.: Znazornéni sily f, a momentu p,; ptisobici na rameno Link i

4.3. Zhodnoceni a predpokladané prinosy

Kinematickd optimalizace manipulatort je komplexnim problémem a nalezeni efektivnich
algoritmt FeSeni je striktné zavislé na definici samotné optimaliza¢ni tlohy. Navrhovany
pristup TeSeni optimaliza¢nich tloh s vyuzitim algoritmt optimalniho fizeni redundant-
nich manipulatori je moznou inovativni cestou, které se vymyka standardnim pristuptm
a umoznuje definovat a fesit optimalizaéni tlohy s jistym nadhledem a dokonce piesahem
nad parametrickou syntézu. Nastinény pristup nalezeni optiméalniho fizeni redundantniho
manipulatoru, jako manipulatoru fiktivné vytvoreného rozvolnénim nékterych apriori pied-
pokladanych konstantnich ndvrhovych parametri, mtze zprostredkovivat intuitivni ndhled
na ,vnitini chovani manipulatoru s ohledem na vykonavanou tlohu. Na zakladé takovych
informaci je mozné usuzovat, at uz intuitivné ¢i vybranym méfitkem, na vhodnost struk-
turdlnfho usporadani manipulatoru s ohledem na typ a umisténi aktuatori. Postupnym
fixovani méalo vyuzivanych aktuatort pak lze itera¢né ziskat optimalizovany manipulator
vzhledem k definované tloze. Tento fakt hraje vyznammnou roli v optimalnim fizeni ma-
nipulatori nebot umoznuje, byt ¢asteéné, vyuzivat prednosti strukturalni rekonfigurace
manipulatoru. Pravé nemoznost strukturalni rekonfigurace manipulatoru je hlavnim li-
mitujicim faktorem standardnich pfistupti parametrické optimalizace manipulatori, kdy
je cely optimalizacni proces vyuzit vyhradné k hledani jednoznacné definované mnoziny
konstantnich kinematickych navrhovych parametri. Schématické znazornéni optimélniho
navrhu manipuldtori je demonstrovano na Obréazku

Predpokladané vyhody, nevyhody a potencidlni problémy pii feSeni optimaliza¢ni tlohy
na zékladé optimalnfho fizeni redundantnich manipulatori jsou obsaZzeny v nésledujicim
souhrnu:
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Vyhody:

MozZnost libovolné volit komplex-
nost optimaliza¢ntho problému
(rozvolnénim D-H parametrii).

Nahled do vnitiniho ,,optimalniho*
pohybu manipulétoru.

MozZnost pfehodnotit umisténi a
typ aktuatorii.

Itera¢ni algoritmus vedouci k fixaci
vybranych rozvolnénych D-H para-

4.3. Zhodnoceni a predpokladané prinosy

Nevyhody:

Formulace opt. ulohy (nékdy zé-
sadni problém formulovat opt. kri-
térium, ukidzano na opt. rychlosti,
sil/momenti).

Problém v feSeni algebraické pod-
minky optimalizace na zakladé va-
ria¢niho pfistupu (ukdzano nale-
zeni analytického TeSeni pro opti-
malizaci rychlosti a sil/momenti,
obecné mize nastavat problém).

metril. e Zahrnuti omezeni (ukadzana moz-

nost zavedeni penalizaci - penali-
zace Tizeni pii optimalizaci rych-
losti, obecné mize byt problém).

Presah do strukturalni syntézy.

Vhodné pro navrhy vysoce specia-

lizovanych manipulatort. ) _
e Numerické algoritmy feSeni BVP -

numericki stabilita, presnost, sin-
gularity v kinematice atd.

e Vypocetni néroc¢nost (zejména
v piipadé itera¢nich algoritmt pti

volbé/fixaci D-H parametri).

Dalsi potencidlni vyzkumné aktivity, které lze predpokladat jako vyznamné za tucelem
realizace algoritmu optimalniho ndvrhu kinematické architektury manipulétoru na zékladé
vyuZziti optimalizace pohybu redundantnich manipulatori lze shrnout néasledovné:

Efektivni (rychlé, stabilni) algoritmy feSeni BVP:

Zéasadn{ faktor pii feSeni optimaliza¢niho problému s integralnim kritériem optimality
(zahrnujici globélni vlastnosti optimalizovaného manipulatoru pfes celou uvazovanou
trajektorii pohybu). Doposud nalezené metody (které jsou autorovi znamy) ¢asto
nevyhovuji (zejména s ohledem na vypocetni naro¢nost, nutnost presného odhadu
pocate¢nich podminek, atd.). Vzhledem k propracované metodologii navrhu optimaél-
niho Fizeni linedrniho systému s kvadratickym kritériem optimality (LQR fizeni) lze
uvazovat o aproximaci puvodniho optimalniho problému pravé LQR. tdlohou a rychlé
nalezeni suboptimalniho feSeni (napf. itera¢nim piistupem). V této souvislosti lze
v literatuie nalézt nékteré casto diskutované metody zaloZené na nasledujicich pri-
stupech:

— TIterated LQR (iLQR): ZaloZeno na aproximaci stavové rovnice, funkce f(q,u)
(v naSem piipadé linearni) a vahové funkce g(q, u,t) danym modelem (linearni
v piipadé stavové rovnice a kvadratickou, pozitivné definitni funkci v pripadé va-
hové funkce) a aplikace standardniho pfistupu LQR optimalniho fizeni v kazdé
iteraci algoritmu. Metody iLQR jsou diskutovany napt. v [56} [1T], [12] 118 13} [3]
zejména s ohledem na nalezeni vhodného itera¢niho algoritmu. Aplikace iLQR
na ulohy LQG lze nalézt napt. v [117, 119,57, 56]. Soucésti feseni BVP prostied-
nictvim iLQR je taktéz vhodna (positivné definitni) aproximace vahové funkce
v integralnim kritériu optimality. Metody takové aproximace (zejména pak na-
lezeni positivné definitni aproximace Hessianu vahové funkce) jsou diskutovany
napt. v [33), 34].

— Differential Dynamic Programming: Zalozeno na aproximaci obecné nelinearni
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Kapitola 4. Vyuziti optiméalniho rizeni redundantnich manipulatorii

Bellmanovy funkce funkci kvadratickou a nalezeni optimélniho stavového regu-
latoru obdobné jako v piipadé navrhu LQ regulatoru, viz [120), [77].

e Metody vyhodnoceni pohybu redundantnich kloubovych souradnic, ana-
lyza a rozhodovani, volba aktuatori, fixace volnych parametri:
Vstupem algoritmi pro vyhodnoceni pohybu redundantnich kloubovych soufadnic
jsou Casové zavislé optimalni trajektorie kloubovych soufadnic manipulatoru, které
byly ziskany v daném kroku iterace prostfednictvim feSeni optimalizacni tlohy pro
optiméalni pohyb redundantnich manipulatort (feseni BVP). Vystupem uvaZovanych
algoritmi budou za prvé strategie optimélniho vybéru aktuédtori, za druhé potom
metody fixace specifickych (rozvolnénych) kinematickych névrhovych parametri na
urcité vypoé&itané hodnoté (nap¥. pramérnych hodnotach atd.). Vyvoj takovych me-
tod umozni syntetizovat optimalni kinematické architektury manipulatori (vzhledem
k jejich pozadovanému pohybu) na zakladé parametrické, strukturalni optimalizace
a vyuziti vSech vyhod redundantnich architektur.

e Efektivni metody tvorby virtualnich simula¢nich modeld optimalizova-

nych manipulatori (véetné uvazovaného zobecnéného kinematického/dynamického
modelu):
Tato ¢ast potencidlnich vyzkumnych aktivit se zdanlivé vymyka tématu optimali-
zace robotickych architektur, nicméné pfesto vSe hraje vyznamnou roli. Syntéza a
névrh kinematickych architektur je v koneéném diisledku vzdy iteracnim procesem
a zejména pii hledani vhodné nestandardni kinematické architektury manipulétoru
je velmi pfinosné, pokud lze virtualni simula¢ni modely generovat rychle a efek-
tivné s miniméalnim vynaloZzenym usilim k jejich pfipadné rekonfiguraci, rozsifeni
¢i modifikaci. Pfesto, Ze efektivnim néstrojem pro modelovani tzv. vicehmotovych
(multi-body) systému je napf. prostfedi Matlab/Simulink /SimMechanics, viz [68],
pro symbolické vypoéty pak napf. software Maple, viz [65], v obou pFipadech se vSak
stale jedna o pfili§ obecny néstroj. Za tcelem zefektivnéni prace pii syntéze kinema-
tickych architektur manipulatori se zda byt rozumné vytvorit knihovnu funkénich
bloku a predimplementovanych funkci, které mohou byt nasledné snadno vyuZivany
pri tvorbé virtualnich simulac¢nich modela, pripadné pfi definici kriteridlnich funkeci
optimaliza¢nich algoritmi. Za timto tcelem byla v ramci feSeni tématu prace imple-
mentovana knihovna s ndzvem robotLib zahrnujici nékteré zédkladni stavebni prvky
pro tvorbu simula¢nich modeld, viz nasledujici vycet. Podrobnéjsi popis funkénich
blokti a pred implementovanych funkei lze nalézt v Kapitole

1. Standardni funkce a funkéni bloky pro modelovani sériovych manipu-
latora

2. Funkce a funkéni bloky pro modelovani zobecnénych (redundantnich)
sériovych manipulatori, viz Kapitoly

3. Funkce pro planovani trajektorie koncového efektoru

Predpokladé se, Ze knihovna pfedimplementovanych funkci a funkénich blokt bude
dale rozsifovana, zejména o moznosti modelovani paralelnich architektur manipulé-
tori.
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4.3. Zhodnocenf a predpokladané prinosy

Inzenyrsky navrh
(zku$enosti, technicky cit, ...)

DEFINICE OPTIMALIZACNI ULOHY

STATICKA OPTIMALIZAGE

Staticka optimalizace
(vzhledem k volnym (n2) D-H parametram,
Culling algoritmus,...)

PARAMETRICKA OPTIMALIZACE

OPTIMALIZACE POHYBU
REDUNDANTNICH MANIPULATORU

SMER DALSIHO VYZKUMU

- kloubovych soufadnic atd.)

STRUKTURALNI PARAMETRICKA
OPTIMALIZACE OPTIMALIZACE

DalSi iterace optimalizace pohybu reglundantnich manipulatoru
(napf. s mensim poctem volnych paramety

Rizeni

standarni pfistupy

Pocet aktuatora:
Mg, M =N

Obrézek 4.9.: Schématické znézornéni optimalizace manipulatoru (véetné znazornéné ob-
lasti dalsiho predpokladaného vyzkumu).
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Kapitola 5.
Zaver

Presto, ze robotika je bezpochyby védnim oborem, kterému je vénovana intenzivni po-
zornost jiz fadu let a mnohé problémy jsou dnes prezentovany jako vyfeSené a uzaviené,
stale lze nalézt zcela zasadni a dosud obecné a systematicky nevyfeSsené otazky. Jednou
z takovych otazek je pravé navrh a optimalizace robotickych architektur, které je véno-
vana predlozena prace. Navzdory tomu, Ze je Casto tato oblast odsouvana do pozadi pred
dnes aktualnimi, modernimi a technickou vefejnosti upfednostiiovanymi tématy jako napf.
autonomni a kognitivni funkce pro fizeni robotu, kolaborativni, kooperativni a asistenc¢ni
roboty, systémy strojového vniméani a porozuméni, humanoidni roboty atd., jedna se o zcela
zésadni problém, jehoz feSeni v kone¢ném dusledku velkou mérou ovlivni kvalitu komplex-
niho navrzeného robotického zafizeni a miru jeho efektivniho vyuziti pro danou uvazova-
nou ulohu. Opodstatnénost problému navrhu a optimalizace robotickych architektur lze
sice Castecné zmirnit faktem, Ze dnesni modern{ HW a SW prostfedky umoziuji realizovat
pokrocilé, sofistikované a vysoce efektivni algoritmy p¥imovazebniho a zpé&tnovazebniho
fizeni, které do jisté miry mohou kompenzovat strukturalné ¢i parametricky nevhodny ki-
nematicky nadvrh manipulatoru, nicméné takovy piistup bude s vysokou pravdépodobnosti
nejen neefektivni, slozity a finanéné néroc¢ny, ale bude zejména zbytecné Cerpat mozny
potencial F{dictho systému, ktery miize byt mnohem efektivnéji vyuzit za ucelem vlozeni
ur¢itého ,inteligentniho* chovani do robotického zarizeni. Typickym piikladem miize byt
aktivni kompenzace rezidualnich vibraci nevhodné navrZzené mechanické konstrukce ma-
nipulatoru, ktera musi byt feSena fidicim systémem s velmi rychlou periodou vzorkovani.
Existuje vsak cela rada situaci, kdy nevhodny névrh robotického zafizeni jiz nelze ak-
tivné kompenzovat a navzdy se tak stava jeho nedilnou soucésti. Typicky se jedné napf.
o nasledujici situace:

e Nutnost predimenzovdani pohoni (at uz s hlediska mazimdlnich mozZngch rychlosti ¢i
sil / silovgch momenti) - tento fakt hraje extrémni roli zejména v pfipadé sériovych
manipulatord, kdy se z divodu nepfiznivého poméru mezi hmotnosti a vykonem
pohonti snadno stavé cely problém nefesitelny.

e Nadmeérnd energetickd spotieba robotického systému, neimérné dlouhy cas cyklu -
problém lze efektivné resit zejména pro robotické zafizeni vykonavajici jednotucelovou
¢innost (typicky napf. svarovaci roboty na velkych vyrobnich linkach), napt. realnym
problémem c¢asové optimalizace pracovniho cyklu 6 DoF primyslového manipulatoru
IRB 140 od firmy ABB pro vyrobu panti umisténého na linedrnim pojezdu je fesen
v [52].

o Nutnost prepldnovdni pohybi. manipuldtoru z divodi singularit - problém nastéva
v pfipadé koordinovaného pohybu manipulatoru, kdy z divodu pohybu v blizkosti
singularnich poloh neni mozné realizovat piedepsanou trajektorii koncového efektoru.

e Prostorovd omezeni - Kkolize manipulatoru s prekdzkami ¢ vzédjemné kolize ramen
mohou byt zdrojem zasadnich problémi zejména v piipadé pohybu manipulatoru
v silné prostorové omezeném prostiedi.

193



Kapitola 5. Zavér

e qatd.

Poznamenejme, Ze vyznam navrhu a optimalizace robotickych architektur je markantni
zejména v piipadech, kdy budeme uvazovat apriori vyvojovou ¢innost (rapid prototyping)
novych nestandardnich robotickych architektur, které jsou urceny k reSeni konkrétnich
specializovanych tloh a jejich pfipadné nahrazeni komer¢nimi systémy se ukazuje jako bud
zcela ¢i Castecné nevyhovujici. Pravé tento fakt byl hlavni motivaci predlozené prace, nebot
odpovéd na otézku, ,, Jak navrhnout a parametrizovat vhodny manipulétor pro polohovani
konkrétni nesené technologie specifickym zpisobem (komplexni pohyb koncového efektoru),
ve specifickych podminkéch (technologické umisténi robotu, omezeny prostor atd.)?, byla
potfeba nalézt ve vSech doposud feSenych projektech, viz Kapitola

Presto, Ze z obecného hlediska lze v souvislosti s optimalizaci robotickych architektur vy-
mezit dvé zasadni oblasti, a to strukturdlni a parametrickou optimalizaci, byla predlozené
prace vénovina zejména tématu parametrické optimalizace, a to z nasledujicich duvodt:

e Strukturalni optimalizace (syntéza) zahrnujici topologickou syntézu manipulatoru ve
smyslu volby poc¢tu a typu kloubt ¢i ramen a jejich vzajemného propojeni do po-
doby otevfenych ¢i uzavienych kinematickych fetézcii je velmi komplexni a slozity
problém (pfedevsim z divodu vlastni definice vhodného kritéria optimality a samot-
ného feseni). Do jisté miry lze problém redukovat na navrzeni topologické struktury
manipulatoru s ohledem na pozadovany typ a pocet DoF koncového efektoru. Né-
které metody vySetfovani poctu DoF (jednoduché formulace na zékladé kvantitativni
informace o topologickych parametrech - pocet ramen, kloubti atd. ¢ korektni me-
tody vySetfovani po¢tu DoF z rovnic kinematického omezeni) jsou pro demonstraci
diskutovany v Kapitole 2] Diraz je kladen zejména na paralelni architektury manipu-
latori, kde zminény problém formuluje zasadni otazku, zda-li je navrzena robotické
architektura schopna vykonavat pozadovany typ pohybu.

e Strukturalni syntéza je ¢asto FeSena intuitivné na zakladé zkusenosti a ,,inZenyrského*
citu navrhafe peclivé seznameného s technickou oblasti nasazeni manipulatoru.

e Vlastnosti i ne zcela optimalné zvolené kinematické struktury manipulatoru mohou
byt z velké ¢asti vylepseny vhodnymi pfistupy parametrické optimalizace.

Problém (statické) parametrické optimalizace, tedy standardné problém nalezeni (konstant-
nich) kinematickych navrhovych parametri manipulétoru (typicky napt. D-H parametri),
je mozné definovat v obecné roviné jako nelinearn{ optimaliza¢ni Glohu s nelinearnimi ome-
zenimi typu rovnosti a/nebo nerovnosti. Takovy obecny problém lze feSit s pomoci celé
fady standardnich optimaliza¢nich algoritmu. Za tc¢elem vyc¢lenéni vlastniho predlozeného
pristupu k parametrické optimalizaci byly tyto metody diskutovany a shrnuty v Kapi-
tole 3:2.3] Soucasné byly v Kapitole [3.2.4 podrobné prozkoumény alternativni moznosti
pristupu k parametrické optimalizaci, které, na rozdil od obecnych piistupi, nahlizeji na
proces parametrické optimalizace prostfednictvim urcitych analogii s ohledem na konkrétni
zameéfeni k danému druhu optimalizace.

Na tomto zakladé byl v Kapitole [3.3] déle vyspecifikovan vlastni pfistup k problému zmi-
néné statické parametrické optimalizace zalozeny na modifikaci a rozsifeni tzv. Culling
algoritmu (diskrétni algoritmus pifimého prohledévani diskrétni mnoziny p¥ipustnych fe-
Seni) umoznujici nalézt v uspokojivém ¢ase globalni optimum (pfipadné optima nasledu-
jici). Efektivita algoritmu s ohledem na poZzadovany pocet vycisleni uvazované kriterialni
funkce byla zhodnocena v porovnani s algoritmem hrubé sily. V uvazovanych demonstrac-
nich piikladech byla prokazana vice jak 95% uspora v poctu vy¢isleni kriterialni funkce
(pro 10000 predpokladanych sad kinematickych névrhovych parametri a 45 diskrétnich
bodi reprezentujici hodnoceny pracovni prostor manipulatoru). Poznamenejme, Ze efekti-
vita algoritmu je do zna¢né miry ovlivnéna volbou poc¢atec¢ni podminky (vybrana poc¢atecni
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sada parametrii), ktera by méla byt vybrana s ohledem na jistou apriorni znalost tulohy
(napf. na zakladé znamych kinematickych navrhovych parametrii, pro které aloha vykazuje
uspokojivé (byt neoptiméalni) vysledky).

Vysledky globalniho optimaliza¢niho algoritmu byly vyuzity jako poc¢ateéni podminky né-
sledné lokalni optimalizace (pomoci jiz standardnich pfistupi).

Zatimco algoritmy statické optimalizace, tak jak byly definovany v Kapitole umoziuji
ziskat findlni optimalni konstantni kinematické navrhové parametry vedouci k nalezeni ex-
trému dané kriterialni funkce pres uvazovany pracovni prostor, z obecného pohledu na
parametrickou optimalizaci lze identifikovat systematickd omezeni takového pristupu né-
sledovné:

e Vysledky statické optimalizace davaji jednoznacny vysledek jako hodnotu optimél-
nich konstantnich kinematickych néavrhovych parametri vzhledem k danému kritériu
optimality podél celé uvazované trajektorie pohybu koncového efektoru (¢i na dané
restrikei pracovniho prostoru).

e Principiilné tak neni znam intuitivni ndhled do optiméalniho chovani manipulédtoru
b&hem pohybu s ohledem na potencidlni zménu optimalizovanych parametri podél
takové uvazované trajektorie.

e V drtivé vétsiné pfipadl je mnozina kinematickych navrhovych parametrt striktné
zadéna a soucasné nepokryva veskeré eventuélni konstrukéni moznosti (tzn. kinema-
tickymi parametry nutné nejsou vSechny D-H parametry obecné popisujici kinema-
tiku manipulatoru).

e Statické optimalizace neposkytuje zddnou informaci o vhodnosti strukturalniho uspo-
fadani manipulatori (s ohledem na jejich typ a umisténi), pozice a typy aktuatort
jsou pevné zvoleny.

Vzhledem k vyse uvedenym skutec¢nostem byl v praci pfedstaven novy piistup k algoritmtim
parametrické optimalizace zalozeny na pfistupu rozvolnéni danych ptvodné konstantnich
kinematickych navrhovych parametri. Pfirozené lze tak formulovat optimalizacni tlohu
pro takto vznikly redundantni manipulator a nalézt optimalni trajektorie odpovidajicich
kloubovych soutadnic, tedy originalnich kloubovych soufadnic a nové vzniklych kloubovych
soufadnic (redundantnich kloubovych soufadnic parametrizujici feseni IGM /IIK), optima-
lizujici dané kritérium optimality. Za tucelem relevantniho zhodnoceni znamych pfistupi
k optimalizaci pohybu redundantnich manipulatori byly v Kapitole [3:4.1] detailné analy-
zovany nékteré lokalni metody optimalizace, konkrétné metody optimalizace na zékladé
kinetostatickych ukazatelii (optimalizace vzdalenosti od singularnich poloh, optimalizace
pohybu aktuatori co nejblize predepsané poloze) ¢i metody optimalizace zajistujici mini-
malizaci pozadovanych sil /silovych momentii v aktuatorech (integraci dynamického modelu
manipulatoru). Na demonstracnich prikladech byly ukazény nasledujici limitujici faktory
takového pristupu:

e Metody jsou zalozeny vyhradné na okamzitych kinematickych talohach IIK (pro rych-
losti a zrychleni).

e Optimalnim FeSenim metod jsou pozadované rychlosti ¢i zrychleni (ekvivalentné sily /silové
momenty) na aktuatorech (originalni i parametrizujici kloubové souradnice), které
jsou nezavisle vypocitany v kazdém diskretizovaném casovém okamziku planované
trajektorie koncového efektoru manipulatoru.

e Neni tak bran jakykoliv zfetel na dynamické chovani manipulatoru podél trajektorie
(vypocitané optimalni hodnoty rychlosti/zrychlenich kloubovych souradnic mohou
byt nekonzistentni a nerealizovatelné).
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e Presto, Ze nalezené trajektorie kloubovych souradnice jsou vzhledem k definovanému
kritériu optimalni v kazdém diskretizovaném bodu trajektorie koncového efektoru,
z globélniho pohledu mohou byt tyto priubéhy nezadouci - kritérium nehodnoti cely
pohyb manipulatoru jako celek (globalné). Dusledkem mohou byt vysoké (byt op-
timélni) pozadavky na rychlosti ¢ sily silové momenty zejména v piipadé ¢asové
dlouhych trajektorii (tinik v ¢ase do nepfipustnych hodnot).

S ohledem na identifikované limitujici faktory byla v Kapitole [3:4.2] definovana nova opti-
maliza¢ni tloha zaloZena na principech optimélniho fizen{ s integralnim kritériem optima-
lity (integral vahové funkce podél celé uvazované trajektorie pohybu koncového efektoru).
Cilem optimalizace byla minimalizace hodnoty integralniho kritéria uvazovaného jako in-
tegral kvadratu normy rychlosti aktuatorti resp. integral kvadratu normy pozadovanych
sil/silovych momentu aktuatori. Bylo ukazéano, Ze tato minimalizace odpovidd minima-
lizaci celkové ujeté vzdélenosti vSemi aktuatory manipulatoru (relevantni ukazatel napft.
v piipadé opotiebeni kloubt, prevodovek, lozisek manipulatoru atd.) resp. celkové elek-
trické energii potiebné k realizaci planovaného pohybu koncového efektoru. Parametrizujici
(redundantni) kloubové soufadnice manipulatoru byly modelovany fyzikalné realizovatel-
nym stavovym dynamickym modelem (se stavem odpovidajicim poloham a rychlostem
a Fizenim odpovidajicim zrychleni redundantnich kloubovych soufadnic). Vysledkem op-
timaliza¢niho algoritmu byl tak optimalni pribéh fizeni (zrychleni) redundantnich klou-
bovych souradnic - tedy fyzikalné realizovatelny akéni zasah parametrizujici feSeni IGM,
IIK (zohlednéni integralnich zavislosti mezi polohou, rychlosti a zrychlenim kloubovych
soufadnic).

Za ucelem efektivniho feseni tlohy optimélniho fizeni byly prozkoumany dva principialné
odlisné pristupy, a to Bellmanova optimalizacni rekurze a Hamiltoniv piistup. Vysledna
optimalizacni dloha byla nakonec formulovana dle varia¢niho pfistupu prostiednictvim
soustavy Hamiltonovyjch kanonickyjch rovnic - algebro-diferencidlnich rovnic s okrajovymi
podminkami z nasledujicich duvodi:

e Nalezeni jedné realizace optimalni trajektorie ze zndmého pocate¢niho stavu (polohy
a rychlosti redundantnich kloubovych soufadnic) je dostacujici.

e V konetné podobé optimalizacniho algoritmu neni nutné TeSit soustavu algebro-
diferencidlnich rovnic, nebot bylo v predlozené praci dokazano, viz Kapitola [3.4.2.2
ze algebraickd podminka muze byt feSena explicitné (a algoritmicky vzhledem k obec-
nym implementovanym metodam) v analytickém tvaru, a to nejen pro minimalizaci
rychlosti (trivialni), ale zejména pro minimalizaci sil/silovych momenti.

e Ziskana soustava samotnych diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkami (Boun-
dary Value Problem - BVP) (ziskana dosazenim vyfesené algebraické podminky) 1ze
jiz Tesit standardnimi efektivnimi numerickymi metodami.

e Za tucelem ziskdni odhadu optiméalni trajektorie parametrizujicich kloubovych sou-
fadnic jako pocatecni podminky inicializujici numericky algoritmus fesici BVP byla
v praci definovana metoda odhadu zaloZené na polynomiélni aproximaci optimaél-
niho feSeni. Hledané parametry polynomialni aproximace byly nalezeny podruznym
vypocetné nenaro¢nym optimaliza¢nim procesem (simplexovy algoritmus).

e Pfesto, ze pristup k fesen{ optimalniho pohybu redundantniho manipulatoru zalozeny
na principech automatického fizeni lze povazovat za obecné komplikovanéjsi tlohu
nez standardni metody citované v Kapitole|3.4.1} je tento piistup vyhodny s ohledem
na globdlni charakter optimalizace s vysledky vedouci na fyzikdlné realizovatelné akcni
zasahy (pozadované zrychleni redundantnich kloubovych souradnic a potazmo vech
zbyvajicich kloubovych soufadnic manipulatoru).
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Navrzend metoda optimalizace byla demonstrovana a ovéfena na vlastnich pf¥ikladech.

Nalezenim optimalni trajektorie kloubovych sourfadnic pro redundantni manipulétory, kde
redundantni kloubové souradnice reprezentuji puvodni konstantni uvazované D-H parame-
try, lze ziskat urcity intuitivni ndhled do optimalniho chovani rozvolnéného manipulétoru.
Pravé tento fakt byl inspiraci pro dalsi potencialni vyzkumné aktivity prezentované v Ka-
pitole [4l Nova predlozend myslenka spocivala v zobecnéni standardniho kinematického a
dynamického modelu sériového manipulatoru takovym zptisobem, Ze kazdy D-H parametr
miiZze byt uvazovan jako aktuator. V obecném pripadé lze tak ziskat pro n; ramenny ma-
nipulator (véetné uvazovani kompenzaci polohy zakladny a koncového efektoru) celkem az
4-n;+6 aktivnich kloubt. Pro m uvazovanych DoF koncového efektoru tak ziskavame redun-
dantni{ manipul&tor stupné r = 4 - n; 4+ 6 —m. Novy kinematicky a dynamicky model takto
zobecnéného manipulétoru byl odvozen a parametrizovan piislusnym vybérem aktivnich
kloubtu. S vyuzitim definované optimaliza¢ni tlohy pro pohyb redundantnich manipulé-
tort v Kapitole lze poté ziskat optimalni prubéhy kloubovych soufadnic zobecnéného
manipulatoru, a tedy i nahled na optiméalni chovani definovaného redundantniho mani-
pulatoru. Takovy pristup otevira fadu moznosti v souvislosti s optimalizaci robotickych
architektur (nejen parametrické, ale i strukturalni), jmenujme proto nékteré z moznosti,
které se zdaji byt zajimavé:

e S ohledem na statickou parametrickou optimalizaci - z optimélnich priabéhu klou-
bovych soutradnic lze usuzovat, jaké kloubové souradnice (D-H parametry) by bylo
mozné fixovat na konstantnich hodnotach, v Kapitole [] jsou nastinény nékteré po-
tencialné mozné algoritmy pro postupné zafixovani hodnot.

e S ohledem na strukturdlni optimalizaci - z optimalnich pribéht kloubovych souradnic
1ze usuzovat na vhodnost osazenych aktuatori manipulédtoru, jinymi slovy, zda-li neni
vyhodné nékteré aktuatory nahradit jinymi typy (P, R) ¢ aktuatory presunout na
jiné pozice v kinematickém fetézci (na misto D-H parametrt d;, 6;, a;, a;).

Obé zminéné moznosti (relace k parametrické a strukturalni optimalizaci) jsou de-
monstrovany na ilustra¢nim piikladu 3 DoF sériového redundantniho manipulatoru,

viz Piiklad E11

e 7 pohledu tizeni tizeni (ne)redundantnich manipuldtori - uvazovany pristup dava
soucasné odpoveéd na otézku, zda-li neni vyhodné nékteré vybrané redundantni klou-
bové soufadnice ponechat (z pivodné neredundantniho manipulatoru ziskat pridanim
prislusnych pohonit manipulator redundantni) pravé z divodu vyznamného vylepSeni
uvazovaného kritéria optimality, kterym muize byt takova modifikace opodstatnéna
(aspora energie, prodlouzeni Zivotnosti atd.).

V konecné dusledku lze vSak témér vzdy predpokladat, Zze pro optimalizaci robotickych
architektur pro realné aplikace bude proces optimalizace vzdy do jisté miry itera¢nim pro-
cesem a jen stézi si lze predstavit zcela univerzalni optimaliza¢ni algoritmus. Navrzeny
inovativni pfistup lze v takovém ohledu prezentovat jako ur¢ity ,,poradni systém pro na-
vrh novych robotickych architektur (ve smyslu hledani odpovédi na otézky typu: neredun-
dantni/redundantni manipulator, umisténi a typ aktuatori, nalezeni konstantnich hodnot
parametrii atd.), ktery bude vSak naptiklad i nékolikrat iterovan (napf. z diivodu zmény
optimaliza¢niho kritéria - zasadni vliv na vysledky optimalizace, osazeni/premisténi aktu-
atori - zména dynamického modelu, navyseni/sniZeni po¢tu ramen & apriori rozvolnénych
D-H parametrua atd.).

Soucasti predloZené prace je vlastni implementace nové knihovny robotLib, viz Kapi-
tola Jedna se o knihovnu predimplementovanych funkei v prostiedi Matlab a funke-
nich blokii v jeho nadstavbé Simulink /SimMechanics, které byly vyvinuty za téelem kon-
zistentniho a systematického vytvareni virtualnich simulac¢nich modeli optimalizovanych
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manipulétori (obecnych sériovych manipulatort). Knihovna obsahuje nejen bloky pro stan-
dardni kinematické a dynamické modely sériovych manipulétori, ale je rozsifena i pro
uvazované zobecnéni sériovych manipulatori. Knihovna robotLib tak poskytuje relativné
komplexni SW néstroj pro ucely kinematické optimalizace robotickych architektur a byla
intenzivné vyuzivana v pfedlozené praci.

V Kapitole [ jsou podrobné specifikovany dalsi navazujici vyzkumné aktivity, které by
umoznily efektivni vyuZziti a nasazeni predlozené myslenky optimalizace, jedné se zejména
o nalezeni efektivnich metod feseni BVP, algoritmy zpracovani a vyhodnoceni vysledki op-
timaliza¢niho algoritmu (tzn. optimélnich prubéhu kloubovych soufadnic) ¢i dalsi rozsifent
uvazovanych postupt a algoritmu (knihovny robotLib) pro paralelni manipulatory.

198



Priloha A.
Matematika v robotice

V uvedené kapitole je stru¢ny souhrn pouzitych matematickych zakladt. Presto, Ze témér
vSechny tyto zaklady lze nalézt v uvedené literatuie, mnohdy je v kontextu daného do-
kumentu obtizné cerpat z ruznych zdroju a kompaktni shrnuti zachovavajici syntaktické
matematické znaceni hraje klicovou roli pro zdarné porozuméni predkladané problema-
tiky.

A.l. Reprezentace obecného pohybu v robotice

Pro popis pohybu manipuldtort jako systému slozeného s pevnych hmotnych ramen a
nehmotnych kloubti byla zavedena cela fada metodik (jinymi slovy amluv), jedna z nejpo-
uzivangjsich bude detailné zminéna v Kapitole[A:2] Vsechny amluvy vSak vychazi ze stejné
mySlenky, a to ze vzajemné transformace polohy soufadnych systémi pevné umisténych
v jednotlivych ramenech manipulatoru. Zabyvejme se proto nejprve reprezentaci polohy,
rychlosti a zrychleni obecného télesa pfedstavujici jedno rameno manipulétoru.

A.1.1. Reprezentace polohy

Predpokladejme dvojici souradnych systému (dale jen s.s.), z nichz prvni s.s. F} = {O; —
x1Y,z1} je pevné spojen s ramenem Link 1 a druhy s.s Fy = {O2 — T2ys22} s ramenem

Link 2, viz Obrézek [A.1]

Obrazek A.1.: Transformace souradnych systému

Vzéjemné translace s.s. Fy a Fy je zfejmé dana vektorem translace ri, = O3 — O} = Ol.
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Priloha A. Matematika v robotice

Jejich vzajemna rotace miize byt vyjadiena matici rotace R3, pro kterou plati néasledu-
jicf}
e R} € R?3 je realna matice rozméru [3z3], jejiz sloupce reprezentuji soufadnice jed-
notkovych smérovych vektort s.s. Fy v s.s. (¢ vzhledem k s.s.) F}.

Ry =[x} y} 2

° R% je ortogonalni matici (jeji sloupce jsou vzajemné ortogonalni-kolmé, zaroven
sloupcové vektory maji jednotkovou velikost). Tedy nutné plati:

(R))" " Ry=1 = (Ry)™'=(Ry)" =R} (A1)

kde R? je matice rotace, jejiz sloupce reprezentuji soufadnice jednotkovych sméro-
vych vektoru s.s. F} v s.s. Fy.

Ri= [z} y? zi]

e Determinant matice rotace vyjadiujici orientaci pravotoéivéh(ﬂ s.s. je roven +1:

det(R3) =1 (A.2)

e Matice rotace je neminimalni reprezentaci orientace, nebot prvky takové matice jsou
vzajemné zavislé. Lze snadno nalézt 6 skaldrnich nezéavislych vazebnich rovnic, napf.
pro rotaci R} = [cl co 03], kde ¢; jsou sloupce matice, ziejmé plati:

T
&

¢l -cj=1, i=j (3 skalarni rovnice - normované vektory)

-¢j =0, i j (3 skalarni rovnice - kolmost vektort)

Minimalni po¢et parametri pro popis obecné rotace je tedy t¥i (viz napf. Eulerovy
tuhly).

e Inverzni transformace polohy 1ze odvodit nasledovné:
Necht P! oznacuje soufadnice bodu P v s.s. Fi a P? soufadnice stejného bodu
v s.8. Iy, potom dopfednou a inverzni transformaci lze s vyuzitim inverze matice

rotace (A.1]) psat jako:
p! = Ti? + R} - P? (dopfedna transformace) (A.3)
P>=_R?. TiQ + R? - P! (inverzni transformace) (A.4)

e Rozlisujeme tii zakladni elementarni rotace dvou s.s.

— Rotace kolem osy @1 s.s. F} o thel
Tedy s.s. Fy vznikne natocenim souradného systému F; kolem osy a1 o thel .

1 0 0
R,(a)=| 0 cos(a) —sin(a) (A.5)
0 sin(a) cos(a)

'"Dolni index oznaluje konkrétni vektor (bod), zatimco horni index vyjadiuje, v soufadnicich kterého
soufadného systému je tento vektor (bod) vyjadien. Napft.: 1’%,2 a 1’%2 oznacuje ten samy vektor, ale
jeho soufadnice jsou jednou uvazovany vzhledem k s.s. Fi a podruhé k s.s. Fb.

2Pro poiadi soufadnicovych os plati pravidlo pravé ruky. Vzdy budeme uvaZovat pravotocivé s.s.
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A.1. Reprezentace obecného pohybu v robotice

— Rotace kolem osy y; s.s. F} o thel g
Tedy s.s. Fy vznikne nato¢enim soufadného systému F; kolem osy y, o thel g.

cos(B) 0 sin(B)
Ry (B) = 0 1 0 (A.6)

—sin(8) 0 cos(B)

— Rotace kolem osy z; s.s. F} o thel ¥
Tedy s.s. Fo vznikne natocenim soufadného systému Fj kolem osy z; o thel 7.

cos(y) —sin(y) 0
R.(y) = | sin(y) cos(r) 0 (A7)
0 0 1

e Uhly a, 8, v se nazyvaji Eulerovské tihly a tvoii jeden ze znamych moznosti popist
rotace téles v prostoru.

e Obecnou rotaci muzeme vyjadrit skladanim rotaci elementarnich, a to dvéma zaklad-
nimi postupy:

1. Postupna rotace kolem os souradnych systémi
Napftiklad podle schématu XYZE}

— Odrotuj s.s. Fy okolo osy @ o tthel a = vznikd novy souradny systém F}
(matice rotace Ry(a)).

— Odrotuj s.s. F] okolo osy y} o thel 8 = vznikd novy soufadny systém Fy’
(matice rotace Ry(3)).

— Odrotuj s.s. F{' okolo osy 2] o thel v = vznika vysledny soufadny systém
F5 (matice rotace R,(7)).

Vyslednou matici rotace muzeme tak psat jako:

R; = Ry(a) - Ry(B) - R:(7) (A.8)

2. Rotace kolem os soufadného systému F; (fixované osy rotace)
Opét podle schématu XYZ:

— Odrotuj s.s. Fy okolo osy ¢ o tthel o = vznikd novy souradny systém FY
(matice rotace R;(«)).

— Odrotuj s.s. Fy okolo osy y; o thel f = vznikd novy soufadny systém FY
(matice rotace Ry(f3)).

— Odrotuj s.s. F{" okolo osy z; o thel v = vzniké4 vysledny soufadny systém
F5 (matice rotace R.(7)).

Lze ukazat, Ze vyslednou matici rotace miizeme tak psat jako:
R; = R.(7) - Ry(B) - Ru(a) (A.9)

B Poznamka A.1 (Singularity v transformaci: matice rotace - Eulerovy uhly)
Je ziejmé, Ze ze znamych Eulerovych ahla «, 5, v lze bez jakychkoliv potizi vzdy vypocitat
matici rotace Ri(a, 3, 7), viz vztah 1 , mluvime o tzv. doptedné transformaci.

3Schéma XYZ oznacuje posloupnost rotaci kolem jednotlivych os, Gasto pouzivané schéma, je napt. ZYZ.
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Priloha A. Matematika v robotice

Zpétnou transformact pak rozumime stanoveni Eulerovskych thli «, 8, v ze znaAmé matice
rotace
1L T2 713
Ri(o, B, 7) = |ra1 raa 73 (A.10)

31 T32 733
Budeme-li uvazovat schéma XYZ s postupnou rotaci kolem os soufadnych systémii, matice
rotace je dana podle (A.8):
Rj(a, B, 7) =
cos (8) cos (7) — cos () sin () sin (8)
sin (o) sin (B) cos () + cos () sin (y)  —sin (a) sin (5) sin (y) + cos () cos () —sin (a) cos (5)
—cos (a) sin (8) cos () + sin () sin (y)  cos («) sin (5) sin () + sin () cos ()  cos (a) cos (5)
(A.11)

Porovnanim rovnice (A.11) a (A.10)) Ize uréit Eulerovy thly nésledovn@

Pro 3 € (-3, §), cos 8 > 0:

a = atan2(—rag, r33)
B = atan2(r13, \/ (133 +733))

~v = atan2(—7r12, r11)

Pro 3 € (%, 37), cos B < 0:

a = atan2(rgs, —rss3)

B = atan2(ri3, —\/(r3; +133))

~v = atan2(ri2, —r11)

Pro 3 = —7 matice rotace degeneruje na matici:
0 0 -1
Ry(a, B, 7) = |—sin(a—7) cos(@—7) 0

cos(a—=) sin(a—v) 0

Lze urc¢it jen thel ¢ = a — 7.

Pro 3 = 7 matice rotace degeneruje na matici:

0 0 1
Ry(a, B, 7) = | sin(a+7) cos(a+79) 0
—cos(a+7) sin(a+7v) 0

Lze urcit jen thel ¢ = a + ~.

Jinymi slovy, ihel 3 = 47 predstavuje singularitu v reprezentaci rotace pomoci Eulerovych
thlid, nebot osa @1 a 2] jsou rovnobézné (opacné ¢i shodné) a nelze tak jednozna¢né uréit
thly «, v. Jednozna¢né lze ur¢it jen jejich rozdil, ¢i soucet ¢. |

*Funkce ¢ = atan2(z, y) zohlediuje znaménka argumentt « a y a vraci korektni feSeni ve viech kvadran-
tech ¢ €< 0, 27 >
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A.1. Reprezentace obecného pohybu v robotice

Pro popis rotace dvou soufadnych systému se jeSté vyuzivaji kromé matice rotace dalsi
zplsoby reprezentace. Mezi nejznaméjsi patii zejména (indexace matice rotace je vypus-
téna):

1. Reprezentace orientace pomoci obecné osy rotace
. . - . , T
Kazdou obecnou rotaci lze prevést na rotaci okolo obecné osy r = [ Ty Ty T2 ]
o thel 6. Jedné se o prirozenou reprezentaci orientace. Dostadvame opét neminimaln{
reprezentaci orientace uréenou 4 parametry. Existuje jedna vazebni rovnice (norma
vektoru osy rotace) rl.r =1

Doptedné transformace {r, 0} — R(r, 0) lze opét vypocitat vidy a jednoznacné:
7‘%(1 —cp) + co rary(1 —cp) — 71289 Tar2(1 —cp) +1ryse
R(r,0) = |ryry(l —cg) + 1250 ri(l —cp) + o ry12(1 — cg) — 280

rars(1—cp) —rysg Tyro(1—co) — rzsg r2(1 — cg) + cp
(A.12)

Inverzni transformace R(r, 0) — {r, 6} je dana jako:

32 — 723
—1 1
0 = arccos | L + 722 ¥ 733 , T=—|ri3—1r31|, prossg 0 (A.13)
2 2sp
T21 — T12

kde r;; = RJi, j] jsou odpovidaji prvky matice rotace.
Pro inverzni transformaci dochéazi k singularnimu p¥ipadu pro 6 = 0 a § = «, kdy

nelze jednoznacné ur¢it smér vektoru r.

2. Reprezentace orientace pomoci jednotkového kvaternionu
Je zfejmé, Zze s ohledem na inverzni transformaci, dochéazi u vSech predeslych moznosti
reprezentace orientace k singuldrnim poloham. Tyto singularity lze zcela odstranit
reprezentaci pomoci tzv. jednotkového kvaternionu. Jednotkovy kvaternion Q lze
stanovit z thlu 6 a osy rotace r pro r! - r = 1 jako:

Q=[n eT]T’kden:cos<g>,e:[em €y ez]T:sin<g>.r (A.14)

Opét dostavame neminimalni reprezentaci orientace urenou 4 parametry a jednu
vazebni rovnici, nebot QT - Q =1 (jednotkovy kvaternion).

Dopfredné transformace Q — R(Q) je dana jako:
2(n? +e2) -1 2(€ex€y — Me 2(ez€z + ney)

)
R(Q) = | 2(exey + 7€) 2(n? + 623) —1 2(eye; — ney) (A.15)
2(ep€. — 775y) 2(€y€z + Nex 2(772 + 63) -1

Inverzni transformace R(Q) — Q je dana jako:

1 sgn(rsa — re3)\/r11 — 122 — 33 + 1)
n= 5\/7‘11+7“22+7“33+1, €= sgn(riz —r31)v/rae — 33 — i1+ 1) (A.16)
sgn(re1 — 112)V/733 — 11 — rog + 1)

kde r;; = RJi, j] jsou odpovidaji prvky matice rotace.

Lze ukézat, Ze ¢leny pod odmocninou nikdy nebudou v pfipadé uvazovani pravoto-
¢ivého s.s. (det(R) = 1) nabyvat zapornych hodnot. V inverzni transformaci tedy
nikdy nedochéazi k singularni poloze a vzdy existuje jednozna¢né reseni.
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Priloha A. Matematika v robotice

VsSechny vysSe uvedené singularity vznikajici diky dané reprezentaci orientace kon-
cového efektoru manipulatoru souhrnné nazyvame reprezentacnimi singularitami i
singularitami reprezentace. Detailni popis pfimé a inverzni transformace pro vyse
uvedené reprezentace rotace lze nalézt napi. v [95], [44] a uvedenych odkazech na
dalsi literaturu.

Homogenni transformacni matice

K celkovému popisu polohy (rotace a translace) s.s. 1ze s vyhodou vyuzit tzv. homogennich
souradnic. Zavedeni homogennich soufadnic tizce souvisi s problematikou geometrické pro-
jekce (jedna se v podstaté o projektivni transformaci) a podrobné vysvétleni véetné rady
nazornych animaci lze nalézt napt. v [I].

Polohu s.s. Fy vzhledem k s.s. F} lze pomoci homogenni transforma¢ni matice T% psat

jako, viz Obr. [AT}

: (A.17)

Je zfejmé, Ze pomoci homogenni transforma¢ni matice T% lze homogenni soutadnice bodu
P v s.s. Fy vyjadiit pomoci jeho homogennich soufadnic v s.s. Fy jako, viz (A.3):

[ 1‘? ] _Tl. [ 1:1'2 } _ [ g+ Ry P? ] (A.18)

Homogenni transforma¢ni matice ndm tak zahrnuje informaci o obecné poloze télesa v pro-
storu, a to jeho rotaci T3[1: 3,1 : 3] = R} a translaci T3[1 : 3,4] = 'riz najednou.

Vyjadiime-li nyni z rovnice (A.18)) soutadnice P? v zavislosti na soufadnicich P!, s ohledem
na platnost (A.1)), dostavame inverzni transformacni vztah:

2 WT . pl _ (RWT . 1 1
[ l;, ] _ [ (Ry)” P~ - (Ry)" - 7Tig } _ (T [ ? ] (A.19)
T
kde ‘
(T%)_l _ T% — (R%)T : _(R%)T T12 (A.QO)
’6”6”707;”"1 77777

je inverze homogenni transformac¢ni matice T%. Poznamenejme, Ze pro homogenni trans-
formacni matici jiz neplati, Ze jeji inverze lze nahradit jeji transpozici (nespliiuje podminky
ortogonality!) (T3)~1 # (T3H)T.

Skladani transformaci s.s.

Uvazujme trojici s.s. F1, Fy, F3 a odpovidajici homogenni transformaéni matice mezi s.s.
Fi, Fy: T} a Fy, F3: T%. Potom vysledna homogenni transformac¢ni matice mezi s.s. Fy, F3
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lze psét:

1 |

|
T:l)) _ R3 : 23 — T% . T% —
0 0 0' 1
| | |
_ R; | 7'%,2 R | T%,S _ RyR; | Ryrys+7115
| | |
0 0 0" 1 0 0 0'1 0 0 0' 1

Tedy pro skladani rotaci s.s. plati:
R} - BRI

A pro skladani translaci s.s.:
1 _ .1 1,.2
ri3 =719+ Rorsg

B Poznamka A.2 (Transformace soufadnice bod versus vektor mezi s.s.)
Casto je velmi vyhodné transformovat souradnice bodu ¢i vektoru z jednoho s.s. do jiného.
Presto, Ze po formalni strance je bod a vektor velmi podobny, v pfipadé jejich transformaci
mezi s.s. se tato dvojice geometrickych objektt chova diametralné odlisné. Predpokladejme
opét dva s.s. Fi a Fy se vzajemnou homogenni transformacéni matici T3 a dva libovolné
body P a @ jednozna¢né definujici vektor v = Q — P.

e Transformace sourfadnic bodu P ze s.s. Fy do s.s. I}

1 2 1 1. p2
(7)o ][] e

Tedy:
P'=ri,+ R, P°

e Transformace souradnic vektoru v ze s.s. Fy do s.s. Fj

v'=Q' - Pl=ry+ Ry Q' iy - Ry PP =Ry (Q1 - PY)

Tedy:
vl = R) . v?

A.1.2. Reprezentace rychlosti a zrychleni

Rychlost respektive zrychleni bodu P v s.s. F] lze, v zavislosti na jeho rychlosti respektive
zrychleni v s.s. Fy, snadno ziskat ¢asovou derivaci vztahu (A.18]):

-1 . 2 - 2
[f}]:T;-[IZ}+T;-[1;] (A.22)

-1 2 .2
P .1 P .1 P
— | =Ty |-—-- 2Ty - |- = - -
!0] 2{1}+2!0

+Ty- [ 1;2 ] (A.23)
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Casova derivace translaéniho vektoru ri , je zfejma a vyjadiuje translaéni rychlost respek-
tive zrychleni s.s. Fy v s.s. Fy. Je intuitivné jasné, Ze Gasova derivace matice rotace R}
bezpochyby souvisf s vektorem tihlové rychlosti wi.

Z ortogonality matice rotace (A.1)) plyne
R} (R)T =1 — derivaci podle ¢asu — R; (RY)T + R} - (R;)T =0

Zavedenim matice S = R;(R;)T dostavame S+ST = 0 (tedy S je antisymetricka matice).
Casovou derivaci matice rotace R} l1ze tedy pomoci zatim nespecifikované antisymetrické
matice S vyjadrit jako:

R,=S R (A.24)
Uvazujme nyni konstantni vektor P? (bod P je pevné spojen se s.s. Fy ) a predpokladejme,
7e se s.s. Fy vzhledem k s.s. F} pouze otac¢i thlovou rychlosti w% = [ Wr Wy Wy ]T
(neposouvé se 7“%72 = konst.) a jejich okamZzitou orientaci popisuje matice rotace R%.
Tedy ¢asovou derivaci vektoru P! v s.s. Fy lze psat jako, viz :

P' =R, P? (A.25)

Ze zékonitosti kinematiky plyne, Ze rychlost konstantniho vektoru P? lze v s.s. F| psat
také jako:

P =wlxR,.P> = P =wlxP! (A.26)

Dosadime-li vztah (A.24)) pro ¢asovou derivaci matice rotace do rovnice (A.25)) a nasledné
porovname s rovnici (A.26)

P'=S.R,-P2=8.P' <« P =wlxP! (A.27)

je ziejmé, Ze nasobeni vektoru P! matici S je ekvivalentni vektorovému soucinu vektoru
tthlové rychlosti w} a vektoru P'. 7 definice vektorového néasobeni tedy plyne tvar matice

0 —Wy Wy
S=Swi)=|w 0  —wy (A.28)
—wy Wy 0

Zavislosti mezi polohou, rychlosti a zrychlenim s.s. F5 vzhledem k s.s. F} lze pak znazornit
pomoci nasledujicich simula¢nich schémat:

wk(0) ., B2(0)
Wi wh 1B R}
—>J J
1 1
7“1,2(0) . 7”1,2(0) d

i il -l
71 o 1,2 1,2 S (wl)
(a) Transla¢ni poloha, rychlost a zrychleni (b) Uhlové zrychleni, thlova rychlost, ma-

tice rotace, viz rovnice (A.24), (A.28)

Obrazek A.2.: Simula¢ni schémata generovani polohy s.s. Fy vzhledem k s.s. Fy (parametr
(0) oznacuje pocateéni podminky integratori)
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A.2. Denavit-Hartenbergova tmluva

Nékdy byva vhodné ahlovou rychlost s.s. F5 v s.s. Fi vyjadfit misto vektoru tihlové rychlosti

. R .o o T . P
w} ¢asovou derivaci Eulerovych dhli X = [ a By ] (dle daného schématu rotace,

napt. XYZ). Tuto transformaci fesi tzv. Fulerovy kinematické rovnice. P¥imou ¢asovou
. . . . . 51

derivaci matice R}, viz (A.11), z definice matice S(w) = R, - (R3)T lze ukazat, ze pro

schéma rotace XYZ plat

wi=H(X) X (A.29)
kde
1 0 sin 8
H(X)= |0 cosa —sinacosf
0 sina cosacosf

Pozor na inverzi matice H pii pfevodu z vektoru thlové rychlosti na ¢as. derivace Eule-
rovych dhla. Matice H je singularni pro singularity v reprezentact, tzn. v naSem piipadé

B=+I.

A.2. Denavit-Hartenbergova iamluva

Pro popis geometrického uspoiddani ramen a kloubti manipulédtoru bylo zavedeno mnoho
metod. Ty se pokousi jednoduchou a systematickou cestou rekurzivné definovat souiadné
systémy reprezentujici jednotliva ramena manipulatoru a jejich vzajemnou polohovou trans-
formaci. Polohové transformace dvou po sobé jdoucich s.s. zavisi na danych konstantnich
geometrickych parametrech £ (zahrnuji geometricky tvar ramen, kloubu a jejich vzajem-
nou konfiguraci) a kloubovych soufadnicich @ (zahrnuji aktualni polohu kloubu manipu-
latoru). Mezi nejznaméjsi takové tmluvy patii tzv. Denavit-Hartenbergova (D-H) tamluva
[18] a Khalil-Kleinfingerova amluva (K-K) [46]. Vyhody a nevyhody jednotlivych metod
1ze nalézt podrobné napt. v [125]. V predloZzeném dokumentu je vyuZita pravé D-H amluva
a to z duvodd, ze v celosvétové literatuie se vyskytuje v drtivé vétsiné piipadii i pres to,
Ze neumoznuje jednoznacné popisovat komplexni rozvétvené kinematické retézce.

Predpokladejme dvé ramena manipuldtoru Link i —1 a Link i, ktera jsou spojena kloubem
Joint i s jednim stupném volnosti, viz Obr. [A.3]

5 Analogicky lze transformacni matici H odvodit pro viechny ostatni schéma transformace (XZX, ZX7Z,

).
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Priloha A. Matematika v robotice

JOINT 7-1 JOINT 2 JOINT ©1+1

Obrazek A.3.: D-H tmluva

Definice s.s. F; = {O; —x;y,z;} za predpokladu znalosti s.s. F;_1 = {O0;_1—x;—1Y,_12i-1}
dle D-H tmluvy je vyjadiena nasledovné:

e Zvol osu z; podél osy rotace, resp. translace kloubu Joint i + 1 a osu 2z, podél osy
rotace, resp. translace kloubu Joint i

e Umisti poc¢atek O; s.s. F; do priise¢iku osy z; a normalyﬁ 0s z;_1 a z;. Umisti pocatek
! oo / / I o s . . ™ .
O; ss. F/ ={0; — x;y,z,} do pruseciku osy z;—1 a téZe normaly.

e Zvol osu x; a «; podél normaly ve sméru od kloubu Joint i do kloubu Joint i + 1.
e Zvol osu y; a Yy, tak, aby vysledné s.s. byly pravoto¢ivé.

Lze snadno ukézat, ze D-H umluva nedefinuje jednozna¢né umisténi s.s. v nasledujicich
pripadech.

e Pros.s. Fy = {Op — xoypzo} je uréena jednozna¢né pouze osa zg (podle osy rotace,
resp. translace prvniho kloubu manipulatoru Joint 1). Osu @ a poc¢atek Oy lze proto
volit libovolné. Osa y, je pak urcena tak, aby vysledny systém byl opét pravotocivym.

e Pro sss. F, = {0, — x,y,,2,}, kde n je pocet kloubi s jednim stupném volnosti
uvazovaného manipuldtoru, neni jednoznac¢né urcena osa z,, nebot kloub Joint n+1
jiz neexistuje. Osa @, vSak musi ziustat kolméa k ose z,,_1.

e Pokud jsou dvé po sobé jdouci osy kloubii (z;_1 a z;) paralelni, jejich normala neni
jednoznac¢né definovana (muze byt libovolné posunuta ve sméru os kloubi).

e Pokud se dvé po sobé jdouci osy kloubti (z;-1 a z;) protinaji (norméla je nulové
délky), osa x; bude volena tak, aby byla kolmé k roviné definované osami z;_1 a z;.

Nyni mtze byt vzijemné poloha s.s. F;_1 a F; popsana pouze pomoci ¢ty D-H parame-
tri:

a; ... vzdalenost mezi po¢atky O; a O]
d; ... vzdalenost mezi poc¢atky O;_1 a O,

;... thel mezi osami z;_; a z; dany pootocenim s.s. I podél osy &}

Snormala os @ a y je spojnice téchto os s minimalni vzdéalenosti svirajici s osami pravy thel
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A.2. Denavit-Hartenbergova tmluva

;... thel mezi osami x; 1 a x; dany pootocenim s.s. F;_1 podél osy z;_1
Je zfejmé, ze pro zakladni typy kloubt s jednim stupném volnosti plati:

kloub Joint i je typu P proménnéa definujici pohyb kloubu je d;, proménné a;, o, 6; jsou
konstanty definujici geometrické usporadani ramene Link i

kloub Joint i je typu R proménnéa definujici pohyb kloubu je 6;, proménné a;, d;, «; jsou
konstanty definujici geometrické usporadani ramene Link 4

Transformacéni vztah, v naSem piipadé homogenni transformac¢ni matice mezi s.s. F;_1 a
F;, je dan nésledujicim zptsobem.

e Vyber s.s. F;_

e Posun tento systém podél osy z;_1 o vzdélenost d; a otoc¢ jej okolo osy z;_1 o thel
0; = dostavame s.s. F. Homogenni transforma¢ni matice ma nésledujici tvar:

1 00 Of [cg;, —s9, 0 O co, —Sg; O

; 010 0 sg, ¢y, 0 0O so, cp, O
i—1 _ N N N _ |50 co

T, " = Trans(z,d;)-Rot(z, 6;) 00 1 d 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 01 0 0 0

(A.30)

e Posuii s.s. F] podél osy @, o vzdalenost a; a oto¢ jej okolo osy x; o thel o; =
dostavame s.s. F;. Homogenni transforma¢ni matice mé néasledujici tvar:

10 0 a [1 O 0 O 1 0 0
i’ 01 0 O 0 ¢, —Sa, O 0 co. —Sa,
i . ) — . a; a; _ ; a;
T = Trans(x,a;)-Rot(x, a;) 001 0[]0 sa ca 0 0 Se
00 0 1 0 0 0 1 0 O 0
(A.31)
e Vyslednd homogenni transformac¢ni matice ze s.s. F;_1 do s.s. F; je dana:
Tt =1 -T? = Trans(z,d;) - Rot(z, 0;) - Trans(z, a;) - Rot(x, a;) =
€9, —380;Ca; 560;5q;  QiCo;
_ 50, €9, Ca; —Cy;Sa; AiSH;
=19 Sue o d; (A.32)
0 0 0 1

Pripomenme, Ze matice ([A.32)) je funkci pouze kloubovych souradnic 6; (pro rotacni klouby
R) a d; (pro transla¢ni klouby P).

% Piiklad A.1 (D-H dimluva 6 DoF sériovy manipulator)
Obrazek [A.4| znazornuje zavedeni souradnych systému pro jednotlivd ramena antropomorf-
niho manipulatoru se sférickym zapéstim.
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Priloha A. Matematika v robotice

Obréazek A.4.: Zavedeni soufadnych systémii pro dle D-H amluvy

Geometrické parametry manipulatoru (tzv. D-H parametry), jsou pak dany nésledujici
tabulkou:

’JOZntZ‘dZ‘HZ ‘al‘ (67} ‘
1 (L6 ]0] T
2 016210 ] 0
3 (060 ¢
4 Iy |04 0%
5 |0]6]0] %
6 ly | 06| 0 0

Tabulka A.1.: D-H parametry manipulatoru

A.3. Primy a inverzni geometricky model (DGM, IGM)

V nésledujicim textu se zaméfme na vypocet dvou zékladnich uloh v robotice, a to pii-
mého geometrického modelu (Direct Geometric Model) a inverzniho geometrického mo-
delu (Inverse Geometric Model). Obecné 1ze obé ulohy udavajici zavislosti mezi polohou
koncového efektoru (zobecnénymi souradnicemi X') a polohou jednotlivych kloubit mani-
pulatoru (kloubovymi souradnicemi Q) definovat nésledovné:

e Pfimy geometricky model (DGM)
Nalezeni zéavislosti zobecnénych souradnic X na kloubovych soufadnicich Q. V cizo-

jazyc¢né literatute Casto nazyvany jako direct/forward kinematics problem [95], direct
geometric model [44].
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A.3. Primy a inverzni geometricky model (DGM, IGM)

e Inverzni geometricky model (IGM)
Nalezeni zéavislosti kloubovych soufadnic @ na zobecnénych soufadnicich X. V cizo-
jazy¢né literatufe Casto nazyvany jako inverse kinematic problem [95], inverse geo-
metric problem [44].

Casto je vhodné oznacit kloubové souradnice souhrnné jako:

Q=[a @ .. a]" (A.33)

kde s ohledem na D-H amluvu:

gi =0; (Jointijetypu R) a ¢ =d; (Joint i je typu P)

Vektor zobecnénych X soufadnic lze vyjadrit vice zptisoby, n€které z nich jsou dale zmi-
nény, s ohledem na reprezentaci orientace, v Kapitole [A.4 Obecné je vektor zobecnénych
soufadnic reprezentovan pozici (translaci) a orientaci (rotaci) koncového efektoru. Zatimco
pozici Ize snadno vyjadrit jako posun v jednotlivych souradnicovych oséch, orientace miize
byt vyjadiena vice zptsoby (Eulerovy uhly dle daného schématu rotace, osa rotace a thel,
jednotkovy kvaternion, atd., viz Kapitola .

Pfimy geometricky model pro sériové manipulatory nepredstavuje vazné komplikace a pro
jeho feseni lze s vihodou vyuzit D-H amluvu pro popis manipulatori z Kapitoly [A.2] nebot
kazd4 transformadcni matice Tg_l zavisi pfimo na aktivni kloubové soufadnici g;.

Pfimy geometricky model pro n aktivnich kloubii sériového manipulatoru lze tak formulo-
vat ve tvaru:

To@Q) =17 (@) (A.34)
i=1

kde transformac¢ni matice Tffl(qi) jsou dany dle D-H amluvy piimo rovnici lb

Je tedy zfejmé, Ze pfimy geometricky model pro sériové manipulatory ma vZdy analytické
FeSeni.

B Poznamka A.3 (Kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru)

Z praktického hlediska je vyhodné definovat jesté dva dalsi s.s., a to s.s. zakladny (ramu)
manipulatoru F, = {Oy—xpy, 21 } a s.s. koncového efektoru F, = {O.—x.y, 2z }. Je zfejmé,
Ze tyto s.s. jsou nezavislé na poloze kloubid manipulatoru a lze je tedy vyjadrit vzhledem
k poloze s.s. prvniho Fy a posledniho F), kloubu konstantnimi maticemi pirechodu Tg a

T?, viz Obr.

e (A.35)

V technické praxi tyto matice predstavuji vétsinou kompenzaci umisténi konkrétntho ma-
nipulatoru na vyrobni lince (Tg), ¢i kompenzaci polohy pracovniho néstroje na koncovém
efektoru manipulatoru (T7).

Vysledné matice prechodu TZ(Q) zévisejici na poloze kloubovych soufadnic Q respektujici
i vySe uvedené kompenzace polohy bude mit tak nasledujici tvar:

T Q) =T¢ T, T¢ = : (A.36)
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Priloha A. Matematika v robotice
kde
b
R —[ af 4 2] (A37)
je matice rotace a 7"2 e = ob — 02 = 0! je translacni vektor s.s. F, vzhledem k s.s. .

Pohybliva vazba
Yo (transformace T2(Q))

Pevna vazba
2 (kompenzace T3)

Ye

Ty

Obrazek A.5.: Princip kompenzaci polohy zékladny a koncového efektoru manipulatoru

Poznamenejme, Ze vektor zobecnénych soufadnic manipulatoru X lze ziskat také prfimo
z transformacni matice TZ napt. jako:

X = [OZ Rl;] translacni vektor + matice rotace
T
X=[(0)" a 8 7]
. atd.

translacni vektor + Eulerovy thly (z R?) (A.38)

Primy kinematicky problém lze tak s vyuZitim rovnice ((A.34)) interpretovat jako nelinearni
vektorovou transformacni funkci parametrizovanou névrhovymi parametry manipulédtoru
& (v literatufe ¢asto oznaCovana jako geometrickd omezeni manipuldtoru):

X =G(Q), kde G=G(¢) (A.39)

Inverzni geometricky model nyni rozdélme na feSeni pro neredundantni a redundantni
manipulatory.

A.3.1. Neredundantni manipulatory

Formulace inverzniho geometrického modelu plyne piimo z rovnice . Polohu kloubo-
vych soutadnic @ € R" lze pro danou polohu koncového efektoru X € R™, pro m = n,
stanovit jako:

Q=G1(X) (A.40)

Nalezeni inverze nelinearni vektorové transformaéni funkce G je v obecném piipadé velmi
slozité, nebot ve funkci G se, diky transformaéni matici Tg, vyskytuji souc¢ty nasobku a
mocnin ¢lenu sin ¢;, cos g;.

Uvazujme obecny neredundantni sériovy prostorovy manipulator se vSemi 6 stupni volnosti
koncového efektoru (m = 6), a tedy pravé 6 kloubovymi soufadnicemi @ = [ ¢1 ... ¢s ]T,
n = 6. JelikoZ zobecnény vektor souradnic X mé v prostoru maximalné 6 nezéavislych pro-
ménnych (napf. 3 Eulerovy uhly a vektor translace koncového efektoru) je ziejmé, ze Fesend
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A.3. Primy a inverzni geometricky model (DGM, IGM)

inwverzni kinematické ilohy pro obecny neredundantni manipuldtor vede na soustavu 6 ne-
linedrnich rovnic pro 6 nezndmijch.

Metody pro nalezeni feSeni inverzniho geometrického modelu pro neredundantni sériové
manipulatory lze rozdélit v podstaté do nasledujicich skupin, dalsi informace v&etné ilu-
strativnich piikladii lze nalézt v [125].

e Primé analytické reSeni jednoduchych architektur manipulatora
Jedna se o pripady, kdy nelinearni funkce geometrického omezeni je relativné jedno-
duché, a lze ji tak s vyuzitim analytického a geometrického nahledu na architekturu
manipulatoru vytesit.

e Specializované metody pro reSeni konkrétnich variant architektur mani-
pulatort (omezené usporadani klouba danych typi)
Metoda je vhodna pro manipulatory s danym strukturalnim omezenim na svoji kine-
matickou architekturu. Vhodnymi kinematickymi dekompozicemi 1ze rozdélit feseni
nelinearnich rovnic geometrického omezeni na vice nezavislych soustav rovnic s men-
$fm po¢tem neznédmych. Typicky se jedna napf¥. o manipulétory s pravé tfemi rotac-
nimi a t¥emi transla¢nimi aktuatory, manipulatory se sférickym zapéstim (3 rota¢ni
klouby se vzajemné se protinajicimi osami) umisténym v libovolné ¢asti kinematic-
kého tetézce (klouby mimo sférické zapésti mohou byt libovolného typu).

e Metody pro feSeni obecnych architektur manipulatora
Jednéa se o metody, které se pokouseji fesit rovnice geometrického omezeni v piipadé
zcela obecnych architektur manipulatorti. Vétsinou je soustava nelinearnich rovnic
pfevedena vhodnou substituci na soustavu polynomialnich rovnic a néasledné fesena
(elimina¢ni metody, algoritmy zalozené na Grobnerovych bazich, atd.)

e Numerické metody
Dnes velmi populérni metody pro feSeni nelinearnich rovnic geometrického omezent,
zvlasté v pripadech, kdy analytické FeSeni neexistuje, ¢i je takové FeSeni nalézt velmi
naro¢né (vypocetni Cas, presnost vysledki a stabilita hledani kofenii polynomiélnich
rovnic). Numerické algoritmy jsou s ohledem na metody parametrické optimalizace
zminény podrobné v Kapitole [3.4.1

A.3.2. Redundantni manipulatory

V pripadé redundantnich manipuldtori prevysuje pocet n nezavislych aktivnich kloubi
Q € R" polet m nezavislych DoF koncového efektoru manipulatoru, zobecnénych sou-
fadnic X € R™. Jinymi slovy, funkce G(Q) kinematického omezeni tvoii soustavu m
nezavislych obecné nelinearnich rovnic pro n nezavislych proménnych. Zatimco, v piipadé
DGM se situace nikterak nekomplikuje a tlohu lze feSit pFimo z rovnice

X = G(Q) (A.41)

kde geometrické omezeni funkci G je vzdy znamé (z postupného nésobeni homogennich
transformacnich matic, viz Kapitola [A.3)),

v pripadé IGM je zfejmé, Ze zde existuje nekoneéné mnoho feSeni, nebot préavé rozdil
r = n — m urCuje stupen redundance r a tedy i dimenzi néjakého parametru, kterym je
takové Teseni parametrizovano. Existence nekoneéné mnoha feSeni v prostoru zobecnénych
a kloubovych rychlosti je patrna z tvaru odpovidajiciho jakobidnu J € R"™"™ vystupujici
v linedrnim vztahu

X=JQ)Q (A.42)
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ktery v pripadé feSeni IIK vede na FeSeni soustavy m linedrnich rovnic pro n neznamych,
kde m < n, zfejmé tedy existuje nekoneé¢né mnoho feseni.

Pro parametrizaci feSeni IGM pro redundantn{ manipuladtory dany parametrem dimenze
n —m mize byt tento parametr pfimo volen jako n — m nezavislych kloubovych soutradnic
manipulatoru (nap¥. hodnota kloubové soutfadnice d; linearniho pojezdu v Piikladu .
Takové kloubové souradnice ozna¢me jako Q,,,, kloubové souradnice parametrizujici feSent
IGM, pro které plati:

Qpar € Q; Qpar ER™ (A.43)
Zbyvajici ptvodni (originalni) kloubové souradnice oznacme jakoﬂ Qorig:

Qorig C Q, Qg €R™,  kde viechny kloubové soutadnice Q@ = {Q,ig, Qpar} € R"
(A.44)

Zavedme nyni konstantni vektory Zorig € N™ resp. tpar € N7 urcujici indexy kloubovych
souradnic @ umisténych ve vektoru Qi resp. Qpa:

torig C{1,2,...,1,}, dpar C{L,2,...,n}, Torig Nipar =0, (A.45)

Tedy prislusné originalni a parametrizujici kloubové soutadnice jsou dany jako:
Qorig =Q [iorig] ) Qpar =Q [ipar] (A-46)

Obecny vztah pro feseni IGM redundantnich manipulatori tedy prejde na tvar:

Qorig =G™! (Xv Qpar) <A47)

kde X jsou znamé zobecnéné souradnice, @, jsou hledané kloubové soutadnice a Q
jsou kloubové souradnice parametrizujici feSeni.

par

Dalsi podrobnosti tykajici se Fizeni redundantnich manipulatorti véetné feseni IGM nume-
rickymi algoritmy je podrobné diskutovano v Kapitole

A.3.3. Nastin reseni DGM/IGM pro paralelni manipulatory

V piipadé feseni DGM /IGM pro paralelni manipulatory navic vznika potieba vyfesit vztah
mezi pasivnimi a aktivnimi klouby manipulatoru, tzn. vztah:

Q,=A2P(Q,) (A.48)

Obecnym pristupem k feSen{ je dekompozice ptiivodniho paralelniho manipulatoru na ne-
zévislé geometricky smyc¢ky, viz grafova reprezentace manipulatoru z Piikladu na Ob-
razku . Poznamenejme, ze uzly grafu reprezentuji vSechna ramena manipulatoru (ve
smyslu zavedenych s.s. Fj, tedy i ramena nehmotné, nulové délky) a hrany grafu reprezen-
tuji odpovidajici klouby (podtrZenim je znazornén aktivni kloub).

"Mnozinové zavorky {x} oznaguji mnozinu bez ohledu na konkrétni pofadi (uspofadani) prvki, tedy nutng

neplati, ze potfadi kloubovych soufadnic ve vektoru Q odpovida [ Qz:rig ng ]T.
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Joint 3

Link 5

Chain1 : ;
: F3
Lingk 1 :
Ys Qrezise - Link 3
: : Chain 2
. Link 2
Yo
Join:?’l -g-- ...........\._._

. O (weld) pevny spoj
Joint 12 Y- W kompenzace polohy
T zakladny/konc. efektoru

Obrazek A.6.: Grafova reprezentace manipuldtoru véetné vyznacenych geometricky neza-
vislych smycek

Zavislost (A.48) lze ziskat vyTeSenim soustavy nelinearnich rovnic pro neznamé Q,, po-
pisujici omezeni na polohu kloubovych soufadnic (pasivnich Q, 1 aktivnich Q,) danou
nasledovné:

Ty(q2) - T3(q3) = T5(qiz) - T3 - T3(q3) - T5(qq) - T

T%q1) - T (qps) - T2 = T - T%(q7) - T (g5 (A.49)
1(q1)  Tra(arz) - Ty o T7(aq1) - T3(q3)

kde

Q=B a ¢ ¢ «u Q12]T7 Qu=[au @ ]T
Poznamenejme, ze FeSeni neni obecné jednoduché a jeho naroc¢nost je ekvivalentni
s feSenim IGM pro sériové manipulétoryf] V p¥ipadé znamého vztahu (A.48) je jiz mozné
DGM a IGM pocitat z libovolného sériového kinematického Fetézce spojujici zakladnu (s.s.
Fy) s koncovym efektorem (s.s. F3) (princip feSeni IGM vybraného sériového Fetézce je

analogicky jako vypocet IGM pro sériové manipulatory).

A.4. Prima a inverzni okamzitd kinematicka aloha
manipulatoru (DIK, IIK), vlastnosti jakobianu

V néasledujicim textu se zaméfme na (pfimé, inverzni) okamzité kinematické alohy (Direct
Instantaneous Kinematics, Inverse Instantaneous Kinematics) pro sériové manipuléatory.

Obdobné jako v piipadé polohovych zavislosti (DGM, IGM) 1ze definovat okamzité kine-
matické tlohy jako relace mezi rychlosti/zrychlenim kloubovych a zobecnénych soutradnic,
a to néasledovné:

8V konkrétnim uvedeném piikladu lze viak zéavislost (A.48) fesit intuitivné (jednoduchy planarni mani-
pulator), viz [136].
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e Prima okamzita kinematicka aloha (DIK)
Nalezeni zavislosti rychlosti/zrychleni zobecnénych souradnic X na rychlosti/zrychleni
kloubovych soutradnic Q, v cizojazy¢né literatuie ¢asto nazyvané jako direct/forward
wnstantaneous kinematics.

e Inverzni okamzita kinematicka aloha (IIK)
Nalezeni zavislosti rychlosti/zrychleni kloubovych souradnic @ na rychlosti/zrychleni
zobecnénych souradnic X, v cizojazy¢né literatuie ¢asto nazyvané jako inverse in-
stantaneous kinematics.

Formalné lze okamzitou kinematickou tlohu zapsat nésledovné:

e Piima okamzita kinematicka aloha (DIK):

X=JQ) Q

. L . (A.50)
X=JQQ)-Q+JQ) - Q
e Inverzni okamzita kinematicka tloha (IIK):
Q=J1Q)-X
(A.51)

Q=7 (X-1QQ)-Q)

kde J(Q) resp. J(Q, Q) je jakobian resp. ¢asova derivace jakobianu (konkrétni tvar
jakobidnu muze byt dan pfimo parcialnimi derivacemi funkce geometrického omezeni

G(Q) podle kloubovych soufadnic Q, viz déle).

A.4.1. Neredundantni manipulatory

Predpokladejme polohy, rychlosti a zrychleni kloubovych soufadnic @ € R™ a zobecnénych
soufadnid’] X € R™, m = n:

T T

Q:[ql q@ ... qn} , X:[:zl To ... zn] (A.52)

Znamy lineadrni vztah mezi rychlostmi aktivnich kloubovych a zobecnénych souradnic pro

konstantni polohu koncového efektoru lze formélné snadno ziskat piimo ¢asovou derivaci

polohovych rovnic kinematického omezeni X = G(Q):

_0G(Q)

X=JQ-Q JQ=—5

(A.53)

kde J(Q) nazyvame jakobianem zobrazeni.

V pfipadé pozice koncového efektoru je situace primocard a prvni trojice zobecnénych
soufadnic tak bude rovnou reprezentovana polohami z, y, z poc¢atku s.s. koncového efek-
toru v osach x, y, z. Transla¢ni rychlost pak bude zfejmé dana prislusnymi Casovymi
derivacemi. V pripadé reprezentace orientace koncového efektoru neni situace jednoznacna
(existuje vice reprezentaci orientace, viz Kapitola. Rychlosti zobecnénych soufadnic
lze vyjadrit, s ohledem na reprezentaci rychlosti orientace, napt. nasledujicimi nékolika
zpusoby:

9Vzhledem k riiznym moznostem reprezentace orientace, viz Kapitola Ize obtizné zcela obecné
stanovit zobecnéné souradnice X. Orientace koncového efektoru mize byt dokonce reprezentovana
v neminimalni formé (matice rotace, vektor a tihel, jednotkovy kvaternion). V minimalni formé je mozné
reprezentovat orientaci napf. Eulerovymi tuhly. V takovém piipadé spole¢né s reprezentaci translace
(posun ve sméru jednotlivych soufadnicovy os) dostavame pro neredundantni manipulator celkem m =
n nezavislych zobecnénych souradnic.
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A.4. Primé a inverzni okamzita kinematickéa tiloha manipuldtoru (DIK, IIK)
e Casovou derivaci matice rotace (nemin. reprezentace):
‘ .. .T 2
X:[[;g g ] R} (A.54)

e Casovou derivaci Eulerovych ahli (dle daného schématu rotace XYZ, atd., min.

reprezentace):
X=[z 9y 2 a B 4] (A.55)
e Vektorem tihlové rychlosti w = [ Wr Wy Wy ]T (min. reprezentace):
~ L T
X=[& 9 2 wy, wy w (A.56)

V mechanice je rychlost orientace vyjadiena ¢asto pravé vektorem uihlové rychlosti w € R3
jehoz smér udéva okamzitou osu rotace a jeho velikost potom okamzitou thlovou rychlost
otaceni kolem této osy. Poznamenejme, Ze vektor tthlové rychlosti nemé primocarou para-
lelu v prostoru polohy (orientace), jako je tomu napf¥. u Eulerovych thlu a jejich odpovida-
jicich ¢asovych derivaci. Vztah mezi vektorem tihlové rychlosti, matici rotace, Eulerovymi
uhly a jejich ¢asovymi derivacemi je zminén v Kapitole

B Poznamka A.4 (Jakobian vs. kinematicky jakobian vs. analyticky jakobian)
V literatufe se Casto milzeme setkat s pojmy kinematicky jakobidn, analyticky jakobidn
¢i pouze jakobidn. Mnohdy jsou uvedené pojmy zaméhovany, nicméné zde existuji urcité
odlisnosti. Z defini¢niho vztahu jakobidnu je zfejmé, ze matice jakobidnu vznikne
jako parcialni derivace vektorové funkce G(Q) = X € R™ podle vektoru kloubovych
soufadnic @ € R". V takovém piipadu hovorime o tzv. analytickém jakobidnu:

Pro ucely demonstrace uvazujme nyni 6 DoF manipulator s Sesti nezavislymi aktuétory
a Sesti zobecnénymi soufadnicemi m = n = 6. Zobecnéné soufadnice jsou tedy déany
Sesti nezdvislymi prvky (3 pro pozici, 3 pro orientaci). Necht jsou zobecnéné souradnice
odpovidajici orientaci realizovany FEulerovymi uhly «, 3, 7.
T
X = [ Ty z a B 7« ]

Zavislost mezi rychlostmi a zrychlenimi je potom dana piimo parcidlnimi derivacemi funkce

G(Q), tedy: 2G(0)
X = 50 Q, X=[3 9 2 a B %
N——
J4(Q)

kde J 4(Q) je analyticky jakobian.

]T

(A.57)

O kinematickém jakobidnu mluvime v p¥ipadé, Ze rychlost orientace koncového efektoru je
S e ) ) . T
realizovina prostiednictvim vektoru thlové rychlosti w = [ Wr Wy Wy ] , tedy:

X=JQ)Q, X=[7 9 2 w, wy w, (A.58)

:|T
kde J(Q) je kinematicky jakobian.

Vzhledem k faktu, Ze vektor thlové rychlosti nemé svij pfimy ekvivalent v prostoru po-
loh koncového efektoru, nelze kinematicky jakobian ziskat prfimou ¢asovou derivaci DGM.
Kinematicky jakobian je ¢asto odvozen prostfednictvim vhodnych rekurzivnich algoritmi,
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Priloha A. Matematika v robotice

viz Kapitola Vztah mezi kinematickym a analytickym jakobidnem (ziskanym z repre-
zentace orientace prostfednictvim Eulerovych ahla «, 3, v dle schématu XYZ) lze snadno
ziskat diky Eulerovym kinematickym rovnicim (A.29):

Wy o
wy| =w=H(a,3,7)- |B| (Bulerovy kinematické rovnice) (A.59)
Wy Y
Tedy:
- e
Y Y
z I3xs 03x3 z I3xs 03x3
= S N = J = -J A.60
Wy 03><3 H(Oé,/B,’Y) Oé (Q) 03><3 H(Oé,ﬂ,’}/) A(Q) ( )
Wy B
LWz ] |7
— =~
J(@Q)Q Ja(Q)Q
Inverzi vztahu (A.60|) ziskavame:
I 0
Ja@Q) = |7 @) (A.61)

N 03><3 Hﬁl(aaﬁa’y) ‘

CoZz znameni, Ze singularity obsaZzené v kinematickém jakobidnu jsou nutné obsazeny v ja-
kobianu analytickémlﬂ. Dale je patrné, ze v piipadé existence reprezentac¢nich singularit
je matice H singuléarni, jeji inverze neexistuje a nelze tedy vycislit analyticky jakobidn
z jakobidnu kinematického. |

Zabyvejme se dale nékterymi vlastnostmi jakobiénuE J € R™"™. Provedeme-li singularni
dekomporzici matice J jejiz hodnost je rovna Rank(J) = r, dostavame:

J=U-%.vT (A.62)

kde matice U, xm, respektive V., jsou unitérnﬂ matice jejichz sloupce vyjadiuji levy
respektive pravy singularni vektor matice J.

Matice 3, xp je ve tvaru:

s—| S Ouon) (A.63)
O(m—r)><7‘ O(m—r)x(n—r)

kde S je diagonélni matice s redlnymi diagonalnimi prvky o1, o2, ... o, pro které plati
op 20222020

reprezentujici singulérni ¢isla matice J.

0Tyrzeni Ize snadno dokézat ze dvou elementarnich tvrzeni: 1) Determinant soudinu matic je roven soudinu
determinantt t&chto matic, 2) Matice je singularni pravé a jen tehdy, kdyz je jeji determinant roven
nule.

Hpfedpokladejme, Ze rychlost zobecnénych soufadnic je vyjadfena minimalni reprezentaci, tzn. vektorem
ahlové rychlosti, ¢i napt. ¢asovymi derivacemi Eulerovych thli.

12Pro unitarni matici U s realnymi koeficienty plati: U - U7 =UT .U =1
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A.4. Primé a inverzni okamzita kinematickéa tiloha manipuldtoru (DIK, IIK)

Rozepsanim rovnice (A.62)) s pomoci (A.63]) pro vztah mezi kloubovymi a zobecnénymi
rychlostmi X = J - Q dostaneme (X € R™, Q € R"):

xX=U-2-v'.Q
X=3 0 ULi Vi Q
i=1

X:01-U[:,l]~V[:,1]T-Q+02~U[:,2]-V[:,Q]T-Q—i--“—i—UT-U[:,r]-V[:,T]T~Q

(A.64)
Nutné tedy plati nasledujici tvrzeni, grafické znazornéni viz Obrazek
e Oznacdime-li VT'-Q = a, kde a = [ a1 ... Qi ... Gy ]T aaq; € R, plati Q = V-a,

tedy sloupce V[:, 1] az V[:, r] matice V' generuji prostor kloubovych rychlosti Q, tzv.
doplnék nulového prostoru N'(J), oznaceny jako N+ (J), viz nasledujici bod.

dim(NL(J)) =7

e Ziejmé plati, zZe zbyvajici sloupce V[:;,r + 1] az V[:,n] generuji prostor takovych
rychlosti kloubovych soufadnic @, pro ktery je rychlost koncového efektoru vzdy
nulova X = 0, oznacme jej jako tzv. nulovy prostor N (J).

dimWNV(J))=n—r

e Sloupce U[:, 1] az U[:, r] matice U potom generuji prostor dosazitelnych rychlosti

koncového efektoru X, oznacme jej jako tzv. obor hodnot R(J).
dim(R(J)) =r

e Z¥ejmé plati, ze zbyvajici sloupce U[:,r + 1] az U[:, m] generuji prostor nedosazi-
telnych rychlosti koncového efektoru X, tzv. doplnék oboru hodnot R(J), oznaceny

jako R+(J).
dim(RH(J)) =m —r
Qe R J P X cR™
N+(T)
N(J) R(J)
RH(J)

X=0

Obrazek A.7.: Prostory generované singularnimi vektory jakobidnu J
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A.4.2. Redundantni manipulatory

Analogicky jako pii FeSeni polohovych zéavislosti (DGM, IGM) pro redundantni manipula-
tory, DIK lze fesit pfimo z rovnice:
X=JQ)Q (A.65)
X-JQQ)-Q+JQ O (A.66)
kde jakobian J(Q) € R™" resp. jeho Casové derivace J(Q, Q) € R"™", n > m, jsou znamé
matice.

S ohledem na 1ze opét provést dekompozici kloubovych soufadnic @ € R™ na
originalni kloubové souradnice Q,,;; € R™ a kloubové souradnice Q,, € R"™"™ paramet-
rizujici feSeni IGM (se stupném redundance r = n —m). Pfirozené, stejnym zptisobem lze
dekomponovat i odpovidajici kloubové rychlosti a zrychleni:

Q= {Qurig: Qpar}s  Qorig = Qliorig] € R™, Qpoy = Qlipar] € R"™™ (A.67)
Q= {Quig: Qpar}s  Qorig = Qliorig] € R™, Qpoy = Qlipar] € R™™™ (A.68)

IIK pro redundantni manipulatory udévajici zavislosti rychlosti lze tak formulovat nésle-
dovné:

X = J(Q) ) Q = Jorig(Q) ’ Qorig + Jpar(Q) ’ Qpar
Qorlg = J(:rlg (Q) (X - Jpar(Q) ' Qpar) (A69)
kde Qorlg je neznama hledana rychlost kloubovych souradnic, Qpar je zndma rychlost sou-

fadnic parametrizujici feSeni IIK, Q je zndmé poloha kloubovych soufadnic a Jorig TEsp.
Jpar je jakobian odpovidajici prispévkim do X od Qong resp. Qpar, pro ktery plati:

JOl‘ig(Q) = J(Q)[’ iorig] (A?O)
Toa(Q) = T(Q)ls ] (A1)

Casovou derivaci lze dale odvodit 1) IIK pro redundantni manipulatory udavajici za-
vislosti zrychleni:

X = J(Q Q) : Q + J(Q) : Q = J(Q’ Q) : Q + Jorig(Q> : Qorig =+ Jpar(Q) ' Qpar
Qorlg = Jo_rlg (X - J(Q, Q) : Q - Jpar(Q) : Qpar) (A72)

kde Qyig ‘
fadnic parametrizujici feSeni IIK, @ a @ je zndma poloha a rychlost kloubovych soufadnic,

jakobiany se shoduji s prfipadem fesenim IIK pro rychlosti.

je neznamé hledané zrychleni kloubovych soufadnic, Q... je zndmé zrychleni sou-

par

A.5. Automatické generovani zavislosti rychlosti a zrychlenich
(DIK, 1K)

V pripadé sériovych manipulatoru lze nalézt metody, které vyrazné zjednodusuji proces
vypoctu kinematického jakobianu manipulatoru, potazmo rychlost{ a zrychleni libovolného
ramene,/kloubu manipulétoru ze znalosti rychlosti a zrychleni jednotlivych kloubt. Tyto
metody jsou zaloZené na pristupu modelovani kinematiky manipulatoru prostiednictvim D-
H amluvy, viz Kapitola[A.2] kdy kazdému ramenu manipulatoru je pevné pfifazen dany s.s.
F;. V nésledujicim textu stru¢né shriime nékteré zédkladni algoritmy pouzivané k vypoctu.
Uplné detailni odvozeni lze v kompaktni podobé nalézt v [125)].
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A.5. Automatické generovani zavislosti rychlosti a zrychlenich

A.5.1. Zavislosti rychlosti

Predpokladejme znamy vztah nejprve mezi rychlostmi zobecnénych X a kloubovych Q
soufadnic (vzhledem k s.s. Fp):

xz[Q], Q=[ir & - di

£
~osto

jedna-li se o zobecnéné souradnice koncového efektoru ¢ = n, obecné lze uvazovat jakékoliv
zobecnéné souradnice libovolného ramena manipulatoru.

Z definice kinematického jakobidnu J(Q), 1ze DIK psat jako:

R
42
.0 D -p D -p .
. . , 0. J1 gy - F5 oo J; :
X=J;Q)-Q1:i]=|"t :[. . . S A.73
(Q)- QL LJ jv o35 o 37 - 3|4 A7)
Ji(Q)
a
20 . P Do D
O; =35 - +35 da+- 435 -q+- 430 s (A.74)
O RY LY RN RPN L0
:p
kde j = 1...7 a sloupcové subvektory BJO}, j? € R? respektive Jj € R3 kinematického
J

jakobianu J;(Q), zprostiedkovavaji piispévek j-tého kloubu g; do celkové translacni re-
spektive ihlové rychlosti s.s. F; vzhledem k s.s. Fj.

7 usporadéni s.s. dle D-H tumluvy lze ukézat, Ze subvektory kinematického jakobidnu ]f ,

J§ lze ziskat p¥imo z prvkit homogennich transformacnich matic Tz:_l definujici DGM, viz
Kapitola
e Joint j je typu P (¢; = d;):

— %t
|- )
e Joint j je typu R (g; = 0;):
P 0 0

[J.z,] - [zﬂ—l ﬁ"ﬂ—lﬂ} (A.76)

Jj Zj
kde

2y =T9[1:3,3] a r),=TJ[1:3,4]—TJ[1:3,4]

Pro efektivni vypocet translaéni rychlosti O; a thlové rychlosti w; (tedy DIK pro libovolny
s.s. v kinematickém fFetézci manipulatoru) lze nastinény postup modifikovat na nasledujici
zobecnény rekurzivni algoritmus pro libovolny typ kloub.

Definujme pomocnou proménnou o;, pro kterou plati:

0;j =0 pokud Jointj jetypuR (¢; =0;)
oj=1 pokud Jointj jetypu P (¢; =d;)

O'jzl—()'j
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¢ Algoritmus|A.1| (Rekunzivni alg. vypoé&tu rychlosti)
Z rovnic (A.74), (A.75)) a (A.76)) 1ze postupnym dosazovanim a tpravami odvodit nasledujici
rekurzivn{ schéma:

Rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. Fjy:

W) =Wy +25_15;4 (A.77)
-0 : 0
j - —1 + w X ’r'j 1] + Z 10'](]] (A78)

kde j =1...i, w) =0, OO = 0 (poloha s.s. Fj je pevna)
2)=T91:3,3] a r),=TP[1:3,4—T)[1:3,4]

Rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. F; (aktualnimu s.s.):

— T _
wli=R_ (w21 +[0 0 1] 554 (A.79)
Ol =R_(O1+[0 0 1] 0jiy) +wlxrl_,, (A.80)

kde j =1...i, w3 =0, 08 = 0 (poloha s.s. Fj je pevné)

ey i _0) R
J 1,5 — O Ojfl_ Oj R] 1

Rl_ = (T ")T[1:3,1:3]

J—111 .
-TI7Y1: 3,4]

Kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru

V piipadg, Ze je kompenzovana polohy zakladny (T%) a/nebo poloha koncového efektoru
(T'7) pro manipulator s n klouby, viz Poznamka lze ukazat, ze (i = n):

X = Jeomp(Q) - Jn(Q) - Q (A.81)
- Ry —Ry-R)-S(ri,)- (BT
Jcomp(Q) = 0353 " Rg e "

a zaroven

R, =T5[1:3,1:3], RY=TY1:3,1:3] (z feSeni DGM, viz Kapitola [A_3))

0 _Tz,e[?)v 1] 7"276[2, 1]
S(rz,e) = 74276[3 1] 0 _rz,e[L 1] ) rz,e = TZ[]. : 374]
_rﬁ,e[ ) 1] rz,e[lv 1] 0

A.5.2. Zavislosti zrychlenich

V pripadé zéavislosti mezi zrychlenimi zobecnénych a kloubovych soufadnic lze pfimou
casovou derivaci rychlostnich zavislosti snadno ukézat, ze plati:

qQ1 41
2 Go

0’ : :

Lé Ji(Q,Q)- i TT@ g (A.82)
_éi_ _l'].'z‘_
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A.5. Automatické generovani zavislosti rychlosti a zrychlenich

. P “poo. “poo. P
GitI1- @ tJeqet 343G
(A.83)
.0 0 0 P o .o 20 o oL oo
wi =39 @ +33 Gt +55 G+ I3 Gt ditdydet I G HTd

O, :.7]13‘%+Jg'QQ+"'+J§'Qj+"'+J€

Casova derivace kinematického jakobidnu J i(Q, Q) je dana ¢asovymi derivacemi jeho dil-
¢ich prvki, tedy jeho sloupci, viz rovnice (A.75]-|A.76):

e Joint j je typu P (¢; = d;):

-t

e Joint j je typu R (q; = 0;):

P ;0 0 0 -0
. . X : . : X . .
].;g, = {Zf—l rjflﬂ'(")i'zrl TJ—LZ] (A.85)
2 Zj-1

kde L .
i =0; —09, 2)=T)[1:3,4], 2)=w)x2!

. . . . . A0 , - .
Poznamenejme, zZe translacni rychlosti O; a tthlovou rychlost w? lze vypocitat jako v rov-

nici (A.73) ¢ pomoci rekurzivniho Algoritmu

¢ Algoritmus A.2 (Rekurzivni alg. vypoé&tu zrychlenich)
Opét je mozné odvodit rekurzivni algoritmus prfimou ¢asovou derivaci a vhodnymi tpra-
vami vztaht rekurzivniho Algoritmu pro rychlosti:

Rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. Fjy:

0 __ 0 0 = - 0 0 = .
Wi =W,y +w; 10545 X zj_1 + 2;_10;d; (A.86)
A0 -0 0 0 0 0

O‘7 = O‘7 1 +wj X Tj—].,j +wj X (w] X rj—lyj)_'_

+wi X 2540545+ (Wi_y x 25 _1)0545 + 2] 105G (A.87)
kde j =1...1, w8 =0, 08 = 0 (poloha s.s. Fj je pevna)
2)=T91:3,3] a 79, =TP[1:3,4]—TJ[1:3,4]

a thlové rychlosti w! jsou znamé, viz Kapitola

Rekurzivni algoritmus vzhledem k s.s. F; (aktualnimu s.s.):

0 0
@} = R]_y(&) + (@] 5id; % | 0| +] 0 [ ) (A.88)
1 1
) A 0 0
O; = R;A(O;j + Uj(“’gj x |0 ] G+ |0 1]d)) —|—w; X 7';:71,3' + ‘*’; x (wj x 7";71,]')"‘
1 1
+ w;- X R;‘fl 0 qu]‘ (A.89)
1
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kde j =1...i, w3 =0, 08 = 0 (poloha s.s. Fj je pevna)

. . . _ , .

r;._lvj = O; — 0§—1 = _O;_l — Rg,_l ‘Tj [1:3,4]
. -

R, =(T))"[1:3,1:3]

a thlové rychlosti w ; Jsou znamé, viz Kapitola

Kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru

V pripadé, Ze je kompenzovana polohy zékladny (TS) a/nebo poloha koncového efektoru
(T'?) pro manipulator s n klouby, viz Poznamka lze ukazat, ze (i =n):

X = Jcomp(Q) ' (JTL(Q) ' Q + ']n(Q) ’ Q) + Jadd(Q7 Q) (A90)
kde Jecomp(Q) je shodny jako v Kapitole a

R} R) - S*(wp) v

Jadd(Qa Q) = 0 el Tz,e = Tg[l 23, 4]
kde
—WZ[ ) 1] wZ[la 1] 0
a uhlova rychlost w? je znamé, viz Kapitola ¢

A.5.3. Nastin reseni DIK/IIK pro paralelni manipulatory

V pripadé paralelnich manipulatora lze opét vyjit z definice nezavislych geometrickych
smycek a nejprve odvodit zavislost mezi rychlostmi a zrychlenimi aktivnich a pasivnich
kloubovych soufadnic manipulatoru:

Qp =Jpa(Q,) - Qa (A.91)

QP = JPA(Qa) : Qa + JPA(Qaa Qa) : Qa (A92)
kde Jp4 resp. Jpa je jakobian resp. jeho ¢asova derivace piislusného zobrazeni.

Souhrnné lze vztahy (A.91] [A.91) psat jako:
{Q,.Q,} =IKA2P(Q,,Q,.Q,) (A.93)

Uvazujme opét manipulator z Prikladu Pro rychlostni zavislosti lze rovnici (A.49)
predefinovat ve smyslu rychlosti (transla¢nich a thlovych) prostfednictvim kinematickych
jakobiant dil¢ich sériovych Fetézci:

i (A.94)

o [a] -0 ]
412 a3
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A.6. Automatické generovani dynamickych modelii (DDM, IDM)

Analogicky pro zrychleni plati:

. i i _ q13 G12
Jl-[qg]ul- [%] S O o N
qi i (A.95)

Ty [Q] Ty [q] _ g, [?1 . [?i]
413 q13 93 g3

kde J; a J; pro i = {1,2,3,4} jsou piislusné jakobiany diléich kinematickych Fetézci a
jejich ¢asové derivace (veetné kompenzaci T%Q, T3, Tg) sériovych kinematickych Fetézei.

Vzhledem k faktu, Ze lze nalézt efektivni algoritmy vypoctu jakobiani J; a jejich ¢asovych
derivaci J; pro sériové kinematické fetézce, viz Kapitola , je mozné vztahy
ziskat algoritmizovatelnym postupem prostiednictvim pieuspoifadani sloupcii/fadka pii-
sludnych kinematickych jakobiant J; a feSeni linearnich soustav rovnic vzhle-
dem k hledanym rychlostem resp. zrychlenim pasivnich kloubovych souradnic Q,,, @,,. DIK
a ITK paralelniho manipul4toru jeho mozné ziskat dosazenim vztahu do popisu DIK
a IIK libovolného sériového kinematického fetézce (obsahujici pasivni klouby) ze zakladny
(s.s. Fp) do koncového efektoru (s.s. F3) uvazovaného paralelniho manipulatoru.

A.6. Automatické generovani dynamickych modela (DDM,
IDM)

Dynamiku manipulatori muZzeme opét rozdélit na dvé zékladni tlohy:

e Inverzni dynamicky model (IDM): {F,Q,Q,Q} —

r=IDM(F,Q,Q,Q.¢, 1) (A.96)

Tedy vypocet sil/silovych momentii 7 v kloubech (aktudtorech) manipulétoru ze zné-
mého pohybu (polohy @, rychlosti @ a zrychleni Q) manipulatoru a pozadovanych
sil/momentii ptisobici na koncovy efektor F'.

e Piimy dynamicky model (DDM): {7, F, Q,Q} = Q
Q =DDM(7,F.,Q,Q.¢ ) (A.97)

Tedy vypocet zrychleni kloubovych souradnic manipulatoru na zakladné znamé po-
lohy @ a rychlosti Q manipulatoru, sil/momentii pusobici na koncovy efektor a
sil/momentii ptsobici v kloubech (aktuatorech) manipulatoru. Prostfednictvim DDM
lze sestavit dynamické rovnice manipulatoru formulované soustavou nelinearnich di-
ferencialnich rovnic 2. fadu.

kde £ jsou kinematické navrhové parametry manipulatoru a p jsou dynamické navrhové

parametry manipulatoru (typicky umisténi tézist ramen, hmotnosti a moment setrva¢nosti
ramen, vektor gravita¢niho zrychleni).

Je zfejmé, Ze jednotlivd ramena manipuldtoru reprezentuji redlnd hmotné télesa, ktera
Vzhledem k tomu, Ze model manipulatoru je tvofen jednotlivymi rameny (hmotnymi té-
lesy), jejichZ pohyb je plné uréen polohami, rychlostmi a zrychlenimi kloubovych souradnic
manipulatoru, lze dynamicky model manipulatoru reprezentovat dynamickym modelem n
vzédjemné interagujicich hmotnych téles. Tato vzajemn4 interakce ramen je ziejmé zpu-
sobena piislusnymi kloubovymi vazbami. Z matematického hlediska lze dynamicky model
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manipulatoru vyjadfit vektorovou nelinearni diferencialni rovnici ve tvaru [95], [44], [66]
(dynamické rovnice):

M@Q)-Q+CQ,Q) Q+GQ)=7-J"(Q)-F (A.98)
kde Q, Q, Q jsou polohy, rychlosti a zrychleni kloubovych soufadnic, F = [ frout ]T
jsou externi sily f a momenty p ptisobici na koncovy efektor{lj J(Q) je kinematicky jako-
bian manipulatoru a 7 = [11 ... 7,] jsou sily/momenty pusobici v jednotlivych kloubech
manipulatoru. Matice M (Q) pFedstavuje matici setrvacnosti, matice C(Q, Q) zohledije
pusobeni odstfedivych a Coriolisovych sil a matice G(Q) predstavuje vliv gravita¢niho
zrychleni.

Vyuzijeme opét D-H timluvy, ktera kazdému i-tému ramenu manipulatoru pevné prifazuje
s.s. Fj. Vzajemnou interakci mezi rameny znazoriiuje Obrazek

Joint i+1

Link i-1

Obrazek A.8.: Vzajemné interakce ramen manipulatoru

Kde m; je hmotnost ramene, I; je matice momentu setrvac¢nosti v tézisti ramena vyjadfena
v s.s. ramena F; (soufadny systém je pevné spojen s ramenem = I} je konstantni matice

vy

nezavisla na pohybu ramene), po; je translaéni rychlost t&zisté ramene, w; je vektor ahlové
rychlosti ramene, 7;_1 ¢; resp. 7; i jsou vektory umisténi tézisté vzhledem k pocatkim
s.s. F;_1 resp. I}, ri—1; je vektor vzajemné polohy pocatkt s.s. F;_1 a Fj. f; resp. p; je sila
resp. moment, kterym bezprostiedné predchéazejici rameno (Link ¢ — 1) pisobi na rameno
Link i a —f;,, resp. —p; ;1 je sila resp. moment, kterym rameno Link 7 piisobi na rameno
Link i 4+ 1 (tyto vzajemné sily resp. momenty jsou pfirozené s opa¢nym znaménkem dle
Newtonova zakona akce a reakce a reflektuji vzajemné silové/momentové pusobeni mezi
rameny v kinematickém fetézci). Je ziejmé, Ze sily f; resp. gy jsou kompenzovéany reakénim
ptisobeni pevné zakladny manipulatoru, zatimco sily — f,, | resp. momenty —pu,, | formuji
reakéni sily resp. momenty piisobici z okolniho prostifedi manipuldtoru na jeho posledni
rameno Link n (v s.s. F, 1

13Je znamo Zze, k zéavislosti mezi rychlostmi kloubovych a zobecnénych souradnic X = J(Q) - Q existuje
duélni vztah (kinetostaticka dualita) mezi silami/momenty piisobicich v kloubech manipulatoru a si-
lami/momenty pisobici na koncovy efektor pro manipulator v ustédleném stavu 7 = J T(Q) - F. Toto
tvrzeni lze snadno dokazat pouzitim principu virtudlni prdce.

MPoznamenejme, ze dynamicky model manipulatoru byva v literatuie ¢asto jesté rozdifen o model aktu-
atoru (motoru) respektive jeho rotujictho statoru. Bez ztraty na obecnosti, je model aktuatoru v uve-
deném textu vypustén.
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Budeme-li predpokladat kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru manipulétoru,
externi sily fle’ resp. momenty p® ptisobici na koncovy efektor (tzn. v s.s. F, vzhledem k s.s.
F}) lze externi sily f% 1 resp. momenty ul 41 plisobici na posledni rameno (vzhledem k s.s.
zékladny Fj) vypocitat nasledujici transformaci:

o =—RYT-£2 (plati: £2=f0,,)

: (A.99)
#’101+1 = _(Rg)T : (“le) + Rg ’ R701 "Tne X fle))

kde R} je konstantni znama matice rotace, Ty Je konstantni znamy vektor posunuti
dany kompenzacemi zakladny a koncového efektoru, viz Poznamka a RY je matice
vypoctend z aktualni polohy kloubt manipulatoru Q.

Existuji dva zékladni pfistupy k vytvafeni dynamickych modelti manipuldtoru. Pozname-
nejme, Ze oba pfistupy formuluji dynamické rovnice manipulatoru v prostoru kloubovych
soufadnic.

Pristup s vyuzitim Euler-Lagrangeovych rovnic

Metoda zaloZena na vyjadieni Lagrangianu ve tvaru:

L=T(Q.0)-UQ) (A.100)

kde T resp. U je kineticka resp. potencialni energie vSech ramen manipulatoru.

Pohybové rovnice pro manipulator s n rameny lze poté ziskat ve tvaru:

iai_@:Ti, i=1...n (A.101)

kde ¢; = Q] jsou kloubové souradnice manipulatoru a 7; je sila/moment pusobici na i-ty
kloub manipulatoru (sila aktuatori).

Rovnici (A.101) lze prepsat do znamého tvaru pohybové rovnice:

D b Q)i+ D> hije(Q)dkds + 9:/(Q) =i (A.102)
=1

j=1 k=1

kde b;;(Q), hijr(Q), 9:(Q) jsou koeficienty zavislé na poloze manipulatoru. Opét lze ukazat,
[95], [44], Ze tyto koeficienty lze odvodit pFimo z prvki homogennich transformaé¢nich matic

a hmotnostnich parametri (umisténi a hmotnosti té7ist ramen a momenty setrvacnosti
ramen vzhledem k t&zisti).

Pfesto, Ze pristup prostfednictvim Euler-Lagrangeovych rovnic je ¢asto pouzivan piede-
v8im pro moZnosti jednoduse modelovat rizné externi silové projevy (t¥eci sily, sily pruZin,
tlumici sily, atd.), neni pfili§ vhodny pro vytvafeni dynamickych modelii manipulétori za
ucelem jejich vyuziti v aplikacich v redlném c¢ase a v algoritmech, kde je nutno pocitat velké
mnozstvi vy¢isleni dynamickych rovnic (typicky pravé v optimaliza¢nich algoritmech). Vy-
pocetni naro¢nost je dana predevsim velkou vypocetni naro¢nosti pii vycislovani koeficienti
pohybové rovnice).

Newton-Eulertiv pristup

Newton-Euleriv ptistup vyuziva pravé odvozeni dynamického modelu prostiednictvim vza-
jemné silové interakce jednotlivych ramen manipulatoru. V teorii dynamiky soustavy téles,
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je tato metoda zndméa pod pojmem metoda uvolfiovdni, jejiz princip je néasledujici: Téleso
(rameno) uvolnéné ze soustavy téles (ramena + zékladna manipulatoru), ve které je uvol-
néné téleso vazano s ostatnimi télesy kinematickymi dvojicemi (klouby), se pohybuje jako
téleso volné, na které ptsobi vnégjsi (akéni) sily a vazebni (reakéni) sily od ostatnich t&les
véetné ramu (zakladny manipulatoru).

Takto uvolnéna ramena manipuldtoru musi nutné spliiovat podminky dynamické rov-
novéahy, tedy podminku silovou (slozkovou) a momentovou, které lze formulovat néasle-

dovnd™

e Slozkova podminka dynamické rovnovahy pro Link i:
Soucet v8ech sil (vEetné setrvaénych) ptisobicich na rameno je nulovy.

fi— fi1 +migg = m; - Py (A.103)

kde f;, —f,;1 jsou akéni a reakeni sily ptisobici na rameno, m;g, je gravitacni sila

(go je vektor gravita¢niho zrychleni) a po; je odpovidajici zrychleni tézisté ramene
o hmotnosti m;.

e Momentova podminka dynamické rovnovahy pro Link i:

d
Bi + (—pip1) + (—ric,ci) X fi+ (=rici) X (=fip1) = %(Ii Fw;) (A.104)
kde f;, —f; 1 resp. p;, —p; 1 jsou akéni a reakeni sily resp. momenty piisobici na
rameno, I; - w; je hybnost ramene, w; je thlova rychlost ramene a I; je moment setr-
I; je obecné zavisld na aktualni poloze ramene. Chceme-li vSak uvazovat moment
setrvacnosti jako konstantni parametr ramene manipulatoru (analogicky jako hmot-
nost t6ziste), viz Obrézek musi byt tato matice vyjadiena vzhledem k s.s. daného

ramene, ktery je s ramenem pevné spojen, tzn. vzhledem k s.s. Fj.

Vzéjemny vztah mezi matici momentu setrva¢nosti ramene Link ¢ vyjadifenou v obec-
ném s.s. a v soufadném systému ramene je dén jako:

I,=R; - I: R’ (A.105)

Moy

kde I je konstantni matice momentu setrvacnosti v tézisti ramena vyjadiena v s.s.
ramena Fj;, I; je matice setrva¢nosti vyjadiend k libovolnému jinému s.s.

Derivaci momentu hybnosti z rovnice (A.104]) Ize prostfednictvim rovnice ({A.105|) prepsat
nésledovné:

d . . .7 . )
%(Ii-wi):Ri-Ig-RiT-wi—i—Ri-I;-Ri ‘wi+R;- I R &, =

=S(w;)-Ri-I' 'Rl w;+ R; - I - R! . ST(w) -wi +R; - I'-RI'-&; =
———
:—S(wi)wi:—wixwizO

:S(wi)‘Ii'wi—i—Ii-wi:wi><Ii‘wl-+Ii-wi (A.106)

Dosazenim za derivaci momentu hybnosti (A.106)) zpét do (A.104]) dostavame vyslednou
momentovou podminku. Dynamické rovnice ramene Link ¢ manipulatoru (slozkova a mo-
mentova podminka dynamické rovnovahy) lze tedy souhrnné zapsat jako:

fi— fip1 +migo =mi - Doy

, (A.107)
i — i —Ticroi X fitrici X fipp=wi x Ii-wi + 1 - w;

Neni-li uveden horni index oznalujici vztazny s.s., je uvazovan jako vztazny soufadny systém s.s. Fo
(zakladny).
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Upravou dynamickych rovnic (A.107) lze ziskat zp&tny rekurzivni algoritmus, ktery
definuje distribuci sil/momenti od posledniho ramene (koncového efektoru) smérem do
zékladny manipulatoru:

fi=Ffix1 +mi(De; — 90)

_ (A.108)
i =i — Fixricyei+ fipo xrici twi X Ii-w + 1 - w;

kde i = n,n —1,...,1 a externi sily f,,; resp. momenty p, ., pilisobici na posledni
rameno Link n formuji okrajové podminky a jsou vypocteny ze znamych kompenzaci
polohy zakladny a koncového efektoru dle (A.99)).

Sily f, resp. momenty p, pusobici v pocatcich s.s. Fj_j reprezentuji reak¢ni sily resp.
momenty ptisobici na rameno Link i v zavésu (kloubu) Joint i. Kloub Joint i je kloub
s jednim volnym DoF, ktery umoziuje translaci (P kloub) resp. rotaci (R kloub) ve sméru
resp. okolo osy z;_1 (osa rotace resp. translace kloubu Joint i). Zfejmé sila resp. moment
7; v kloubu (aktuatoru) Joint i bude tak dan primétem reakéni sily f, resp. momentu
p; pravé do sméru osy z;—1 (sily a momenty v jinych pramétech budou zjevné kompenzo-
vany reakénimi silami v zévésech kloubﬁlEI). Sily resp. momenty 7; v jednotlivych kloubech
manipulatoru lze tak vy¢islit nésledovné:

= {flT -zi—1 pokud Joint i je typu P (A.109)

“;; -zi—1 pokud Joint i je typu R

Je zfejmé, Ze pro vypocet sil f; resp. momenti p,; ve zpétné rekurzi je nutné znat
uhlovou rychlost w;, zrychleni w; a transla¢ni zrychleni po,; tézisté jednotlivych ramen.
Predpokladejme, Ze zname translacni a thlové rychlosti a zrychleni jednotlivych ramen,
tedy s.s. k nim pevné pfipojenych. Vektor thlové rychlosti a zrychleni w;, w; s.s. F; (ramene

Moy

Link i) bude jisté odpovidat thlové rychlosti a zrychleni tézisté téhoZ ramene. Translaéni

vy

pci = 0i + Ri -7 ¢
Poi = Oi+ Ri 7o+ Ri - #c; = Oi + S(wi) - Ri - 7} ¢
—~—
=0
Poi = 0i+ S(wi) - Ri - 7j o + S(wi) - S(wi) - Ri - 7o =
=0 +w; X Pici +wi X (Wi X Ti07)
Poy = O + W' x Tl o+ wi X (W) x T} ;) (v s.s. aktudlntho ramene F;) (A.110)

vy

F; vyjadieny v s.s. F; (spoletné s konstantnim momentem setrvacnosti I¢ a hmotnosti m;
definuje dynamické parametry ramene).

Uhlové a translaéni rychlosti resp. zrychleni viech s.s. pevné piipojenych k jednotlivym ra-
mentim lze snadno a efektivné vyjadrit rekurzivnim Algoritmem resp. Algoritmem [A.2]
v s.s. aktuédlniho ramene. Algoritmy tedy formuluji dopfedny rekurzivni algoritmus,
ktery definuje distribuci rychlosti a zrychlenich smérem od zékladny ke koncovému efektoru
manipulatoru. Spole¢né se zpétnym rekurzivnim algoritmem distribuce sil/momentii 7
priumétem sil do jednotlivych pohybovych os kloubt a vypoctem transla¢niho
zrychleni tézisté ziskavame kompletni rekurzivni algoritmus vypoctu inverniho dy-
namického modelu (IDM):

16y Matlabu/Simulinku/SimMechanicsu jsou v rezimu inverzni dynamiky pfi méfeni pomoci bloku Joint
Sensor reakéni sily f, resp. momenty p, oznaCeny jako Reaction force resp. Reaction torque. Sily resp.
momenty 7; promitajici se do pohybovych os jednotlivych kloubt jsou oznaceny jako Computed force
resp. Computed torque.
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¢ Algoritmus A.3 (IDM pro sériové manipulatory - rekurzivni alg.)
Algoritmus je definovan nésledovné:

Vstupy:
e Polohy, rychlosti a zrychleni kloubovych souradnic (napf. z feseni IGM):
I . ¢ I

Q:[QhQQw'an ) Q:[q17q27"'7qn ) Q:[q17q27"'7QH

e Kinematické parametry manipulatoru, napi:
D-H parametry:

d1 (91 al (65}

do 0y as a9
L (vyjma téch, reprezentujici polohu aktuatort)

dp Op an ap
Typy kloubt:
0;, =0 pokud Jointi jetypu R (¢; =6;)

o;, =1 pokud Jointi je typuP (¢; =d;)

o, =1—o0;

Kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru:

vy

vy

Vektor gravitacniho zrychleni g, (vzhledem k s.s. Fp).
e Externi sily/momenty pusobici na koncovy efektor:
b
- [3
e
Vystupy:

e Sily resp. momenty T = [ L Ty ... Tn ]T v jednotlivych aktuatorech, které rea-
lizuji pozadovany pohyb manipulitoru zadany prostfednictvim kloubovych poloh @,
rychlosti Q a zrychlenich Q (potazmo pozadovanym pohybem koncového efektoru)
za soucasného puisobeni externich sil/momentt F' na koncovy efektor.

e Zkracené ozna¢me IDM jako (s vynechanim zavislosti na konstantnich kinematickych
a dynamicky parametrech):

T =IDM(Q,Q,Q, F) (A.111)

Algoritmus:
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v

1. Dopfednéa rekurze (vypocet distribuce rychlosti a zrychlenich wl, wz, pCz tE7iste ra-
men vzhledem k s.s. ramene):

w! = Rg_l(wii [ 0 01 ] UzQz)

0
w;Rgl(a;;Hai(w;}qix{ +1 0 |d))
1

0
0
1
- 0 0
.. . - i— . . .
O’i = R;,l(oi,1 + O'Z(w;'_% X 0 q; + O )) +w X T’L 1, +w§ X (w X 'r'z 11)"_
1 1

0
+wix R | 0| oy
1
Py = O + Wi x r;Ci + wj X (W) x ”';Ci)
(A112)

. . =0
proi=0,1,...,n, kde po¢ateéni podminky w8 = wg =0,=0.
2. Zpé&tna rekurze (vypocet distribuce sil/momentii):
f:: = Rl - fil1 +mi(Po; — (R)) go)
=Ri i~ Fix riiier R Fi x et el x w1 o
~——
"'Ll,i‘*‘ri,cz‘
(A.113)
proi=mn,n—1,...,1, kde koncové podminky jsou dany viz ({A.99)):

+1 __ 0 _ o\T b
7L+1 -f2+1 .fn+1 Rg "I n4+1 — —R6L : (RO) ’ fe

n el = =Ry pn = —Ry - (R)T - (ub+ R RS v, x fY)

3. V}'/sledné pruméty 7; (sily resp. momenty v aktuéatorech) reakénich sil fz resp. mo-
mentt puf do odpovidajicich pohybovych os kloubi jsou dény jako:

= ()" -z ot ()" 2 o (A.114)

proi=1,2,...,n, kde z_, = (R 1)T[1:3,3].

Vektor r _1,; & matice rotace R} jsou znamé proménné pro znamé hodnoty poloh kloubo-
vych souradnlc Q (viz feSeni dle D-H amluvy, DGM, IGM). ¢

Vysledny rekurzivni Algoritmus V}’fpoétu inverzni dynamické alohy (IDM), tedy umoz-
nuje vypocitat potfebné sily/momenty v aktudtorech manipulatoru na zékladé znalosti
poZzadované trajektorie koncového efektoru (X, X, X - IGM, IIK — Q, Q, Q), poZa-
dovaného silového/momentového ptsobeni na koncovy efektor a danych kinematickych a
dynamickych parametrt manipulatoru. Uloha IDM je vizdy fesitelna analyticky (pro znamy
IGM) a vzhledem ke své rekurzivni podobé relativné snadno a efektivné implementovatelna.
Vypocetni naro¢nost mé linearni zavislost na po¢tu kloubit manipulatoru, tedy O(n) (n
potiebnych iteraci pro dopfednou, zpétnou rekurzi a vycisleni pramétu sil/moment).

V piipadé, Zze chceme vytvofit dynamicky model manipulatoru ve smyslu vypoctu pohybu
manipulatoru generovaného vlivem silového/momentového ptisobeni v jednotlivych aktu-
atorech, mluvime o tzv. primém (dopiedném) dynamickém modelu (DDM). Je ziejmé, ze
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DDM vyzaduje Tesit soustavu nelinearnich diferencialnich rovnic (A.98) ve tvaru:
M(@Q) Q=[-CQQ) @-GQ-JI"Q) F+r|

M@Q) Q=1-7(Q,Q) (A.115)
kde 7(Q,Q) =C(Q,Q)-Q+G(Q)+ J"(Q) - F

Soustava diferencidlnich rovnic 1. fadu bude mit nésledujici tvar:

Q
% [g] = |M7HQ)- (T - T’(Q,Q)) (A.116)
Q

Zatimco jakobian J(Q) je znadma matice z feSeni DIK, viz Kapitola pro feSeni soustavy
diferencidlnich rovnic je nutné vypocitat zbyvajici matice dynamického modelu
M(Q) € R*™, C(Q,Q) € R*" a G(Q) € R™!. Za timto téelem lze s vyhodou vyu-
zit Algoritmu pro vypocet IDM. Analyzujme podrobné tvar soustavy diferencialnich

rovnic (A.115)).

V pripadé feseni IDM plati, Zze hledame takové 7, které spliuje diferencidlni rovnici dy-
namického modelu pro dané hodnoty polohy @, rychlosti @ a zrychleni @ kloubovych
soufadnic:

M@Q)-Q+7(Q.Q) =7 7(QQ)=CQQ)Q+GQ)+J'(Q)-F (A1l7)

Se znamym algoritmem vypoctu IDM lze tak stanovit hodnoty ¢leni M(Q) a 7(Q, Q)
nasledovneé:

e Vypocet &lenu 7(Q, Q):
Budeme-li hledat sily/momenty 7 v aktuatorech manipulatoru IDM Algoritmem |A.3
« o« .. .. .. T L. o o
za predpokladu, ze Q = [ g1 Go ... dn ] = 0, dostavame piimo clen:

T=17(Q,Q) e R™! (A.118)

Je tedy zapotTebi pravé jedna iterace IDM algoritmu, abychom ziskali vektor 7/(Q, Q).

e Vypocet ¢lenu M(Q):
Hledejme opét sily/ momenty 7 v aktuatorech manipulatoru IDM Algoritmem za
predpokladu, Ze plati Q@ = 0, g, = 0 = pro piispévek od gravitace plati G(Q) = 0
a F' = 0. Potom rovnice prejde na tvar:

M@Q)- Q=T
mi1 Mmi2 ... Mip q1
ma1 M22 ... Manp G2
. . : . =T
MmMp1 M12 ... Mpn Gn

Tedy plati:

M(Q)[;,1] proGi=1AG=0,Vi#1
M(Q)[:,2] proGa=1N§ =0, Vi#2

M(Q)n] pro dn = 1A G =0, Vi £ n

Je tedy zapottebi n iteraci IDM a v kazdé této iteraci dostavame pravé jeden sloupec
matice M (Q).
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Vysledna slozitost rekurzivniho algoritmu pro vypocet DDM je tedy O(n?).

¢ Algoritmus A.4 (DDM pro sériové manipulatory - rekurzivni alg.)
Algoritmus je definovan nésledovné:
Vstupy:

e Sily resp. momenty v aktudtorech manipulatoru = = [ T Ty ... Tn ]T

e Kinematické, dynamické parametry manipulatoru a externi sily /momenty pusobici
na koncovy efektor (shodné jako v Algoritmu [A.3]).

Vystupy:

e Polohy, rychlosti a zrychleni kloubovych soutadnic:
Q:[QI7Q2>-~-7(]n]Ta Q:[(le@r--@n]Tv Q:[q.17Q.27"'7q.n]T

e Zkracené ozna¢me DDM jako (s vynechanim zévislosti na konstantnich kinematic-
kych a dynamicky parametrech):
Q = DDM(,Q,Q, F) (A.119)

Poznamenejme, ze rychlosti Q a polohy @ jsou FeSenim soustavy diferencialnich
rovnic (A.116]).

Algoritmus:

1. Vypocti élen 7/(Q, Q) fesenim IDM pro:

7(Q,Q) =IDM(Q.Q, 0_ F) (A.120)
=Q

2. Vypocti ¢len M (Q) feseni IDM pro:

M(Q)[;,i] =IDM(Q, 0 ,Q, 0 ), zapodmiky: g, =0 (A.121)
—0 =F
pro:=1,2,...,n a zaroven:
- 1T
100 ... 0 proi=1
oy :T
.. 010 ... 0 proi =2
Q= L i
- 1T
00 0 ... 1 prot=mn

3. Vypocéti zrychleni kloubovych soufadnic jako, viz rovnice (A.115)):

Q=DDM(r,Q.Q.F) =M (Q)- (r-7(Q.Q)) (A.122)

4. Res soustavu diferencialnich rovnic
d1Q) _ DDM(TQQ Q.F) A123
% [Q] _— ) M ) ( . )

Q<«bod 1.-3. algoritmu

1TV Matlabu napf. prost¥ednictvim funkce ode45.
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Priloha A. Matematika v robotice

A.6.1. Nastin reseni IDM/DDM pro paralelni manipulatory

Dynamické ulohy (DDM, IDM) pro paralelni manipulatory lze opét odvodit s vyuZzitim de-
kompozice paralelniho manipulatoru na diléi sériové (oteviené) kinematické fetézce vhod-
nou kinematickou dekompozici (dostavame tak v podstaté mnozinu sériovych manipula-
tori).

Z Kapitoly (resp. Algoritmu znéme, ze v pripadé sériovych kinematickych fetézci
lze nalézt efektivni algoritmus vypoctu IDM zaloZeny na dopfedném rekurzivnim vypoctu
rychlosti a zrychlenich navazujicich ramen smérem od zakladny ke koncovému efektoru
a zpétném rekurzivnim vypoétu distribuce sil/momenti pusobicich na navazujici ramena
smérem od koncového efektoru k zakladné.

V piipadé paralelnich manipulatorti existuje cela fada metod nalezeni dynamického mo-
delu, napt. [74], [45]. V naSem pfipadé je mozné vyuzit standardni pfistup zalozeny na
principu virtualni prace. Z principu virtualni prace plati, Ze elementarni pririistek energie
vykonany v aktivnich kloubech manipuldtoru musi byt roven pfirtistku energie ve vSech
kloubech manipuldtoru za predpokladu, Ze je paralelni struktura manipulatoru dekom-
ponovana na sériové (oteviené) kinematické Fetézce. Dekompozice na sériové kinematické
Fetézce je docilena rozpojenim uzavienych kinematickych smyc¢ek v pasivnich kloubech
manipulatoru.

Pro ilustraci pfedpokladejme dekompozici paralelniho manipulatoru z Piikladu vV pa-
sivnim kloubu Joint 4 a v pasivnim kloubu Joint 219 - tedy na dva sériové kinematické
fetézce Chain 1, Chain 2, viz Obréazek [A.9] Z principu virtualni prace vyplyva:

TT : an = TT dQchains (A124)

chains °

kde 7 = [ T Ty }T jsou silové momenty v rota¢nich aktuatorech manipulatoru, d@Q, =
[ dgy dgo ]T je diferencialni priristek polohy aktivnich kloubovych soufadnic ,

! [dqn]

T2 dg2

T Chainl T3 dQchaint dgs

T chains — = |- dQChains: =
T Chain2 71 dQChainZ d(ﬁ

T3 dgz
KER [dg3 ]

jsou silové momenty v ekvivalentnich dekomponovanych sériovych kinematickych retézcich
a odpovidajici hodnoty diferencialnich prirastkta kloubovych soufadnic.

Ze znamych zavislosti mezi pasivnimi a aktivnimi kloubovymi rychlostmi (A.91)) 1ze odvodit
(vynéasobenim rovnice diferenci ¢asu dt):

dgs
d _
dq} =Jpal:,1]-dg1 + Jpa[:;, 2] - dgo
493
dgz
dgz = Jpa[l,1] - dg1 + Jpall, 2] - dgo (A.125)
dgi = Jpa(2,1] - dg1 + T pa[2,2] - dgo
dgs = Jpa[3,1] -dgi + Jpa(3,2] - dgo
dgs = Jpal4,1]-dq1 + Jpa[4,2] - dgo

18 Joint 2 je aktivnim kloubem kinematického fetézce Chain 1 ale zaroven také pasivnim kloubem kine-
matického fetézce Chain 2.
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A.6. Automatické generovani dynamickych modelii (DDM, IDM)

Vztah (A.124) lze dale formélné upravit na linearni zobrazeni mezi silovym momentem
vSech kloubovych soufadnic manipulatoru a silovym momentem aktivnich kloubovych sou-

chains
1
T = < . TC i

dQ,
T = HT(Q) * T chains (A126)
kde H(Q) je dana nésledovné:
rdgi  dgiq
dq dq
dg»  dgy
dq dq
H(Q) = Lg% Lg? (A.127)
dg1  dge
dgz  dgz
dg1  dg2
dgz  dgg
Ldg1  dgo-

S pomoci (A.125)) lze vyé¢islit hodnoty prvka hledané matice H(Q) (aktivni kloubové
soufadnice Q, = [ q1 Qo ]T tedy i dgi, dg2 jsou nezavislé proménné):

g dg 1 0
331 332 0 1
3 3
_|dn A | _ |Jrall, 1] Jpall,2]
H(Q) = dindo | = Fpaf2,1] Jpaf2.2 (A-128)
gﬁ iﬁ Jpal3,1] Jpal3,2]
dg;  day [ Jpal4, 1] Jpald,2]]
Ldg1  dgoA

Vzhledem k jednoduché architektufe uvazovaného paralelniho manipulatoru lze ukazat, ze
plati (matice H(Q) je nezavisla na kloubovych souradnicich):

1 0
0 1
|

HQ)=|, |,
-1 0
_1 1_
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Priloha A. Matematika v robotice

:f,oi’nt 3

Link 3
i
Link 6
g }@inti
............ : a
Chain 1 ; ;
: ¥
Link 1 .
Q ez - :
. .-'
Q=1 ¢ ¢ q1 2 g3 : :Chain 2
Q.= " Q=Ilpaaeasa” :
Yo
Joint 1 @— e, Y SR -

s :]'m'n.t.i\_-:‘/}/\\

Obrazek A.9.: Dekompozice paralelniho manipulatoru na dil¢i kinematické fetézce

Tedy za predpokladu, Zze znadme pozadovany pohyb paralelnfho manipuldtoru, napf¥. ve
vyznamu poloh X, rychlosti X a zrychleni X koncového efektoru, lze z IGM, IIK vypo-
¢itat pozadované polohy @, , rychlosti Qa a zrychleni Qa aktivnich kloubovych soufadnic
a déle dle zavislosti mezi aktivnimi a pasivnimi kloubovymi souradnicemi vSechny pasivni
kloubové polohy @, rychlosti Qp a zrychleni Qp, viz Kapitoly V takovém
pfipadé nyni mize byt spocitan IDM pro v8echny dekomponované sériové kinematické
fetézce (Chain 1, 2). Ziskdvame tak pozadované sily/silové momenty Tchains ve vSech
(aktivnich i pasivnich) kloubech. PoZzadované sily/silové momenty v pasivnich kloubech
manipulétoru jsou poté promitnuty do sil/silovych momenti 7 aktivnich kloubt manipu-
latoru, viz (a kinematické Fetézce jsou poté zpét uzavieny v ptivodné rozpojenych
pasivnich kloubech). Poznamenejme, Ze externi sily/momenty pisobici na koncovy efektor
manipulatoru budou zahrnuty do piislusného odpovidajiciho kinematického fetézce (resp.
do silového/momentového pusobeni na jeho koncovy efektor).
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A.7. Singulédrni polohy v robotice

Kinematické ;-)arametn/: € Kinematické f)arametry: £
Y Y
X,X,X a’.a’ ..a ’. 7..
%» IGM. 11K {Q.. Q.. Q }) A2P, IKA2P {Q,,Q, Qp})
{Q., Qu}

Externi sily/momenty F
pusobici na konc. ef.:

‘ > Kinematicka dekompozice
na sér. kin. fetézce

Kinematické parametry: f
Dynamické parametry: f4

{QChain17 QC,,ainl? QChainl} ..~”’~.".,. {QChainza Q hain2> QChainQ}

IDM IDM
7T Chain]| T Chain2
Q, | - .
T T chains
Y Y
DDM Ta Princip virtualni prace
(ekvivalentné jako pro € (pFemapovéni kloubovych
sériovy manip., tzn. s vyuZitim IDM) sil/moment() IDM

Kinematické f)arametry: é

Dynamické parametry: f4

Obrazek A.10.: Grafické znézornéni vypocétu IDM (DDM) pro paralelni manipulatory

Obdobné, jako v pfipadé po sériové manipulatory, je mozné s pomoci IDM paralelniho
manipulatoru stanovit nasledné DDM paralelniho manipulétoru (respektive pfislugné ¢leny

M(Q,), 7(Q,,Q,) v rovnici (A.115)), viz Algoritmus (platny i pro vypocet DDM pa-

ralelnich manipulatori). Poznamenejme, Zze postup vypoc¢tu IDM, DDM pro paralelni ma-
nipulétory lze zobecnit pro libovolné paralelni kinematické fetézce. Schématické zndzornéni
vypoc¢tu dynamickych uloh pro paralelni manipulatory je ilustrovano na Obrazku

A.7. Singularni polohy v robotice

Singularni polohy manipulatori jsou specifické polohy koncového efektoru, které vyznamné
ovliviiuji jeho kinematické vlastnosti. Tuto skute¢nost je tfeba brat vzdy v avahu pii syn-
téze, analyze i fizeni manipuléatort.

A.7.1. Singularni polohy sériovych manipulatort

Piipomenime vztah mezi rychlostmi zobecnénych a kloubovych soufadnic:
X=JQ) - Q (A.129)

kde X € R™ je vektor nezavislych zobecnénych soufadnic a @ € R je vektor kloubovych
soufadnic. Vzhledem k faktu, Ze uvazujeme neredundantni manipulatory, kde pocet neza-
vislych aktuatort n je roven poc¢tu nezavislych zobecnénych souiradnic m, plati m = n.
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Priloha A. Matematika v robotice

Singularni polohou sériového manipulatoru, tzv. sériovou singuldrni polohou rozumime ta-
kovou polohu koncového efektoru, pro kterou jakobian J(Q) € R™"™ ztraci svou hodnost,
tedy Rank (J(Q)) = r < min(m,n). Z principu linearni algebry, viz Kapitola lze
tedy usuzovat, ze dimenze prostoru N'(J) dim(N(J)) = n — r je nenulova a existuje tedy
nenulova rychlost kloubovych soufadnic Q =% 0, pro kterou se koncovy efektor nemuze
pohybovat X =0. Jinymi slovy, manipulator v této singularni poloze lokalné ztraci prave
n—r DoF umoznujici pohyb koncového efektoru. Pocet DoF koncového efektoru manipula-
toru v singularni poloze je tedy roven r, coz je méné nez pozadovanych m DoF (r < m).

Dalsi nepiijemnosti, které jsou standardné zptsobeny pohybem manipulatoru v blizkosti
singularnich poloh, lze pozorovat ze SVD rozkladu jakobianu. Pfipomenme, Ze plati nésle-
dujici rozklad (prvky matice J jsou realné):

J=U-=.v7T (A.130)

kde U = [u;] resp. V = [v;] jsou unitarni maticﬂ po sloupcich slozené z levych wu; resp.
pravych v; singularnich vektort. Matice ¥ = diag [01, 09, . .., 0,] je diagonalni matice, na
jejiz diagonale jsou sefazeny od nejvétsiho singulérni ¢isla o; matice J, 01 > 09 > -+ > o,
Dale plati: J - v; = o;u; resp. JTw; = ov;.

Soustfedme se nyni na problém 1K, tedy, jak vypocitat rychlost kloubovych souradnic
ze znamych rychlosti koncového efektoru. Inverzi vztahu (A.129) a vyuzitim SVD roz-

kladu (A.130) dostavame:
Q=J'X=w=vh . X=-ve U X
Q:V-diag[al_l,agl,...,agl]-UT-X (A.131)

Ze vztahu je patrné, ze v pfipadé, Ze se robot pohybuje v blizkosti singularni po-
lohy, plati 0, — 0 (pro singularity vyssich fada navic o,—1 — 0, o,—2 — 0, atd.), tedy
o1 — +o00. Z uvedeného vyplyva, Ze rychlosti kloubovych soufadnic Q mohou dosaho-
vat vysokych hodnot (limitné nekone¢na) pro velmi malé pozadavky na rychlost koncového
efektoru X . Tento problém v primyslové praxi nastava pomérné ¢asto napitklad u antropo-
morfniho manipulatoru se sférickym zapéstim, kvili singularité pravé ve sférickém zapésti
(zarovnani os prvniho a tfetiho kloubu). Standardni FeSeni této situace je uskutecnéno
preplanovani pozadovaného pohybu.

Analogicky problém se projevuje pro presnost polohovani koncového efektoru manipulé-
toru, nebot plati:

AX = J(Q)-AQ (A.132)

Tedy malé nepfesnosti v aktuatorech (nepifesnost regulace, vile v zubech prevodovek, atd.)
vedou na vysoké polohové nepfesnosti aktudtoru.

Poznamenejme, Ze v piipadé neredundantnich manipulatori je jakobidn J(Q) ¢tverco-
vou matic{ a singuldrni polohy neredundantnich manipulétori lze vySetfovat z podminky
det (J) = 0. Bohuzel, ke stanoveni relevantni vzdalenosti od singuléarni polohy, je vypocet
determinantu jen stézi pouzitelny, nebot zde hraji vyznamnou roli diléi prvky jakobianu,
typicky prvni tii fadky maji rozmér m, zbyvajici t¥i potom rozmér rad (piispévek rychlosti
viech kloubovych souradnic do vysledné rota¢ni/transla¢ni rychlosti koncového efektoru).
Bez vhodného normovani jakobianu tedy nelze jednoznac¢né fici, jak moc jsme od singulérni
polohy vzdéaleni. Z tohoto duvodu se ¢asto zavadi tzv. index podminénosti (dexterity index)
jakobidnu u, ktery je definovan jako:

p=2"c0,1) (A.133)

01

19Pro unitarni matice plati: U - UT =T = U ! =U7T
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A.7. Singulédrni polohy v robotice

kde o, resp. o1 je nejmensi resp. nejveétsi singularni ¢islo jakobianu J.

V pripadé redundantnich sériovych manipulator m < n mluvime o singularnich polohach
opét v pripadé, kdy Rank(J) = r < min(m,n), tedy r < m. Tzn. vysledny pocet DoF
koncového efektoru manipulatoru je opét roven r a koncovy efektor tak ztraci pravé m —r
DoF'. Jakobian J € R™" redundantniho manipulatoru nachézejiciho se v singularni poloze
ma4 pravé m — r nulovych singularnich &isel, viz SVD rozklad v Kapitole

Poznamenejme, Ze zatimco u neredundantnich manipulatort lze singuldrni poloha vyset-
fovat z determinantu jakobianu J € R™" (jakobian je ¢tvercovou matici m = n). Pro
manipulator v singularni poloze plati:

det(J) =0 (A.134)

U redundantnich manipulatort, kde m < n nelze determinant spocitat. Lze vSak s vyhodou
pouzit zédkony linearni algebry, kde plati:

o(J) = y/eig (JJIT) (A.135)
ﬁ oi = /det (JJT) (A.136)

T 21 . P PP .
kde o(x) = [ o1 O3 ... Onm } predstavuji redlna nezaporna singularni ¢isla a eig(x) =
T PR o T 2 . .
[ el €y ... €m ] vlastni ¢isla pfislusné matice (komplexni).

V piipadé redundantnich manipulatort lze tak singularni polohu vySetfovat ekvivalentné
Z rovhice:

det (JJT) =0 (A.137)

A.7.2. Singularni polohy paralelnich manipulatort

V pripadé singulédrnich poloh paralelnich manipulatori lze singularity délit na dvé zakladni
skupiny. Paralelni singuldrni polohy dané paralelni kinematickou strukturou manipulédtoru
a sériové singuldrni polohy dané sériovymi kinematickymi fetézci, které tvori jednotliva
,ramena‘ paralelniho manipulatoru. Abychom mohli tyto singularni polohy jednoznacné
definovat, zaméfme se nejprve na vypocet IGM pravé pro paralelni manipulatory, zobec-
nénim pfistupu uvedeného v [125]. Predpokladejme paralelni manipulator s n nezavislymi
sériovymi kinematickymi Fetézci, viz Obréazek Poloha zékladny manipulatoru je jed-
noznacné urcena s.s. Fy a poloha koncového efektoru pak s.s. F,. Poloha a orientace i-tého
kinematického fetézce A;B;, tedy s.s. Fig, vzhledem k s.s. Fy,, je dana homogenni trans-
formad¢ni matici:

. —1
HY(X)2Th = (Th,) T8 Th, Ti=

(A.138)

kde T? je dana poloha OY a orientace R? koncového efektoru vzhledem k s.s. zakladny
F, (znamé zobecnéné soufadnice X)), Tf’4i je konstantni znaméa homogenni transformacni
matice definujici polohu a orientaci zékladny, s.s. Fy,, i-té¢ho kinematického Fetézce a T'p,
je konstantni znamé homogenni transformac¢ni matice definujici polohu a orientaci s.s F'g,,
ktery urcuje polohu a orientaci pfipojného mista kinematického fetézce ke koncovému
efektoru. Matice Ty, a TbAi jsou tedy jednoznacné urcéeny geometrii zkoumaného robotu a
nezévislé na jeho kloubovych/zobecnénych soufadnicich.

239



Priloha A. Matematika v robotice

DGM pro i-ty sériovy kinematicky Tetézec s kloubovymi soufadnicemi Q; lze psat ve
tvaru:

(A.139)

Obrézek A.11.: ReSenf IKU obecného paralelntho manipulatoru (A; resp B; definuji po-
¢atky s.s. pfipojnych bodt na zakladné resp. koncovém efektoru)

Zatimco struktura rovnice je stejnéd pro vSechny typy paralelnich manipulétori,
struktura rovnice ([A.139)) zavisi striktné na typu pouzitych sériovych kinematicky retézcii.
IGM pro obecny paralelni manipulator je pak dén feSenim soustavy rovnic, porovnanim
vztahu (A.138) a (A.139)) dostavame:

HY(x)] [HY@Q)]
HY(x)| = | HY(@Q)) (A.140)

HYx)|  |[HMQ,)]

;1 (X) H2(Q)

Poznamenejme, ze funkce H gl)(X ) je v pripadé IGM paralelnich manipulatori znama
(zname pozadované zobecnéné souradnice X a geometrické uspotradani piipojnych bodu
na zakladné a koncovém efektoru) a predpis funkce H g)(Q) miuze byt stanoven analogicky
jako v pripadé feSeni DGM standardnich sériovych manipuldtort, tzn. prostym nésobe-
nim homogennich transformac¢nich matic plynoucich napf¥. z popisu kinematiky sériovych
kinematickych fetézcti pomoci D-H amluvy. Reseni IGM paralelnich manipulétort se tak
v podstaté rozpada na feseni IGM pro n sériovych manipulatora tvorici diléi kinematické
fetézce s hledanymi kloubovymi soufadnicemi Q; (pasivnimi a aktivnimi).

Casovou derivaci polohovych vztaht (A.140) pak dostavame vztah mezi rychlostmi klou-
bovych a zobecnénych souradnic paralelniho manipulatoru (IIK resp. DIK):

A-Q=B-X = Q=A"' B-X(IIK) rep. X=B"'-A.Q (DIK) (A.141)
J-1 J
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A.8. Energie manipulédtoru

kde B resp. A lze odvodit parcidlnimi derivacemi funkei H; (X)) dle slozek X resp. Ho(Q)
dle slozek Q. Singularni polohy pro paralelni manipulatory lze tedy délit na tfi typy:

e Matice A nemé plnou hodnost = sériovd singularita (jakobian J nemé plnou hod-
nost, Rank (J) < min (m,n)). Tento typ singularity koresponduje se sériovou sin-
gularni polohou sériovych manipulatori reprezentujici nezéavislé kinematické retézce
manipulatoru. Tedy v takovémto pripadé opét existuje nenulova rychlost kloubovych
soufadnic Q # 0 pro kterou se koncovy efektor nemiize pohybovat X = 0 (mani-
puléator lokalné ztraci své DoF'). Tento typ singularity byva ¢asto chybné zaménovan
s hranici pracovniho prostoru manipulatoru, pro kterou plati to samé (obecné vsak
sériova singularita na hranici pracovniho prostoru nemusi nastavat).

e Matice B neméa plnou hodnost = paralelni singularita (inverzni jakobian J ! nema
plnou hodnost, Rank (J 71) < min (m,n)). V takovém pfipadé existuje nenulova
rychlost X # 0 koncového efektoru generujici nulovou rychlost Q = 0 aktivnich
kloubovych souradnic. Koncovy efektor tedy ziskava tzv. nefiditelné stupné volnosti.
V praxi je nezbytné nutné se okoli takovych poloh vyvarovat, nebot manipulator se
v nich stavd v podstaté nefiditelnym. Navic z kinetostatické duality vyplyva (od-
vozeno na zéklad principu virtualni prace, viz [95]), vztah mezi silami/momenty
koncového efektoru a kloubovych soufadnic:

r=J' . F (A.142)

kde 7 reprezentuje sily /momenty aktuatort a F' sily /momenty koncového efektoru.

V blizkosti singularni polohy tak (odvozeni pomoci SVD rozkladu analogické jako
v Kapitole |A.7.1)) miZe dochazet k vysokym poZzadavkim na sily /momenty 7 v ak-
tuatorech (limitné nekoneéné) pro malé pozadavky na sily/momenty koncového efek-
toru.

e Matice A ani B nemé plnou hodnost. Nastavaji oba typy singularit soucasné.

A.8. Energie manipulatoru

V optimaliza¢nich algoritmech ¢asto usilujeme o navrhu takové konstrukce manipulatoru
¢i jeho Tizeni, aby byla minimalizovana celkova energie potfebné k pozadovanému pohybu
koncového efektoru. Odpovidajici formulaci kritéria mtzeme odvodit nasledovné:

Diferencialni prirtstek dF mechanické energie lze definovat ze znalosti konstantniho oka-
mzitého vykonu P a diferencidlniho pfiristku ¢asu dt jako:

dE = P - dt (A.143)

Celkovy okamzity mechanicky vykon n aktuatort manipulatoru lze vypocitat ze znalosti
sil/momentt 7; ptisobicich v aktuatorech a rychlosti aktuatorta ¢; pro ¢ = 1...n jako:

P=7-414+72 G@+...Tn da=7"-Q (A.144)

kde . _ .
T:[Tl T ... Tn]v Q:[QI Go .- Qn]

Vyslednou mechanickou energii manipulatoru podél celé trajektorie pohybu v Case t =

to. ..ty lze tak stanovit z (A.143)) a (A.144) jako:

tf ty T tr
E:/ dE:/ (T -Q)dt:/ (71 d1+ T2 G+ - T - ) di (A.145)
0 0 0
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Priloha A. Matematika v robotice

Je zfejmé, ze ve vztahu pro mechanickou energii mohou jednotlivé prvky 7; - ¢;
integrandu nabyvat kladnych i zapornych hodnot, coz je prirozeny dusledek vlastnosti me-
chanické energie v mechanickém systému, kdy ¢len 7; - ¢; > 0 odebiré vykon ze systému a
naopak ¢len 7; - ¢; < 0 dodava vykon do systému. Tato situace by vSak v technické praxi
nastavala jen v pripadé, ze by fidici systém manipulatoru spole¢né se svymi akénimi ¢leny
(aktuatory v jednotlivych kloubech) plné a bezztratové vyuzival princip rekuperace, mohl
tedy pfijimat energii od pohybujici se mechaniky manipulétoru a vracet ji zpét do napajeni
(napft. do sité). Presto, Ze moderni servoméni¢e mohou ¢astecné princip rekuperace vyuzi-
vat, nikdy tento proces nebude probihat se stoprocentni t¢innosti a vizdy bude dochazet
k vykonovym ztratam.

Vzhledem k tomu, ze vétSina aktuatorti manipuldtorti jsou realizovany elektrickymi po-
hony, zamérme se na elektrickou energii manipulétoru, kteréd je potfebné k realizaci poza-
dovaného pohybu koncového efektoru (moZnost rekuperace neuvazujme). Pro zjednoduseni
predpokladejme, Ze aktuatory manipuldtoru jsou realizovany stejnosmérnymi motory bez
pfevodovelﬂ s elektromechanickou konstantou k; a moment 7; na htideli motoru lze tedy
urc¢it pfimo z hodnoty proudu I; do vinuti rotoru.

Celkovy okamzity zdz’mlivy@ elektricky vykon n aktudtort manipulatoru lze tedy spocitat
jako:
Ry

Lo R
K

P:R1'112+R2'122+"'+Rn'1721: 5
2

'7_12_‘_ ,T§+...+J.72 (A.147)

kde R; je odpor vinuti motoru.

Predpokladejme dale, Ze vSechny aktuatory manipuldtoru maji identické parametry, tzn.
R; = R, k; = k. Vyslednou elektrickou energie je tak mozné stanovit pomoci (A.143)) ana-
logicky jako v pfedeslém pfipadu s uvazovani okamzitého zdéanlivého elektrického vykonu

(A 147):
ty ty ty
E:/ dE = R/ (P +75+...75)dt = R/ (r1-7)dt, L (A.148)
0 k Jo k Jo k
Ze vztahu (A.148)) je tedy zfejmé, Ze optimalizaci (minimalizaci) kritéria
Ly
J = / (v7 1) at (A.149)
0

je optimalizovana (minimalizovana) celkova (elektrickd) energie potifebna k realizaci poza-
dované trajektorie koncovym efektorem manipulétoru.

A.9. Zobecnena inverze matice

Zabyvejme se nyni linearnim zobrazeni a zduraznéme nékteré jeho zakladni vlastnosti.
Poznamenejme, ze diikazy uvedenych vlastnosti jsou jen néstiny a jejich relevantni odvozeni
lze nalézt v literatufe zabyvajici se linedrni algebrou.

20Poznamenejme Ze aktuatory typu P jsou realizovany vétsinou rotaénimi motory s vhodnym pfevodem.
Pripadné prevodovky svou déinnosti mohou pouze navySovat potfebny vykon motoru, nicméné pro
ucely minimalizace celkové energie manipuldtoru nehraji Zadnou roli.

217Zdanlivy vykon nezohlediuje fazovy posun mezi napétim a proudem na kotvé motoru, uvazujeme-li, ze
tento fazovy posun je v pracovni oblasti motoru konstantni, lze predpokladat, ze zdanlivy vykon bude
pfimo tmérny vykonu ¢innému.
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Uvazujme soustavu linedrnich rovnic ve tvaru:
y=A-x (A.150)

kde x e R", y =R™, A € R"™".
Cilem je nalézt feSeni & pro (obecné) znamé y a A.
Hodnost r matice A lze definovat jako dimenzi prostoru, ktery je generovan radky/sloupci

matice A (hodnost matice lze ziskat napt. Gaussovo eliminacni metodou):

r = Rank(A) < min(m,n) (A.151)

Zavedme nyni tzv. zobecnénou inverzi AT matice A. Pesto, ze lze nalézt vice zobecnénych
inverzi [10], uvazujme dale nejrozsitendjsi piipad, a to tzv. Moore-Penrose pseudoinverzi,
ktera je definovana nasledovné:

Moore-Penrose pseudoinverze matice A je matice AT, ktera vyhovuje Feseni 4 maticovych
(nelinearnich) rovnic:
A AT A=A
At A AT = AT
(A-ANT = A. AT
(AT-A)T=AT.4

(A.152)

Jednim z moznych algoritmti pro vypocet zobecnéné inverze je vyuzit singularni rozklad
matice A:

A=U-xz.vT (A.153)

kde U € R™™ U -UT = Iym resp. V. € R®" V. VT = I,., jsou unitarni matice
jejichz sloupce tvori levé resp. pravé singularni vektory a 3 € R"™" je matice singularnich
Cisel 01 > 09 > -+ > 0, > 0 ve tvaru:

5o | Sr Or(n—) (A.154)
0(m—7")><7" O(m—r)x(n—r)

kde S € R"" = diag(o1,09,...,0,) je diagonalni matice se singularnimi ¢isly na hlavni
diagonéale usporadanymi sestupné.
Formalnim invertovanim (A.153|) ziskavame Moore-Penrose pseudoinverzi ve vypocetnim
tvaru jako:

A=U-- VI =U[,1:7]-8-V[,1:7]"

A= (U1:0]-8- V1)) =V, 1] 87U 1T (A.155)

Lze ovérit, ze vztah (A.155]) pro vypodet pseudoinverze vyhovuje soustaveé rovnic (A.152]).

Pro soustavu rovnic y = A - & obecné plati, Ze:

e Existuje pravé 1 feseni, pokud: Rank(A) = Rank([A|b]) =n
(soustava je konzistentni)
Pro pseudoinverzi «* = Al -y plati: A-z* =y

e Existuje nekoneéné mnoho feseni, pokud: Rank(A) = Rank([A|b]) < n
(soustava je konzistentni)
Pro pseudoinverzi * = A" .y plati: A - 2* = y a zéroveli * = argmin||z||
€T
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o Neexistuje zadné feSeni, pokud: Rank(A) # Rank([A|b])
(soustava neni konzistentni)
Pro pseudoinverzi * = A" .y plati: * = argmin||A -z — y||
X

kde [A]b] je rozsifena matice soustavy.

Poznamenejme, ze v piipadé, ze ma matice A plnou hodnost, tzn. Rank(A) = min(m, n),
vypoletni tvar pseudoinverze A odpovida zapistm:

Al = (AT . A1 AT proom>n
AT =AT . (A-AT)"! proom<n

A.10. Mozné principy reseni Glohy optimalniho rizeni

V této kapitole shriime zakladni pristupy k problému optimélniho Tizeni. Pfesto, Ze se
jedna o znamé principy v literatufe ¢asto citované, jsou zde stru¢né uvedeny jejich zakladni
vlastnosti a nastin dikazi, na kterych jsou zalozeny vlastni pfinosy k fizeni redundantnich
manipulatorid v Kapitole [3.4.2

A.10.1. Dynamické programovani (Bellmanova optimalizacni rekurze)

Bellmanova optimaliza¢ni rekurze je jednim z nastroji, kterymi lze Tesit alohy dynamického
programovéani. Bellmanovu optimaliza¢ni rekurzi mizeme formulovat nésledovné.

Uvazujme diskrétnfz] obecné nelinearni dynamicky systém ve tvaru:

Qpt1 = (g, uk) (A.156)

kde g, € R" je stav, up € R™ je fizeni v diskrétnim casovém okamziku t; = k - T, kde
T, je perioda vzorkovani, a f(%) je ¢asové variantni funkce vyvoje stavu dynamického
systému.

Kritérium J zohlediiujici hodnoty vahové funkce gp(qy,ur) > 0 v Casovém okamziku tj
podél celé trajektorie systému k = 0,1,... N —1, véetné hodnoceni koncového stavu ®(q )
(Fizeni wy jiz neexistuje), je dano jako:

N-1
J(go,uy ") = [‘P(qzv) + ) gk(‘]k’uk)] (A.157)
k=0 p-t.s

kde g, oznatuje poCateni stav systému a [*]p.t.s' (podél trajektorie systému) oznacuje
zachovani podminky, Ze stav a Fizeni jsou vzajemné vizané stavovou rovnici (A.156|).

Cilem optimalizace je nalézt takovou optiméalni posloupnost strategii 7izend sév ~1 ktera
generuje posloupnost Fizeni u*év_l = [ug, u1,...,uy_1] spliujici podminku:

N-1
w'y = 50 ' (gx) = argmin (J(Qm Uév_l)) = argmin [(I’(‘JN) +> gk(Qk’“k)]
p.t.s.

N—-1 N—-1
U, Uq k=0

(A.158)

Poznamenejme, Ze cilem optimalizace neni nalezeni jedné konkrétni posloupnosti fizeni

uév —1 ale celé strategie Tizeni, kterou lze obecné pouzit v libovolném stavu systému a

22Poznamenejme, Ze lze formulovat i alternativu Bellmanovy optimaliza¢ni rekurze ve spojitém Gase - tzv.
Kontinualizace Bellmanovy optimalizacni rekurze.
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simulaénim ¢ase. Takovou strategii miZeme rozumét napiiklad funkci, kterd pro kazdy
dany stav z mnoziny piipustnych stavi gq;, € R™ a ¢as tj, definuje optimalni hodnotu fizeni
ug .

Princip optimality zde spoé¢iva v definici koncového tiseku trajektorie, pro ¢ast = tg, tgy1,- . -

pro né&jz lze hodnotu kriterialni funkce J lze vyjadrit jako:

N—1
T(gp,up ') = [é(qw) + ) gz(ql,w)] (A.159)
=k p.t.s
Je ziejmé, Ze koncovou Cast kritéria optimality (A.159) lze rekurzivné psét jako:
Jk(qk,ugil) = [Qk(qlmuk) + Jk+1(‘1k+1auév4:11)}pts (A.160)
Predpokladejme nyni, zZe zname optimélni strategii s*év ~1 ktera generuje optimélni po-

sloupnost fizeni u*év 1 a rozdélme uméle trajektorie v aktualnim Case t; na dvé Gasti

reprezentujici minulost a budoucnost, tedy kritérium (A.157)) lze s vyuzitim definice kon-
cové Gasti kritéria (A.159) psat jako:

N-1 k—1
Jo(gs,wy ™) = [®(gh) + > ailal, u) + > _alah uf)| =
=k =0
L Jk(QZKlt*kN_l) - p.t.s.
k—1
= [Jk(QE,u*kNl) + Zgl(fh*,uz*)] (A.161)
=0 p.t.s

Tedy nutné plati, ze kazdy koncovy tsek optiméalni trajektorie je optimélnim koncovym
usekem trajektorie. Nalezenim optimalniho koncového useku trajektorie tedy ziskédvame
koncovy tusek vysledné optimalni trajektorie. Bellmanova funkce V(q;) je definovana jako
minimélni hodnota kritéria koncového tseku trajektorie (tedy optimélni koncovy tusek tra-

jektorie, ktery lze ziskat optimalnim fizenim u*fj ~1 2z daného stavu q; v Case ty,), tedy:

Vi(gy) = min (Jk(qk,uff‘l)) (A.162)

k

Dosazenim rekurzivniho vtahu (A.160]) pro vypocet hodnoty kritéria na koncovém tseku
trajektorie Ji(qy, uév _1) do Bellmanovy funkce (A.162|) dostavame piedpis pro Bellmanovu
optimaliza¢ni rekurzi:

Vi(qy) = min |gi(qy, up) + Jk+1(¢1k+1v“iv_;__11)]pts
u? ts.

= min ufcv_‘__ll)) (A.163)

Vi 1(@p41)=Vier1 (fr (qgur))

9r(qx, ux) + min <Jk+1(%+1,

Ut

Bellmanova optimaliza¢ni rekurze je tedy zpétné rekurze, kterd udava optimélni hodnotu
koncového tiseku kritéria z daného stavu q;, v Case ty;:

Vi(qy) = Hllbikn (96 (qp, wr) + Vg1 (fr(qg, ue))], k=N-1,N-2,...0 (A.164)
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Hledame-li tedy optimalni Tizeni wj (respektive jeho predpis uj = si(qy)) v Case tj,

hledame takové Fizeni, uy jehoZ prostiednictvim se transformuje stav systému qg do stavu
g1 tak, aby byla nalezena minimalni hodnota souc¢tu vahové funkce g (qy, ux) (okamzity
dusledek soucasného stavu a fizeni v ¢ase t;) a minimalni hodnoty kritéria koncového tseku
trajektorie Vi41(qg, 1) (hodnoty Bellmanovy funkce) z nového stavu gy, . Ziskavame tedy
Bellmanovu funkci Vi (gy,) v Case t;, udavajici minimalni hodnotou kritéria koncového tiseku
trajektorie ze stavu gqy.

Z uvedeného je zfejmé, Ze vysledna zpétnd Bellmanova optimalizacni rekurze je formulovana
pro znamé funkce g(x) (vahova funkce), ®(x) (hodnoceni koncového stavu), f(x) (stavova
funkce dynamického modelu) nasledovné:

uj, = sk(qy) = argmin [gx(qy, k) + Vi1 (f(qp, uk))], k=N-1,N—2,...0 (A.165)

Uk

kde koncova podminka (hodnoceni koncového stavu):
Vn(an) = JIn(an) = 2(qy)

Optimalni (minimalni) hodnota kritéria J*(q,) z pocatecniho stavu g, (hodnota kritéria
*N—1

podél optimalni trajektorie urcéené posloupnosti optimalniho Fizeni wug z pocatecniho
stavu qg) je tedy ziejmé déna jako hodnota Bellmanovy funkce Vj(qy):
N-1
J*(q0) = J(qo, vy ) = Volqo) (A.166)

Metody reseni Glohy dynamického programovani

Vzhledem k pouziti metody dynamického programovéni se za ti¢elem optimalizace pohybu
redundantnich manipulatori, viz Kapitola|3.4.2] omezme na ptipad linedrniho diskrétniho
dynamického systému a obecné nelinearni vahovou funkci, tedy tlohu optiméalniho Fizeni

ve tvaru:
Q1 =F g, + G- uy (A.167)

(A.168)

N-1
uj, = s(qx) = argmin (J(qo, Uév’l)) = argmin !@(q]v) + D or(ay, ur)

N-1 N-1
U ) k=0 p.t.s.

Bohuzel, v pfipadé optimalizace pohybu redundantniho manipulatoru, viz Kapitola [3.4.2]
se situace vyrazné komplikuje, nebot vahova funkce g (g, ux) a funkce hodnotici koncovy

stav ®(g) jsou v obou uvazovanych piipadech, tedy pro optimalizaci rychlosti (3.206]
a sil/momentt aktudtort manipulatoru (3.209), velmi komplikované nelinearni funkcd

Nalezeni strategie optimalniho Fizeni sx(q;) by spoc¢ivalo v postupném FeSeni rovnic Bell-

manovy optimaliza¢ni rekurze (A.165)) a vypoctu Bellmanovy funkce (A.164)):
e Prok=N—1= uj = si(q):

@(qn)=Vn(an)

uy_ 1 = sy-1(gy_1) = argmin [gy_1(gn_1,un—1) + gN(F -qy_1 + G -un_1,

UN -1
an

Vr-1(an-1) = gn-1(ay_1,uy_1) + gn(F - qn_1 + G- uy_4,0)
(A.169)

#Hodnoceni koncového stavu ®(qy) je v piipadé optimalizace rychlosti (3.206) i sil/momenti (3.209)
dano hodnotou vahové funkce ®(qy) = gx(qy, ur) pro k=N auy = 0.
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e Prok=N -2 = uj = si(q;):

Uy _o = SN_2(qy_o) = argmin [gn_2(qy_o,un—2) + VN_1(F-qy_o+ G - uy_3)
UN_2

dN-1

VN_2(@n_2) = gNn—2(@n_2,uN_2) + VN_1(F - qn_o + G - u}_5)
(A.170)

e Prok=N -3 = uj = si(q):

uy_3 = sn_3(qy_3) = argmin | gy 3(qy_3,un—3) + VN _2o(F -qy_3+ G- un_3)
UN-_3

an -2

VN-3(@n-3) = gn-3(an_3,uN_3) + VN2(F -qn_3 + G - u}_3)
(A171)

Z nastinéné zpétné rekurze je zfejmé, ze pro vypocet optimalni strategie si(g;) v ¢ase ¢y je
nutné fesit rovnici typu wj, = argmin,, [*], kde pfislusny argument x zavisi na aktualnim
fizen{ uy, stavu g a pfedpisu Bellmanovy funkce Vi1, Viio, ..., VN. Tedy, s ohledem na
slozité predpisy pro vahové funkce gx(gy, ur), neni dokonce realné mozné tyto rovnice ani
formulovat v néjakém ,rozumném® kompaktnim tvaru, pfirozené tak nelze ani nalézt jejich
analytické feSeni. V uvedené podobé tedy optimalizacni tlohu zaloZenou na Bellmanové
rekurzi nelze uspokojivé vyfresit. Poznamenejme, Ze tilohu dynamického programovéni za-
loZeného na Bellmanové optimaliza¢ni rekurzi lze uspokojivé fesit pouze v pripadé, kdy
lze odhadnout tvar Bellmanovy funkce, napt. v pripadé standardni LQ ulohy, tak jak je
nastinéno v Poznamce [A.5l

Rekurzivni numericky vypocet optimalniho rizeni zalozené na zpétné Bellmanove
optimalizacni rekurzi

Komplikace, které vznikaji pfi pokusech analyticky fesit vySe definovanou optimalizaéni
tlohu formulovanou prostiednictvim Bellmanovy optimalizacni rekurze, lze ¢astecné obejit
nalezenim zpé&tného rekurzivniho numerického algoritmu, ktery je definovan nad kone¢nym
diskretizovanym stavovym prostorem a prostorem pripustnych akénich zasahi. Regenf opti-
malizacni tlohy se v takovém pripadé redukuje na prohledévani dikretizovaného stavového
prostoru q; € Q, kde prechody mezi dilé¢imi stavy jsou realizovany omezenym diskretizo-
vanym TFizenim uy € U:

max min
q; —g;

ailil € Qi ={aqi:qi = ¢™ + (n—1),n=1,...,N,}

N, -1
Ag;
oo (A.172)
. min u;nax _ugmn
upll] € Uy = {w; : u; = uj +ﬁ'(n—1), n=1,...,Ny}
u;
—_———
Au;

kde i-ta slozka vektoru stavu qy[i] resp. Fizeni ug[i] v ¢ase t; nabyva konecnych hodnot

zmnoziny Q; C Qresp. U; C U, kde ¢/™™", ¢;"** resp. u;™™, u;*** jsou minimalni a maximalni
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pripustné hodnoty slozek stavu a fizeni a N, resp. N, je pocet diskrétnich hodnot i-
tého stavu resp. fizeni. Celkovy pocet pripustnych diskrétnich hodnot stavového prostoru

resp. prostoru fizeni v kazdém casovém okamziku je tedy Ny, = Ny, - Ng, - -+ - - Ny, resp.
Ny = Ny, - Ny, - - - Ny,,. Stavovy prostor pro n = 2 je znazornén na Obrazku
(prostor fizeni bude analogicky).
Ago
2T 2 4 !
q;[2] L
| / /
R // p
'
L
R ; /%3
i @
“ L W v
7 4 - "&JQ
g 7 9/ =1
¥ / i= 2§§
7 y/ &F
/ g
&
S8
1=8 )@@ £
) _\,\9
a:l1] &8
i
k=0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 N=5 N-3 N-IN g
S
Q&\

Obrazek A.12.: Diskretizovany stavovy prostor v diskrétnich ¢asovych okamzicich pro stav
dj-

Diskretizované hodnoty stavu q; resp. uj; v Case ti lze tedy indexovat jednorozmérnym
indexem ¢ resp. j jakﬂ

[q)[1] € Qi
g\’ = : €Q i=12...,N,
ui[l] € Uy
ul) = : €U, j=1,2,...,N,
| up[m] € Up,

Algoritmus zalozeny na prohledavani diskretizovaného stavového prostoru dle piedpisu
Belmanovy optimalizaéni rekurze umoziuje fesit difve zminéné rekurzivni rovnice (A.169|-
A.171)) nasledovné:

¢ Algoritmus A.5 (Optimaliza¢ni rekurze - rekurzivni algoritmus)
Algoritmus vyuziva zpétné rekurze v Case ty, k= N —1,N —2,...,1. Pro kazdy cas t; a
diskretizovany stav q; € Q algoritmus hleda takové fizeni uy € U z mnoziny disktretizo-

24 Jednorozmérné indexované vicerozmérné pole, viz Obrazek [A.12] tedy transformace N> — N. Napf.:
[1,1] = 1,[1,2] —» 2, [2,2] — 3, [2,1] — 4.
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vanych pfipustnych feSeni, aby byla splnéna podminka optimality (A.165)):

uj, = sk(qy) = argmin | g (qy, uk) + Vir1(F - @, + G - ug)
u
’ T (A.174)

N-1
L i1 @ry1¥igy) J

k=N-1,N—2,...0
Vn(ay) = In(ay) = (ay)

Podminku optimality lze pfeformulovat pro rostouci hodnoty indexu k a diskretizované
hodnoty stavu a Fizeni nasledovné:

' . . N1
Uy_p = azgmm ngk(qS\Z/)—w “g\]/)—k> + JXJ—kH( qg\lf]—)k—i-l ’u*N—k—i-l) )
N o (A.175)

) e,
k=1,2... N—1
Vn(an) = JIn(ay) = ®(qn)
Je zfejmé, Ze argument:
Cka,N(CI%),k, u%),k) = ngk(qgfz),k’ US\J;),;C) + JN e (F q%)fk +G- u%)fkv WY 1)
(A.176)
je kandidatem na Bellmanovu funkci ve stavu qg\i,)i . (hledané fizeni je us\],l i) Clen IN 1 (F

qgf,)fk + G- u%lk, u*%:,lﬂl) vyjadiujici optiméalni hodnotu kritéria od ¢asu N — k + 1 do

casu N — 1 a je zavisly na stavu a Tizeni v ¢ase N — k a znamé optimalni strategii fizeni
2 2 . 2 s . . *N—1 2 ~ ~ v . .
koncového tseku optimalni trajektorie w* ;.  , tedy 1ze formélné preznacit jako:

JJ*V—kH(F : qg@)_k +G- ngjr)_kv u*%:llc+l) = JJ*\f—k+1,N(F : qg\zf)—k +G- u%)—k) (A.177)

Kandidat na Bellmanovu funkci v ¢ase N — k lze tedy vysledné psat jako:
C () )y _ (%) (4) Jx F.q% G- (4) A178
Nk N(An_j Un_1) = IN-k(An_p UN_g) + N—k+1,N( Ay_j + uy_,) (A.178)

kde pro k = 1 (koncovy bod trajektorie) plati (hodnoceni koncového stavu):
Ty (Fay) + G -uf) ) = T (ay”) = 2(ay”)

Rekurzivni algoritmus hledani optimalni strategie fizeni lze tedy prostfednictvim kandidéata
na Belllanovu funkci (A.178]) hledat nasledovné:

1. Ohodnoceni vSech pfipustnych diskretizovanych koncovych stavi:
Tan@y=a@), i=12... N
N,N(qN) (qN)? 1 gLy Vg

2. k=1 (¢as), i =1 (dikretizovany stav)
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(1) () S

e V dikretizovaném stavu qp/_, aplikuj vSechna pripustna fizeni uy’,, j =

1,2,..., N, a vypocitej N, kandidatt na Bellmanovu funkci v tomto stavu (pro
k=1 Ty nlay) = 2(aV)):

CN_k,N(qE@)_,C, u%)_k) = gN—k(qg\if)_k, u%)_k) + Jz*\f_k+1,N(qg\Z}’]_)k+1)

kde qg\ifi)kﬂ =F- q%)fk +G- “%lk

(4,9)

: . . j . . . .
Poznamenejme, ze hodnoty Jka+1,N(qN—k+1> jsou znamé pouze v diskreti-

zovanych bodech stavii (mfizce). Hodnota nasledujiciho stavu qg\z,i )k g =F-

qg\i,)_ TG uS\J,)_ . nemusi nutné spadnout (a obecné nespadne) presné do téchto
diskretizovanych hodnot. V takovém piipadé je nutné vyuzit interpolaci (line-
arni) a hodnotu JJ*\/—k+1,N(q§\Z}7i)k+1)
Obrazek [AT4l

(4) (9) )

Z vypoctenych hodnot kandidatii na Bellmanovu funkci Cy_i n (g1 Ur_j
pro vSechny pfipustné fizeni u%l e J=1,2,..., Ny, najdeme minimum. Ziska-

vame tedy hodnotu Bellmanovy funkce VN,k(qg\i,)_ k) ve stavu qg\?_ & hodnotu

SUAPS T %1 2ok .
optimalniho fizenf wy,_,:

v novém stavu ziskat aproximacénd®’| viz

VN—I«((I%),;Q): (glin (CN—k,N(Q%),k,u%),k))
uy’ €U

uN_j = argmin (CN—k,N(qs;Lf)_ku ug\],)_k)>
u%lkeU

(@)

3. Analogicky vypoc¢teme hodnotu Bellmanovy funkce Vy_x(q)/ ;) a hodnotu optimal-

()

niho fizeni wy” , pro vSechny ostatni dikretizované stavy quf)—kv v = 1,2,..., N,
v témze Case t_j.

4. Vypocet postupné opakujeme pro vSechny diskrétni casové okamziky ty_p, k =

1,2,...,N — 1.

(@) )

Jako vysledek rekurzivniho algoritmu dostavame hodnoty Bellmanovy funkce Viy_i(qy_,
a optimalniho Fizeni uy_j jako pole €iselnych hodnot (tabulku, ,lookup table),
viz Obréazek pro viechny diskrétni ¢asové okamziky ty_p, k = 1,2,...N — 1 a pro

(@)

vSechny pripustné diskretizované stavy q,;_,.

25V Matlabu napf. pomoci piikazu interpn.
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a9 A
t
t ty tN-1 In k
| | | | | | | >
— : : : : :
iy e e : : : ; v(ad) -
u} us . : : . =o(qy)
—aaaas Fraaaas Frsaaas e Frsaaas e s Faaaaas
o | Vi@ : Vilal) =
ul : = (q)
N PR P P e  eeean e reeas i inaas
N P P P P  rreae " ennue " enane
N P P heneaas P " easune Y esnse Y reens
1= N,

Obrézek A.13.: Lookup table: Tabulka ¢iselnych hodnot optimalni hodnoty kritéria (Bell-
manovy funkce) a optiméalni Fizeni pro kazdy diskretizovany stav a ¢as jako
vysledek rekurzivniho algoritmu Bellmanovy optimaliza¢ni rekurze.

05
JNNEF gy +G-un_1)0

Obrazek A.14.: Ukazka interpolace hodnoty kritéria Jj{,’ N(qg\lf’] )) v novém stavu q%’j) =
F. qg\i,)fl +G- u%ll z jeho znamych hodnot J3 N(qg\i,)) v diskretizovanych
stavech (v ¢ase ty_p, k= 1).

Vlastni vypocet optimalniho Fizeni je s vypoc¢tenou lookup tabulkou, viz Obrazek
realizovan nasledovné:

1. Zvol pocatecni stav g, k = 1.
2. Zlookup tabulky odecti optimélni hodnotu fizeni (u)z pro stav q;. V pripadé Ze stav g,
1

neodpovida pfimo diskretizovanym hodnotam gq,°, pouZij pro vypocet optimélniho
fizeni interpolaci (analogicky, jako na Obrazku |A.14)).
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Priloha A. Matematika v robotice

3. Vypocti novy stav dle dynamickych rovnic systému (matice F', G)

Q1 =F - q,, + G- uj
k =k + 1 a pokrac¢uj na bod 2.

Vlastnosti rekurzivniho algoritmu feSeni Bellmanovy optimaliza¢ni rekurze:
Diskutujme nékteré zakladni vlastnosti nalezeného Algoritmu

252

Algoritmus nalezne FeSeni v omezeném stavovém prostoru, dikretizovand pripustna
Tizeni jsou omezené.

Optimalni trajektorie a Fizeni je exaktné platna pouze v bodech diskretizace, inter-
polace zanasi do algoritmu chybu.

Presto, Ze se nejedna o vypocet hrubou silou, pro vysokou dimenzi stavového prostoru
vyzaduje algoritmus relativné velky vypocetni cas.

Nékteré tizeni je nepiipustné v daném stavu vzhledem k omezenosti stavového pro-
storu. V pripadé p¥ilis hrubé diskretizace a p¥isného omezeni stavi a Fizen{ se zvysuje
pravdépodobnost, Ze nebude mozné nalézt piipustné rizeni z diskretizovanych stavi
na pocatku trajektorie (zfejmé zpusobeno hledanim optimélniho feseni od koncového
¢asu do pocatku). Jinymi slovy, pro stavy blizké pocateénimu ¢asu nebude existovat
pripustné fizeni, které by prevedlo dynamicky model do pfipustnych stavi (omeze-
ného stavového prostoru) v nasledujicich ¢asovych okamzicich. Regenim je rozsiFent
omezeni stavového prostoru a prostoru pripustnych fizeni a zjemnéni diskretizace, bo-
huZel toto vede na vyrazny narist vypocetni narocnosti (predevdim pro dynamické
modely vysokych dimenzi).

V porovnani s hrubou silou je pocet operaci pro vy¢isleni lookup tabulky optimélniho
feSeni vyrazné redukovan.

Piedpokladejme dynamicky systém s jednim stavem q,, € R!, diskretizaci stavu na 10
hodnot (N, = 10) a diskretizaci fizeni na 4 hodnoty (NN, = 4). Uvazujme N diskreti-
zovanych hodnot Casu ti, k =1,2,..., N. V pfipadé prohledévani trajektorie hrubou
silou je v ¢ase k = 1 aplikovano pfipustné fizenf na vSechny stavy = dostavame tedy
4 - 10 = 40 novych stavi v ¢ase k = 2. Opét aplikujeme na vSechny tyto stavy pii-
pustné rizeni a dostdvame 4-40 = 160 novych stavii v ¢ase k = 3, celkem je tedy tfeba
40+ 160 = 200 vypocetnich operaci (vypocet stavu dle dynamického modelu (matice
F, G) a vycisleni vahové funkce g(x) - pro postupné vycislovani hodnoty kritéria
podél trajektorie J(x)). Je zfejmé, Ze pro néasledujici ¢asy bude zapotiebi k = 4:
840, k = 5: 3400,... operaci. Celkem je tedy potieba pravé Z,(C]l;l) 10 - 4F operaci
(exponencialni narist poctu operaci). Zpétné je pak rekonstruoviana optiméalni
trajektorie a fizeni (vykazujici minimalni hodnotu kritéria J () v koncovém case).
V pripadé feSeni ulohy rekurzivnim algoritmem je optimélni trajektorie hledana od
konce k pocatku ¢asu v kazdém case ty_g, k =1,2,..., N —1 a v kazdém diskrétnim
Case je nutno aplikovat vSechny pripustna fizeni na vSechny diskretizované stavy, tzn.
pro kazdé k dostavame 4-10 = 40 operaci, celkem tady 40- (N — 1) operaci (linearni
nariast poétu operaci).

Obecné lze tak predpisy pro vysledny pocet operaci psat jako:
N-1
Dopiedny alg. (hrubé sila): Nyg = » N, - NF
Rekurzivni alg. (Bellman. opt. rek.): Nag = Ng- N, - (N —1)
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+ Stavovy prostor a piipustné rizenf je nativné algoritmem omezeno.

+ Algoritmus mé globalni platnost (s pfihlédnutim na rozliSeni diskretizace, omezeni

stavového prostoru a Fizeni).
+ Algoritmus je vypocetné (numericky) stabilni.

+ Implementace algoritmu je snadné, lze vyuzit piistupy paralelizace vypoctu.

,,,,,,

optiméalniho fizeni.

+ Vypoctena lookup tabulka umozihuje nalézt optimalni fizeni z libovolného (v ramci

daného omezeni) pocatecniho stavu.

Za ucelem ovéfeni Algoritmu [A5] bylo v nasledujicim piikladu porovnano nalezené opti-

malni FeSeni se znamym analytickym FeSenim LQ tlohy, viz Poznamka [ATH]

* Priklad A.2 (Ovéfeni rekurzivniho alg. - LQ tloha

Optimaliza¢ni dlohu formulujme analogicky jako v Poznamce |A.5| pro dynamicky systém

druhého Fadu s jednim vstupem a periodou T3 = 0.02s

) 1 0.02 0.0002

se zvolenou ¢asové invariantni vahovou funkci a hodnocenim koncového stavu jako:

1 0
gk(qk,uk)=qf-Qk-qk+uf-Rk-Uk, Qk:QN:[O J» Ry, = [1]

Pn(gy) =qh - Qn - an

Omezeni a rozliSeni diskretizace pfipustnych hodnot stavi a Fizeni bylo zvoleno jako:

Diskretizace stavu a fizeni s velkym rozlisenim:
N, =50 = N, =2500, ¢""=-2 ¢"™*=2 =12
Ny, =50 = N, =50 u'" = -5 u"®™ =5

Diskretizace stavu a Fizeni s malym rozliSenim:

N, =20 = N, =400, ¢""=-2 ¢ =2, i=1,2
Ny, =20 = N, =20 uf™=—5 uf™ =5

Porovnani mezi exaktnim vypoétem optimalniho fizeni (LQ tlohou) a vypocftem optiméal-
niho fizeni rekurzivnim Algoritmem je znazornéno na néasledujicich obréazcich (s po-
¢atecni podminkou g, = [7, —1]T). Poznamenejme, Ze rekurzivni algoritmus se pfiblizuje
spravnym vysledktim ziskanym feSenim LQ tlohy pro zjemnovani diskretizace pripustnych
stavii a fizeni (Ng, N, — 00), coz je zfejmé zpusobeno predevdim zmenSovanim chyby

vzniklé diky linearni interpolaci hodnot Bellmanovy funkce a optimalniho fizeni.

253



Priloha A. Matematika v robotice

2r 2
150 _'_‘—‘—-—-—._.____‘_‘_‘\ 15 _'_‘—‘—-—-_._._‘___‘___‘_&*—-—_——
1r 1
—a[l] —a[l]
——qi[2] ——af?]
S 05 e ax(1] (LQ) S 05 e ail1] (LQ)
..... Q2] (LQ) q:[2] (LQ)
of 0
-05t -05f
o2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 o
k
(a) Diskretizace s velkym rozlisenim (b) Diskretizace s malym rozliSenim

Obrazek A.15.: Vyvoj stavu q;: Porovnani nalezeného optiméalniho fizeni ziskaného rekur-
zivnim algoritmem (diskretizace) a exaktnim vypoctem - FeSeni LQ tulohy

(LQ)

2r 2r
1.81 1.81
1.6 1.61 H
141 1.4
121 1.21
= £ or
o8t 0.8
06F 0.6} :
0.4 0.4r
02p o2t
% 2 ¢ & 8 10 12 14 16 18 20 % 2 ¢ & & 10 12 14 16 18 20
k k
(a) Diskretizace s velkym rozlienim (b) Diskretizace s malym rozlisenim

Obrazek A.16.: Vyvoj fizeni uy: Porovnani nalezeného optimélniho fizeni ziskaného rekur-
zivnim algoritmem (diskretizace) a exaktnim vypoé¢tem - FeSeni LQ tlohy

(LQ)
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60
50
40t

301

Vilax)

20F

(a) Diskretizace s velkym rozlisenim (b) Diskretizace s malym rozlisenim

Obrazek A.17.: Vyvoj Bellmanovy funkce Vj(q;): Porovnéani nalezeného optimalniho Fizeni
ziskaného rekurzivnim algoritmem (diskretizace) a exaktnim vypoctem -
feSeni LQ ulohy (LQ)

*
B Poznamka A.5 (LQ tloha)

Je dobfe znédmo, Ze prostfednictvim Bellmanovy optimaliza¢ni rekurze lze nalézt, a to
v analytickém tvaru, optimalni strategii fizeni linedrniho diskrétniho dynamického systému
s kvadratickou vahovou funkei a kvadratickym hodnocenim koncového stavu (LQ tuloha),
tedy tdlohy formulované jako:

N-1
u*(])\bl = ar%min(J(qo,uévfl)) J(qo; U(JJ\Fl) = ®(gy) + Z 91 (@, wr) - (A-180)
uy k=0

kde vahova funkce gx(gy,, u) a hodnoceni koncového stavu ®(qp ) dano kvadratickou nor-
mou, vysledné kritérium je uvazovano potom jako:

N—1
J(Qoauévfl) :‘I%'QN‘QJ\H' E qf-Qk'qk+Uf-Rk-Uk (A.181)
—_—— ~
k=1

CI:'N gk(quuk)
kde Q;, Ry jsou symetrické pozitivné definitni matice.

S ohledem na vazebni podminku stavu manipulatoru:

Q1= F - q; + G- uy

Dosazenim vahové funkce a hodnoceni koncového stavu do Bellmanovy optimaliza¢ni re-
kurze (A.165) lze ziskat, viz [48], strategii Fizeni si(q) ve formé stavového regulatoru:

up = sp(q) = —(GL - Pri1 - Ge + Ry) ™' - (F{ - Pry1 - Gy)" -q,
Pa (A.182)

Uz = Sk(Qk) = Ky - qy

kde Py, je symetrickd, pozitivné definitni matice dan4 feSenim Riccatiho diferenéni rovnice
ve tvaru:

P,=F] Py Fr+Q,—
— (FT - Pry1-Gr) - (G- Pryy -G+ Ry) ' - (FL - Pryy - Gp)T (AL183)
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pro okrajovou podminku Py = Qpn, k=N —-1,N —2,...,0.

Nalezena strategie fizeni si(gy,) je tedy déna t-variantni stavovym regulatorem generujicim

posloupnost fizeni ur = K, - q;, (tedy u*évfl). Odpovidajici Bellmanova funkce bude ve

tvaru pozitivné definitni kvadratické formy:

Vilge) =at - Pr-a, = Volao) = J(go.u*) ") = J*(qq) (A.184)

kde J*(qg) je optimalni hodnota kritéria z po¢ateéniho stavu g. |

A.10.2. Variacni pocet (Hamiltonav pristup)
Variaéni pocet (znamy téz jako Hamiltoniv pfistup) je principialné odlisnym piistupem
k TeSeni tlohy optimalniho fizeni a lze definovat nésledovné:

Uvazujme nelinearni spojity dynamicky systém (vazebni podminka):

q=f(q,u,t) (A.185)
kde g = q(t) € R" je stav, u = u(t) € R™ je Fizeni.
Kritérium optimality podél trajektorie systému (zavislé na aplikovaném fizeni):
t b
J(qo,utg) = h(qs,tf) + / 9(q,u,t)dt (A.186)
to

kde h(qys,ts) je hodnoceni koncového stavu q; = q(tf) a g(q,u,t) je hodnota vihové
funkce zavisla na stavu a fizeni v piislusném case, q, = q(to) je poCatecni stav.
Cilem optimaliza¢ni dlohy je nalézt takové Fizeni (funkci) u*;’; , které minimalizuje krité-
rium J. Poznamenejme, Ze uvazujeme tlohu s pevnym ¢asem ¢y a volnym koncem g;.

Lze ukazat, viz [55], 48], Ze feSeni optimaliza¢ni tlohy lze formulovat jako soustavu algebro-
diferencialnich rovnic v nasledujicim tvaru:

.. OH -

q :%:f(q , U »t) (A-187)

s OH __[of(@w )" L [glaun )]

p = oq [ oq } P 94 (A.188)
_0H o of(g*,u*,t) T . g(g*,u*,t) T

0= %0 = [au L (A.189)

Soucasné s okrajovymi podminkami:
q"(to) = qo (A.190)

p(ty) = [W]T (A.191)

kde p je tzv. vektor kostavu (stejné dimenze jako stav q) a
H(q,u,p,t) = g(q,u,t) +p" - fq,u,t) (A.192)
je tzv. Hamiltonian.

Nastin diukazu:

Nastin dtikazu je zaloZen na metodé varia¢niho poc¢tu a velmi stru¢né lze popsat nasledovné,
detaily viz [55] [48].
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Kritérium (|A.186)) 1ze pfepsat substituci za ¢len hodnotici koncovy stav tak, aby celé kri-
térium bylo dédno jednim integralem nésledovné:

tf d
Magts) = [ a0+ hiay. o) (A193)
tf d
= J(go,ul) = /0 [g<q, wt) + dth(q,w} dt + h(go, to) (A.104)

Clen h(qy,to) je konstantni a znamy ze znamého pocateéniho stavu g, neovlivni tedy
vysledky optimalizace a mutzeme jej z kritéria vypustit. Déle rozepsédnim Casové derivace
¢lenu %h(q, t) dostavame nasledujici tvar kritéria:

ty Oh(q,t). Oh(q,t
J(qO,Ufﬁ)Z/O [g(q,u,t)Jr gz )q+ ;Zt )]dt

Zavedenim Lagrangeovych multiplikdtorti p dostdvame z (A.195)) s uvazovanim vazebni
podminky (A.185)) rozsifené kritérium v nésledujicim tvaru:

(A.195)

ty
t .
Ja(q()”u’té) = /0 ga(q7q7uap7t)dt (A196)

Oh(q,t) . N Oh(q,t)
0q adt

ga(qa(j7uvp)t) = g(q7u7t) + +pT ' (.f(q’u7t) - q) (A197)

kde g4(q, q,u,p,t) je rozsifena vahova funkce.

Metoda varia¢niho poctu je zaloZena na principu vy¢isleni variace ¢.J, rozsifeného kritéria
v zévislosti na variaci jeho argumenti dq, 0q, du, dp (uvazujeme pevny koncovy cas ty,
tzn. ¢y definujici horni mez integralu nevariuje). Variace roziifen¢ho kritéria lze vyjadrit
nésledovné:

tr
0y = / [94(q + 0,4+ 0q,u + du,p + 0p,t) — 9a(q, ¢, u, p, )] dt (A.198)
t

0

Rozvojem ¢lenu g, (x) integrandu v integralu (A.198)) v Taylorovu fadu v bodé [q, ¢, u, p] a
uvazovanim pouze prvniho ¢lenu rozvoje dostavame nésledujici linedrni aproximaci variace
rozsifeného kritéria (vzhledem k uvazované nekone¢éné malé variaci dx je aproximace presné
a muze tak nahradit ptivodni vyéisleni variace rozsifeného kritéria):

' [0ga d9q d9q 09a
= = Y I dt Al
0J, / [ 94 oq + a4 0gq + P ou + ap 5p] (A.199)

nyni zavislost na variaci 6q ze vztahu (|A.199)) vyloucit. Integraci ¢lenu 9

Vzhledem k faktu, ze q a q ve vztahu (A.199)) jsou zavislymi proménnymi, pokusme se
1 8%; dq (per parte
dostavame:

tr 9 0 b tr/do
moa= e - [T (Gmsa) a
to oq oq t0 t  \dt oq
—_———
:%—gl;Jqf, nebot: 6gy=0
t 99, .. Og tr (d Og
t 8(; 0q = 8(; lt,0q 7 — /t (dt@éjéq> dt (A.200)
0 0
26Integrace per partes: Jw-v)dt =u-v — [(4-v)dt, v uvedeném pifpads: u = Bag;’ V=409 = U= % %g; ,

v =dq
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Dosazenim (A.200)) zpét do (A.199) dostavame variaci rozsifeného kritéria nezavislou na
0q:

09a b [ (090 d Oga d9a d9a
= 2 Zda T2 A.201
6, P |tf(5qf—|—/t0 [(aq i 94 oq + 8u5u+ 8p(Sp dt (A.201)

Dosadme nyni vztah pro rozgifenou vahovou funkei g, (A.197)) zpét do (A.201)) a zabyvejme

se nejprve ¢lenem (%g; — %%%), poznamenejme, Ze ¢leny byly pfeuspofadény na c¢leny

zévislé na funkci h(g,t) a ostatni (pfipomenme: g = g(t) je funkei ¢asu, poradi parcialnich
derivaci skalarni funkce je zaménitelné, pokud jsou tyto derivace spojité - viz Schwartz
theorem):

990  d 9ga\ _
<8q _dtaf'J>_

) . . dd . ,
=%[9(q7u,t)+p -(f(q,u,t)—q)}—ag[g(q,uyt)w (flg,u,t) — q)] +

&leny nezévislé na h(q,t)

0 [8h(q,t) - 8h(q,t)] d 0 {E)h(q,t) . Oh(g,t)

Toql o 1T oa oq 11 oat

dt 9g

Eleny zéavislé na h(q,t)

9g(q,u,t 0f(q,u,t d Oh?(q,t) . Oh(q.,t d Oh(q,t
:g(QU)+pT_ f(qu)JripTJr (f12)qu (g;t)  d0Oh(qt)
dq 0q dt dq odtdq dt 0Oq

. s 9
¢leny nezavislé na h(q,t) :ahal(zg,t) g+ c’)gl(z%,tt)

=0, ¢leny zavislé na h(q,t)

dg(q,u,t 0 ,u,t d
9(q )+p:r' flq )+7PT
dq dq dt
Zpétnym dosazenim vztahu (A.202)) do variace rozsifeného kritéria (A.201)) a vycislenim
zbyvajicich parcidlnich derivaci rozsifené vahové funkce %—%, %, %%‘)’, dostavame jeho vy-

sledny tvar zavisly na variaci nezévislych argumentt dq, du, ép :

_ ah(qf’tf) T tf ag(q7u7t) T af(q7u7t) d T
5Ja—<aq_p)5qf+/to [(aq'f'P at]+cﬁp>6q+

(A.202)

ou ou ) du+ (f(q u,t) — q) 5p] dt (A.203)

Je zfejmé, Ze optimum nastéva v piipadé, Ze variace rozsifeného kritéria je nulova 6J, =
0J4(6q,du,ép) = 0 pro libovolné dq, du, ép (ekvivalentné jako v piipadé nutné podminky
existence extrému obecné funkce). Tedy musi platit:

plty) = [Wr (A.204)
p:_{fwr.p— {Wr (A.209
0— _ [Wr o [W]T (A.206)
q=f(qu,t) (A.207)

kde ([A.204)) reprezentuje okrajovou podminku (spole¢né s poc¢atenim stavem q(ty) = qy),
(A.205) reprezentuje kostavovou diferencidlni rovnici, (A.2006|) reprezentuje algebraickou
podminku a (A.207)) reprezentuje stavovou diferencialni rovnici.



A.10. Mozné principy reSeni tilohy optimélniho rizeni

Metody reseni alohy variacniho poctu

Resenim uvazované tlohy optiméalniho fizeni je takové Fizeni u = w(t), které spliuje vyse
uvedené nutné podminky existence optima formulované soustavou algebro-diferencialnich
rovnic s okrajovymi podminkami:

cx o 67H _ * *
=7, = f(g*,u",1) (A.208)
P="%3¢" [ q p 9 (A.209)
_0H _ [of(g5,uwn )T [algnutt)]T
0=7,= [ 5u P u (A.210)
Okrajové podminky:
q*(to) = qo (A.211)
N Oh(g*(ts),t1) 17
p*(ty) = [(qa(qf)f)} (A.212)

Castym zpiisobem Fedeni soustavy algebro-diferencidlnich rovnic je vylouceni algebraické
zévislosti nalezenim predpisu (funkce) fizeni v = u(q,p,t), které této zavislosti
vyhovuje. Takové nalezené FeSeni je poté mozné zpétné dosadit do diferencialnich rov-
nic a ziskat tak soustavu obycejnych diferencialnich rovnic (bez algebraické

vazby) ve tvaru:

S(t) =T(S(t),t) (A.213)

s okrajovymi podminkami:

S(to)[1:n] = qo

Oh(q(ts),tr) ] r

S(ty)n+1:2n|= [ 9

kde
_ q n n
S—[p}, qgeR" peR

f(q,u(q,p,1),1) ]

of(qulgpt)t)] T algpt) )T
,[ f(qua(gp ) )} p— [g(qu(aqqp ),t)

r=

Piesto, ze existuji efektivni numerické algoritmy feSeni (numerické integrace) oby¢ejnych
diferencidlnich rovnic, zdsadnim problémem, ktery znemoziiuje fesit diferencidlni rovnice
standardnim zpisobem (jako po¢atecni tlohu ¢i ekvivalentné koncovou tlohu s uvazovanim
inverze ¢asu), jsou okrajové podminky (tzv. okrajova tloha), kde polovina slozek hledané
vektorové funkce S (stavu, kostavu) mé definovanou poc¢ateéni hodnotu (v case tp) a zbyla
polovina mé definovanou koncovou hodnotu (v ¢ase ts). Takova tloha je nékdy nazyvéana
jako dvoubodovy problém (Boundary Value Problem - BVP). Zakladni metody Feseni BVP
lze kategorizovat nésledovné:

e Nejcast&jsimi metodami FeSeni jsou tzv. metody stielby (shooting methods), které
spocivaji v nalezeni zbyvajicich (neznamych) slozek poc¢ate¢ni podminky (v nasem
piipadé tedy slozek kostavu p v Case tg) tak, aby po integrovani soustavy diferenci-
alnich rovnic v Case tg aZ ty bylo v Case t; dosazeno pozadované (zadané) hodnoty
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slozek koncové podminky (v naSem piipadé tedy slozek kostavu v case ty). Exis-
tuje cela rfada modifikaci téchto metod, nicméné vSechny trpi zasadnim omezeni, a
tim je samotna integrace. Volbou volnych slozek poc¢ateéni podminky lze (zejména
v piipadeé silné nelinearni pravé strany soustavy) snadno docilit nestabilniho chovani
(tedy nemoznost ,dointegrovat® do ¢asu ts). Tento problém je klicovy, nebot i mala
zména ve volbé pocatecnich podminek miize zasadnim zptisobem ovlivnit konvergenci
a presnost numerické integrace.

e Dalsim pristupem je postupna aproximace feSeni zalozena na pristupu, Ze je nejprve
nalezeno feSeni, tzn. funkce S, ktera nevyhovuje jedné ¢i vice rovnic ((A.208}|A.209] [A.210])
¢i okrajovym podminkam . Toto FeSeni je pouzito jako pocatecni od-
had pro numericky itera¢ni algoritmus, ktery vede k jeho zpfesiiovani tak, aby témto
rovnicim nakonec vyhovélo a funkce S je tak optiméalni nalezenou trajektorii (stavu
a kostavu, potazmo fizeni). Podrobny popis takovych metod véetné piikladi lze na-
lézt nalézt napf. v [48] pod oznacenim: Methods of Steepest Descent, Variation of
extremals, Quasilinearization.

e Metody zalozené na aproximaci feSeni, které se pokousSeji nalézt feSeni optimélni
ulohy, tedy funkci S, jako jeji aproximaci, a to bud mnoZzinou bodu v ¢ase (tzv.
Finnite Difference Methods) ¢ jako parametrizaci n&jakého analytického funkéniho
predpisu (tzv. Collocation Methods). V prvnim piipadé je ¢asova derivace funkce
S v diferencialni rovnici nahrazena diferenci, v druhém p¥ipadé lze ¢asovou derivaci
funkce S poéitat symbolicky ze zvoleného modelu funkce S (napf. po ¢astech polyno-
miéalni funkce v ¢ase). V obou piipadech je tak pieveden problém nalezeni optimalni
trajektorie S na TeSen{ soustavy nelinearnich algebraickych rovnic pro neznamé
funkéni hodnoty funkce S v danych diskretizovanych ¢asech ¢i neznamé parametry
parametrizujici model funkce S. Vice informaci o metodéch 1ze nalézt napft. v |96, 21].

A.11. Knihovna ,robotLib* (funkcni bloky a
predimplementované funkce pro robotiku)

Kapitola shrnuje implementace funkénich bloku a predimplementovanych funkci vytvore-
nych za tcelem tvorby virtudlnich simulac¢nich modeli sériovych manipulatori. Pozname-
nejme, ze nékteré uvedené funkce jsou zavislé jesté na dalSich vnofenych funkci v textu
neuvedenych. Viechny doposud aktuélni implementace jsou volné ke stazeni zde [137].

A.11.1. Standardni funkce a funkcni bloky pro modelovani sériovych
manipulatori

Implementace funkénich blokt a funkci vychazi z metod a algoritmt popsanych v Kapito-
lach [A.1] [A.2|[A.3] [A.4] [A.5] [A.6l Kazdé rameno manipuldtoru je aktuovano pravé jednim
aktuatorem typu P ¢i R.

Predimplementované funkce - Matlab (m-files)

e T = DH(DHpar):
Vytvoif homogenni transformac¢ni matici.
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Vstupy:
DHpar Vektor D-H parametri, ve formatu: [d, 0, a, o]

Vystupy:
T Odpovidajici homogenni transformaéni matici T'(d, 0, a, «), dle
D-H amluvy.

e [R,dR,ddR] = EulerAnglesZYX2rotMatrix([EA,dEA,ddEA] )m
Prepocet z Eulerovych thlu (v usporadani postupnych rotaci ZYX) na matici rotace.

Vstupy:

EA, dEA, ddEA Vektor Eulerovych uhla (polohy, rychlosti, zrychleni), ve for-
matu: EA = [, 5, a|, dEA resp. ddE A odpovidaji rychlostem
resp. zrychlenim.

Vystupy:
R, dR, ddR Odpovidajici matice rotace a jeji Gasové derivace.

e [EA,dEA,ddEA] = rotMatrix2EulerAnglesZYX([R,dR,ddR] YD,
Pfepocet z matice rotace na Eulerovy thly (v usporadéani postupnych rotaci ZYX).
VyfeSena singularity v reprezentaci (fixovanim hodnoty thlu 7).

Vstupy:
R, dR, ddR Matice rotace a jeji Casové derivace.
Vystupy:
EA, dEA, ddEA Vektor Eulerovych uhla (polohy, rychlosti, zrychleni), ve for-
matu: EA = [, 5, a], dEA resp. ddE A odpovidaji rychlostem
resp. zrychlenim.

e [omega,domega] = rotMatrix2angularVelAccel([R,dR]):
Prepocet z matice rotace R a jeji casové derivace R na vektor thlové rychlosti w a
zrychlen{ w.

Vstupy:
R, dR Matice rotace a jeji ¢asové derivace.

Vystupy:
omega,domega Odpovidajici vektor ithlové rychlosti a zrychleni.
e [dR,ddR] = angularVelAccel2rotMatrix([R,omega,domegal):

Ptepocet z matice rotace R a vektoru tthlové rychlosti w a tthlového zrychlen{ w na
odpovidajici prvni R a druhou R Casovou derivaci matice rotace.

Vstupy:
R,omega,domega Matice rotace, vektor tthlové rychlosti a zrychleni.

Vystupy:
dR,ddR Odpovidajici prvn{ a druh4 ¢asovéa derivace matice rotace.
e Links = robotSetup(kinPar,dynPar):

Vytvori strukturu kinematickych a dynamickych parametri pro -ty sériovy kinema-
ticky Fetézec - vyuzivano dalsimi funkénimi bloky.

27 Analogicky  implementované i funkce pro uspofadani postupnych rotaci = XYZ:

EulerAnglesXYZ2rotMatrix, rotMatrix2EulerAnglesXYZ
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Vstupy:
kinPar{i}.

.DHpar
.jointType

.Qhome
.endEffComp
.baseComp
dynPar{i}.

.mass
.inertiaTensor

.gravityCenter
.gravityVector

Vystupy:
Links{i}{j+1}.

A

.B

.R

.ghome

.mass
.inertiaTensor
.gravityCenter
.jointAxis
.jointType_sigma
.RODb

.00b
.gravityVector
.numOfLinks

.Ren

.Oen
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Struktura kinematickych parametrtt manipulatoru (pro i-ty sé-
riovy kinematicky Fetézec)

Matice D-H parametri: [dy, 61, a1, a1;da, 02, az, as; . .
Typy piislusnych klouba (1 P ¢ R kloub na 1 rameno - jeden
fadek D-H parametri): napt.: [P; R;...; R|

Pocateéni (domovska) hodnota polohy kloubovych soufadnic
(pfislusné D-H parametry jsou nahrazeny odpovidajicimi hod-
notami Qhome)

Kompenzace polohy koncového efektoru, ve formatu: [OF, R ]
Kompenzace polohy zakladny, ve formatu: [04, RY]

Struktura dynamickych parametri manipulatoru (pro i-ty séri-
ovy kinematicky Fetézec)

Vektor hmotnosti ramen, ve formatu: [my;ma...;m,]

Vektor tensort setrva¢nosti ramen v t&8zisti vzhledem k s.s. pii-
slusného ramene, ve forméatu: [I1,Io,...,I,]

Matice vektora téziSt ramen vzhledem k piislusnému s.s. ra-
mene, ve formatu: [Ty, T, ..., TN]

Vektor gravitaéniho zrychleni vzhledem k s.s. Fp, ve formétu:
[g:c; 9y gz]

Struktura obsahujici informace o j-tém ramenu, ¢-tého kinema-
tického fetézce (j = 1,2...,n). Struktura je déale pouZivana
funkénimi bloky.

Pocatek j-tého ramene, tzn. pocatek s.s. Fj_4

Konec j-tého ramene, tzn. pocatek s.s. j-tého ramene F
Matice rotace s.s. j-tého ramene F}, vzhledem k s.s. F,
Hodnota domovské polohy kloubové soufadnice j-tého ramene
Hmotnost j-tého ramene

(Konstantni) tensor setrvac¢nosti j-tého ramene, vzhledem k s.s.
ramene F)

(Konstantni) umisténé tézisté j-tého ramene, vzhledem k s.s.
ramene F)

Smérovy vektor osy rotace/translace j-tého kloubu, vzhledem
k s.s. Fy

Identifikator typu j-tého kloubu, ¢ = 0 pro R kloub, 0 = 1 pro
P kloub

(jen pro j = 0) Kompenzace polohy zakladny, matice rotace R}
s.s. Fp, vzhledem k s.s. Fy,

(jen pro j7 = 0) Kompenzace polohy zakladny, pocatek Og S.S.
Fjy, vzhledem k s.s. Fy,

(jen pro j = 0) Vektor gravita¢niho zrychleni vzhledem k s.s.
F,

(jen pro j = 0) Pocet ramen manipulatoru n (bez kompenzace
polohy zakladny a koncového efektoru)

(jen pro j = n + 1) Kompenzace polohy konc. efektoru, matice
rotace R s.s. F¢, vzhledem k s.s. F},

(jen pro j = n+ 1) Kompenzace polohy konc. efektoru, pocatek
O? s.s. Fe, vzhledem k s.s. F),

3, Opy ap, an]
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e [J,dJ,Jcomp,Jadd] = kinJacobian(jointCoords,DHparam, jointType,. ..
.. .baseComp, endEffComp):
Vypocet kinematického jakobianu J, a jeho ¢asové derivace J,,, véetné kompenzace
J comp @ aditivni konstanty J,qq (kompenzace polohy zakladny a koncového efektoru).

Vstupy:
jointCoords Hodnoty poloh kloubovych soufadnic a odpovidajici rychlosti,
ve formatu: [Q, Q]

DHparam Matice D-H parametri, viz vyse

joinType Typy piislusnych kloub, viz vyse
endEffComp Kompenzace polohy koncového efektoru, viz vyse
baseComp Kompenzace polohy zakladny, viz vyse
Vystupy:
J Kinematicky jakobian J, € R6*?
dJ  Casova derivace kinematického jakobidnu J,, € R6*"
Jcomp Kompenzaéni matice Jcomp € R6%6
Jadd Aditivni vektor (zrychleni) J,qq € R®*!

e [genCoords] =

forwardKinematics(jointCoords,kinPar,N) @

Vypocet DGM a DIK (rychlosti, zrychleni). Obecné platné pro sériové manipuléatory.

Vstupy:
jointCoords Hodnoty poloh kloubovych soufadnic, odpovidajicich rychlosti
a zrychleni, ve formatu: [Q, Q, Q]
kinPar Kinematické parametry manipulatoru, viz funkce robotSetup
N Pro N = j+1 bude vystupem funkce poloha, rychlost a zrych-
leni j-tého ramena, tedy s.s. Fj, j = 1,2,...,n, pro N =1
resp. N = n + 2 bude vystupem poloha, rychlost, zrychleni 0-
tého s.s. Fy resp. s.s. konc. efektoru F,. Pokud N nezadano,
vracena poloha, rychlost a zrychleni s.s. konc. efektoru F,
Vystupy:
genCoords Polohy, rychlosti a zrychleni zobecnénych soufadnic (zavisi na

vstupu N) odpovidajiciho s.s. vzhledem k s.s. Fjp, napi. pro N
. = b b
nezadano je vystup ve formatu |[0%, R?],[O.,«"], [O,, wg]]

e [tau] = inverseDynamicModel (jointCoords,endEff_force_moment,kinPar,dynPar):
Vypocet IDM pro sériovy manipuldtor, tzn. pozadovanych sil/silovych momenti
kloubovych sourfadnic 7 potfebnych k realizaci pohybu manipulatoru odpovidajici
poloze Q, rychlosti Q a zrychleni @ kloubovych souradnic pii uvazovani externf
sily a silového momentu F' pusobici na koncovy efektor. Reseni odpovida dynamické
rovnici:

T=M(Q) - Q+C(Q,Q)-Q+GQ)+J"(Q)-F

28Poznamenejme, ze funkce inverseKinematics neni pfedimplementovina, nebot IGM nema4 analytické (a
algoritmizovatelné) feSeni pro obecny sériovy manipulator. Pro ucely IIK lze vyuZit funkce kinJacobian.
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Vstupy:
jointCoords

endEff_force_moment

kinPar
dynPar

Vystupy:
tau

Hodnoty poloh kloubovych soufadnic, odpovidajicich rychlosti
a zrychleni, ve formatu: [Q, Q, Q]

Externi sila a silovy moment F' pusobici na koncovy efektor,
vzhledem k s.s. Fp, ve formatu: [f; u]

Kinematické parametry manipulatoru, viz funkce robotSetup

Dynamické parametry manipulétoru, viz funkce robotSetup

Vektor sil/silovych momenti 7 piislusnych kloubovych soufad-
nic, ve formatu: [11;72;. .. 7]

e [ddq] = forwardDynamicModel (jointCoords, joint_force_moment, ...
...endEff_force_moment ,kinPar,dynPar):
Vypodet DDM pro sériovy manipuléator, tzn. kloubovych zrychlenich Q na zaklade
znamych poloh Q a rychlosti Q kloubovych soufadnic a externiho silového /momentového
pusobeni F' na koncovy efektor. Resenf odpovida dynamické rovnici:

Q-MQ-(r-CQQ) Q@-6GQ-J"(Q)F)

Vstupy:
jointCoords

joint_force_moment
endEff_force_moment

kinPar
dynPar

Vystupy:
ddq

Hodnoty poloh kloubovych souradnic a odpovidajicich rych-
losti, ve formatu: [Q, Q]

Vektor sil/silovych momenti 7 pfislusnych kloubovych sourad-
nic, ve formatu: [71;72;. .. 7]

Externi sila a silovy moment F' pusobici na koncovy efektor,
vzhledem k s.s. Fp, ve formatu: [f; p]

Kinematické parametry manipulatoru, viz funkce robotSetup
Dynamické parametry manipulétoru, viz funkce robotSetup

Vektor zrychlenich kloubovych soufadnic @, ve formatu
[G1; G235 - - - 5 din]

Implementované funkcni bloky - Matlab/Simulink /SimMechanics

Viz Obrazek [A18

e Manipulator Link:

Blok reprezentujici j-té rameno manipulatoru umisténé v i-tém kinematickém fe-

tézci
Vstupy/Vystupy:
CS Fi-1,CS Fi

Piipojné body ramena tvoii s.s. ramene F} a s.s. ramene pied-

chazejictho F;_4

Parametry:
Chain order
Link order

Poradi kinematického fetézce, kde je rameno umisténo.
Poradi umisténi ramene v daném kinematickém retézci.

2Poznamenejme, ze moznost realizovat rizné kinematické fetézce vznikla s ohledem na moznosti realizace
paralelnich kinematickych architektur.
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e Manipulator Joint (Actuation: Motion):
Blok reprezentujici j-ty kloub umistény v i-tém kinematickém fetézci. Kloub je ak-
tuovan pohybem (tzn. prislusnou polohou, rychlosti a zrychlenim své kloubové sou-

fadnice)m

Vstupy/Vystupy:
B,F

[pos,vel,accel]
Com. force/torque

Reaction torque

Reaction force

Parametry:

Chain order
Joint order

e joint home position:

Base, Follower - standardni pfipojné body kloubt v SimMe-
chanicsu

Poloha, rychlost a zrychleni kloubové soutfadnice kloubu.
Pozadované sila/silovy moment (skalar) potfebny k definova-
nému pohybu kloubu (interni feseni IDM solverem v SimMe-
chanicsu)

Pozadovany silovy moment (vektor) reprezentujici rotaéni re-
akci kloubu do zavésu (odpovida hodnoté reakéniho silového
momentu p; v distribuci sil/momenti v rovnici )
Pozadovana sila (vektor) reprezentujici transla¢ni reakei kloubu
do zavésu (odpovida hodnoté reakéni sily f, v distribuci

sil/momentii v rovnici (A.108))

Poradi kinematického fetézce, kde je kloub umistén.
Poradi umisténi kloubu v daném kinematickém fetdzci.

Blok vraci hodnotu domovské polohy kloubové souradnice j-tého kloubu umisténého

v i-tém kinematickém TFetézci.

Vstupy /Vystupy:

- Vystupni hodnota domovské polohy kloubové soufadnice (nu-
lova rychlost a zrychleni), ve formatu [ghome; 0; 0]

Parametry:

Chain order Poradi kinematického Fetézce, kde je kloub umistén.
Joint order Poradi umisténi kloubu v daném kinematickém retézci.

e Base Compensation:

Blok reprezentujici kompenzaci polohy zakladny (nehmotné rameno pevné pfipojeno

k nultému s.s.).

Vstupy/Vystupy:

CS Fb,CS FO Pripojné body reprezentované s.s. zakladny Fj, a s.s. Fj

Parametry:

Chain order Poradi kinematického fetézce, kde je kompenzace umisténa.

e End Eff. Compensation:
Blok reprezentujici kompenzaci polohy koncového efektoru (nehmotné rameno pevné
pfipojeno k poslednimu s.s. ramene).

30V souvislosti s vystupem bloku Com. force/torque vyvstava otdzka, zda-li je nutné fesit IDM (po-
tencialné DDM) externi funkci (inverseDynamicModel, forwardDynamicModel). Odpovéd jednozna¢né
spociva v predpokladanému pouziti implementovanych funkei k feSeni optimaliza¢nich loh, nebot vy-
pocetni ¢as potfebny k vypoctu IDM, DDM prostfednictvim implementovanych funkei je ve srovnani
s moznym spousténim simulace v prost¥edi SimMechanics (a vyuZiti ziskanych vysledki) nesrovnatelné

kratsi.
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Vstupy/Vystupy:

CS Fe,CS Fn Pripojné body reprezentované s.s. koncového efektoru F, a s.s.
posledniho ramene F},

Parametry:
Chain order

Poradi kinematického fetézce, kde je kompenzace umisténa.

e Manipulator P Joint (Actuation: Passive):
Blok reprezentujici j-ty kloub typu P umistény v ¢-tém kinematickém retézci. Kloub
neni aktuovan (pasivni kloub). Pasivni kloub je pouZzivan pii modelovani paralelnich
robotickych architektur.

Vstupy/Vystupy:

B,F
[pos,vel,accell
Com. force/torque
Reaction torque
Reaction force
Parametry:

Chain order
Joint order

e Manipulator R Joint

Base, Follower - standardni p¥ipojné body kloubt v SimMe-
chanicsu

Poloha, rychlost a zrychleni kloubové soutadnice kloubu.
Pozadované sila/silovy moment (skalar) potifebny k definova-
nému pohybu kloubu (interni feseni IDM solverem v SimMe-
chanicsu)

Pozadovany silovy moment (vektor) reprezentujici rotaéni re-
akei kloubu do zavésu

Pozadovana sila (vektor) reprezentujici transla¢ni reakei kloubu
do zavésu

Poradi kinematického fetézce, kde je kloub umistén.
Poradi umisténi kloubu v daném kinematickém fetézci.

(Actuation: Passive):

Blok reprezentujici j-ty kloub typu R umistény v i-tém kinematickém retézci. Kloub
neni aktuovan (pasivni kloub). Pasivni kloub je pouZivan pfi modelovani paralelnich

robotickych architektur.

Vstupy/Vystupy:
B,F

[pos,vel,accel]
Com. force/torque

Reaction torque
Reaction force
Parametry:

Chain order
Joint order

e forwardDynamics:

Base, Follower - standardni pfipojné body kloubt v SimMe-
chanicsu

Poloha, rychlost a zrychleni kloubové soutadnice kloubu.
Pozadované sila/silovy moment (skalar) potifebny k definova-
nému pohybu kloubu (interni feseni IDM solverem v SimMe-
chanicsu)

Pozadovany silovy moment (vektor) reprezentujici rotaéni re-
akci kloubu do zavésu

Pozadovana sila (vektor) reprezentujici transla¢ni reakei kloubu
do zavésu

Poradi kinematického fetézce, kde je kloub umistén.
Potradi umisténi kloubu v daném kinematickém fetézci.

Blok reprezentujici feSeni DDM zaloZeny na funkci forwardDynamicModel s odpo-
vidajicimi vstupy/vystupy. Bez parametrii. Reseni DDM je implementovano pouze
pro sériové manipulatory.

e inverseDynamics:

Blok reprezentujici feSeni IDM zaloZeny na funkci inverseDynamicModel s odpovi-
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dajicimi vstupy /vystupy. Bez parametri. Regenf IDM je implementovano pouze pro
sériové manipulatory.

Computed force/torque p
_ 1. Chain CSFi[ ™ [pos:vel;accel] 1 Chain  Reaction torque p
BICSF-1 3 Link . 3. Joint .
CSFifHd : ReactionForce p
ds
Manipulator Link FO
Manipulator Joint
(Actuation: Motion)
1. Chain L 1 Cha CsFo™ _ CsFe L2}
3. Link gcsFp 1. Lhain dcsen 1- Chain
— — CSFoH CSFe ™
joint home position
Base Compensation End Effector Compensation
COmMpUEd 1orce P CUMPUEY TOTCE P
Reactio_n torque p Reactiqn torque p
ds 1. Chain Reactlonchzii ds 1. Chain Reacﬂonl—‘oggzi
1. Joint vel b 1. Joint vel b
Accel P Accel p
E =
Manipulator P Joint Manipulator R Joint
(Actuation: Passive) (Actuation: Passive)

joints motion: [q,dq]
joints force/moment: tau joint acceleration: ddq p
3 endEff force (fe), torque (ue), w.r.Fb: [fu]:

forwardDynamics

X joints metion: [q,dq,ddq]
joint forces/torques: tau p

3 endEff force (fe), torque (ue), w.r.Fb: [fu]:
inverseDynamics

Obrazek A.18.: Standardni bloky knihovny ,robotLib* do prostFedi SimMechanics

A.11.2. Funkce a funkcni bloky pro modelovani zobecnéenych
(redundantnich) sériovych manipulatori

Implementované funkce a funkéni bloky jsou motivovany novym pfistupem k optimalizaci
manipuldtort na zakladé vyuziti vysledka optimalniho pohybu redundantnich manipula-
tori. V kinematickém popisu manipuldtoru se predpoklada, ze pro kazdé rameno mohou
existovat soucasné az 4 nezavislé aktuatory, 2 typu P (reprezentované D-H parametry d;, a;)
a dva typu R (reprezentované D-H parametry 6;, ;). Za timto acelem byly modifikovany
predimplementované funkce a funkéni bloky. VSechny pouzité algoritmy jsou motivovany
odvozenim kinematického a dynamického popisu zobecnénych sériovych manipulatori, viz

Kapitoly

e [Links,Joints] = robotSetup_redundant (kinPar,dynPar):
Vytvori strukturu kinematickych a dynamickych parametri pro sériovy zobecnény
kinematicky fetézec - vyuzivano dalsimi funkénimi bloky. Uvazujme tentokréite vy-
hradné jediny kinematicky fetézec (pouze sériové manipulatory). Kompenzace polohy
zékladny a koncového efektoru jsou nativné zaintegrovany do D-H parametri.
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Vstupy:
kinPar. Struktura kinematickych parametrtt manipulatoru
.DHpar Matice D-H parametru: [dy, 01, a1, a1;da, 02, ag, ;.. .5 dy, On,y Gy, 0y

.jointType Typy a umisténi pFislusnych aktuatoru (az 4 DoF na jedno ra-
meno), ve formatu:

[is”l1 Lis?1 is® 180 is?2 isP2 192 is2: s ise 18P is%n s

an]
)

is% = 1 pokud i-té zobecnéné redundantni rameno obsahuje P
aktuator reprezentovany D-H parametrem d;, jinak is% = 0
is% = 1 pokud i-té zobecnéné redundantni rameno obsahuje R
aktuator reprezentovany D-H parametrem 6;, jinak is% = 0
is® =1 pokud i-té zobecnéné redundantni rameno obsahuje P
aktuator reprezentovany D-H parametrem a;, jinak is® = 0
is® = 1 pokud i-té zobecnéné redundantni rameno obsahuje R
aktuétor reprezentovany D-H parametrem «;, jinak is® = 0

dynPar. Struktura dynamickych parametrii manipulétoru

.mass Vektor hmotnosti ramen, ve formatu: [my;ma...;my,]
.inertiaTensor Vektor tensoru setrvac¢nosti ramen v tézisti vzhledem k s.s. pfi-
slugného ramene, ve formatu: [I1, Io, ..., I,]

.gravityCenter Matice vektori tézist ramen vzhledem k pfislusnému s.s. ra-
mene, ve formatu: [T1,To,...,Ty]
.gravityVector Vektor gravitacniho zrychleni vzhledem k s.s. Fp, ve formatu:
(92 9y3 9]
Vystupy:
Links{j}. Struktura obsahujici informace o j-tém ramenu (j = 1,2...,n).

Struktura je dale pouzivana funkénimi bloky.
.base Pocatek j-tého ramene, tzn. pocatek s.s. Fj_q
.mass Hmotnost j-tého ramene
.inertiaTensor (Konstantni) tensor setrva¢nosti j-tého ramene, vzhledem k s.s.

ramene F)
.gravityCenter (Konstantni) umisténé t&zisté j-tého ramene, vzhledem k s.s.
ramene F}
Joints{j}. Struktura obsahujici informace o j-tém zobecnéném kloubu
(j =1,2...,n). Struktura je dale pouzivana funkénimi bloky.

.range0f JointCoords Index (potadi) aktivnich kl. souradnic piislusejici j-tému zo-
becnénému kloubu, ve tvaru dvojice [ni;ns], 1 < np < ng <
dim(Q)
.jointCoordDim Celkovy pocet aktivnich kloubii manipulatoru, dim(Q)
.DHpar D-H parametry j-tého ramene: [d;, 05, a;, o]
.jointType Umisténi aktuatoru j-tého zobecnéného kloubu:
[is%,is% | is% 18]
e [J,dJ] = kinJacobian_redundant (jointCoords,DHpar, jointType):
Vypocet kinematického jakobidnu J,, a jeho ¢asové derivace I
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Vstupy:
jointCoords Hodnoty poloh kloubovych soufadnic a odpovidajici rychlosti,
ve formatu: [Q, Q] (vice aktuatori - kl. soufadnic na jedno ra-
meno)
DHparam Matice D-H parametri, viz vyse
joinType Typy prislusnych kloubd, viz vyse

Vystupy:
J  Kinematicky jakobian J,, € R6*"
dJ Casova derivace kinematického jakobianu J,, € R6*"

e [genCoords] = forwardKinematics_redundant(jointCoords,kinPar,N):
Formélné shodné jako funkce forwardKinematics.

e [tau] = inverseDynamicModel_redundant(jointCoords,endEff_force_moment,. ..

...kinPar,dynPar):
Formalné shodna jako funkce inverseDynamicModel.

e [ddq] = forwardDynamicModel_redundant (jointCoords, joint_force_moment, ...
...endEff_force_moment,kinPar,dynPar):
Formalné shodné jako funkce forwardDynamicModel.

Implementované funkcni bloky - Matlab/Simulink /SimMechanics

Viz Obrézek [A 19

e Manipulator Link:
Blok reprezentujici j-té rameno manipulatoru.

Vstupy /Vystupy:
CS Fi-1,CS Fi Pripojné body ramena tvoii s.s. ramene [ a s.s. ramene pred-
chazejictho Fj_q

Parametry:
Link order Poradi umisténi ramene v kinematickém retézci.

e Manipulator general Joint (up to 4 DoF - DH param) (Actuation: Motion):
Blok reprezentujici j-ty zobecnény kloub manipuldtoru. Vzhledem k tomu, Ze uva-
Zujeme obecné redundantni rameno - se zobecnénym aktudtorem (az 4 nezévislé
DoF: dj, 0}, aj, o), parametry ramena (Links{j}) definuji pouze pocatek ramena
(Links{j}.base), je koncovy bod ramene vypoéten piimo z piislusnych D-H pa-
rametri a to néasledovné: Dle urcéenych aktuatorti ramena (viz j-ty radek matice
kinPar. jointType) jsou v8echny piislusné D-H parametry (a jejich ¢asové derivace)
reprezentujici aktuatory nahrazeny polohami (rychlostmi, zrychlenimi) kloubovych
soufadnic, zbyvajici (konstantni) D-H parametry reprezentujici kinematické navrhové
parametry jsou nahrazeny zadanymi D-H parametry (viz kinPar . DHpar, odpovidajici
rychlosti a zrychleni jsou nulové). Dostavame tak transformaci, ktera presouva a ori-
entuje j-té rameno na zakladé kloubovych souradnic Q; € {d;,0;,qj,a;} (dle vybéru
aktuatora prislusného ramene) a konstantnich kinematickych navrhovych parametra
manipulatoru &; = {d;,0;,qj, a; }\Q; (zbyvajici D-H parametry).
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Vstupy/Vystupy:
B,F Base, Follower - standardni pfipojné body kloubti v SimMe-
chanicsu
Output_d =[Computed force;Reaction torque;Reaction force] pro
P aktuator odpovidajici D-H parametru d;
Output_theta =[Computed torque;Reaction torque;Reaction force] pro
R aktuétor odpovidajici D-H parametru 6;
Output_a =[Computed force;Reaction torque;Reaction force] pro
P aktuéator odpovidajici D-H parametru a;
Output_alpha =[Computed torque;Reaction torque;Reaction force] pro
R aktuator odpovidajici D-H parametru «;

Parametry:
Joint order Poradi umisténi kloubu v kinematickém retézci.

e forwardDynamics_redundant:
Blok reprezentujici feSeni DDM zaloZeny na funkci forwardDynamicModel_redundant
s odpovidajicimi vstupy/vystupy. Bez parametri. Regenf DDM je implementovano
pouze pro sériové manipulatory.

e inverseDynamics_redundant:
Blok reprezentujici feSeni IDM zaloZeny na funkci inverseDynamicModel_redundant
s odpovidajicimi vstupy/vystupy. Bez parametri. Reseni IDM je implementovano
pouze pro sériové manipulatory.

Output_d p
o CSFi|H jointCoords Output_theta >
Fesrio ik (=3) _ i. joint (i=3) Output_a P>
csFi ds Output_alpha p
Manipulator Link FO
Manipulator general Joint
(up to 4 DoF - DH param)
(Actuation: Motion)
) joints motion: [q,dq]
) joints force/moment: tau joint acceleration: ddq p

) endEff force (fn), torque (un), w.r.FO: [f;u]:

forwardDynamic_redundant

joints motion: [qg,dq,ddq]
joint forces/torques: tau p

endEff force (fn), torque (un), w.r.FO: [f;u]:

inverseDynamics_redundant

Obrazek A.19.: Bloky knihovny ,,robotLib“ do prostiedi SimMechanics pro zobecnény re-
dundantn{ manipulator

A.11.3. Funkce pro planovani trajektorie koncového efektoru

Za u¢elem optimalizace kinematiky manipulatoru se v uvazované praci predpoklada (zejména
v piipadé optimalizace pohybu redundantnich manipulétori), Ze manipulator bude plnit
diléi konkrétni tulohu, respektive jeho koncovy efektor se bude pohybovat po konkrétné
zadané trajektorii. Lze intuitivné usuzovat, Ze pravé planovani trajektorie manipuldtoru
miize mit zasadn{ vliv na vysledky optimalizace, zejména v piipadech, kdy je trajektorie
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zadana danym poctem koinciden¢nich bodt. Tento pfipad je v prumyslové praxi relativné
casty, zejména z nésledujicich davodii:

e Zejména v piipadech operatorského planovani trajektorie je matematicky model (pa-
rametrizace) pozadované trajektorie neznamy - zname jen urcity pocet zadanych
koinciden¢nich bodu

e S rostoucimi moznostmi vyuziti CAD/CAM systémi lze snadno generovat koinci-
den¢ni body komplexnich trajektorii z 3D vykresi (v libovolném rozligeni)

e Diive naplanovana trajektorie (napf. i z matematického modelu) je uchovavana s ohle-

v

dem na jeji pozdé&jsi intuitivni interpretaci ve formé koincidenénich bodu

V piipadé zadané trajektorie koncového efektoru manipuldtoru prostiednictvim koinci-
dencnich bodt vznikaji tak dvé zasadni otazky:

e Jak koinciden¢ni body vhodné interpolovat (napf. za ucelem generovani polohy kon-
cového efektoru v jiném rozliSeni).

e Jak docilit pozadovaného pohybu po interpolované kfivce ve smyslu pozadovaného
profilu ujeté drahy, rychlosti a te¢ného (normalového) zrychleni.

Dtisledkem nevhodného pldnovani trajektorie mtze byt velmi snadno docileno i zkres-
lenych vysledki optimalizace. Napf. bude-li nehladce planované trajektorie zbyteéné
generovat silové/momentové pozadavky na koncovy efektor (napt. v pfipadé nevhod-
ného napojovani interpolovanych koincidenénich bodi), budou tyto pozadavky zahr-
nuty do hodnoty kriterialni funkce a optimaliza¢ni algoritmus (napf¥. pii optimalizaci
sil/momentii aktuatorti) na né muze brat nezanedbatelny zietel. Pfitom staci zvolit
jiny (hladsi) zpusob planovani trajektorie a pfi stejnych pozadavcich na koincidenéni
body i pohyb podél trajektorie budou pozadavky na sily/momenty v aktuatorech
nesrovnatelné nizsi.

Presto, Ze algoritmy planovani trajektorie nejsou prioritnim cilem této prace a lze najit
celou fadu literatury na toto téma, souhrnné a podrobné napf¥. ve skriptech [27], dale
pak napt. v [95] [44], za tcelem optimalizace kinematiky manipulatori byly vyvinuty a
implementovany nékteré algoritmy planovani trajektorie formou nize uvedenych funkci
v Matlabu. Shriime pouze jejich zakladni vlastnosti, detailni informace lze nalézt v [115].

e [pos,alpha,beta,gammal=lineInterpolationWithPolynomialBlending(points,...

...axesConstraints,timeRes):

Jedn4 se o aproxima¢ni metodu. Zadané koincidenéni body points zadané pozici
a orientaci (Eulerovy thly) jsou interpolovany piimkovymi segmenty s polynomial-
nim napojovanim, tzn. v definované vzdalenosti od interpolovaného bodu spojité
prechézi piimkovy segment v polynomialni (kubicky), tedy interpolovana trajek-
torie presné prochézi pouze prvnim a poslednim koincidenénim bodem. Omezeni
axesConstraints obsahuji pozadavky na maximalni rychlost (tefnou) a zrychleni
(obecné, tzn. tefné a normélové), které nesmi byt poruSeny. Pravé omezeni udéa-
vaji tvar polynomialniho napojeni. Omezeni na maximalni zrychleni lze interpreto-
vat v aplikacich ,pick and place“ jako omezeni na zrychleni v zatackach trajektorie
s ohledem na limity udrzeni neseného bfemene uchopovacem na koncovém efektoru
manipulatoru. Piiklad trajektorie je znazornén na Obrazku odpovidajici prii-
béhy rychlosti a zrychleni potom na Obrazku Poznamenejme, Ze z prirozeného
diavodu je uvazovana rychlost resp. zrychlen{ translace jako norma sloZek rychlosti
resp. zrychleni (omezeni vyaz, Gmae) zatimeco u orientace je omezovana kazda slozka
(Euleruv thel) zvIast (v}, a5ax, * = {@, 5,7}).
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1. souradnice (translace x,y,z) 2. souradnice (orientace a)
8 6
O koincidenéni body

6
T 4 T4
(@] O
- -
o 2 @)
o a2

0

2 0

0 10 20 30 0 10 20 30
t[s] t[s]
3. souradnice (orientace B) 4. souradnice (orientace y)

6 3

4 25
< <
I 2 T
(@] O o
| |
o 0 o
a a

5 1.5

4 1

0 10 20 30 0 10 20 30
tls] t[s]

Obrazek A.20.: Priklad aproximace zadanych koinciden¢nich bodiu (pfimkova interpolace
s polynomialnim napojovanim)
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Obréazek A.21.: Prubéh polohy, rychlosti a zrychleni podél uvazované trajektorie
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Vstupy:
points Matice m koinciden¢nich bodt (translace O, rotace «, 3, ), ve
formétu: ‘ ‘ ‘
O,,05,..., 04
a; "ag 'L D ay
BiiBaii B
Mo m

axesConstraints Matice omezeni pohybu, ve formatu:

I I I
a
Umaz ' Umaz ' Ymaz 1+ Umazx

(e | |
Amaz | Omaz | Ymaz

a%az
timeRes Casové diference, se kterou jsou generovany body vystupnich
vektori
Vystupy:
pos Datova struktura s ¢asem (Structure with time v interpretaci
v prostiedi Matlab), ve formatu:

to :

T Yy 2z T Y 2 I Y Z
pos.signals.values = |fo+timeRes: z y 2z 2 y 2 & 3y Z

alpha, beta, gamma Datova struktura s ¢asem (Structure with time v interpretaci
v prostiedi Matlab), ve formétu:

to: * ok *

*.signals.values = |fo+timeRes: x % «

kde x = {a, 8,7}

e [trajectoryl=interpolator_cubic_time(points,...

...axesConstraints,timeRes, feedType):

Metoda generovani trajektorie pohybu koncového efektoru, ktera je od predchozi od-
lisna zejména ve dvou zasadnich aspektech. Za prvé se jednéa o interpola¢ni metodu,
ktera prokladéa (pfesné) koincidenéni body spline kiivkou (po ¢astech kubickym po-
lynomem, ktery zajistuje pouze nativni pfedpoklady na spojitost polohy, rychlosti a
zrychleni v koinciden¢nich bodech). Druhou zasadni zménou je, ze profil ujeté drahy
s, rychlosti v a te¢ného zrychleni a podél kiivky je predepséan (tzv. korekce feedrate pii
generovani vyslednych interpolovanych dat) jako ¢asové optimalnim pribéh s omeze-
nimi kladenymi na maximalni rychlost vy, a zrychleni a,,q, (typicky lichobéznikovy
profil rychlosti, viz napt. [44) [14]). Piiklad trajektorie je zndzornén na Obrazku
odpovidajici prubéhy ujeté drahy s, rychlosti v a zrychleni a jsou znézornény na Ob-
razku [A:23] Poznamenejme, Ze v uvedeném piipadé se jedna o omezeni transla¢niho
pohybu (pribéhy vektoru Eulerovych uhla jsou dopoéitavany s ohledem na synchro-
nizaci vysledného pohybu). V piipadé uvazovanych omezeni v orientaci, tzn. ujeta
draha, rychlost a te¢né zrychleni vektoru Eulerovych thld, lze rezim prepnout para-
metrem feedType. Uvedena inovativni metoda generovani trajektorie veetné nume-
rickych algoritmu FeSeni byla vyvinuta v ramci feSenych tloh optimalizace, viz [115].
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Obrazek A.22.: Priklad interpolace zadanych koinciden¢nich bodu (kubicky spline s korekei

feedrate)
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—_—s
v

a (tecne + normalove)
a (tecne)

35

25+

05 1 1 1 1 1 1 )
0

Obrazek A.23.: Prubéh polohy, rychlosti a zrychleni podél uvazované trajektorie (omezeni
v translaci)
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Vstupy:
points

axesConstraints
timeRes
feedType

Vystupy:
trajectory

A.11. Knihovna ,robotLib“

Matice m koincidené¢nich bodu (translace O, rotace «, 3, v), ve
forméatu:

01 I 02 ; I Om
aq : Qo : : Qi
Bl I 52 I I Bm
7y ' Tm
Omezeni  transla¢niho/rota¢niho  pohybu, ve formatu

[Umax , amax]

Casova diference, se kterou jsou generovany body vystupnich
vektori

Omezeni na max. rychlost a zrychleni pohybu podél interpolo-
vané kiivky s ohledem na translaci (feefType=’pos’) ¢i orien-
taci (feedType=’orient’)

Datova struktura s ¢asem (Structure with time v interpretaci
v prostiedi Matlab), ve formatu:

to : pos wvel
trajectory.signals.values = |lo + timeRes: pos wel
kde pos = [z y z a § T, vel = [i 9 2 & B AT, accel =
[@4 2 a B AT
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