
Ṕısemná práce z matematické analýzy 5
V následuj́ıćıch př́ıkladech můžete využ́ıt věty, že pokud existuje Riemann̊uv in-

tegrál, existuje i integrál Lebesgue̊uv a tyto integrály se rovnaj́ı. U neomezených funkćı
(nebo neomezených integračńıch obor̊u) budete muset funkci modifikovat a provést
vhodný limitńı přechod.

1. Rozhodněte, zda existuje Lebesgue̊uv integrál

(a) (2 body) ∫
R

cosx

x
dx .

(b) (2 body) ∫
[−1,1]

sinx

x
dx .

2. Vypočtěte:

(a) (2 body)

lim
n→∞

∫
[0,2π]

arctg(n sinx)√
|x− π|

dx

(b) (2 body)

lim
n→∞

∫
[0,+∞]

sinx exp(−x2n)dx

3. Vypočtěte integrál pomoćı Fubiniovy věty nebo Tonelliovy věty (ověřte všechny
předpoklady), př́ıpadně rozhodněte, že daný integrál neexistuje (např. Tonelli̊uv
- Hobson̊uv test, Fubiniova věta):

(a) (2 body) ∫
[0,1]×[0,1]

1

(x+ y)2
dxdy

(b) (2 body) ∫
[0,1]×[0,1]

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy

4. Rozhodněte o definičńım oboru reálné (konečné) funkce definované pomoćı
Lebesgueva integrálu (tj. rozhodněte, pro jaké hodnoty parametru a je integrál
definován a je konečný) a vypočtěte (jednostranné) limity v krajńıch bodech
definičńıho oboru.

(a) (2 body)

Γ(a) =

∫ +∞

0

xa−1 exp(−x)dx

(b) (2 body)

F (a) =

∫ +∞

0

x

1 + xa
dx

1


