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Linedrni funkce

R prok #0,
fry=kz+gq, k,q €R, D(f) =R, H(f)=
{¢} prok=0.
Y A YA
q/ y=q
¢ Jlv="Frrtaq 4
4 k .
/ 0 x 0 T

Obr. 1.1: Grafy linedrnich funkci

Vlastnosti:
i) grafem linedrni funkce je primka,

ii) linedrni funkce je konvexni, konkdoni a monoténni,
iii) linedrni funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
iv) pro k > 0je f prostd a ostie rostouct,

v) pro k < 0je f prostd a oste klesajici,

vi) pro k = 0je f konstantni funkce (konstanta),
vii) pro k = 0je f rostouci i klesajici, omezend a periodicki s libovolnou periodou,
viii) proqg=0ak # 0 se f fikd pfima timeérnost,

ix) pro g = 0je f lichd,

X) pro q =k = 0je f lichd i suda.

Odkazy: Polak [8].
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Kvadraticka funkce

fry=ax®+br+c=alr—x0)*+ 1o, a,b,c e R, a # 0,

_ _ b _ b
Lo = —54 Yo=C—

2

1a°

B B (Yo, +00) proa >0,
D(f)_Ra H(f)_{ (—oo,y0> pI'OCL<0.

y=ax?+bx+c

Obr. 1.2: Grafy kvadratickych funkci
Vlastnosti:
i) grafem kvadratické funkce je parabola,

ii) kvadraticka funkce neni omezena,
iii) kvadraticka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladkd,

iv) proa > 0je f ostie konvexni, omezend zdola a neni omezena shora,

v) pro a < 0je f oste konkdvni a omezend shora a neni omezend zdola,
vi) pro b = 0je f sudd.

]Y

Odkazy: Poldk [8].
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Mocninna funkce s celym exponentem

{1} pron =0,

R pro n > 0 liché,
H(f)=< R\ {0} pron <0 liché,
(0,400) pron > 0sudé,
(0,400) pron < 0sudé.

_J R pron > 1,
D(f)_{ R\ {0} pron <0,
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Obr. 1.3: Grafy mocninnych funkci s celym exponentem

Vlastnosti:

i) grafem mocninné funkce je pro n = 1 pfimka, pro n > 2 parabola n-tého stupné,
pro n = 0 ¢ast primky a pro n < —1 hyperbola stupné —n + 1,

ii) mocninna funkce je lichd pro n liché a sudd pro n sudé,
iii) mocninnd funkce je spojitd a diferencovatelnd na D(f),

iv) pronliché f neni omezend zdola ani shora, nema minimum ani maximum, je ostre
rostouci pro n > 1 liché a ostfe klesajici na (—o0,0) ana (0, 4+00) pron < —1 liché,

v) pron > 2 sudé je f zdola omezend, neni omezenda shora, neméd maximum, je ostre
rostouci na (0, +00) a ostte klesajici na (—oo, 0), ma ostré minimum v bodé x = 0,

vi) pro n < —2 sudé je f zdola omezend, neni omezend shora, nema maximum ani
minimum, je ost7e rostouci na (—oo, 0) a ostte klesajici na (0, +00).

Odkazy: Polédk [8].
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Funkce n-ta odmocnina
je funkce inverzni k ¢asti mocninné funkce s pfirozenym mocnitelem

R pro n liché,
fry=vz, neNnz2 D(f)=H(f)=
(0,400) pron sudé.

|
H’
(@]
S
sY

Obr. 1.4: Graf druhé, tfeti, paté a desdté odmocniny
Vlastnosti:
i) n-td odmocnina je prostd, ostie rostouct a neni omezend,
ii) n-t4 odmocnina je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na D(f) \ {0},
iii) pro n lichéje f lichd, neni omezena zdola ani shora, nemd minimum ani maximum,

iv) pro n sudé je f omezend zdola, neni omezend shora, nema maximum a ma ostré
minimum v bodé x = 0,

v) f neni lipschitzovsky spojitd na okoli bodu 0.

Vztahy:
(V)" = Yar = x  prox € Ranliché,
(/)" = Yar = x  prox € (0,+00) ansudé.

Odkazy: Poldk [8].
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Mocninna funkce s racionalnim exponentem

m

(0,400) pro™ >0, nsudé,
R pro 7 > 0, n liché,
fry=zv, meZ neN, D(f)=

m

(0,+00) pro ™ <0, nsudé,

R\ {0} pro® <0, nliché.

Wl

]Y

Obr. 1.5: Grafy mocninnych funkci s raciondInim exponentem

Vlastnosti:
i) mocninna funkce je lichd pro m a n liché a je sudd pro m sudé a n liché,

ii) mocninna funkce je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na D(f) \ {0}.

Odkazy: Spanier [7].
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Mocninna funkce s obecnym redlnym exponentem

(0,400) proa >0,

f:yzﬂﬁa, CLGR\Q, D(f):H(f):{(()’_'_OO) pr0a<0-

T

Obr. 1.6: Grafy mocninnych funkci s iraciondlnim exponentem

Vlastnosti:
i) mocninna funkce je prostd a ostie monoténni,
ii) mocninna funkce neni omezena,
iii) mocninna funkce je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na (0, +o00),
iv) f je ostie rostouci pro a > 0 a ostfe klesajici pro a < 0,

v) fjezdola omezend, neni shora omezend, nema maximum, pro a < 0 nemd minimum
a pro a > 0 md ostré minimum v bodé = = 0.

Odkazy: Spanier [7].
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Polynomicka funkce n-tého stupné

P:y=apa"+a, 12" '+ Faz+ag, n€Ny, ar €R, k=0,...,n, a, #0, D(f)=R.

Y A

Yy = 8 — 3x* + 222

YARNZ2\
\/ RV,

Obr. 1.7: Grafy polynomickych funkci

]Y

Vlastnosti:
i) polynomicka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
ii) polynomicka funkce stupné n > 1 neni omezena,

iii) podle zakladni véty algebry md kazda algebraickd rovnice P(x) = 0 stupnén > 1
v oboru komplexnich ¢isel alespor jeden koten,

iv) kazda algebraickd rovnice P(z) = 0 stupné n > 1 ma v oboru komplexnich ¢isel
praveé n kofent (se zapocitdnim ndsobnosti),

v) podle Descartovy véty je pocet kladnych kofenti algebraické rovnice P(z) = 0
stupné n > 1 bud roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientti
aop, a1, ..., ay, Nebo je o sudy pocet mensi.

Odkazy: Spanier [7].
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Linedrni lomena funkce

b
fry=" abedeR c£ 0 ad-be 20, D(f) =R\{~4}, H(f)=R\{2}.
YA YA
_ar+b i
2] | y_c:p—i—d

Obr. 1.8: Graf nepfimé imérnosti (pro k = 1) a linedrni lomené funkce

Vlastnosti:

i) grafem linedrné lomené funkce je rovnoosd hyperbola se stiedem v bodé [—¢, ¢],

c’)c

ii) linedrné lomena funkce je prostd,
iii) linedrné lomena funkce je spojitd a diferencovatelnd na D(f),
iv) f neni omezena zdola ani shora, nemd minimum ani maximum,

v) pro ad — be < 0je f ostfe klesajici na (—oco, —%¢) ana (—¢, +00),

vi) pro ad — bc > 0je f ostFe rostouci na (—oo, —%) ana (-2, +o0),

c

vii) f neni monoténni na D(f) = (—oo, —%) U (—%l, —i—oo),

viii) f neni spojitd na R, v bodé = = —2 ma bod nespojitosti 2. druhu,

lim f(z) =Foo proad—becs0, lim f(x) =+o0 proad—becs0,
T——= x_>_é
ix) proa=d=0,b#0,k="2je f:y=25, jeZ se nazyva nepfima amérnost;
je to lichd funkce.

Odkazy: Poldk [8].
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Exponencialni funkce

fry=ad", a>0,a#1, D(f) =R, H(f)=(0,400),
f:y=e" e je Eulerovo ¢&islo, D(f) =R, H(f)=(0,+00)
YA
0 T

Obr. 1.9: Grafy exponencialnich funkci

Vlastnosti:
i) graf exponencidlni funkce je exponenciila,
ii) exponencidlni funkce je prostd,
iii) exponencidlni funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
iv) fje ostie rostouci pro a > 0 a ostfe klesajici pro a < 0,
v) fje zdola omezend a neni omezend shora, nemd maximum ani minimum,

vi) eje Eulerovo ¢islo:

n—-+o0o TL'
n=0

1\" &1
e= lim (1 1 —) — Z = 2.71828182845904523536028747135266249775724709 . . .
n

Odkazy: Polédk [8].
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Logaritmicka funkce
je funkce inverzni k exponencialni funkci

fiy=log,z, 0>0,a#1, D(f) = (0,+4),  H(f) =R,
f: yzlogI:10g10I7 D(f>:(0,+00>, H(f):R7
f:y=Inz=log,x, e=2.71828182... D(f) = (0,400), H(f)=R
YA
y= 1()g% x

sY

Obr. 1.10: Grafy logaritmickych funkci

Vlastnosti:
i) graf logaritmické funkce je logaritmickd krivka,
ii) logaritmicka funkce je prostd,
iii) logaritmicka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladkd,
iv) f je ostie rostouci pro a > 1 a ostre klesajici pro0 < a < 1,
v) f neni omezena zdola ani shora, nema minimum ani maximum.

Vztahy:
a«* =gz prox >0, log,a" =z proz€R.

Odkazy: Polék [8].
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Goniometrické funkce

f:y=sinuz, D(f) =R, H(f) =(-1,1),

f: Yy =cCosz, ) D(f):Ra H(f>:<_171>7
S1n T - N

f: y=1tgx :COSl” D(f):R\{(2k+1)§>k€Z}v H(f)—R,

Jiy=cotgr=""".  D(f)=R\{kn.k€Z}, H(f) =R

Obr. 1.11: Grafy goniometrickych funkci

Vlastnosti:

i) funkce sinus, tangens a kotangens jsou liché funkce, kosinus je funkce sudd,

ii) funkce sinus a kosinus jsou omezené 2n—periodické funkce,
funkce tangens a kotangens jsou neomezené m—periodické funkce,

iii) vSechny goniometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy pro z,y € R:

sin(2z) = 2sinzcosz, sinx + siny
cos(2x) = cos’z —sin’z, sinz — siny
sin(z £y) = sinzcosy + cosxsiny, COS T + Cos Y
cos(x £y) = cosxcosy Fsinzsiny, COST — COSY

Odkazy: Polédk [8].

2 sin

2 cos

= —2sin

T+y

— COS

2

2 cos £ gin
2

T+y

2

T4y
2

=y
2

-y
2
z—y

cos =57,

. x—y
Sin 5
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Cyklometrické funkce
jsou funkce inverzni k ¢astem goniometrickych funkci

f: y:arcsinx, D(f>:<_171>7 H(f>:<—%,%>,

f: y=arccosz, D(f)=(-1,1), H(f)=(0,m),

[y =arctgz, D(f) =R, H(f)=(-%5),

fiy=arccotgr,  D(f)=R, H(f) = (0,7)
YA

Obr. 1.12: Grafy cyklometrickych funkci

Vlastnosti:

i) funkce arkussinus a arkustangens jsou liché funkce,

arcsin(—x) = —arcsinz a arccos(—z) = w —arccosx prox € (—1,1),

arctg(—x) = —arctgr a arccotg(—x) = w —arccotgr prox € R,

ii) vSechny cyklometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy:
sin(arcsinz) = z proz € (—1,1), cos(arccosz) = x proz € (—1,1),
arcsin(sinz) = x prow € (=7, %), arccos(cosx) = x prox € (0,7),
tg(arctgzr) = x prozx € R, cotg(arccotgr) = z proz € R,
arctg(tgr) = x prox € (—%,5), arccotg(cotgr) = x prox € (0,7),
arcsin x + arccos 5 prox € (—1,1), arctgr = arccotg% prox > 0,
arctgr + arccotgr = § prox € R.

Odkazy: Poldk [8].
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Hyperbolické funkce
fiy=sihz =525 D(f) =R, H(f) =R,
[:y=coshe =2° D(f) =R, H(f) = (1, +5),
sinh z
f' y—tghl’ —COShI‘7 D(f)_R7 H(f)_<_171)7
coshx
fry=cotghe = D) =E\{0},  H(f)=R\(-11)
YA YA
Obr. 1.13: Grafy hyperbolickych funkci
Vlastnosti:

i) funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens jsou
liché funkce, hyperbolicky kosinus je funkce sudd,

ii) vSechny hyperbolické funkce jsou spojité na D(f),

Vztahy pro z,y € R:

sinh(2z) = 2sinhxcoshz,

cosh(2x) = cosh?x + sinh?z,
sinh(z £y) = sinhxcoshy £ coshxsinhy,
cosh(x £y) = coshzcoshy =+ sinhzsinhy,

Odkazy: Polék [8].

sinhx +sinhy =

sinhz —sinhy =

coshz 4+ coshy =

coshx —coshy =

2 sinh xTer cosh =54,
2 cosh £3¥ sinh 52,
2 cosh I—;y cosh =5,

2 sinh “¥ ginh 2%,
2 2
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Hyperbolometrické funkce

jsou funkce inverzni k ¢astem hyperbolickych funkci

f:y=argsinhz, D(f) =R, H(f) = R,
fiy=argosha,  D(f) = (1,+o0), H(f) = {0, +00),
f: y=argtghuz, D(f) = (=1,1), H(f) =R,
f: y=argeotghu, D(f) =R\ ({=1,1), H(f) =R\ {0}
YA YA
y = argsinh x
_ -1 1 Tx
0 1 T
argtéhx

Obr. 1.14: Grafy hyperbolometrickych funkci
Vlastnosti:

i) funkce argument hyperbolického sinu, argument hyperbolického tangens a argu-
ment hyperbolického kotangens jsou liché funkce,

ii) vSechny hyperbolometrické funkce jsou spojité na D(f).
Vztahy:

sinh(argsinhz) =z proz € R, cosh(argcoshz) = = proz > 1,

argsinh(sinhz) =z proz € R, argcosh(coshz) =« proz > 0,
tgh(argtghz) =z prox € (—1,1),  cotgh(argcotghz) =z prozx € R\ (—1,1),
argtgh(tghz) =« prox € R, argcotgh(cotghz) =z proz € R\ {0},

argsinhz = In(r++v22+1) prox € R,
argcoshr = In(r++v2?2—-1) prox > 1,

argtghx = %lnﬁ prox € (—1,1),
argcotghz = 1lnZH proz € R\ (—1,1),
argtghz = argcotgh 2 prox € (—1,0) U (0, 1).

Odkazy: Spanier [7].
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Funkce signum (znaménkova funkce)

-1 prox <0,
f:y=sgnw= 0 prox =0, D(f) =R, H(f)={-1,0,1}.
1 prox >0,
Yy
. Yy =sgnx
® >
0 T
O
—1

Obr. 1.15: Graf znaménkové funkce
Vlastnosti:
i) funkce signum je lichd funkce,
ii) funkce signum je rostouci funkce,
iii) funkce signum je spojitd v kazdém bodé = € R \ {0},

iv) funkce signum neni spojitd v bodé x = 0, v tomto bodé ma bod nespojitosti 1. druhu
se skokem 2

f(0=) = lim sgnzx = —1,
z—0~
0 = i =1
f(0+) lim sgn

Odkazy: Polédk [8].
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Funkce absolutni hodnota

—x prox <0,

fry=|z|= 0 prox =0, D(f) =R, H(f)=(0,+00).
r prox >0,

YA

A 4

Obr. 1.16: Graf funkce absolutni hodnota

Vlastnosti:
i) funkce absolutni hodnota je sudd funkce,
ii) funkce absolutni hodnota je konvexni funkce,
iii) funkce absolutni hodnota je spojitd na D(f),

iv) funkce absolutni hodnota nemé derivaci v bodé z = 0 (neni diferencovatelna v
bodé = = 0), jelikoZ méa v tomto bodé rizné jednostranné derivace

h) — f(0 h
F(0) = &%MZ&%%Z—L
/ o S —fO) A
+0) = hlgél+ h _hligh h =1
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Ve

Funkce horni a dolni cela ¢ast

[z] =min{k € Z, k >z} prox <0,
fy=Int(x) = 0 pro x = 0, D(f) =R, H(f)="Z.
|z] = max{k € Z, k <z} proxz >0,

I
8

Y Y

y = |z

| funkce
S s - dolni cela ¢ast

Obr. 1.17: Grafy funkci horni a dolni celd ¢4st, funkce Int a jejich zbytkt

Vlastnosti a poznamky:
i) funkce horni a dolnf cela ¢ast a funkce Int jsou funkce rostouci,
ii) funkce Int a Frac : y = 2 — Int(z) jsou funkce liché,

iii) funkce dolni celd ¢ast y = || byva asto uvadéna jako cela ¢ast a znacena y = [z].

Vztahy:
VeeZ: [z]=|z]=Int(x) = ux

VreR: Int(x) + Frac(z) = .

Odkazy: Polék [8], Spanier [7], Knuth [5].
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Nékteré periodické funkce

: y =sgn(sinz),

: y = sgn(cosx),

.y = arcsin(sin z),

A B A B

.y = arccos(cos x),

]Y

]Y

o ]

Vlastnosti:

i) funkce fi, fa, f5 a f1 jsou omezené 2m-periodické funkce,
ii) funkce f; a f; jsou po Cdstech spojité a po cdstech hladké funkce,

iii) funkce f3 a f4 jsou spojité a po cdstech hladké funkce.

Obr. 1.18: Grafy periodickych funkci fi, fo, f3a fa

8Y



