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Definice 5.1 (Heineho definice limity). Mějme dánu funkci f : D → R a bod x0 ∈ R∗, který je hromadným

bodem D. Řekneme, že funkce f má limitu b ∈ R∗ v bodě x0, jestliže pro každou posloupnost (xn) plat́ı((
∀n ∈ N : xn ∈ D ∧ xn 6= x0

)
∧ lim

n→+∞
xn = x0

)
⇒ lim

n→+∞
f(xn) = b

a ṕı̌seme lim
x→x0

f(x) = b.

Definice 5.2. Mějme dánu funkci f : D → R a bod x0 ∈ R, který je hromadným bodem D. Řekneme, že

a) funkce f má limitu zprava b ∈ R∗ v bodě x0, jestliže pro každou posloupnost (xn) plat́ı((
∀n ∈ N : xn ∈ D ∧ xn > x0

)
∧ lim

n→+∞
xn = x0

)
⇒ lim

n→+∞
f(xn) = b

a ṕı̌seme lim
x→x0+

f(x) = b nebo f(x0+) = b,

b) funkce f má limitu zleva b ∈ R∗ v bodě x0, jestliže pro každou posloupnost (xn) plat́ı((
∀n ∈ N : xn ∈ D ∧ xn < x0

)
∧ lim

n→+∞
xn = x0

)
⇒ lim

n→+∞
f(xn) = b

a ṕı̌seme lim
x→x0−

f(x) = b nebo f(x0−) = b.

Věta 5.1 (jednoznačnost limity). Každá funkce má v bodě nejvýše jednu limitu (limitu zprava, limitu zleva).

Věta 5.2. Pro x0 ∈ R a b ∈ R∗ plat́ı lim
x→x0

f(x) = b právě tehdy, když lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x) = b.

Věta 5.3 (algebra limit). Mějme dány funkce f a g, které maj́ı stejný definičńı obror D a maj́ı v bodě
x0 ∈ R∗ limitu

lim
x→x0

f(x) = a ∈ R∗, lim
x→x0

g(x) = b ∈ R∗.
Potom plat́ı

a) lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = a+ b, pokud je pravá strana definována,

b) lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = a · b, pokud je pravá strana definována,

c) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
a

b
, pokud ∀x ∈ D : g(x) 6= 0 a pokud je pravá strana definována.
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Věta 5.4 (o sev̌reńı). Mějme dány funkce f , g, h se stejným definičńım oborem D a bod x0 ∈ R∗.

Dále p̌redpokládejme, že plat́ı

a) ∃ δ > 0 ∀x ∈ D ∩ P (x0, δ) : f(x) ≤ g(x) ≤ h(x),

b) lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = b ∈ R∗.

Potom sev̌rená funkce g má také limitu v bodě x0 a plat́ı lim
x→x0

g(x) = b.

Věta 5.5. Mějme dány funkce f , g se stejným definičńım oborem D a bod x0 ∈ R∗.

Jestliže je funkce g omezená a lim
x→x0

f(x) = 0, potom lim
x→x0

f(x) · g(x) = 0.

Věta 5.6. Mějme dány dvě funkce f a g tak, že H(g) ⊂ D(f) a bod x0 ∈ R∗ takový, že plat́ı

a) lim
x→x0

g(x) = a ∈ R∗,

b) lim
y→a

f(y) = b ∈ R∗,

c) f(a) = b nebo ∃ δ > 0 ∀x ∈ D(g) ∩ P (x0, δ) : g(x) 6= a.

Potom
lim
x→x0

f(g(x)) = b.

Poznámka (limity některých funkćı).

a) lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

tg x

x
= 1, lim

x→0

sinhx

x
= 1, lim

x→0

tghx

x
= 1, lim

x→0

ex−1
x

= 1,

b) lim
x→0

arcsinx

x
= 1, lim

x→0

arctg x

x
= 1, lim

x→0

argsinhx

x
= 1, lim

x→0

argtghx

x
= 1, lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

c) lim
x→+∞

(
1 +

a

x

)x

= ea a lim
x→−∞

(
1 +

a

x

)x

= ea pro a ∈ R.



5. Limita funkce a spojitost strana 3/4 2020/KMA/M1/p̌rednášky
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Definice 5.3. Mějme dánu funkci f : D → R, bod x0 ∈ D, který je hromadným bodem D. Řekneme, že

a) funkce f je spojitá v bodě x0, pokud lim
x→x0

f(x) = f(x0),

b) funkce f je spojitá zleva v bodě x0, pokud lim
x→x0−

f(x) = f(x0),

c) funkce f je spojitá zprava v bodě x0, pokud lim
x→x0+

f(x) = f(x0).

Pokud x0 ∈ D je izolovaným bodem D, potom funkce f je spojitá v bodě x0.

Definice 5.4. Mějme dánu funkci f : D → R a bod x0 ∈ R, pro který ∃ δ > 0 : P (x0, δ) ⊂ D.

Bod x0 je bod nespojitosti funkce f , pokud funkce f v bodě x0 neńı spojitá. Dále řekneme, že

a) x0 je bodem odstranitelné nespojitosti funkce f , pokud existuje vlastńı limita funkce f v bodě x0 a

lim
x→x0

f(x) 6= f(x0) ( včetně p̌ŕıpadu, kdy x0 6∈ D ),

b) x0 je bodem nespojitosti I. druhu funkce f , pokud existuj́ı vlastńı jednostranné limity funkce f v x0 a

lim
x→x0−

f(x) 6= lim
x→x0+

f(x) ( rozd́ıl lim
x→x0+

f(x)− lim
x→x0−

f(x) je tzv. skok funkce f v bodě x0 ),

c) x0 je bodem nespojitosti II. druhu funkce f , pokud neexistuje vlastńı limita zleva nebo vlastńı limita
zprava funkce f v bodě x0.

Věta 5.7. Každá z následuj́ıćıch funkćı je spojitá funkce v každém bodě svého definičńıho oboru:

a) y = xn pro n ∈ Z, y = n
√
x pro n ∈ N, n ≥ 2, y = xa pro a ∈ R,

b) y = ax a y = loga x pro a > 0, a 6= 1,

c) y = sinx, y = cosx, y = tg x, y = cotg x,

d) y = sinhx, y = coshx, y = tghx, y = cotghx,

e) y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x, y = arccotg x,

f) y = argsinhx, y = argcoshx, y = argtghx, y = argcotghx.

Věta 5.8. Mějme dány funkce f a g, které maj́ı stejný definičńı obor D a které jsou spojité v bodě x0 ∈ D.

Potom jsou v bodě x0 spojité funkce f + g, f · g a
f

g
(pokud ∀x ∈ D : g(x) 6= 0).

Věta 5.9. Mějme dánu funkci dánu g, která je spojitá v bodě x0. Dále mějme dánu funkci f , která je spojitá
v bodě y0 = g(x0).

Potom složená funkce h = f ◦ g je spojitá v bodě x0.



Definice 5.5. Mějme dánu funkci f : D → R a interval I ⊂ D. Řekneme, že funkce f je spojitá na intervalu
I, jestliže je spojitá v každém vniťrńım bodě intervalu I a paťŕı-li levý (pravý) koncový bod tohoto intervalu do
I, je v něm spojitá zprava (zleva).

Věta 5.10 (Cauchyova věta). Mějme dánu funkci f , která je spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a; b〉 a pro
kterou plat́ı f(a) · f(b) < 0. Potom existuje ξ ∈ (a; b) tak, že f(ξ) = 0.

Věta 5.11 (Weierstrassova věta). Mějme dánu funkci f , která je spojitá na uzav̌reném intervalu.
Potom funkce f je na tomto intervalu omezená a nabývá na něm své nejmenš́ı a nejvěťśı funkčńı hodnoty.

Věta 5.12 (Bolzanova věta). Mějme dánu funkci f , která je spojitá na uzav̌reném intervalu.
Potom funkce f na tomto intervalu nabývá všech mezihodnot mezi svou nejmenš́ı a nejvěťśı funkčńı hodnotou.


