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posledńı změna: 26.11.2020

Definice 6.1. Mějme dánu funkci f : D → R a bod x0 ∈ D takové, že ∃ δ > 0 : (x0 − δ;x0 + δ) ⊂ D.
Řekneme, že funkce f má derivaci v bodě x0, pokud existuje limita

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= f ′(x0).

Poznámka. Funkce f má derivaci v bodě x0 právě tehdy, když existuje limita

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= f ′(x0).

Věta 6.1. Má-li funkce f v bodě x0 vlastńı derivaci, potom je v tomto bodě spojitá.

Poznámka.

a) Tečna ke grafu funkce f v bodě x0:

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0) pokud f ′(x0) ∈ R,

x = x0 pokud f ′(x0) = ±∞ a f je spojitá v x0.

b) Normála ke grafu funkce f v bodě x0:

y = − 1

f ′(x0)
(x− x0) + f(x0) pokud f ′(x0) ∈ R a f ′(x0) 6= 0,

x = x0 pokud f ′(x0) = 0,

y = f(x0) pokud f ′(x0) = ±∞ a f je spojitá v x0.

Věta 6.2. Mějme dány funkce f a g se stejným definičńım oborem D, které maj́ı vlastńı derivaci v bodě
x0 ∈ D. Potom plat́ı

a) (c · f)′(x0) = cf ′(x0) pro každé c ∈ R,

b) (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0),

c) (f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0),

d)

(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)
g2(x0)

, pokud ∀x ∈ D : g(x) 6= 0.

Věta 6.3. Mějme dánu funkci g, která má vlastńı derivaci v bodě x0, a funkci f , která má vlastńı derivaci v
bodě y0 = g(x0). Potom složená funkce h = f ◦ g má vlastńı derivaci v bodě x0 a plat́ı

h′(x0) = (f ◦ g)′(x0) = f ′(y0) · g′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0).

Věta 6.4. Mějme dánu funkci f : D → R, která je prostá. Dále p̌redpokládejme, že funkce f je spojitá a
osťre monotónńı na intervalu I ⊂ D, y0 je vniťrńı bod intervalu f(I) a existuje vlastńı derivace f ′(x0) 6= 0, kde
x0 = f−1(y0). Potom plat́ı (

f−1
)′
(y0) =

1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))
.
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Definice 6.2. Mějme dánu funkci f : D → R a bod x0 ∈ D takový, že ∃ δ > 0 : (x0 − δ;x0 + δ) ⊂ D.
Řekneme, že

a) funkce f má v bodě x0 lokálńı minimum, pokud ∀x ∈ (x0 − δ;x0 + δ) : f(x0) ≤ f(x),

b) funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum, pokud ∀x ∈ (x0 − δ;x0 + δ) : f(x0) ≥ f(x),

c) funkce f má v bodě x0 lokálńı extrém, pokud má v x0 lokálńı minimum nebo lokálńı maximum,

d) funkce f má v bodě x0 ostré lokálńı minimum, pokud ∀x ∈ (x0 − δ;x0 + δ) \ {x0} : f(x0) < f(x),

e) funkce f má v bodě x0 ostré lokálńı maximum, pokud ∀x ∈ (x0− δ;x0 + δ) \ {x0} : f(x0) > f(x),

f) funkce f má v bodě x0 ostrý lokálńı extrém, pokud má v x0 ostré lokálńı minimum nebo ostré lokálńı
maximum.

Definice 6.3. Mějme dánu funkci f : D → R a bod x0 ∈ D. Řekneme, že

a) funkce f má v bodě x0 globálńı minimum, pokud ∀x ∈ D : f(x0) ≤ f(x),

b) funkce f má v bodě x0 globálńı maximum, pokud ∀x ∈ D : f(x0) ≥ f(x),

c) funkce f má v bodě x0 globálńı extrém, pokud má v x0 globálńı minimum nebo globálńı maximum.

Jsou-li nerovnosti ostré pro x 6= x0, hovǒŕıme o ostrých globálńıch extrémech (o ostrém globálńım minimu
a ostrém globálńım maximu).

Věta 6.5 (Fermatova věta). Má-li funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a existuje-li v tomto bodě jej́ı derivace
f ′(x0), potom f ′(x0) = 0.

Definice 6.4. Mějme dánu funkci f : D → R a bod x0 ∈ D.

Řekneme, že bod x0 je stacionárńım bodem funkce f , pokud f ′(x0) = 0.

Věta 6.6 (Rolleova věta). Mějme dánu funkci f : D → R, která je spojitá na uzav̌reném intervalu
〈a; b〉 ⊂ D, má derivaci (vlastńı či nevlastńı) v každém bodě otev̌reného intervalu (a; b) a f(a) = f(b). Potom
existuje c ∈ (a; b) takové, že plat́ı

f ′(c) = 0.

Věta 6.7 (Lagrangeova věta). Mějme dánu funkci f : D → R, která je spojitá na uzav̌reném intervalu
〈a; b〉 ⊂ D a má derivaci (vlastńı či nevlastńı) v každém bodě otev̌reného intervalu (a; b). Potom existuje
c ∈ (a; b) takové, že plat́ı

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Věta 6.8. Mějme dánu funkci f : D → R, která má vlastńı derivaci na otev̌reném intervalu I ⊂ D.

a) Je-li f ′(x) = 0 pro každé x ∈ I, potom f je konstantńı na I.

b) Je-li f ′(x) ≥ 0 pro každé x ∈ I, potom f je rostoućı na I.

c) Je-li f ′(x) ≤ 0 pro každé x ∈ I, potom f je klesaj́ıćı na I.

Ostré nerovnosti implikuj́ı ostrou monotónii.
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Věta 6.9 (Cauchyova věta). Mějme dány funkce f : D → R a g : D → R, které jsou spojité na uzav̌reném
intervalu 〈a; b〉 ⊂ D a maj́ı vlastńı derivace v každém bodě otev̌reného intervalu (a; b). Potom existuje c ∈ (a; b)
takové, že plat́ı

f ′(c)
(
g(b)− g(a)

)
= g′(c)

(
f(b)− f(a)

)
.

Věta 6.10 (l’Hospitalovo pravidlo). Mějme dány funkce f : D → R, g : D → R a bod x0 ∈ R∗ takový, že

a)
(

lim
x→x0

f(x) = 0 a lim
x→x0

g(x) = 0
)

nebo ( lim
x→x0

|g(x)| = +∞
)
,

b) existuje δ > 0 takové, že pro všechna x ∈ (x0−δ;x0+δ)\{x0} existuj́ı vlastńı derivace f ′(x) a g′(x) 6= 0,

c) existuje limita lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Potom plat́ı

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Definice 6.5. Mějme dánu funkci f : D → R.

a) (Prvńı) derivace funkce f je funkce f ′ : x 7→ f ′(x), D(f ′) = {x ∈ D(f) : ∃ f ′(x) ∈ R}.

b) Funkce f má druhou derivaci v bodě x0, pokud ∃ δ > 0 : (x0 − δ;x0 + δ) ⊂ D(f ′) a existuje limita

lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)
h

= f ′′(x0).

c) Druhá derivace funkce f je funkce f ′′ : x 7→ f ′′(x), D(f ′′) = {x ∈ D(f ′) : ∃ f ′′(x) ∈ R}.

Poznámka. Analogicky definujeme ťret́ı derivaci f ′′′ funkce f , čtvrtou derivaci f (4) funkce f , atd.

Věta 6.11. Mějme funkci f : D → R, která má vlastńı druhou derivaci na otev̌reném intervalu I ⊂ D.

a) Je-li f ′′(x) ≥ 0 pro každé x ∈ I, potom f je konvexńı na I.

b) Je-li f ′′(x) ≤ 0 pro každé x ∈ I, potom f je konkávńı na I.

Ostré nerovnosti implikuj́ı ostrou konvexitu a ostrou konkávitu.

Poznámka (derivace základńıch funkćı).

1. (xa)′ = a.xα−1,


x ∈ R, a ∈ N,
x 6= 0, a ∈ Z \ (N ∪ {0})
x > 0, a ∈ R, a 6= 0,

2. (ex)′ = ex, x ∈ R,

3. (ax)′ = ax ln a, x ∈ R, a > 0, a 6= 1,
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4. (lnx)′ =
1

x
, x > 0,

5. (loga x)
′ =

1

x ln a
, x > 0, a > 0, a 6= 1,

6. (sinx)′ = cosx, x ∈ R,

7. (cosx)′ = − sinx, x ∈ R,

8. (tg x)′ =
1

cos2 x
, x 6= (2k + 1)π

2
, k ∈ Z,

9. (cotg x)′ = − 1

sin2 x
, x 6= kπ, k ∈ Z,

10. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, |x| < 1,

11. (arccosx)′ = − 1√
1− x2

, |x| < 1,

12. (arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R,

13. (arccotg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ R,

14. (sinhx)′ = coshx, x ∈ R, sinhx := 1
2
(ex − e−x),

15. (coshx)′ = sinhx, x ∈ R, coshx := 1
2
(ex + e−x),

16. (tghx)′ =
1

cosh2 x
, x ∈ R, tghx := sinhx

coshx
,

17. (cotghx)′ = − 1

sinh2 x
, x 6= 0, cotghx := coshx

sinhx
,

18. (argsinhx)′ =
1√

1 + x2
, x ∈ R,

19. (argcoshx)′ =
1√

x2 − 1
, x > 1,

20. (argtghx)′ =
1

1− x2
, |x| < 1,

21. (argcotghx)′ =
1

1− x2
, |x| > 1,


