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Definice 8.1. Mějme uzav̌rený interval 〈a; b〉, kde −∞ < a < b < +∞.

Děleńım intervalu 〈a; b〉 rozuḿıme konečnou posloupnost D = (x0, x1, . . . , xn), n ∈ N, bodů z intervalu 〈a; b〉
tak, že plat́ı

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

Č́ısla xi jsou děĺıćı body intervalu.

Definice 8.2. Mějme funkci f , která je definovaná a omezená na uzav̌reném intervalu 〈a; b〉. Dále mějme
děleńı D tohoto intervalu 〈a; b〉 a označme ∆xi = xi − xi−1 pro i = 1, . . . , n.

a) Dolńı integrálńı součet funkce f p̌ŕıslušný děleńı D je č́ıslo s(f,D) =
n∑

i=1

inf
x∈〈xi−1;xi〉

f(x) ·∆xi.

b) Horńı integrálńı součet funkce f p̌ŕıslušný děleńı D je č́ıslo S(f,D) =
n∑

i=1

sup
x∈〈xi−1;xi〉

f(x) ·∆xi.

Definice 8.3. Mějme funkci f , která je definovaná a omezená na uzav̌reném intervalu 〈a; b〉. Dále uvažujme
množinu D všech možných děleńı D tohoto intervalu 〈a; b〉.

Řekneme, že funkce f je (Riemannovsky) integrovatelná na intervalu 〈a; b〉, pokud existuje č́ıslo I ∈ R
takové, že plat́ı

I = sup
D∈D

s(f,D) = inf
D∈D

S(f,D).

Č́ıslo I potom nazýváme určitý integrál funkce f na intervalu 〈a; b〉 a ṕı̌seme

b∫
a

f(x) dx = I.

Dále pro a > b definujeme

b∫
a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx,

a∫
a

f(x) dx = 0.

Věta 8.1. Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a; b〉, potom je na tomto intervalu integrovatelná.

Věta 8.2 (Newtonova–Leibnizova). Mějme funkci f , která je Riemannovsky integrovatelná na intervalu
〈a; b〉. Dále mějme funkci F , která je spojitá na intervalu 〈a; b〉 a je primitivńı funkćı k funkci f na (a; b).
Potom plat́ı

b∫
a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a).
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Věta 8.3 (linearita určitého integrálu). Mějme funkce f , g, které jsou integrovatelné na intervalu 〈a; b〉.

Potom plat́ı

a)

b∫
a

(f(x) + g(x)) dx =

b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx,

b)

b∫
a

cf(x) dx = c

b∫
a

f(x) dx, c ∈ R.

Věta 8.4 (aditivita určitého integrálu). Mějme funkci f , která je integrovatelná na intervalu 〈a; b〉.

Potom pro libovolné c ∈ (a; b) plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

Věta 8.5 (per-partes v určitém integrálu). Mějme funkce u a v, které jsou spojité na intervalu 〈a; b〉
a jejich derivace u′ a v′ jsou integrovatelné na tomto intervalu. Potom plat́ı

b∫
a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]ba −
b∫

a

u′(x)v(x) dx,

kde [u(x)v(x)]ba = u(b)v(b)− u(a)v(a).

Věta 8.6 (substituce v určitém integrálu). Mějmě funkci f , která je spojitá na intervalu 〈c; d〉. Dále mějme
funkci g : y = g(x), která má konečnou derivaci ve všech bodech intervalu 〈a; b〉, g′ je integrovatelná na 〈a; b〉
a H(g) ⊂ 〈c; d〉. Potom plat́ı

b∫
a

f(g(x))g′(x) dx =

g(b)∫
g(a)

f(y) dy.

Věta 8.7 (o sťredńı hodnotě). Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a; b〉, potom existuje ξ ∈ (a; b) takové,
že plat́ı

b∫
a

f(x) dx = f(ξ) · (b− a).

Věta 8.8 (nezápornost určitého integrálu). Mějme funkci f , která je spojitá na intervalu 〈a; b〉.
Potom plat́ı (

∀x ∈ 〈a; b〉 : f(x) ≥ 0
)
⇒

b∫
a

f(x) dx ≥ 0.
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Věta 8.9 (monotonie určitého integrálu). Mějme funkce f a g, které jsou spojité na intervalu 〈a; b〉.
Potom plat́ı (

∀x ∈ 〈a; b〉 : f(x) ≤ g(x)
)
⇒

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx.

Věta 8.10. Mějme funkci f , která je spojitá na intervalu I a mějme a ∈ I. Potom funkce F definovaná na I
vztahem

F (x) =

x∫
a

f(t) dt

má na intervalu I derivaci a plat́ı F ′(x) = f(x) pro x ∈ I.

Definice 8.4. Mějme funkci f , která splňuje (alespoň) jednu z následuj́ıćıch vlastnost́ı:

a) f je integrovatelná v každém intervalu 〈a, c〉, a < c < b, a f neńı omezená na levém okoĺı bodu b,

b) f je integrovatelná v každém intervalu 〈c, b〉, a < c < b, a f neńı omezená na pravém okoĺı bodu a.

Řekneme, že nevlastńı integrál vlivem (neomezené) funkce∫ b

a

f(x) dx

konverguje, jestliže existuje vlastńı limita

a) lim
c→b−

∫ c

a

f(x) dx, a ṕı̌seme:

∫ b

a

f(x) dx = lim
c→b−

∫ c

a

f(x) dx,

b) lim
c→a+

∫ b

c

f(x) dx, a ṕı̌seme:

∫ b

a

f(x) dx = lim
c→a+

∫ b

c

f(x) dx.

Jestliže p̌ŕıslušná limita neexistuje nebo je nevlastńı, ř́ıkáme, že integrál diverguje.

Pokud je p̌ŕıslušná limita +∞ (resp. −∞), ṕı̌seme:

∫ b

a

f(x) dx = +∞ (resp. −∞).

Definice 8.5. Mějme funkci f , která neńı omezená v okoĺı bodu d ∈ (a, b).

Ř́ıkáme, že nevlastńı integrál vlivem (neomezené) funkce

∫ b

a

f(x) dx, konverguje (resp. diverguje),

jestliže konverguj́ı oba integrály ∫ d

a

f(x) dx,

∫ b

d

f(x) dx,

(resp. alepoň jeden z integrál̊u diverguje). Jejich součet pak nazýváme hodnotou daného integrálu.
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posledńı změna: 18.11.2019

Definice 8.6. Mějme funkci f , která je integrovatelná na každém intervalu 〈a, b〉, kde −∞ < a < b < +∞.

a) Ř́ıkáme, že nevlastńı integrál vlivem (neomezené horńı) meze

∫ +∞

a

f(x) dx konverguje, jestliže

existuje vlastńı limita lim
b→+∞

∫ b

a

f(x) dx, a ṕı̌seme:

∫ +∞

a

f(x) dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x) dx.

b) Ř́ıkáme, že nevlastńı integrál vlivem (neomezené dolńı) meze

∫ b

−∞
f(x) dx konverguje, jestliže

existuje vlastńı limita lim
a→−∞

∫ b

a

f(x) dx, a ṕı̌seme:

∫ b

−∞
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x) dx.

Jestliže p̌ŕıslušná limita neexistuje nebo je nevlastńı, ř́ıkáme, že integrál diverguje.

Definice 8.7. Mějme a ∈ R. Ř́ıkáme, že nevlastńı interál vlivem (neomezené) meze∫ +∞

−∞
f(x) dx,

konverguje (resp. diverguje), jestliže konverguj́ı oba integrály∫ +∞

a

f(x) dx,

∫ a

−∞
f(x) dx

(resp. alespoň jeden z integrál̊u diverguje).

Věta 8.11 (integrálńı kritérium). Mějme funkci f , která je definovaná na intervalu 〈1,+∞), na kterém je
spojitá, nezáporná a klesaj́ıćı. Dále mějme posloupnost (an) reálných č́ısel takovou, že an = f(n) pro všechna

n ∈ N. Potom řada
+∞∑
n=1

an a integrál

∫ +∞

1

f(x) dx bud’ současně konverguj́ı nebo současně diverguj́ı.


