KMA/ODR — 3. tyden — existence a jednoznacnost feSeni 1

Priklad 1. Rozhodnéte o lokélni a globani existenci a jednoznalnosti FeSeni pocatetnich dloh:

1) { y'(t) =sin(ty(t)), tel, 3) { y'(t) = (t+y()t*y>(t), tel,
y(O) =1, (0) =1,
/ 3 / _ 3

2 { y'(t) =1+ /y2(t), tel, 2 y(t)=e +y(t), tel,
y(0) =0, y(0) = 1.

Pt¥iklad 2. Nasledujici pocateeni tlohu prevedte na polateéni tlohu pro jednu rovnici vy$&iho ¥adu a najdéte jeji fedent:

yi(t) =2uy1(t) +2(t), t>0, yi(t) +ya(t) =4y (t) — 242(t), £ >0,
0 Yyo(t) =1 — 11 (1), t>0, 2 y1(t) — ya(t) = =2y1(t) — 4ya(t), >0,

y1(0) =1, y1(0) =1,

y2(0) =0, y2(0) =

Ptiklad 3. Nésledujici tlohu preved'te na po&ateéni tlohu pro soustavu diferencialnich rovnic prvniho ¥adu:
y'(t) + 2y (t) + 3y(t) =1, t>0, y'(t) +t= ()2 +4+13(t), t>0,
{ y(0) =1, y'(0) =2, Y { y(0) =0, y'(0) = 1.
y"(t) + 2y (8) + Py () + thy(t) +1=0, t>0,
{ y(0) =1, y'(0) = 2, y"(0) = 3,

Ptiklad 4. Mé&jme nasledujici pocatecni tlohu

yi(t) =w2(t), tel,
(1) () = —pn(t), tel,
y1(0) =0,
y2(0) =1
1. Urcete f, y a yo tak, abychom mohli pocateéni dlohu (1) zapsat ve tvaru

{y’(t)f(t,y(t)% tel,
y(0) = yo.

2. Rozhodnéte, zda je funkce f spojitd na I x R2.

3. Rozhodnéte, zda je funkce f globalng lipschitzovska vzhledem k druhé proménné na I x R2. Pokud ano, uréete konstantu
lipschitzovskosti £.

4. Rozhodnéte o existenci a jednoznalnosti feSeni poatedni dlohy (1).

5. Uréete prvnich pét ¢lend Picardovych aproximaci feSeni Cauchyovy tlohy (1) s volbou nulté aproximace yo(t) = yo.

6. Urlete tvar n-té Picardovy aproximace y,(t), n € N.

7. Ur&ete limitni vektorovou funkci y = y(t) posloupnosti Picardovych aproximaci (y,(t)).

8. PFeved'te potate¢ni tlohu (1) na polatetni tlohu pro jednu diferencilni rovnici druhého ¥adu.

9. Najdéte vSechna feseni diferencialni rovnice druhého fadu z predchoziho bodu.
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Priklad 5. Mé&jme nasledujici pocate¢ni Glohu
y'(t)+ty'(t) =0, tel,
(2) y(0) =0,
y'(0) = 1.
1. Urlete f, y a yo tak, abychom mohli potate¢ni dlohu (2) zapsat ve tvaru
y'(t) =1t y@), tel,
{ y(0) = yo.

2. Rozhodnéte, zda je funkce f spojitd na I x R2.

3. Rozhodnéte, zda je funkce f globalng lipschitzovska vzhledem k druhé promé&nné na I x R2. Pokud ano, uréete konstantu
lipschitzovskosti £.
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Vysledky:

Priklad 1. 5

1) a) globalni existence a jednoznalnost: ¢ = max —f(t,u) = max{|t1], [t2]}, tedy existuje pravé jedno YeSeni na
te(t1,t2),ueR | Oy

intervalu I = (¢1,t3) C R,

b) lokalni existence a jednoznalnost: f je globalné lipschitzovsky spojitd vzhledem k druhé proménné (viz a)), tedy je i lokélné
lipschitzovsky spojita vzhledem k druhé proménné na D, pro dostatetné velké «, 5 je m = 1, h = min {«a, 8}, tedy existuje
pravé jedno Feseni na intervalu I = (0,C), C > 0,

of
aiy(tv U)

2
33y’
Neumime tedy rozhodnout.
b) lokalni: f je spojitd na D, ale neni tam lipschitzovsky spojitd vzhledem k druhé proménné. Je zajisténa existence YeSeni
pocatedni ulohy, ale ne jednoznalnost (o té neumime rozhodnout).

2) a) globalni: tedy neni omezend pro y — 0 a f neni lipschitzovsky spojitd vzhledem k druhé proménné.

3) a) globalni existence: tedy nemiizeme rozhodnout o globélni existenci a jednoznaénosti,

b) lokaIni existence: £ = 2(1 + f)a® +3(1 + §)*a®, m = a®(1+ B)* + a*(1+ §)°, h = min {m ST A i IR } 7

C= r%aﬁx Oh = 0.482948, I = (0,C), tedy existuje pravé jedno feseni na intervalu I = (0, C).
a>0,6>

4) a) globalni: f neni spojita na (t1,%2) X R, tedy neumime rozhodnout,
b) lokalni: f je spojitdé na D = (0,a) x (1 - 3,1+ 8), 0< <1, L= a m=e® 42

(1-p)% 1-p

h = min {a, 5} ,C = r%aﬁx Oh = 0.298679, I = (0,C), tedy existuje pravé jedno feseni na intervalu I = (0,C).
e a>0,8>



